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Einfiihrung in die elementare Zahlentheorie

41. Aufgabe:

Berechne erneut die grofiten gemeinsamen Teiler aus Aufgabe 33 mithilfe der Primfaktor-
zerlegung. Lésst sich mithilfe der Primfaktoren ebenfalls eine Darstellung des ggT wie
im Lemma von Bézout finden?

42. Aufgabe:

1. Beweise: Ist fiir n € N5 die Zahl 2™ — 1 eine Primzahl, so ist n eine Primzahl (die
Primzahlen der Form 2" — 1 heiflen Mersenne-Primzahlen).
Hinweis: Zeige die Kontraposition und verwende dabei die Formel

m
(=1 ¢"=q¢"" -1

k=0
fiir m € N,q € R.

2. Recherchiere den Unterschied zwischen Mersenne-Zahlen und Mersenne-Primzahlen.
Berechne ferner die ersten fiinf Mersenne-Zahlen in Binédrdarstellung und begriinde
das auftretende Muster. Gilt dieses Muster auch fiir die Mersenne-Primzahl 21474836477

43. Aufgabe:

In der Weihnachtswerkstatt arbeiten nur zehn Elfen. Damit sie trotzdem alle Geschenke
rechtzeitig verpacken konnen, trinken die Elfen am 22. Dezember einen Zaubertrank,
der ihnen iiber Nacht Fliigel wachsen lédsst. Ungliicklicherweise hat der Schusselelf das
Fass mit dem Zaubertrank in den Weinkeller gerdumt, wo es nun zusammen mit 999
baugleichen Weinféssern steht. Die Elfen miissen sich nun iiberlegen, wie sie das richtige
Fass ermitteln. Dafiir haben sie nur einen Tag Zeit und die Fliigel wachsen nur iiber
Nacht. Gliicklicherweise sind Elfen unglaublich trinkfest, so dass jeder Elf soviel trinken
kann, wie er will, ohne korperliche Schiden davonzutragen. Finde eine Strategie, wie die
Elfen nach einer Nacht zweifelsfrei herausfinden kénnen, in welchem Fass der Zaubertrank
ist.

44. Aufgabe:

Um die Geschenke effektiver verteilen zu kénnen, bringt der Weihnachtsmann seinen
Wichteln Zahlentheorie bei. Nach einer Vorlesung sind die Wichtel Hans und Tom
verwirrt:

Hans: “Bei der Definition von Aquivalenzrelationen hat sich Onkel Santa doch viel zu
umsténdlich angestellt!”

Tom: “Wieso?”



Hans: “Na, weil die Reflexivitit doch vollig tiberfliissig ist. Jede Relation, die symmetrisch
und transitiv ist, ist doch automatisch auch reflexiv.”

Tom: “Ahhh?”

Hans: “Na, schau mal. Wenn ~ eine symmetrische und transitive Relation auf einer
Menge X ist, dann gilt, da ~ symmetrisch ist, fiir a,b € X : a ~ b = b ~ a. Wegen der
Transitivitit folgt aus a ~ b und b ~ a dann a ~ a. Also ist ~ auch reflexiv.”

Tom: “Stimmt!”

(a) Nein, liebe Wichtel. Das stimmt nicht. Erklire, an welcher Stelle der Beweis falsch
ist.

(b) Um die Wichtel entgiiltig zu iiberzeugen, gib ein weihnachtliches Beispiel fiir eine
symmetrische, transitive, aber nicht reflexive Relation an.

Bemerkung: Die Aufgabe ist sinngeméfl Aufgabe 2 aus http://www.uni-frankfurt/
53492942 /weihnachten.pdf.

45. Aufgabe:

Der Weihnachtsmann sagt zu Rudolph: "Wenn ich die Alter von 3 meiner Wichtel
multipliziere, erhalte ich 36. Addiere ich sie, erhalte ich die Anzahl der Kugeln an meinem
Weihnachtsbaum. Weifit Du nun, wie alt die 3 Wichtel sind?" Rudolph geht sofort die
Kugeln am Weihnachtsbaum zihlen, kommt dann aber ganz betriibt wieder: "Ich kann
noch nicht sagen, wie alt sie sind." Darauf antwortete der Weihnachtsmann: "Aber du
weiit doch, dass der ilteste meiner Wichtel (also der, der mindestens ein Jahr &lter
als alle anderen Wichtel ist) immer dich und deine Kameraden fiittert." Nun konnte
Rudolph das Rétsel 16sen.

Wie alt sind die Wichtel des Weihnachtsmanns?

Bemerkung: Die Aufgabe ist http://www.mathe.tu-freiberg.de/inst/theomath/Weihnachten/
WeihRaet.html| entnommen.

Wir wiinschen Thnen frohe Weihnachten und einen guten Rutsch ins neue
Jahr!


http://www.uni-frankfurt/53492942/weihnachten.pdf
http://www.uni-frankfurt/53492942/weihnachten.pdf
http://www.mathe.tu-freiberg.de/inst/theomath/Weihnachten/WeihRaet.html
http://www.mathe.tu-freiberg.de/inst/theomath/Weihnachten/WeihRaet.html

