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Zusammenfassung

,Funktionales Denken beginnt bei intuitiven Vorstellungen iiber funktionale Zusammenhinge wie ,Wenn man
die eine GroBe dndert, dann dndert sich die andere‘oder ,Je mehr..., desto mehr‘, und es ist voll entwickelt bei
Denkweisen der Analysis™(Vollrath [6]). Die Realitit ist aber ein kalkiilorientierter Analysisunterricht mit wenig
inhaltlichen Vorstellungen. Deswegen plddieren viele Didaktiker fiir einen qualitativen Zugang zur Differential-
und Integralrechnung. Basierend auf der DGS Cinderella wurden interaktive Lernumgebungen entworfen, die
die dynamische Komponente funktionalen Denkens durch eine zweistufige dynamische Visualisierung akzen-
tuieren. Sie zielen darauf ab, inhaltliche Vorstellungen von Anderungsverhalten funktionaler Abhiingigkeiten
zu entwickeln, bevor das Kalkiil im Unterricht entwickelt wird. Im Artikel wird exemplarisch an einer Lernum-

gebung gezeigt, wie dies aussehen kann.

Funktionales Denken und Analysis

In der Meraner Reform (1905) wurde die ,FErzie-
hung zum funktionalen Denken‘“als Sonderaufgabe ge-
fordert. Gemeint war ein gebietsiibergreifendes Den-
ken in Variationen und funktionalen Abhingigkeiten
mit Blick auf Bewegung und Verdnderlichkeit. Die
Differential- und Integralrechnung sollte nicht auf-
gesetzter Zusatzstoff, sondern Hohepunkt in einem
organisch aufgebauten Mathematikunterricht sein. In
diesem Sinne kann die Erziehung zum funktionalen
Denken als Propiddeutik zur Differential- und Inte-
gralrechnung gesehen werden [3]. Die Komplexitit
funktionalen Denkens ist einerseits bedingt durch die
verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten funktionaler
Abhingigkeiten (sprachliche Beschreibung, Graph, For-
mel, Tabelle usw.) und andererseits durch verschiedene
Aspekte: Zuordnungsaspekt (punktweise Sicht), Aspekt
der Anderung (dynamische Sicht) und Objektaspekt
(Sicht auf Funktion als Ganzes) [6].

Insbesondere der Aspekt der Anderung und der Ob-
jektaspekt bereiten Schiilerinnen und Schiilern Schwie-
rigkeiten. Das #duflert sich beispielsweise darin, dass
Funktionsgraphen als fotographische Bilder von Realsi-
tuationen interpretiert werden (Graph-als-Bild Fehler).

Die gestrichelte Linie wird vom Punkte A um die Entfernung x nach rechts
gezogen. Der Wert F(x) gibt die GroBe der grau unterlegten Flache an. Welcher
Graph passt? Begriinde Deine Wahl!
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Typischer Graph-als-Bild Fehler

Betrachtet man den Schulunterricht in der Sekun-
darstufe I (bis Klasse 10), so ergibt sich folgendes Bild:
Der Zuordnungsaspekt funktionaler Abhingigkeiten ist
iberbetont, was sich z.B. darin duflert, dass der Weg
tiber eine Wertetabelle die vorherrschende Technik ist,
wenn es um die Darstellung von Funktionen geht. Will
man aber lokale und globale Eigenschaften, wie Sym-
metrie, Monotonie, Wendestellen von Funktionen be-
schreiben oder sich einen Uberblick iiber charakteris-
tische Momente des Anderungsverhaltens verschaffen,
so sind Tabellen denkbar ungeeignet. Die Realitét des
Analysisunterrichts der Sekundarstufe II ist geprigt von
Kalkiilorientierung und Verharren in Berechnungen los-
gelost von inhaltlichen Vorstellungen. Viele Didaktiker
plddieren deswegen immer wieder fiir eine stirkere Ge-
wichtung der qualitativen Anfdnge der Analysis (z.B.

(2], [4D).

Lernumgebung ,,.Dreiecksfléiiche*

Basierend auf der DGS Cinderella und unter Ausnut-
zung der integrierten funktionalen Programmiersprache
CindyScript wurde die hier vorgestellte interaktive Ler-
numgebung ,.Dreiecksflache“entwickelt. Sie ist zusam-
men mit Lehrmaterial unter [1]] verfiigbar. Zur Nut-
zung der Lernumgebungen im Unterricht geniigt ein
Standardinternetbrowser. Spezielles Wissen zur Funk-
tionsweise der Software ist nicht nétig (geringer tech-
nischer Overhead). Die Grundidee ist eine interaktiv-
experimentelle Computernutzung mit dem Ziel, die
dynamische Komponente funktionalen Denkens her-
vorzuheben und inhaltliche Vorstellungen im Hinblick
auf Propiddeutik zur Differential- und Integralrech-
nung zu entwickeln. In der Lernumgebung sollen die
Schiilerinnen und Schiiler den funktionalen Zusammen-
hang zwischen Abstand AD und Flidcheninhalt des dun-
kelblauen Flachenanteils des Dreiecks untersuchen. Ins-



besondere soll das Anderungsverhalten charakterisiert
werden und die Wendestelle als charakteristischer Mo-
ment, in dem sich die Qualitit des Wachstums #ndert,
wahrgenommen werden. Der mathematische Hinter-
grund basiert auf dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. Der Graph zeigt den Bestand an
Fliacheninhalt in Abhéngigkeit vom Abstand AD. Das
Dreieck — als stiickweise lineare Funktion interpretiert —
zeigt den Anderungsgraphen, also die Ableitungsfunkti-
on. Mit dem Kalkiil ist die Wendestelle nicht zu finden,
da die Ableitung nicht differenzierbar ist.

o000 Dreiecksfliche
Mit der Abbildung kannst Du ausprobieren, wie sich der
Flacheninhalt der blauen Flache verandert, wenn man ~ Flacheninhalt der blauen Flache
den Abstand von A zu D verandert. Klicke dazu mit der A
Maus auf den Punkt D und halte die Taste gedriickt
wahrend Du D bewegst. Der Graph zeigt Dir die GroRe
des Flacheninhalts in Abhangigkeit von der Lage von D.

Aufgaben:

« Beschreibe die Form des Graphen méglichst
genau!

« Warum hat der Graph diese Gestalt?

» Was geschieht oder &ndert sich am schwarzen
Punkt Uber C?

Zur Beantwortung der Fragen kannst Du auch die Form
des Dreiecks verandern, indem Du die Punkte B und C
nach rechts oder links schiebst. C kannst Du mit Hilfe
des blauen Schiebereglers nach oben und unten
bewegen.

Winkelgrofien an/aus
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Beantworte dazu folgende Fragen:

« Wie sieht der Graph aus, wenn C direkt tiber A
oder B liegt?

« Wie héngt die Form des Graphen von den Winkeln
des Dreiecks ab? (Z.B. wenn der Winkel a gréRer
ist als B oder beide Winkel gleich groB.)

« Was fiir Graphen kannst Du erzeugen?

Folgende Gestaltungsleitlinien liegen hierbei zu-
grunde:

Verkniipfung Situation—-Graph: Ankniipfend an
inhaltliche Vorstellungen ist der Ausgangspunkt ein
funktionaler Zusammenhang innerhalb einer Situation
und deren dynamische Verkniipfung mit der Darstel-
lungsform Graph. Die graphische Darstellung wurde
gewdhlt, weil sie sich besonders auf die dynamische
Komponente funktionalen Denkens bezieht und die ge-
samte Information, sowie lokale und globale Eigen-
schaften der Funktion ,,auf einen Blick“enthilt.

Zwei Variationsstufen: Bewegung des Punktes D
bedeutet Variation innerhalb der Situation und somit
simultane Visualisierung des Anderungsaspektes in Si-
tuation und Graph. Dahinter steht die Idee der Supplan-
tation [5]]: Soll ein Lernender einen dynamischen Sach-
verhalt verstehen, so muss er ein ,lauffihiges‘mentales
Modell konstruieren, um mentale Simulation zu errei-
chen. Supplantation meint die visuelle Unterstiitzung
mentaler Simulationsprozesse. Monotonie 146t sich nun
darin ausdriicken, dass ,immer mehr blau dazu kommt*.
Eine Beschreibung der Charakteristik der Wendestel-
le als Stelle, bis zu der die Zunahme ansteigt und
danach die Zunahme fillt, ist fiir Schiilerinnen und
Schiiler schwieriger. Eine zweite Variationsstufe — im
weiteren Verlauf Metavariation genannt — erlaubt nun
durch Bewegung der Punkte B und C das Veridndern
der Situation und damit der Funktion als Ganzes. Me-
tavariation bedeutet Variation innerhalb der Funktion,
die der Situation den Fldcheninhaltsgraphen zuordnet
— also Variation innerhalb des Integraloperators. Der
Flacheninhaltsgraph ist ein Bild unter der Metafunktion
Integraloperator.

Flacheninhalt der blauen Fliche
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Somit bezieht sich Metavariation insbesondere
auf den Objektaspekt funktionaler Zusammenhinge.
Tatséchlich hiingen Objektsicht und Anderungssicht von
Funktionen eng zusammen und lassen sich nur theore-
tisch trennen. Will man globale (Objekt-) Eigenschaften
wie Monotonie beschreiben, so benutzt man die ,Spra-
che des Anderungsaspektes‘: Ist z < y so auch f(z) <
f(y) fir alle x,y. Metavariation ermdglicht aber auch
die Loslosung von konkreten Werten und legt den
Schwerpunkt auf qualitative Betrachtungen. Charak-
terisierende Eigenschaften der Fldcheninhaltsfunktion
werden hervorgehoben: So ist Monotonie invariant
unter Metavariation, die Wendestelle als charakteris-
tischer Moment im Anderungsverhalten ist ,beinahe
invariant‘. Das fiihrt zu Erklirungszwingen und zu
Schiilerdulerungen wie ,,Nach dem schwarzen Punkt
tiber C nimmt der zu addierende Flicheninhalt ab*“. Aber
auch Begriffe wie ,konvex‘und ,konkav‘(falls C iiber
B bzw. A liegt) werden genannt und konnen reflektiert
werden.

Weiteres Material zum Thema und Literaturhin-
weise zu Publikationen der Autorin iiber den Einsatz
im Unterricht und lerntheoretische Fundierung finden
sich unter http://www.math.tu-berlin.de/
~hoffkamp.
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