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PRQISTSVUXW#Y[Z]\I^`_badc�e�_
j(x) := e−x2/2 f=gFh�i#ikj _mlon

F (j) = F−1(j) = j f_m_ba�prqCs
f ∈ S, ε > 0 t e�_ue i fε, f

ε v exw i _ue�syn v�z s?{�|

fε(x) =
1

ε
f(
x

ε
), f ε(x) = f(εx).

g4h�i#ikj _mlon~}
F (f ε) = (F (f))ε, (F−1(f ε) = (F−1(f))ε.

_m_m_ba�prqCs
f, g ∈ S j _mlon

F (g · F−1(f))(x) =
1

(2π)1/2

∫

R

F (g)(x− p)f(p)dp

F−1(g · F (f))(x) =
1

(2π)1/2

∫

R

F−1(g)(x− p)f(p)dp.

��Q1�2QC�D���R�m�G�r� 0 ��5'�2��� �����T����	�
1�������
�?����������������.r�r� 0 � ���
j ′(x) = −xj(x), j(0) = 1

.��O�>�
EC�%�?-F���'.>���2BxH�� 0 ���

F (j ′)(p) = ipF (j)(p) & ���
F (xj)(p) = i(F (j)′(p).� � �
H

pF (j)(p) = −(F (j))′(p) & ���
F (j)(0) = 1

.��/��:;���4�������
j & ���

F (j) �[� � & � 0 �����'���
0 � ����	�
���� � @��L� � � �
H;�
� ���k�
� � 0 � ��� 	�
��
���m� � � �R3 � -���� 0 �L:�����!��#��$

f ε ∈ S .I�O�>�r������� ��5�������� & 5��
����� & �?��H��(� & �'�<H�
'���L9�58���R�������G�
����-y 
9'58��� 0 ��� 0 56��� & �'��� 0 ���1�?��� 	�
����(¡J�1��� 0 ����� ���(- & 0 ��
����"�MBxH�� 0 ���

(
√

2π)F (f ε)(p) =
∫

R

e−ipxf(εx)dx = (
:;���

y := εx)

=
∫

R

e−ip y

ε f(y)
1

ε
dy =

√
2π

1

ε
F (f)(

p

ε
) =

√
2π(F (f))ε.
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'�����¤�?��� � ����!�����$¥:<���¦�����2¡J�1�?� 0 �?�§�?� H������
��� 
'���'BxH�� 0 �G+����¤����� & 	�
����X7§�����¨�D��� �
H
N & 5'� ����Bx9'� & ����� 0 ���1�?��� 	�
���¡J�1��� 0 ����� �©��.#�/�%���(BxH�� 0 �M�
��� �%�?�>+������ 	�
1���

(2π)F (g · F−1(f))(x) =
∫

R

e−ixyg(y)



∫

R

eipyf(p)dp


dy =

=
∫

R

f(p)



∫

R

e−i(x−p)yg(y)dy


dp =

√
2π
∫
f(p)F (g)(x− p)dp
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��%SXQ ��!#" t j _mlon

F ◦ F−1 = F−1 ◦ F = id|S, v1f | f F (F−1(f)) = F−1F (f)) = f ∀f ∈ S(Rn)

g _ue<p%$ z s�_ue�synDs h�i t'& $§s)( h nD_*$ i _ t n�e�_ i eOe�_ i e�_ i6v e z n]_ j e,+�_ i.- e�_ v e i0/ _u{�|In zCiIj e i t nJe�n]_ j e¥lo_ i e h s�e
1 -2- _ml v�zCiIj43 $ i S(Rn) h�z &/t _u{�| f
��Q,�2QI�]���"@A� �M-���� 0 ���(�������r� �CBD��	�
�
������L
#����58��� �L� �������M�����¦��� ������:<��������H��#������� N"�����u.
@A� �4H�58�����

j
�x:<�>�

j(x) = e−x2/2 ��!
jε, j

ε .8�/�����
ĵ = j̆ = j & ��� �����������'������� � & �
�?� 0 ��� � & �

����: +�H���� 0 ��� � ��:;:<�'.
����
#� &�5 � & � 0 ���#N*9��

f ∈ S 0 �����

F−1(jεF (f))(x) → F−1(F (f))(x), (ε→ 0)

�������������"N*9��
R > 0, |y| ≤ R 0 � �>�

|jε(y) − 1| =
∣∣∣e−

ε2y2

2 − 1
∣∣∣ =

∣∣∣

ε2y2

2∫

0

e−tdt
∣∣∣ ≤ 1 · ε

2y2

2
≤ ε2R

2

2
.

�/�
f̂ ∈ S ! 0 �����M������56���
H���������� ‖f̂‖∞ <∞ !#������H�Bx9�� |y| ≤ R

�

∣∣∣jε(y)eixyf̂(y) − eixyf̂(y)
∣∣∣ ≤ ε2R

2

2
‖f̂‖∞.

�/���R58����� & �?����!C����$ 0 � ��� 	�
�:<��$�� 0 � & B�6
��������7%H�: 5 ��71�?��� �O��� 0 �
K

�D�'� ���
�L� � � 0 �R�#���'�<���;��� ����:
[−R,R]

� 0 � �>�©�
jε(y)eixyf̂(y) → eixyf̂(y), (ε→ 0).

�/�¥� & $������'��: |jε(y)eixyf̂(y| ≤ |f̂(y)| & ��� |f̂ | 9�58���
R

� �1�?� 0 ��������5�����!"7§�����£:<��� � ��:<����:;���
¡J�,��� 0 ������+����
�?� & ��	�
'�����x�#���L� �¤�L��� �OE'�§�?-G�����MBx9�� & ����� 0 ���1�?��� 	�
���¡J�1��� 0 ����� � 0 �����©!,+ 0 �u.C@A9��
�����y�

lim
ε→0

(
F−1jεF (f)

)
(x) = lim

ε→0

∫

R

eixyjε(y)f̂(y)dy

=
∫

R

1 · eixyf̂(y)dy = F−1(F (f))(x).

����
#� &�5 � & � 0 �I�
F−1(jεF (f))(x) → f(x), (ε→ 0)

.
�������������6�O�>� � ��:<:<�d���'.>�27�� ���m� & ���(�#���#��	�
¦���'.>�27�� �¢������
#���>�L:��%���

F−1jεF (f)(x) =
1√
2π

∫

R

˘(jε)(x− p)f(p)dp =
1√
2π

∫

R

jε(x− p)f(p)dp

=
1√
2π

1

ε

∫

R

e−
1

2(
x−p

ε )
2

f(p)dp.
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�(���L������E & 5��
����� & �?��H�� & ��� & �1�?����������	�
1� & � 0 �#��$ ∫
R e

−z2/2dz =
√

2π
���

#�����L:<���

1√
2π

∫

R

jε(y)dy = 1,
������H;� & 	�
 1√

2π

∫

R

jε(x− p)dp = 1

EI��� � & �
δ > 0

58��� ����5�� 0�0 � 0 ��58����."�/���'�(BxH�� 0 �

F−1(jεF (f))(x) − f(x) =
1√
2π

1

ε

∫

R

e−
1

2(
x−p

ε )
2

(f(p) − f(x))dp = (∗)

��� �M����	�
1�?��EC���>�?� 0 ��
1����56��� 0 � 0 ����� & � �].��/�%�r��� ��
1�r:��%����H�.,EI���
d > 0

.��/�����O� & : �'���;N"��71�?H��
:;���

π
����	�
1�L� :;:<��� :<�>�?- & ��	�
���� 5�5 ���#���

|
√

2π · (∗)| ≤
∫

|x−p|≤d

jε(x− p)|f(p) − f(x)|dp +
∫

|x−p|≥d

jε(x− p)|f(p) − f(x)|dp

≤ sup
|x−p|≤d

|f(p) − f(x)| ·
∫

|x−p|≤d

jε(x− p)dp+ 2‖f‖∞
∫

|x−p|≥d

jε(x− p)dp

��.ME & :;:<������� � & �¥����� 0 � ��� 	�
�:<��$�� 0 ��� EI�����?� 0 7������<+�H��
f & ��� ����� ���#����¡J�,��� 0 ������� & ��	�
 �

:<��6
H��
� �
� ���¤� �L� �
��!����
�MBx9��M
���������� 	�
������(7I�����������
d

�����L���
�
���2E & :<:<�����
< δ/2

.
�I.6E & :;:����'����N*9'���%� � �

d > 0 0 � ����� ∫

|x−p|≥d

jε(x− p)dp→ 0
Bx9'�

ε→ 0
."�/���L������
1��:��%� ��H��

0 ≤ jε(y) =
1

ε
e−( y

ε
)2 ≤ 1

ε

1

1 + y2

ε2

≤ ε
1

y2

����:<�>�©�
0 ≤

∫

|y|≥d

jε(y)dy ≤ ε
∫

|y|≥d

1

y2
dy → 0 (ε→ 0)

�(���?
'� �k7§�����(� & 	�
O�������C."E & :<:<�����
< δ/2 0 ��:<��	�
1�L������������.6�/��:;���M���
������� ��� 0 ��-���� 0 �©.

��� � � � �'�©���
�����§���'��� N#H & ��� ���
���?�����¤BxH���:<�%��� H��d� �¤� 7,�¢�%��.I��� ��EI�?���?� 0 7����>���
���8��� �'�/3�5 & � 0 ��� & B 0 ��56�
- & : ����� 5��¤�����'��� 0 ���(���©���
58����������.

@A����Bx9 0 ���¨�'HC	�
�������� 0 � ����:;���
7 & � 0 ��� - & �'���d� ���������RH�������� & � 0 ��� 0 � 0 ��56���'�����G�������¥+�H��
¡J�'7I� & ����H������

D ⊂ S ⊂ S ′ ⊂ D′ (∗)
�%��.������L�r� �'BD��	�
'
����>�M
#����58����56���?����	�
1�?���(�L��� ����� ����Bx9�� �����(N6�%� �

n = 1
!'��� �
H

R
�¤���%�
�

Rn .C@A���
7%H�:;:<���,��� �������(�����/+����
��	�
��������������¦¡J��7,� & �
� H�������.
��. D ⊂ S �
���������
�L�
��
��L�����'BD��	�
�.6EI���

ϕ ∈ D, � &�5�5 ϕ ⊂ K ⊂ R & ���
K

7%H�: 5 ��71�©.#�/�%��� 0 ������H������,5#���

sup
x∈R

|xnDmϕ(x)| = sup
x∈K

|xnDmϕ(x)| <∞,
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����� �
xnDmϕ

Bx9��=��� ���
m,n

�¤�?����� 0 !��%� ��H�� & B�6
�������*7�H�: 5 �%7,�������O��� 0 ��56���
	�
��?���'7,��. � � ��H
ϕ ∈ S .

�C. S ⊂ S ′ ��/��� � �¤� � : EC� ���'���'��� �r� �,56����� & � 0 - & +������
����
�����.
f ∈ S �L� �
�4- & 0 ��H������'���

Tf

:<�>�[������@A����7 & � 0

Tf (g) :=
∫

R

f(x)g(x)dx, ∀g ∈ S.

�/���LH�5�� 0 ��¡J�1�?� 0 �?���[���'���
��� ���¤��� & B*��� ����N������ �%!C�#�
f · g ∈ S .

�R�M���
��- & -���� 0 ����!'�#�%���
Tf

�)� Q �����"QI����� �����������MN & ��71�?��H��#���8� & B S . � � ���������>���%��� �¤� 7,�¢����.#EC����������H
(gn)

��������N#H�� 0 �4� & � S !8�'� �256��-�9 0 ��� 	�
¦�'��� ��H��1+���� 0 ����-�� � S 0 � 0 ��� � & ����7%H��1+���� 0 � ���
��. ���%	�

�����#�'���?��H��;����� ��H��1+���� 0 ����-�� � S 0 � �>��� & B=����� �LN������ �%�

sup
x∈R

|gn(x)| → 0
.'�/�%����BxH�� 0 ����56����� & 	�


|Tf(gn)| = |
∫

R

f(x)gn(x)dx| ≤ (sup
x∈R

|gn(x)|) ·
∫

R

|f(x)|dx→ 0.

�D56�©��	�
1�?�%�
f

���
����5'��H�� & �L� �1�?� 0 �
� ���
5#����� �
� . S ′ ⊂ D′ �
��� �������
����� �
H�- & -���� 0 �����#�������

T ∈ S ′ !8�#�%��� � �¤�/� & 	�

T ∈ D′ .")=���>+C� ��� � �¤�©!"�#���

T
� & 	�
£� & B

D ����� � �����©�%������N & ��71�?��H��#�����x�����'� D ⊂ S �y.�������� 5 ����� 0 ���'����� & ��71�����
�©!"�#�%���
T

� & 	�
£�
�?���?� 058��-�9 0 ��� 	�
T�'��� ��H��1+���� 0 ����-k� � D .*�/�%��� �¤����56���F��� �CBD��	�
�!*�'�����TBx9��F�������¥N#H�� 0 �
(ϕn)

� & � D0 � �>�©�,�������
ϕn → 0

� � D !��������(� & 	�

ϕn → 0

��� S ."�/�%���
� ��
1�L:<��� �L� �/BxH�� 0 �©�
ϕn → 0

��� D58����� & ������� ���
58����H����'�����%���������'���
��� ���¤��7%H�: 5 ��71�?���
K

:;���L� &�5�5 ϕn ⊂ K
Bx9'������� �

n
. � � ��H 0 �����

Bx9��L��� ���
k,m

�

sup
x∈R

|xkDmϕn(x)| = sup
x∈K

|xkDmϕn(x)| ≤ C sup
x∈K

|Dmϕn(x)| → 0

:<�>�
C := sup

x∈K
|xk|(<∞)

.#����� ��H��1+���� 0 ����- 0 � 0 ��� � & � � � & B*�����L����	�
1����� EC��������� �
� 0 ���#� & ��� �
��H��1+���� 0 ����-G+�H��

ϕn → 0
��� D .
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