Das néchste Zi_.el ist der Beweis, daf F' und F~! in der Tat invers zueinander sind. Das
geschieht der Ubersichtlichkeit halber iiber mehrere Teilschritte. Wir vereinfachen uns
die Sache noch etwas mehr, indem wir nur den Fall n = 1 behandeln.

Lemma 20.16 i) Sei j(x) := e */2. Dann gilt F(j) = F~'(j) = j.
it) Fir f € S,e > 0 seien f., f¢ definiert durch

T

fla) =21 5) f(@) = flen)

Dann gilt:
F(f)=(F(f)e (FTHf) = (F())e
iii) Fir f,g € S gilt

Flg- FH0)@) = oy [ Fo) @ =) fo)dr
—1 1 —1
Fg F(N)@) = oy [ F7(0)( = p)T)ap

Beweis: i) Es gibt einen recht netten Beweis. Es gilt j'(z) = —xj(x), j(0) = 1. Mit
Satz 20.15 folgt : F(j')(p) = ipF(j)(p) und F(zj)(p) = i(F(j)'(p)-

Also pF(j)(p) = —(F(j))(p) und F(5)(0) = 1. Damit sind j und F(j) Losungen des
gleichen AWP! Also sind sie gleich!

ii) Als UA zeige man, da f° € S. Mit Variablensubstitution (und ohne iiber den Grenz-
ibergang bei uneigentlichen Integralen zu gehen) folgt:

(V2R F(f)(p) = [ e f(ex)de = ( mit y i= =2)
= [t (o) 2y = VI F(F)(D) = VIR(F(F))-

iii) Man muf sicherstellen, dal man die Integrationsreihenfolge vertasuchen kann (also
Fubini fiir uneigentliche Integrale). Dann folgt relativ leicht:

2m)F(g- F~'(f))(z) = /e‘i‘”yg(y) (/ eipyf(p)dp) dy =

R R

= / f(p) ( / e‘““”)yg(y)dy) dp = V2r / f(p)F(g)(x — p)dp

R
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Satz 20.17 (Die Fourier-Umkehrformel) Es gilt
FoF'=F1loF=1idS, dh F(FYf)=F'F(f))=f VYfeSR"

Die Fouriertransformation ist eine eineindeutige, in beiden Richtungen stetige lineare
Abbildung von S(R™) auf sich.

Beweis: Wir zeigen der Einfachheit halber wieder den eindimensionalen Fall.

Wie oben: j (mit j(z) = e*xg/Q), je,j¢. Dann j = j = j und die anderen Aussagen aus
dem vorigen Lemma.

Behauptung 1: Fiir f € S gilt

FGEF(f) (@) = FH(F(f))(@), (e —0)

Beweis: Fiir R > 0, |y| < R gilt

1= )= [ eaf <15 2

Da f € 8, gilt insbesondere || f||o < oo, also fiir |y| < R:

~ . ~ 2 A
FOE )~ )] < 2 il

Das bedeutet, dak gleichméfig auf jeder kompakten Menge K (diese liegt dann in einem
[—R, R]) gilt:

J*(y)e™ fy) — e fly), (e —0).
Da auBerdem |j¢(y)e™ f(y| < |f(y)| und |f] iiber R integrierbar, kann man Limes mit
Integral vertauschen (das ist ein Satz der fiir uneigentliche Integrale gilt, vgl. Wiist 2):

lim (F~'j°F(f)) () = lim [ &5 (y) f(y)dy

R

- /1 ™ f(y)dy = FH(F(f)) ().

Behauptung 2: FLGF(f)(z) — f(x), (e — 0).
Beweis: Mit Lemma 20.16 iii) und danach 20.16 ii) erhélt man:

FUER(f) (@) ¢%/ f(@_J%/k-— f(p)dp
1 1 _1(z=p)?
:EER/G 3 E)f(]?)dp-

90



Mit der Substitution und unter Beachtung daf [ e=*"/2dz = v/27 erhilt man

1 1
—— [ j.(y)dy =1, also auch —/ i(xr—p)dp =1
\/%R/J(y)y \/%RJ( p)dp

Sei nun 0 > 0 beliebig gegeben. Dann folgt

FUGPUN@) = @) = == [ (10) = pa)dp = ()

Die rechte Seite geht aber gegen Null. Das sieht man so. Sei d > 0. Dann (um den Faktor
mit 7 nicht immer mitzuschleppen):

Vor (< [ ge—plf@) = f@ldp + [ ja—pIF) — f(a)ldp

|z—p|<d lz—p|=d
< sw [fp)—f@) - [ i@-pdp+2lfle [ (e —pdp
eoplsd jo—pl<d fo—pl>d

1. Summand: Aus der gleichméfigen Stetigkeit von f und weil das Integral durch 1
majorisiert wird, ist fiir hinreichend kleines d der erste Summand < §/2.
2. Summand: Fiir alle d > 0 gilt: [ j.(x — p)dp — 0 fiir ¢ — 0. Das sieht man so:

|z—p|>d
1 1 1 1
0< je(y) = _e_(%)g < - s < €—
€ €l + 3—2 Y

Damit: .
0< / Ju(y)dy < / “dy—0 (c—0)
ly|>d

ly|>d

Mithin kann auch der 2. Summand < 6/2 gemacht werden. Damit ist alles gezeigt.
Die Linearitéit der Fouriertransformation ist klar. Die Stetigkeit sei eine Ubungsaufgabe
zum selbstidndigen Bearbeiten. [ |

Wir fiigen noch einige Bemerkungen zu der in der Vorlesung angegebenen Kette von
Inklusionen
DcScsScrD (%)

an. Der Einfachheit halber betrachten wir alles fiir den Fall n = 1, also R statt R". Wir
kommentieren die verschiedenen Inklusionen.

1.DCS:

Das ist sehr einfach. Sei ¢ € D,suppy C K C R und K kompakt. Dann gilt offenbar

sup |2 D™ ()| = sup [z" D™ p(z)| < oo,
z€eR zeK
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weil 2" D™ fiir alle m, n stetig, also auf jeder kompakten Menge beschriankt. Also ¢ € S.
2.8c S
Das ist im Sinne der Einbettung zu verstehen. f € S wird zugeordnet 7' mit der Wirkung

Tilg) = [ f@)g(x)dz,  VgeS.

Das obige Integral existiert auf alle Falle, da f-g € S.

Es ist zu zeigen, dass T stetiges lineares Funktional auf S. Linearitat ist klar. Sei also

(gn) eine Folge aus S, die beziiglich der Konvergenz in S gegen Null konvergiert. Nach

Definition der Konvergenz in S gilt auf alle Félle: sup |g,(z)| — 0. Dann folgt aber auch
T€R

Ty(92)| = | [ F(@)ga(a)da] < (suplga(a)) - [ 17 ()l —0.

(beachte: f ist absolut integrierbar!)

3.8 CD"

Hier ist also zu zeigen: wenn 7' € &', dann ist auch 7' € D’. Trivial ist, das 7" auch auf
D ein lineares Funktional (denn D C S). Der springende Punkt ist, dass 7" auch stetig
beziiglich der Konvergenz in D. Das ist aber einfach, denn fiir eine Folge (y,) aus D
gilt: wenn ¢,, — 0 in D, dann auch ¢, — 0 in S. Das sieht man wie folgt: ¢,, — 0 in D
bedeutet insbesondere: es existiert kompaktes K mit supp ¢, C K fiir alle n. Also gilt
fiir alle k£, m:

sup [2* D™, ()| = sup |2" D™ gy ()| < Csup D™, (z)] — 0
z€R zeK zeK

mit C := sup |7¥|(< o0). Die Konvergenz gegen Null auf der rechten Seite ist genau die
zeK

Konvergenz von ¢,, — 0 in D.
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