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Zusammenfassung Einer der wichtigsten Griinde fiir das Scheitern vieler Studie-
render an mathematischen Vorlesungen liegt darin, dass Studierende auch nach
dem ersten Studienjahr nicht wissen, wie man Mathematik richtig lernt. Vielen un-
ter ihnen gelingt es nicht, sich typische mathematische Denk- und Arbeitsweisen
anzueignen, die sie bendtigen, um mathematische Begriffe, Definitionen, Sétze
oder Beweise zu erarbeiten und systematisch anzuwenden. In unserem Beitrag
stellen wir deswegen Lernszenarien vor, die es ermoglichen ein strukturelles Ver-
standnis von Mathematik explizit vorzubereiten, indem mit Studierenden erortert
wird, wie ,,Mathematik im Prinzip funktioniert, um so den Ubergang zwischen
den ,,mathematischen Kulturen* an Schule und Hochschule zu bewiltigen.

Einleitung

Die Ubergangsproblematik Schule-Hochschule ist in der didaktischen Literatur
vielfiltig beschrieben worden. Einen Uberblick iiber einige Arbeiten bietet Gueu-
det (2008). Der Ubergang betrifft dabei verschiedene Phéinomene: Ubergang zu
einer anderen/neuen Denkweise, Ubergang zu formalem Beweisen, Ubergang zu
einem neuen didaktischen Vertrag an der Hochschule u.a. Diese Problematik lésst
sich aus verschiedenen Perspektiven betrachten. In unserer Arbeit nehmen wir ei-
ne epistemologische und didaktische Perspektive ein. Aus diesen Perspektiven
lasst sich sagen, dass Studierende das Wissen, wie man Mathematik richtig lernt,
nicht gleichsam implizit wihrend des Besuchs der Vorlesungen erwerben. Im
Speziellen fehlen ihnen mathematikspezifische Lern- und Arbeitstechniken zur
Erarbeitung und souverinen Anwendung mathematischer Begriffe, Definitionen,
Sitze und Beweise, sowie mathematischer Theorien insgesamt.

Die aktuelle (Hochschul-)Mathematikdidaktik setzt zwar ein bestimmtes wis-
senschaftstheoretisches Verstindnis von Mathematik (implizit) voraus und bietet
eine Vielfalt didaktischer Anregungen und Aufgabenmaterialien zum Lernen und
Finden von Begriffen, zum Argumentieren und Beweisen etc. an. Es gibt aber
kaum Vorschlidge fiir Unterrichtsszenarien, in denen die (methodologischen)
Grundlagen des (mathematischen) Definierens, Argumentierens und Beweisens



und der Theoriebildung allgemein aufgedeckt, problematisiert oder gezielt einge-
ibt werden konnen.

In unserem Beitrag skizzieren wir daher einen Ansatz, wie mathematikspezifi-
sche Denk-, Lern- und Arbeitstechniken gerade am Studienanfang vermittelt wer-
den konnen.

Hierfiir entwickeln wir inhaltsbezogene theoretische Konzepte in Wechselbe-
ziehung zu praktischen Lehrentwiirfen. Das theoriebasierte Design von Lernszena-
rien steht dabei im Mittelpunkt. Unsere Arbeit orientiert sich dementsprechend an
Wittmanns Charakterisierung der Mathematikdidaktik als ,,Design Science®
(Wittmann, 1995).

Der vorliegende Artikel beschreibt exemplarisch zwei Lernszenarien. Eines da-
von wurde in einem Vorkurs an der Pidagogischen Hochschule Ludwigsburg zum
WS 2012 eingesetzt und anschlieBend einem Reflexionsprozess im Forscherteam
unterzogen. Dies fiihrte zur Weiterentwicklung unserer theoretischen Annahmen
und miindete in dem Entwurf des zweiten hier dargestellten Szenarios.

Allgemeiner Ansatz und theoretischer Hintergrund

Viele Vor- oder Briickenkurse zielen vor allem auf die Vermittlung bzw. Wieder-
holung mathematischen Grundwissens und mathematischer Grundfertigkeiten.
Ubergeordnete Konzepte und mathematische Strategien werden zumeist nur durch
mehr oder weniger explizite Hinweise miteinbezogen. Im Zentrum unseres Ansat-
zes steht hingegen die Aufdeckung und die Diskussion der methodologischen
Grundlagen mathematischer Tiatigkeiten wie Argumentieren und Beweisen, Defi-
nieren und das Entwickeln von Theorien.

Hierzu nehmen wir eine argumentationstheoretische Perspektive ein. Das be-
deutet, dass wir davon ausgehen, dass mathematische Theorien in besonderer
Weise sprachlich verfasst sind: Sie konnen néamlich als Ergebnis eines nach stren-
gen Regeln verlaufenden (und unter Umstéinden als blo gedacht zu unterstellen-
den) wahrheitsorientierten Dialogs verstanden werden. Formalistische Mathematik
erachten wir als Hochstilisierung argumentativer Alltagspraxis. Somit entwickelt
sich die Ausgangsbasis fiir Mathematik aus dem Alltdglichen und dem Konkreten.
Das Alltiigliche und Konkrete nimmt also fiir formale Beweise eine Orientierungs-
funktion ein.

Entsprechend obiger Uberlegungen stellen wir das Leitbild Mathematik im Dia-
log ins Zentrum unseres Ansatzes und gliedern die entsprechenden Ubungsszena-
rien nach vier Kompetenzbereichen: Begriffe (Definitionen), mathematische Aus-
sagen, Argumentation und mathematische Theorien.

Wir behaupten, dass Studierende durch unseren Zugang in die Lage versetzt
werden, einige grundlegende Voraussetzungen und Aspekte der Mathematik als
Wissenschaft aufzudecken, zu problematisieren und zu diskutieren. Mit anderen
Worten: Wir denken, dass die hier vorgestellten Methoden zu einem verstehenso-



rientierten Lehrkonzept fiihren konnen, welches die Kernprinzipien der Wissen-
schaft Mathematik und mathematischen Arbeitens (an der Hochschule) explizit
macht und zu einem Verstehen wie Mathematik im Prinzip funktioniert (von Hen-
tig 2003) fithren konnen. Dies erachten wir als eine Grundvoraussetzung, wenn
man den Wechsel zwischen den ,,mathematischen Kulturen® Schule und Hoch-
schule, die sich in ihren impliziten (und expliziten) Grundannahmen und Regeln
unterscheiden, vollziehen mochte. Verstindiges mathematisches Arbeiten und
Uben setzt unseres Erachtens ein gewisses wissenschaftstheoretisches Verstindnis
voraus, welches friihzeitig in expliziter Weise entwickelt werden sollte.

Im weiteren Verlauf stellen wir zwei Szenarien zu den Bereichen Argumentati-
on und Definieren dar. Ausgehend von der Erlduterung des theoretischen Hinter-
grundes werden normative Folgerungen fiir die Ausgestaltung der Lernszenarien
getroffen. Lernpsychologische Perspektiven (z.B. Beliefs-Forschung) spielen
hierbei zunéchst keine Rolle. Unseren Bezugsrahmen bilden vielmehr die allge-
meine Wissenschaftstheorie, Argumentationstheorie (Tetens, 2010) und Epistemo-
logie. Anschlieend werden die Szenarien einer Analyse hinsichtlich ihres didakti-
schen Potenzials zur Erreichung der formulierten Lernziele unterzogen.

Zwei Lernszenarien

Zielgruppe und Lehrkontext

Die hier beschriebenen Lernszenarien wurden zunichst fiir Lehramtsstudierende
des ersten Semesters mit Mathematik konzipiert. Sie sind aber durchaus auch fiir
Studierende mit Hauptfach Mathematik im Rahmen eines Bachelorstudiengangs
geeignet. In einem ersten Durchlauf wurde ein unserer Konzeption folgender ma-
thematischer Vorkurs an der PH Ludwigsburg vor Beginn des Wintersemesters im
Oktober 2012 durchgefiihrt. Daran nahmen ca. 200 Studierende der Studienginge
Grundschullehramt, Werkrealschullehramt und Sonderschullehramt teil. Dement-
sprechend war die Zielgruppe beziiglich ihrer Voraussetzungen duflerst heterogen,
was ihre mathematischen Kompetenzen, Lernmotivation und ihre akademischen
Fahigkeiten anbelangte. Der Vorkurs erstreckte sich iiber 4 volle Tage mit je zwei
(aktivierenden) Vorlesungen (90 Min. + 60 Min.) und je einer Ubungsphase am
Nachmittag (210 Min.), in der die Studierenden in von Tutorinnen und Tutoren
betreuten Kleingruppen arbeiteten. Die Vorlesung wurde parallel von der Autorin
des Artikels und einem Dozenten aus Ludwigsburg gehalten, so dass die Studie-
renden sich zur Vorlesung in zwei Gruppen a ca. 100 Personen aufteilten.

Das im Folgenden beschriebene Szenario I zur Argumentation war dabei ein in-
tegraler Bestandteil des Vorkurses. Aus der Reflexion und den vorldufigen Riick-
meldungen der Studierenden zum Vorkurs wurde unser Ansatz weiterentwickelt;



im Zuge dessen wurde unter anderem ein Szenario zum Bereich Definieren erar-
beitet, welches wir ebenfalls in diesem Beitrag vorstellen. Die argumentationsthe-
oretische Perspektive spiegelt sich in den Lernszenarien darin wider, dass sie alle-
samt dialogisch orientiert sind und mathematisches Wissen bzw. Regeln eben
nicht nur aus rein symbolischem Operieren heraus entwickelt werden, sondern der
Aspekt der Idealisierung und Hochstilisierung in der formalistischen Mathematik
ins Zentrum riickt.

Lernszenario I: Argumentation, Beweis und Rechtfertigung

Die folgenden Ausfiihrungen werden relativ knapp gehalten und konnen in aus-
fiihrlicher Form in unserem Artikel zur CERME 2013 (Hoffkamp, Schnieder &
Paravicini 2013) nachgelesen werden. Sie werden hier allerdings um einige As-
pekte erginzt und im Hinblick auf den Ubergang zum zweiten hier dargestellten
Lernszenario erweitert.

Theoretischer Rahmen

Mathematische Beweise werden in der Schule zumeist nur exemplarisch gelehrt.
Ein streng axiomatisch-deduktives Vorgehen taucht verniinftigerweise in der
Schule nicht auf. Dennoch sollten gerade zukiinftige Lehrerinnen und Lehrer sich
eines solchen Vorgehens bewusst sein und dieses auch eingeiibt haben, um spéter
in der Lage zu sein mit den Schiilerinnen und Schiilern lokales Ordnen als ,,de-
duktives Vorgehen im Kleinen“ durchzufiihren. Das ,J]lokale Ordnen* beschreibt
Freudenthal (1963) folgendermafen:

,Es blieb eben nichts anderes iibrig, als die Wirklichkeit zu ordnen, Bezie-
hungsgefiige herzustellen und sie bis zu einem Horizont der Evidenz zu fiihren,
der nicht genau festgelegt und recht variabel war. Ich habe diese Titigkeit die des
lokalen Ordnens genannt.*

Dadurch, dass der ,,Horizont der Evidenz* nicht genau festgelegt bzw. variabel
ist, trifft man schon im schulischen Kontext auf das Problem der Legitimation ma-
thematischer Argumentation und hiufig auf die Frage, wovon man nun ausgehen
darf und wovon nicht.

In der Hochschule spielen mathematische Beweise i.a. eine andere Rolle als in
der Schule:

»|..] they are central in the building of the university mathematical culture, be-
cause they indicate methods, and also what requires justification or what does
not.“ (Gueudet 2008, p. 247)

Normalerweise werden an der Hochschule aber die metatheoretischen Aspekte
mathematischer Beweise, welche die verwendeten methodischen Mittel legitimie-
ren, nicht explizit angesprochen oder gar diskutiert. Wir denken, dass dies jedoch



ein Schliisselfaktor im Ubergang Schule-Hochschule bzgl. mathematischem Ar-
gumentieren und Beweisen ist und dass sich diese Aspekte letztlich auch auf die
Titigkeit des lokalen Ordnens in der Schule iibertragen lassen.

Mathematische Argumente oder Beweise dienen dazu, andere bzw. sich Selbst
von der Wahrheit mathematischer Aussagen zu iiberzeugen (Thiel 1973). In die-
sem Sinne sind mathematische Beweise Werkzeuge oder eine Richtlinie fiir die
Entwicklung mathematischer Argumentationen, welche transsubjektive Verstind-
lichkeit ermdglichen sollen (Lorenzen 1968). Fiir die Konzeption eines Lernszena-
rios folgen wir dieser eben skizzierten epistemologischen und normativen Per-
spektive. Hierbei verfolgen wir das Ziel die minimalen Bedingungen und
Voraussetzungen effektiver mathematischer Argumentation explizit zu erdrtern
und zu reflektieren.

Was verstehen wir unter mathematischer Argumentation? Mathematische Ar-
gumentationen konnen als Muster bestehend aus Voraussetzung — Schlussregel —
Schluss strukturiert werden, welche in linearer Form geschrieben werden koénnen
(Tetens 2010). Die Verifizierung des Schlusses wird aus bestimmten Vorausset-
zungen abgeleitet. Diese Voraussetzungen bendtigen keine weitere Rechtfertigung
oder wurden schon verifiziert. Insbesondere werden aber die Schlussregeln expli-
zit festgelegt und gerechtfertigt. Mathematische Argumentation, die nach diesem
Muster aufgebaut ist, lduft nicht Gefahr in einen Zirkelschluss zu miinden, oder in
einen infiniten Regress zu laufen bzw. mit Hilfe eines ,,Dogmas® abgebrochen zu
werden. Mit anderen Worten sie lduft nicht auf das beriichtigte ,,Miinchhausen-
Trilemma* hinaus (Albert 1991).

Wir betonen in unserem Zugang den dialogischen Charakter der Logik, durch
die uns die Mittel an die Hand gegeben werden, neues Wissen aus schon beste-
hendem Wissen zu erschaffen. Deswegen sollen Studierende das Ideal transsub-
jektiver Verstindlichkeit als minimale Bedingung fiir wissenschaftliches Arbeiten
in der Mathematik kritisch diskutieren. Das Muster Voraussetzung — Schlussregel
— Schluss soll als Werkzeug zur Erreichung dieses Ideals erkannt werden.

Ziel soll es sein, dass Studierende nicht nur theoretisches Wissen zu mathema-
tischer Argumentation besitzen oder in Beweisfiihrung trainiert werden. Vielmehr
sollen sie auch die verwendeten Werkzeuge auf einer normativen Basis beziiglich
der Erreichbarkeit der Ziele diskutieren. Wir denken, dass solch eine normative
Diskussion zu einer kritischen Auseinandersetzung mit und Reflexion von Ma-
thematik als Wissenschaft und ihrer methodologischen Entscheidungen fiihren
kann.

,»Mathematische Argumentation und Rechtfertigung* — Lernziele,
Grobverlauf und didaktischer Kommentar

Mit dem Lernszenario werden zwei Lernziele verfolgt: Die Studierenden sollen



* mathematische Beweise anhand des Beispiels des Beweises durch Wider-
spruch analysieren und deren deduktive Struktur erkennen und beschrei-
ben.

¢ erkennen, dass Vollstindigkeit und deduktive Ableitung notwendige Kri-
terien fiir mathematische Beweise sind, und das Ideal des Musters Vo-
raussetzung — Schlussregel — Schluss als verniinftiges Mittel fiir mathe-
matische Argumentation anerkennen und sich bewusst aneignen.

Das Szenario ist in drei Phasen gegliedert, die im Folgenden kurz umrissen wer-
den.

Phase 1 (Informationsphase): In der Vorlesung werden die Grundziige naiver Lo-
gik und die Methode des Beweises durch Widerspruch vorgestellt. Als weiteres
Beispiel fiir einen Beweis durch Widerspruch wird die Unendlichkeit der Menge
der Primzahlen herangezogen. Hierzu wurde ein Beweis in Zeilen ,,auseinanderge-
schnitten” und in eine falsche Reihenfolge gebracht (Beweispuzzle). Gemeinsam
mit den Horerinnen und Horern wird die richtige Anordnung der Deduktionskette
hergestellt (Projektion mit Beamer oder Overhead).

Phase 2 (Kognition): Das Beweispuzzle wird in der Ubung in Kleingruppen wie-
der aufgegriffen. Den Studierenden werden zwei weitere Beweispuzzles in Form
von unsortierten Beweiszeilen, welche auseinandergeschnitten wurden, gegeben.

Dabei handelt es sich nicht etwa um zwei verschiedene Beweise des Satzes zur
Unendlichkeit der Menge der Primzahlen, sondern um denselben Beweis (bzw.
dieselbe Beweisidee) wie schon in der Informationsphase. Die Beweise unter-
scheiden sich aber erheblich in der Art, wie sie notiert sind. Ein Beweis ist sehr
viel kiirzer als der Beweis aus der Vorlesung. Dabei wurden Deduktionsschritte
zusammengefasst bzw. ausgelassen, so dass der Leserin bzw. dem Leser mehr an
Vorwissen abverlangt wird. Der andere Beweis ist halbformalisiert und dadurch
sehr lang und detailreich. Die Studierenden sortieren die Beweisschritte und dis-
kutieren die Beweise. Dadurch entsteht eine Irritation oder Provokation, denn oft-
mals sind Studierende aus der Schule ein kochrezeptartiges Arbeiten gewohnt, bei
dem es genau einen richtigen Weg gibt. Dies fiihrt zu einer Diskussion, in deren
Verlauf die Struktur mathematischer Beweise als Deduktionskette aufgedeckt und
reflektiert wird. Diese Struktur ldsst sich als Gemeinsamkeit aller drei Beweise
herausarbeiten. Aber auch der dialogische Charakter wird offenbar: Beweise die-
nen dazu sich selbst oder andere von der Giiltigkeit einer Aussage zu iiberzeugen
(transsubjektive Verstdndlichkeif). Ob dies gelingt, hingt dabei vom mathemati-
schen Vorwissen bzw. Hintergrund ab, aber auch von (personlichen oder sozio-
kulturellen) normativen Vorstellungen. Letztlich provoziert diese Phase gerade
durch die unterschiedlich langen bzw. unterschiedlich detailreichen Beweise aber
auch Fragen wie ,,Was wire, wenn ein mathematischer Beweis niemals zu Ende
formuliert werden konnte? oder ,,Was sind die Grundregeln mathematischen Be-



weisens, wenn ein Beweis liberzeugen soll?* Diese Fragen nach Rechtfertigung
und Giiltigkeit leiten in Phase 3 iiber.

Phase 3 (Metakognition): Diese Phase beschiftigt sich mit den Fragen ,,Woher
weil} ich, dass eine mathematische Argumentation giiltig ist?* bzw. ,,Was ist ein
perfekter Beweis?* Um sich diesen Fragen zu widmen, erhalten die Studierenden
weiteres Material in Form des Miinchhausen-Trilemmas:

»Hans Albert (1991) behauptet, dass jegliche Versuche fiir eine Letztbegriin-
dung scheitern miissen bzw. ins Miinchhausen-Trilemma fiihren. Das Miinchhau-
sen-Trilemma bedeutet, dass jeder Versuch des Beweises eines letzten Grundes zu
einem von drei moglichen Ergebnissen fiihrt:

zu einem Zirkelschluss, (die Conclusio soll die Primisse beweisen, benotigt
diese aber, um die Conclusio zu formulieren) oder

zu einem Infiniten Regress (es wird immer wieder eine neue Hypothese iiber
die Begriindbarkeit eines letzten Grundes formuliert, die sich jedoch wiederum als
unzureichend erweist oder wieder in einen Zirkel fiihrt) oder

zum Abbruch des Verfahrens.*!

Die Studierenden erhalten eine Textfassung des Miinchhausen-Trilemmas und
bearbeiten folgende Aufgaben:

Stellen Sie Zusammenhdnge zwischen den Beweis-Puzzles und dem Miinchhausen-
Trilemma her. Nennen Sie Eigenschaften eines ,,perfekten* Beweises!

Hierdurch sollen gemeinsam mit den Studierenden sozio-mathematische Nor-
men aufgestellt und diskutiert werden:

»which means in this context, criteria shared by students and teachers to decide
whether a proof is valid or not, what is a satisfactory explanation, etc.“ (Gueudet
2008, S. 243)

Die Normen mathematischer Argumentation werden also im Gegensatz zur iib-
lichen Lehrpraxis nicht vorgegeben und an Beispielen vertieft, sondern von An-
fang an zur Diskussion gestellt und dadurch explizit gemacht.

Es ist davon auszugehen, dass sich die meisten Studierenden noch keine Ge-
danken um Rechtfertigungsaspekte mathematischer Beweise gemacht haben. Mit
dieser Lernumgebung sollen sie sich solcher Aspekte und Probleme bewusst wer-
den. Deswegen erhalten sie mehrere Beweise desselben Satzes, die in ihrer Linge
und Argumentationstiefe weit differieren. Dies ist als Analogon des ,,infiniten Re-
gresses” beim Miinchhausen-Trilemma zu sehen, denn selbst bei der langen und
sehr detailreichen Version des Beweises, konnte man jeden einzelnen Beweis-
schritt weiter hinterfragen, so dass man letztlich auf die Frage der ,letzten Be-
griindungen® kommt. Die Studierenden werden durch die Lernumgebung angeregt
ihre impliziten Uberzeugungen zu mathematischen Beweisen zu reflektieren und

! Formulierung aus http://de.wikipedia.org/wiki/Miinchhausen-Trilemma (zu-
letzt aufgerufen am 25.9.2013)




in Uberlegungen zu der Frage ,,Was ist ein perfekter Beweis?** miinden zu lassen.
Die Reflexion der drei Optionen des Trilemmas kann dann zur Uberzeugung fiih-
ren, dass das Muster Voraussetzung — Schlussregel — Schluss ein verniinftiges und
angemessenes Mittel fiir mathematische Argumentation ist. Aber es erlaubt auch
das Erkennen mathematischer Arbeitsweise: Definierte Eigenschaften diirfen ohne
Beweis benutzt werden, wohingegen alle anderen Eigenschaften unter Ausnutzung
bestehender Definitionen bewiesen werden miissen.

Der erste Durchlauf dieses Lernszenarios an der PH Ludwigsburg scheint unse-
ren Ansatz zu bestitigen. Die Studierenden diskutierten, dass Beweise einen ge-
wissen Zweck verfolgen, ndmlich andere von der Wahrheit einer Aussage zu
tiberzeugen. Hierfiir muss ein Beweis an die Adressaten angepasst sein. Auf dieser
Basis wurden Normen fiir gute Beweise erarbeitet und mit den Normen an der
Schule verglichen. Aus den Gesprichen und Diskussionen in der Ubung entstand
aber auch die Frage nach den ,,Atomen der Argumentation” (,,Wann muss man
nicht mehr weiterfragen?*) bzw. nach den Grundbegriffen — letztlich also die Fra-
ge nach einem axiomatischen Zugang. Insbesondere wurde diese Frage aufgegrif-
fen, als in der Vorlesung die elementare Wahrscheinlichkeitstheorie als ein Bei-
spiel solch eines axiomatischen Zugangs und als Beispiel einer mathematischen
Theorie in ihren (elementarsten) Grundziigen behandelt wurde. Dies war aber
noch unzureichend, so dass das Forscherteam ein Lernszenario zum Thema ,,ma-
thematische Definitionen* entwickelt hat, das im weiteren Verlauf beschrieben
wird.

Lernszenario II: Mathematische Definitionen

Theoretischer Rahmen

Im Folgenden skizzieren wir ein weiteres Lernszenario, das die Studierenden
auf einen Perspektiv- und einen damit verbundenen Haltungswechsel im Uber-
gang Schule-Hochschule vorbereiten soll. Diese finden im Ubergang von einer
bloB wissenschaftspropiddeutischen hin zu einer wissenschaftlichen, d.h. dem Ideal
liickenloser und insbesondere zirkelfreier Begriindung verpflichteten, Sichtweise
von Mathematik — hier am Beispiel ,,Mathematisches Definieren® — statt.

,Begriffe bilden die Grundbausteine der Mathematik* (Vollrath & Roth 2012).
Fiir eine wissenschaftlich betriebene Mathematik (wie fiir jede Wissenschaft) ist
der systematische und intersubjektiv nachvollziehbare Aufbau ihrer Terminologie
von zentraler Bedeutung. In unserem Lernszenario geht es dabei aber nicht nur da-
rum, das Definieren als sinnvolles und notwendiges Verfahren terminologischer
Sprachnormierung in der Mathematik kennen zu lernen, sondern — im Sinne eines
Orientierungswissens - auch die mathematikiibergreifende Bedeutung des Metho-
deninstruments ,,Definition” fiir eine gelingende Kommunikation in Alltag und



Wissenschaft iiberhaupt erfahrbar zu machen. Insofern steht auch hier der dialogi-
sche Charakter im Vordergrund.

Zu den selbstverstindlichen, schon in der Schule empraktisch und implizit
vermittelten, Forderungen an gute Definitionen gehort es, ,,von Definitionsverfah-
ren Eindeutigkeit und Explizitheit zu verlangen® (Janich 2001, 124). Fehlerhaft
sind Definitionen immer dann, wenn sie zirkulér sind und sich — bildlich gespro-
chen — im Kreis drehen, d.h. wenn im Definiens das Definiendum bereits vor-
kommt und sie dadurch das, was erst definiert werden soll, bereits als definiert in
Anspruch nehmen.

Wird diese Forderung aber ohne weitere Ergénzungen und Einschrinkungen
unterschiedslos auf alle Begriffe einer Theorie ausgedehnt, so fiihrt sie in tiefe, die
Bedingungen der Moglichkeit von Wissenschaft allgemein und Mathematik insbe-
sondere betreffende, Grundlagenprobleme?. Wird nidmlich an der Forderung fest-
gehalten, dass die erkldrenden Begriffe einer Definition selber nicht definitionsbe-
diirftig sein diirfen bzw. dass letztlich alle Begriffe ausschlieflich mit Hilfe
sprachlicher Mittel einzufiihren sind, so wird man in ein Miinchhausen-Trilemma
fiir Begriffe, kurz ein Begriffs-Trilemma gefiihrt: Entweder man akzeptiert zirku-
lare Begriffsbildungen oder aber einen infiniten Regress beim Definieren oder
man nimmt einen bewusst vollzogenen Abbruch und damit einhergehend die Ver-
pflichtung in Kauf, gewisse Begriffe als nicht definitionsbediirftige Grundbegriffe
auszuzeichnen.

Letzteres fiihrt zum Konzept der Axiomatik, denn in der Mathematik besteht
der wesentliche Ansatz® darin, eine Variante der letztgenannten Alternative aufzu-
greifen: Hierbei werden gewisse Begriffe als Grundbegriffe gleichsam als rationa-
le Basis ausgezeichnet und alle anderen Begriffe als abgeleitet betrachtet. Diesem
Verstidndnis zufolge werden diese Grundbegriffe so betrachtet, dass sie ausschlief3-
lich iiber ihre wechselseitigen Beziehungen zueinander (Kohirenz) definiert sind.
Formal ausgedriickt handelt es sich dabei darum, mehrere Begriffe gleichzeitig
dadurch definitorisch zu bestimmen, bzw. ,,implizit“ im Rahmen einer mathemati-
schen Strukturbeschreibung zu definieren, dass man eine Liste von satzartigen
Ausdriicken, die so genannten (formalen) Axiome, schlicht hintereinander schreibt
und als (fast ausschlieBlichen) MalBstab fiir die wissenschaftliche Korrektheit die-
ses so gesetzten Axiomensystems seine logische Widerspruchsfreiheit (Konsis-
tenz) setzt. Das sich in diesem Ansatz ausdriickende Selbstverstindnis der Ma-
thematiker liegt noch diesseits spezifischer Unterschiede in den philosophisch-
wissenschafts-theoretischen Deutungen einer mit wissenschaftlichem Anspruch
auftretenden Mathematik. Eine besonders pointierte Form (Janich 1992) dieser
weit iiber die Mathematik hinaus verbreiteten arbeitspraktischen Sichtweise zur
Methodologie des Definierens bieten David Hilberts (1903) berithmte Grundlagen

2 Vgl. dazu und fiir einen ersten Uberblick insgesamt Thiel (1995) insbesondere
S.273 -302.

3 Fiir einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die formalistische Sichtweise vgl.
Thiel (1995), S. 20 ff.
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der Geometrie. Selbstverstindlich unterstreicht diese Position den hypothetischen
Charakter mathematischer Theorien; ihr geht es nicht um inhaltliche Geometrie als
Theorie des praxisleitenden Anschauungsraums, ihr geht es um Implikationszu-
sammenhinge zwischen bereits als bewiesen unterstellten oder als Axiom gesetz-
ten Behauptungen; die inhaltliche, empirisch kontrollierbare Richtigkeit ihrer
Ausgangssitze, aufgefasst als Interpretation in der Wirklichkeit, bleibt unerheb-
lich.

,,Mathematische Definitionen* — Lernziele, Grobverlauf und didaktischer
Kommentar
Mit diesem Lernszenario werden drei Ziele verfolgt: Die Studierenden sollen
* am Beispiel des Begriffs "Quadrat" die Definitions-Zirkularitit bzw. den
Definitionsabbruch in einem mathematischen Fachlexikon erfahren;
* Definitionszirkel als Problem fiir eine wissenschaftlichen Anspriichen
geniigende Mathematik erkennen;
* wissen, wie der working mathematician das Problem der Definitionszir-
kel umgeht bzw. den Definitionsabbruch methodisch 16st.

Phase 1 (Problematisierung): In diesem Lernszenario wird die Lerngruppe zu-
nichst in Kleingruppen eingeteilt. Diese erhalten in einer ersten Phase den fol-
genden Arbeitsauftrag:

Aufgabe 1: Erklidren Sie mit moglichst einfachen Worten den Begriff “Quadrat”
(stellen Sie sich etwa vor, dass der Adressat Threr Erkldrung ein geometrisch voll-
kommen Unwissender ist). Dazu recherchieren Sie in einem Lexikon erste definie-
rende Begriffe sowie die sie erkldrenden grundlegenderen/einfacheren Begriffe.
Entwickeln Sie dazu ein Pfeildiagramm, das IThre gefundenen Begriffe hierar-
chisch ordnet. Stellen Sie das Pfeildiagramm auf einem Plakat dar und bereiten
Sie eine Prisentation Threr Ergebnisse vor.

Zunichst wird mit Aufgabe 1 auf enaktive Weise und textfrei ein kognitiver
Konflikt erzeugt: Im Umgang mit einem anerkannten Fachlexikon erfahren und
erkennen die Studierenden, dass schon die Definitionsversuche fiir besonders ein-
fache und vertraut erscheinende Begriffe wie beispielsweise den des Quadrats zir-
kulér verlaufen oder in einen unendlichen Regress fiihren — im Widerspruch zum
gingigen Verstindnis von Mathematik als einer Wissenschaft, deren Erkenntnisse
als unbezweifelbar gewiss und letztlich objektiv nachvollziehbar gelten. Die Stu-
dierenden erfahren auf diese Weise, wie sie von Lexikoneintrag zu Lexikoneintrag
durchgereicht werden, ohne auf ein absehbares Fundament geometrischer (Grund-
)Begriffe zu stoen. Im Gegenteil: Die Zahl der kldrungsbediirftigen geometri-
schen Fachworter nimmt rasch zu, obwohl doch die auftauchenden Begriffe geo-
metrisch immer ,,einfacher” zu werden scheinen. SchlieBlich werden die Definiti-
onszirkel immer offensichtlicher, wenn die Erkldrung auch der ,einfachsten*



11

Begriffe Punkt, Gerade, Ebene nicht unabhingig voneinander und ohne zusitzli-
che Relationen angegeben werden kann.

Gerade das "Quadrat" lidsst verschiedene Recherchewege offen, die aber alle
schnell in die gebetsmiihlenartigen Begriffskreisldufe einmiinden und so den Stu-
dierenden die Unlosbarkeit der gestellten Aufgabe gleichsam einhdmmern. Spites-
tens das Suchprotokoll, das die recherchierten Begriffe in der jeweiligen Suchrei-
henfolge enthilt, wird durch die sich wiederholenden Begriffseintrige zur
augenodffnenden Visualisierung eines Begriffszirkels. Dass diese Zirkel in einem
Fachbuch fiir Mathematik enthalten sind, unterstreicht dabei nur die Problematik
zirkuldrer Definitionen in der Mathematik. Nur die Erkldrungen der Grundbegriffe
Punkt, Gerade und Ebene sind als axiomatische Bausteine gegeben und etwas
schwieriger nachzuvollziehen.

Erwartungsgemif wird sich ein gewisses Unbehagen bei den Teilnehmerinnen
und Teilnehmern einstellen: Ist sich selbst die Geometrie ihrer (Grund-)Begriffe
nicht sicher? Dieses Unbehagen mag zunichst konstruiert erscheinen, ist es aber
nicht. Denn wissenschaftstheoretisch fiihrte es zur axiomatischen Methode, wel-
che die ,,Auflosung dieses Unbehagens® fiir die Mathematik darstellte. Diese Lo-
sung war aber in der Geschichte der Mathematik keineswegs offensichtlich und
sollte deswegen in der Lehrpraxis auch nicht so dargestellt werden.

Deswegen soll im weiteren Verlauf der Lernumgebung explizit werden, iiber
welche Arbeits- und Denkstrategien der working mathematician hier verfiigt. Dass
dies vor allem fiir Lehramtsstudierende wichtig ist, wird klar, wenn man sich die
Titigkeit des lokalen Ordnens als Theoriebildung im Kleinen vorstellt. Hier ist ge-
rade fiir Schiilerinnen und Schiiler eine klare Auszeichnung der ,,Basisbegriffe*
wichtig, um fachlich aufbauend und intellektuell ehrlich vorzugehen.

Die Sichtung der Ergebnisse von Aufgabe 1 im Plenum beginnt deshalb zu-
nidchst ggf. mit einer ersten Thematisierung dieser vielleicht von einigen mathe-
matikbegeisterten Studierenden auch als erschreckend und frustrierend erlebten
Lexikonarbeit und der dabei moglicherweise auch aufgetretenen Affekte.

Um bei den Studierenden den Eindruck einer im Prinzip vollstindigen und re-
prisentativen Bilanzierung mathematischer Definitionsverfahren zu erzeugen,
werden am Ende der Gruppenarbeitsphase nicht weiter lexikalisch zuriickverfolgte
Begriffe gemeinsam im Plenum analysiert (auch im Sinne einer zusitzlichen Si-
cherung und Festigung). Eine auch nur ansatzweise griindliche Begriffsrecherche
wird auf die Begriffe Punkt, Gerade und Ebene zuriickfiihren, die als Grundbegrif-
fe der Geometrie allen anderen Figuren und Beziehungsbegriffen zugrunde liegen.

Schlielich werden die entdeckten Begriffszirkel von unterschiedlichen Studie-
renden auf je verschiedenem Kompetenzniveau benannt. An dieser Stelle ist zu
erwarten, dass sich verschiedene oder alle Denkfiguren aus dem Miinchhausen-
Trilemma in den Diagrammen wiederfinden (z.B. Zirkeldefinitionen). Als mogli-
chen Impuls zur Biindelung und Fokussierung der Ergebnisse bietet sich an:

Stellen Sie einen Zusammenhang zwischen den prdsentierten Ergebnissen und
dem Miinchhausen-Trilemma her.
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Die erste Phase soll mit einem Fazit oder einer Frage von den Studierenden ab-
geschlossen werden. Erwartbare und in hohem Malle wiinschenswerte Formulie-
rungen der Studierenden konnten sein:

,.Mathematik scheint zu funktionieren, obwohl sie zirkuldre oder undefi-
nierte Begriffe enthilt.”

¢ ,,Gibt es in der Mathematik perfekte Definitionen?*

¢ ,Wenn in der Mathematik Begriffszirkel unauflosbar wéren, wie konnte
sie denn dann iiberhaupt gelernt werden, einen Anfang nehmen und ge-
lehrt werden?*

¢ ,Wirde es denn Mathematik iiberhaupt geben, wenn Definitionen Zirkel
enthielten?*

Phase 2 (Metaperspektive): Die Diskussion wird sich erwartungsgemif zur Frage
nach den methodologischen Grundsitzen eines wissenschaftlich arbeitenden Ma-
thematikers 6ffnen und damit zur zweiten Phase des Lernszenarios iiberleiten.

Aufgabe 2.1: Diskutieren Sie in der Gruppe, ob zirkulidre Begriffsbildungen in der
Mathematik vermeidbar sind. Wenn ja, entwickeln Sie entsprechende Vorschldge
und erldutern Sie diese am Beispiel des Quadrats. Wenn nein, formulieren Sie eine
Begriindung in Form eines Thesenpapiers.

Aufgabe 2.2: Vergleichen Sie Ihren Losungsvorschlag mit dem fiir das Selbstver-
standnis der meisten Mathematiker und Mathematikerinnen auch heute noch
symptomatischen Ansatz von David Hilbert*.

,Die Geometrie bedarf zu ihrem folgerichtigen Aufbau nur weniger und einfacher
Grundsitze, genannt Axiome der Geometrie. Diese Sdtze werden ohne Beweis und
ohne weiteren Erklarungsbedarf als gegeben angenommen, alle anderen Sétze der Ge-
ometrie miissen und konnen aus ihnen durch logisches Schlieen und ohne Zuhilfen-
ahme weiterer Annahmen gewonnen werden.

Wir denken uns dazu drei verschiedene Systeme von Dingen: Die Dinge des ersten
Systems nennen wir Punkte, die des zweiten Geraden und die des dritten Ebenen. Wir
denken die Punkte, Geraden und Ebenen in gewissen gegenseitigen Beziehungen und
bezeichnen diese Beziehungen durch Worte wie ,liegen auf®, ,bestimmen*, ,zwischen*
oder ,parallel‘; die genaue und fiir mathematische Zwecke vollstindige Beschreibung
dieser Beziehungen erfolgt durch 20 Axiome der Geometrie. Diese lauten beispiels-
weise ,Zwei voneinander verschiedene Punkte bestimmen stets eine Gerade.” oder
,Wenn zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam haben, so haben sie wenigstens noch ei-
nen weiteren Punkt gemeinsam.

“Frei nach (Hilbert 1903), Seite 1f, angereichert um die populire Bierseidel-
Anekdote (Blumenthal 1935, S. 409f).
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Man kann dabei statt ,Punkte, Geraden und Ebenen‘ jederzeit auch ,Tische, Stiihle
und Bierseidel‘ sagen; es kommt nur darauf an, dass die Axiome erfiillt sind.*

Die Studierenden sollen nun in der folgenden Aufgabe herausarbeiten, was die
gewonnenen Erkenntnisse fiir ihre eigene Arbeitspraxis bedeuten konnen: etwa,
besonders darauf zu achten, Voraussetzungen und Behauptungen gedanklich zu
trennen, und in der mathematischen Arbeit von einem Begriff nur noch diejenigen
Eigenschaften zu nutzen, welche tatsdchlich in der Definition angelegt sind.

Aufgabe 2.3: Haben die methodologischen Uberlegungen, welche Sie zur Be-
griffsbildung in der Mathematik angestellt haben, Konsequenzen dafiir, wie Sie
Mathematik verstehen und lernen wollen?

In der Auseinandersetzung mit dieser Aufgabe konnen die Schwierigkeiten in
der Uberwindung solcher (Definitions-)Probleme offensichtlich werden: Es bedarf
nidmlich gewisser Normen, auf die man sich einigen muss und die als wissen-
schaftliche Praxis Akzeptanz finden miissen. Insbesondere schlieft sich hier auch
der Kreis mit der ersten Lernumgebung: Dadurch, dass gewisse Begriffe als
Grundbegriffe ausgezeichnet sind und nur deren erfahrungsunabhingige Relatio-
nen zueinander betrachtet werden, 16st man sich von der Erfahrungswelt und legt
sich auf eine formal-logische Behandlung fest. Nun wird auch die Beweisbediirf-
tigkeit von scheinbar offensichtlichen gleichwohl beweisbediirftigen (z.B. geomet-
rischen) Sétzen einsehbar.

In einer abschliefenden Diskussion werden die Ergebnisse schlieBlich gebiin-
delt. Um die Studierenden nicht in der aufgemachten Aporie stehen zu lassen und
den Mathematikunterricht schlimmstenfalls dem Verdacht der Sinnlosigkeit aus-
zusetzen, aber auch um bestimmte Aspekte der erarbeiteten Definitionslehre mit
Blick auf die innermathematischen Anwendungen (strenge Unterscheidung zwi-
schen Voraussetzung und Behauptung, Beweisverpflichtung fiir mathematische
Behauptungen) zu betonen, werden die Studierenden mit der modernen Variante
eines euklidischen Mathematikverstindnisses vertraut gemacht; es handelt sich um
die Position des Formalismus, wie sie von David Hilbert paradigmatisch vertreten
wurde. Die Kernthesen seiner Position lassen sich so reduzieren, dass sie vor dem
neuerworbenen Problemverstindnis der Studierenden nachvollziehbar sind und im
Sinne einer Faustregel zum guten Umgang mit mathematischen Definitionen am
Anfang des Mathematikstudiums vereinfacht werden konnen.

Fazit und Ausblick

In diesem Artikel wurden Lernszenarien vorgestellt, welche den Ubergang Schule
— Hochschule erleichtern sollen. Dabei sehen wir den Ubergang vor allem in ei-
nem ,.kulturellen* Unterschied — von einer wissenschaftspropiddeutischen zu einer
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wissenschaftlichen Sichtweise. Durch die theoretische Erdrterung einiger Grund-
prinzipien der Wissenschaft Mathematik, wurde auf dieser normativen Basis das
Design fiir die Lernumgebungen begriindet. Das Design zeichnet sich vor allem
durch seinen dialogischen Charakter aus und ist argumentationstheoretisch veran-
kert.

Wir behaupten, dass die Diskussion und explizite Offenlegung der methodolo-
gischen Grundlagen der Mathematik als Wissenschaft eine Grundvoraussetzung
ist, um den Ubergang zu meistern, denn um mathematisch zu arbeiten, ist das be-
wusste Assimilieren der Methoden vonndten. Dabei miissen die Studierenden an-
geleitet werden, den methodologischen Status ihrer Strategien als Normen bzw.
als Ideal anzuerkennen, welche erlauben, Wissen als wissenschaftlich objektiv zu
rechtfertigen. Insofern kann solch ein Ansatz auch das Lernen von Mathematik
selbst lernbar machen.

Deswegen sollte ein mathematischer Vorkurs stets zwei Ziele verfolgen, nim-
lich zum einen die (Weiter-)Entwicklung und das Trainieren mathematischer Fer-
tigkeiten und mathematischen Grundwissens und zum anderen ein explizites Trai-
ning zum Lernen von Mathematik von einem wissenschaftlichen Standpunkt aus.

Unsere ersten Erfahrungen in Ludwigsburg (im Oktober 2012) ermutigen uns,
diesen Ansatz weiter zu verfolgen. Die Riickmeldungen der Studierenden geben
Hinweise darauf, dass das vorgestellte Konzept die Haltung der Studierenden in
Richtung eines wissenschaftlichen Arbeitens beeinflusst:

»Ich habe eine andere Sicht zu Mathe bekommen, in dem Sinn, dass die Sachen
nicht einfach so sind, sondern man bei allem fragen kann und darf und die Kinder
das ja auch tun werden.“

., gut finde ich, dass man motiviert wurde und man einen anderen Blickwinkel
auf die Mathematik bekommen hat (Rechenregeln hinterfragen: Warum ist das
s0?)“

., Die Sichtweise auf Mathematik wurde gedndert (vgl. Schule)

., Perspektivwechsel von Schiiler zu Lehrer (inwiefern ich das Angewandte spd-
ter als Lehrer brauche)“

Diese Kommentare zeigen exemplarisch, wie wichtig unsere Ansitze gerade
fiir Lehramtsstudierende sind. Diese sollten spéter ihren Schiilerinnen und Schii-
lern Lernumgebungen ermdglichen, die die Diskussion von Fragen nach Rechtfer-
tigung und der Adédquatheit der Mittel auf elementarem Niveau zulassen und inso-
fern zu einem miindigen Umgang mit Mathematik und deren Mitteln fiihren.

Derzeit entwickelt das Forscherteam weitere Lernumgebungen, die in einem
nichsten Durchlauf eingesetzt und reflektiert werden sollen. Unsere Arbeit wird
dabei von folgenden Forschungsfragen geleitet: Fiihren die metakognitiven Be-
trachtungen tatsdchlich zu einem verstindigeren Umgang mit mathematischen
Methoden und Strategien? Werden die Studierenden durch solch einen Zugang in
die Lage versetzt, das Beweisen oder Definieren nicht nur auf normativer Basis zu
verstehen und zu assimilieren, sondern selbst zu beweisen bzw. zu definieren
(Produkt versus Prozess)? Wie lisst sich die Haltungsénderung im Ubergang der
,.Kulturen“ in der Lehrpraxis charakterisieren?
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