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Die Aufgaben sollen den Stoff der VL vertiefen und Gelegenheit bie-
ten, Mathematik zu diskutieren, zu formulieren und zu présentieren,
sowie das Problemlosen und den Umgang mit Motivation, Frustration,
Deadlines usw. zu trainieren.

Beim Aufschreiben stellen Sie sich am Besten vor, Sie sind der Prof,
und die Fragen sind per Email von einem Studenten gestellt, von dem
Sie nicht genau wissen, was der weifs und will.

Ich schlage die Abgabe in Zweiergruppen vor.
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BLATT 1 (ABGABE 20.4.)

Sei E ein endlichdimensionaler Vektorraum und E der Dualraum.

Aufgabe 1. Seien f, ¢’ € E, v, € E. Welche der folgenden Abbildun-
gen sind multilinear (mit Beweis)?
avy,..vn) = fHu) o (o) F gt () g™ (o)
Bvrs. . vn) = fH (1) f(va) + g (v1) -+ g" (va)
Y1, v) = (FH (1) + g' (o) - (F" (vn) + " (vn)

Aufgabe 2. Fiir a € AY(E),8 € N (E) gilt a A= (-1)78Aa.

Aufgabe 3. dim A*(E) = (dlmE).

k
Aufgabe 4. f!,..., f* € E sind linear unabhingig < f1A---Af* 0.

Zusatzaufgabe: Das Cartan-Lemma. Seien ol,...,0% € E linear
unabhingig, u', ..., u* € E beliebig mit

k
(1) Z o' At =0.
i=1
Dann existieren aé € R mit
k .
(2) ui:Za;-Jj, a) = al.
j=1
Losung. Wenn fir i = 1,..., k (2) gilt, folgt
k k
Zal/\,ul = Za}a’/\aj =0,
i=1

4,j=1

denn o' Ao’ = —0/ Ao’ und @ = al, die Terme mit i = j verschwinden
also und die mit ¢ < 7 heben die mit ¢ > ;7 weg.

Gilt umgekhrt (1), so erginzen wir die o’ zu einer Basis o!,..., 0",

n = dim F und bezeichnen mit e; die Vektoren der dualen Basis von
E, o'(e;) = 0}. Werten wir (1) auf (e,, e,) aus, erhalten wir

k
> it (es) — Sip(er) = 0.
i=1
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Sind r, s < k, ergibt dies
1 (es) = p(er)
und ist r < k aber s > k, ergibt sich
p'(es) = 0.
Dahr gilt (2) mit a} := p’(e;) (denn A = A(e;)o” fiir jedes Funktional

A € E, wie man sieht, indem man beide Seiten auf e; anwendet).
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BLATT 2 (ABGABE 4.5.)

Aufgabe 1. Sei E reeller n-dimensionaler Vektorraum. Wir definieren
eine R-Algebra A mit Generatoren z!,..., 2" und Relationen z‘z’/ =
—2dx’ fir 1 < 4,57 < n (einschlieRlich i = j). In anderen Worten:
A = F/I, wobei F die freie Algebra in den Generatoren z’ ist, al-
so die Menge der formalen Linearkombinationen aller Worter in den
Symbolen x!,..., 2" mit dem durch Verkettung definierten assoziati-
ven Produkt und dem leeren Wort als Einselement, und I das durch die
Elemente 2’2’ + 272" erzeugte zweiseitige Ideal. Dann gilt: A(F) = A
als R-Algebra.

Losung. Die Algebra F' besteht aus allen Linearkombinationen von
Woértern 2t - - - ' mit der durch Verkettung von Wértern definierten
Multiplikation. Wir wahlen eine Basis eq,...,e, in E.

Wir definieren eine lineare Abbildung
f: F— A(E)
indem wir die Bilder der Basiselemente vorgeben,
flx™ ) =et A A

Da f(vw) = f(v) f(w) fiir alle Basiselemente v, w von F gilt und beide
Seiten der Gleichung linear in v und w sind, ist f ein Homomorphismus
von Algebren. Da e’ Ae/ = —e’ A gilt, liegen die Erzeuger z'a’ + 271"
des Ideals I im Kern von f; da dieser selbst ein Ideal ist, gilt I C ker f
und f induziert einen wohldefinierten Homomorphismus von Algebren

g: A=F/I - A(E).

Dieser ist surjektiv, da die Basiselemente et A --- Aeir, i; < ... < i,
im Bild liegen. Es geniigt zu zeigen, dak dim A < 2" = dim A(FE) gilt,
dann folgt dim A = 2" und ¢ injektiv aus dim ker g+ dimim ¢ = dim A.

Gilt in einem Wort ™ --- 2" 4; > 4;,1 fiir ein j, so ist dies modulo
I gleich z™ -..a%+1g% ... 2% durch wiederholtes Anwenden erhalten
wir also 2 -+ -z = M ... 2F 4y fiir ein y € I und geeignete k; <
oo < k. Gilt k; = Ky fiir ein [, so ist ... 2F € I. Es folgt, daR
die Restklassen der Worter 2%t - - - 2% mit k; < -+ < k, den Raum A
aufspannen, also hat dieser Dimension < 2".

Aufgabe 2. Beschreiben Sie einen topologischen Raum M, der alle
Axiome einer Mannigfaltigkeit erfiillt bis auf die Hausdorffeigenschaft.
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Aufgabe 3. Sei M = R” und betrachte f: M — M, x — x + y fiir
ein festes y € M. Berechne die Tangentialabbildung (das Differential)

e

Aufgabe 4. Sei M eine Mannigfaltigkeit, X,Y € I'(TM), und f €
C>°(M) eine glatte Funktion. Dann gilt [X, fY] = f[X, Y]+ X[f]Y.
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BLATT 3 (ABGABE 18.5.)

Sei
S? ={(z,y,2) eR® | 2?2 + > +2* =1}
die 2-Sphére im 3-dimensionalen Euklidischen Raum.

Aufgabe 1. Konstruiere explizit einen aus zwei Karten bestehenden
Atlas S? = U; U U, und eine vertrigliche Zerlegung der Eins 1 =
f1+ f2, wobei die Funktionen f; in den lokalen Koordinaten der Karte
U, ausgedriickt werden sollen.

Aufgabe 2. Seien X,Y die (nicht auf ganz S? definierten...) Vek-
torfelder entlang der Léngen- bzw. Breitenkreise, die in jedem Punkt
p € S?% die Linge 1 im umliegenden Euklidischen Raume besitzen,
| X,]] = ||Y,]| = 1 fiir alle p € S2. Driicke diese und ihre Lieklammer
[X,Y] in den Karten aus.

Aufgabe 3. Sei a = zdy, 8 = ydr € A*(S?). Berechne
do(X,Y), aAB(X,Y).
Hierbei sind x,y, z die durch Einschrankung der Koordinaten des um-

liegenden R? auf S? gegebenen glatten Funktionen.

Aufgabe 4. Berechne | g2 @A B Ist a A B eine Orientierung?
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BLATT 4 (ABGABE 1.6.)

Aufgabe 1. Betrachte die Mannigfaltigkeit M/ = R3 mit den Stan-
dardkoordinaten z,y,z. Gib eine 2-Form a € A?(M) an mit da =
dx A dy A dz. Existiert eine 1-Form § € A'(M) mit o = d?

Aufgabe 2. Betrachte die Mannigfaltigkeit M = S! und den aus vier
Karten ¢;: S' D U; — (=1,1), 1 = 1,2, 3, 4, bestehenden Atlas mit

o () = (t, (-1)'V1-12), i=1,2
et t) = ((-1)'V1—t2t), i=34

/ xdy
5'1

Aufgabe 3. Alernativer Zugang zu Orientlierungen: Eine Karte ¢: U —
R™ defniert in allen 7,M mit p € U eine Orientierung (durch den Pull-
back der Standardvolumenform im R™). Eine Mannigfaltigkeit heifit
orientierbar, wenn ein Atlas existiert, der alle 7,,M konsistent orien-
tiert (sprich wenn ein Punkt in mehreren Karten liegt, miissen diese
alle die gleiche Orientierung auf T, M definieren). Beweise, daf in die-
sem Fall eine nirgendwo verschwindende n-Form auf M existiert.

Berechne
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BLATT 5 (ABGABE 21.6.)

Aufgabe 1. Beweise: Die Exponentialabbildung
sl(2,R) — SL(2,R)

ist nicht surjektiv. Hinweis: Welche Werte kann tr(exp A) annehmen?

Aufgabe 2. Ist yx die maximale Integralkurve des linksinvarianten
Vektorfeldes X auf einer Liegruppe G (mit X = X, € g = T.G) durch
vx(0) = e, so gilt vsx(t) = vx(st) fur alle s,t € R.

Aufgabe 3. Sei G die Liegruppe aller Matrizen der Form
1 vy
A=101 z |, =zy,z€eR.
0 01
Beschreibe die Orbits der adjungierten und der koadjungierten Wir-

kung von G auf g bzw. g*. Existiert ein unter der adjungierten Wirkung
invariantes Skalarprodukt auf g7

Aufgabe 4. Betrachte die Wirkung

ez +d

>: SL(2,R) x C — C, (Zfl)m az+0

Zeige: Die obere Halbebene und die Metrik

de?* +dy*  dzdz i
2 (m(z))2 C Y

sind unter dieser Wirkung invariant. Ist die obere Halbebene ein ho-
mogener Raum?
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BLATT 6 (ABGABE 5.7.)

Viel Text zu lesen, aber am Ende ist immer nur wenig zu tun, also
keine Panik! Es geht hier darum, ein Beispiel vorzubereiten, das wir in
der letzten Vorlesungswoche studieren wollen.

Aufgabe 1. Der kompleze projektive Raum CP™ ist die Menge aller
(komplexen) 1-dimensionalen Untervektorrdume des C"™. Tst

(20,...,2,)" € C"H!

ein von Null verschiedener Vektor, so bezeichnet man den durch diesen
aufgespannten Unterraum mit

[20: -+ 2z,] € CP™.
Zeige: Die Abbildungen
i C" = CP", (wy,...,wy) = [wy: ~-+:1: - rwy], i=0,...,n
wobei der Eintrag 1 an der i-ten Stelle ist, sind injektiv, und die Ver-
einigung der Bilder
U; :=imy)y;

iiberdeckt ganz CP™.

Identifiziert man C* = R?", so sind die 1); ein Atlas, der CP™ zu ei-

ner 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeit macht (sprich die Kartenwech-
sel sind glatt - ist nicht schwer, aber nicht mehr Teil der Aufgabe).

Aufgabe 2. Zeige, daR die Multiplikation eines Vektors in C"*! mit
einer Matrix in SU(n + 1) eine transitive Wirkung von SU(n + 1)
auf CP" definiert, und daf die Isotropiegruppe (der Stabilisator) eines
beliebigen Punktes (z.B. der Geraden [1: 0: ---: 0] € CP"™ durch den
ersten Standarbasisvektor) isomorph zu U(n) ist.

Sprich (keine Aufgabe, nur eine Bemerkung zum Verstéandnis, worum
es geht): Wir erhalten einen Diffeomorphismus CP" = SU(n+1)/U(n).

Aufgabe 3. Homogene Raume G — G/H (G Liegruppe, H C G ab-
geschlossene Untergruppe) sind Beispiele von Hauptfaserbiindeln. Hier
wollen wir dies explizit in einem Beispiel sehen: Wir betrachten die
obigen Konstruktionen fiir n = 1 und erhalten die Abbildung

—b a

i SU(2) — CP, (a b)b—)[a:—b]
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die SU(2) zum Totalraum eines U (1)-Hauptfaserbiindels mit Basis C P!
macht, wobei U(1) durch

a b [ wa b
b a )" T\ —ub ua

wirkt, d.h. durch Multiplikation von Rechts bzgl. der Einbettung

U(l)={ueC||u =1} = SU(2), uv—><8 2)
Gib tiber den Karten U;, i = 0, 1, aus Aufgabe 1 eine lokale Triviali-
sierung 7 1(U;) 2 U; x U(1) an.

Den Rest der Hauptfaserbiindelaxiome iiberlege man sich kurz, aber
alles hinzuschreiben scheint unnétig.

Aufgabe 4. Gib einen Zusammnhang auf dem U (1)-Hauptfaserbiindel
SU(2) — CP! an (man wihle die Definition eines Zusmmenhangs, die
einem am besten gefillt).

Beachte: Wir haben in der Ubung SU(2) mit S* identifiziert. CP!
hingegen kann leicht mit S? identifiziert werden, wenn man die bei-
den Karten U; mit den Standardkarten (Nord- und Siidpol auslassen)
identifiziert. U(1) hingeben ist ein Kreis S*. Man kann also an jeden
Puhnkt der S? einen Kreis kleben und die disjunkte Vereinigung dieser
Kreise gibt S2. In der letzten Vorelsungswoche werden wir versuchen,
uns das anschaulich zu machen.



