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Vorgeplankel
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Differentialgeometrie |

Grundstruktur: Mannigfaltigkeit (Analysis)
Wirklich spannende Struktur: Metrik (Geometrie)
Trager dieser Struktur: Tangentialraum

Felix Klein: Denke in Symmetriegruppen!

Beispiel: Metrik ~~ Symmetrien reduzieren sich von
GL(n) (Vektorraum) auf O(n) (Euklidischer Raum)

Invarianten: Kriimmung

Ziel: Allgemeinere und konzeptionellere Theorie
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Eichfeldtheorie

e Vektorfeld ~ Fermionen
@ Zusammenhang ~~ Boson

e Krimmung ~~ Feldstarke

e Standardmodell U(1) x SU(2) x SU(3) klassische

Feldtheorie = Quantenmechanik
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Grober Plan

e Hauptfaserbiindel: Nimm eine Mannigfaltigkeit B x
Symmetriegruppe G, aber global vermurkst und
verdreht (topologisch gekriimmt).

e Beispiel: B = 5% und G = U(1) = S lassen sich zu
S3 zusammenfiigen (Hopffaserung)

@ Assoziierte Biindel: Realisiere G durch Symmetrien
einer neuen Faser F, z.B. Vektorraum

@ Zusammenhang, Kriimmung
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0.1 Multilineare Algebra und Multilinearformen

Literatur:
o [AF] Kapitel 1
e [Ji] 3.1-3.3 Alternierende Formen, 4.2 Orientierung,
12.1 - 12.3 Metrik, Volumenform, *-Operator
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@ E.F - Vektorrdume iiber einem Korper K, meist R
® uy,...,up € E
o £:= Homg(E,K) - Duaalraum; 91,...,09 € E
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Tensor ist die Macht des Bosen

@ TPY(E,F) - Vektorraum aller F-wertigen
(p, g)-Tensoren auf E = multilineare Abbildungen

f:\Ex...xéjx\Ex...xEJ_>F7

-~ -~

P q

o R - QuRI®---®@09 e TPI(E) := TPI(E,K)

()?1,...,)?p,y1,...,yq)
= &M () - RP(up) M (1) - 09(yg) € K

“elementarer Tensor” - allgemeine Tensoren sind
Linearkombinationen von elementaren Tensoren
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@ e,...,6,-Basisin E
o é.... &"-duale Basis in E, &'(¢gj) = 51’-'
lll AT AT
o =X e e o b
@ Tritt ein Index in einer Formel oben und unten auf,
wird summiert (Einsteinkonvention, Ricci-Kalkiil).

@ Bsp: f=>fé =fé cE,v=vigcE

f(v) = Z fiviél(e) = fiv' € K

Sind alle Indizes gesattigt, erhalt man eine von der
Basis unabhangige GroRe
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Alternierende Tensoren

@ Auch: duRere Formen oder k-Formen genannt
o TUK(E,F) > AX(E,F) := alternierende
(antisymmetrische) Tensoren,

f(ug,...,u,...,u, ... ux) =0.

o N%(E,F)=F, N“(E) := N*(E,K)
o In Koordinaten: f; ; wechselt das Vorzeichen bei

jeder Vertauschung von zwei Indizes

o Achtung: Manche Autoren wiirden A¥(E) schrieben!
Auch: Unterraum vs. Quotient.
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Das auBere Produkt

o a e N(E),BE€N(E)~ (aAB)(u1,...,uij) =

1
il > 580(0)(Uoqu). - () BUn(is1): - Uo(is)

0€Si+j

mit sgn(o) = £1 = Signum der Permutation o
@ In Koordinaten (bedenke: > - Einstein!):

1 iy
(a A ﬁ)klwkiﬂ' - m&mlmmiﬁmiﬂmmiﬂ' Zzlk’lﬂ
521:;] = Z Sgn(a)ékl(ema(l))'”ékiﬂ(ema(m))

0'65,'+j

o a € N(E) ~ aff:=aApB.
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Basis von AX(E)

@ Insbesondere gilt
("N A é”k)(ejl, o, 8,)

(A'1 N ER)jy g

— 5/1

Ji-- _/k
_ { sgn(0) io(r) = Jr
0 {11,...,1k}7é{j1,---,jk}

@ Beweis: Vollstandige Induktion.
@ Insbesondere setzen wir

. <l12..n
Ei i =077

n I1...1n
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Die dulere Algebra

o A(E) :=@,_, N(E) ist eine unitale assoziative
Algebra bzgl. A - “duRere Algebra von E".

@ Auch hier: Mancher wiirde dies die dulsere Algebra
von E nennen und man denke iiber universelle
Quotienten vs. universelle Unterrdume nach
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Metriken (Skalarprodukte)

o g € T%?(E) Metrik :<> symmetrisch, nichtausgeartet

g(u,v)=g(v,u), gu,—)=0&u=0

@ Sylvesterscher Tragheitssatz: Fiir K = R ex. eine
Orthonormalbasis (ONB) ey, ..., e, d.h.

1 i=j=1...r
nj=gle,e)=q -1 i=j=r+1,...,n
0 i#J

o (—1)& := det(n;), manche Autoren schreiben
(—1)™8& (Index von g)
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Basiswechsel

@ Vi,...,Vy, V= af-'ej - neue Basis von E
gij = g(vi,vj) = g(aje,, aes) = ajajns
= |g| := | det(gy)| = | det(a})*(—1)¢]

= | det(a))| = |g|*/? - man denke an
Transformationsformel fiir Integrale im K3

g’ - Eintrage der inversen Matrix

whlk = ghlt... gidkgy; . implementiert den
Isomorphismus E — E, v g(v,—) und den
induzierten Isomorphismus E®" — E®" in
Koordinaten, der inverse Isomorphismus nutzt gj
(auch als Teil des Ricci-Kalkiils zu sehen)
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Induzierte Metrik auf /\k(E, F)

’111 g’ka

I'1...I'kﬁj1...jk

o o, € N(E) ~ g(a,B) :=

_E i k. . R,
- g e g all...lk/le...jk

Hier i = (i,..., i) mit i < ... <y, analogj (3
weil nicht durch alle Werte der Indizes laufen). Wir
arbeiten in der Basis vq, ..., v, und g¥ sind wie oben.

o o, € NY(E) ~ &(a, §) = af
@ h Metrik auf F, fi,...,f, Basis, hy, := h(f,, fp),
a = a’f,,a? € N5(E) ~ gh(a, B) := hapg(a?, 8°).
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Volumenformen, Orientierungen

e,...,e,und v, ..., v, Basen, v; = a{:ej

Basen gleich orientiert :< det(a}) > 0.

Orientierung := Wahl einer der beiden Mdoglichkeiten
= V" = bgé® mit aib, = ¢;

OGN ADT=BL - BIET A A8 = det(b])u

mit =& A---Aé" e N'(E)

@ 1 Volumenform bzgl. Metrik g <= e,..., e, ONB
@ Orientierung = Wahl von p (zwei Mdéglichkeiten!)
@ vi,...,V, positiv orientiert < u(vy,...,v,) >0

Dann pu=8"A--- A& = |g|V20 A A D"
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Der x-Operator (alias Stern-, Hodge-)

Theorem

Sei g eine Metrik auf E und p eine Volumenform. Dann
ex. ein eindeutiger Isomorphismus

x: NK(E) = N"%(E), n:=dimE

fir den o \ %3 = g(av, B gilt.
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Bewels

@ 1 Basis von A"(E) (Hausaufgabe)
o = Va € N(E),y € N"%(E)3§ = (a, ) € K:

a Ny =0pu.

@ 0(—, —) bilinear, nichtausgeartet (betrachte
y=e, N...\N€ _,..)

= A"K(E) = N(E), v~ d(—,7)

ist injektiv.
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Bewels

o dim AK(E) = dim A"k(E) (Hausaufgabe!)
= NHE) S ME). 5 8(-7)
ist bijektiv.

—_—

o g(—,B) € NK(E), also ex. v =: *[3 wie gefordert. [
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* In Koordinaten

Theorem
g Metrik auf E, v Orientierung, va, ..., V, pos. orientierte
Basis, w = wj,_j V" ® -+ ® V'*. Dann

1 . .
1/2 ~ ~
k) = |g‘ / lel Jkgjlmjnvjkﬂ R P

Achtung! Bleecker hat w = wj, ;9" A+-- A 0 in der
Voraussetzung. Darf nicht milverstanden werden.

U. Krahmer (TU Dresden) Differentialgeometrie 11 Sommersemester 2017 19 / 48



Bewels

@ Sei *%w die rechte Seite. Ziel: a A %8 = g(a, ) p.

(aAN%B)i..i,

1 ...‘n
= (= e F i WO
— ‘g|1/2 my...Mmy 6J1 J"
= Tt k)!k!ajl...jkﬁ EmpormigesrodnOte o
g]'/? o
= Fin e
1/2

- Tajl...jkﬁjlmjkgilu-in ( (Oé ﬁ) )’1 ’"
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nsbesondere

Ist e;,...,e, ONB, iy < ... < iy, w=&E"A---A &% dann
edk — o JUL L L gdkdk, . UL kK S
T

(keine Summel!) und |g| = 1, also wird
% (é\h A A é\ik) — ‘g|1/2k|wj1 jkgjl Jnvjk+1 R ® "}jn
1 . . .
— F UL, .. nfkjk(sll Ik511 Jnejk+1 R---® é]n
= nilil e nikiks,l s Jnefk+1 N (keine Summel)

mit Jxi1 < ... < Jn, {/.1:---7ik7_jk+17---a_/.n}:{17---7’7}-

U. Krahmer (TU Dresden) Differentialgeometrie 11 Sommersemester 2017 21 / 48



Dualitat -fast

w € N(E) = xxw = (—1)Kr=k)(—1)8w

Beweis: Verwende “Insbesondere”, w = é* A ... é%,

—(—1)8<=. .. ey L
* kW = ( ]-) 6/1...Ik_jk+1...jn€jk+1...jnll...lkw
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Ubungsaufgaben

Sei E endIichdimensAionaler Vektorraum, E der Dualraum.

Q Seien f' g/ € E, vy € E. Welche der folgenden
Abbildungen sind multilinear (mit Beweis)?
alvi,...,vy)=Ffv)+...+f"(v,) +g'(v) +... +
Blvi, ... vn) = fl(Vl) e £7(va) + gl(Vl) -+ 8"(Va)
Y(vis - va) = (Fr () + g1 (w) - - (F7(va) + &"(v))

Q@ Firae N(E),BeN(E)giltanB = (-1 A

@ dim AK(E) = (d"ZE)_

Q@ f1,...,fk e E sind linear unabhingig <
FLA--AFK£D.
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0.2 Mannigfaltigkeiten und Tensoranalysis

Literatur:
o [AF] Kapitel 2,3
e [Ji] Hier und da
e [Bal] Kapitel 2
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Mannigfaltigkeiten

o M=, Ui als Menge

o Karte (lokales Koordinatensystem): ¢;: U; — R”"
injektive Abb. mit offenem Bild

@ Topologie: V C M offen < ¢;(V N U;) offen Vi € |

o {pi} Atlas & Nt (U N U) — ¢i(Uin b))
sind C* (unendlich oft stetig differenzierbar),
abzahlbar viele U; iiberdecken M, M Hausdorffsch

o {U;}, {U;} aquivalent < Vereinigung ist auch Atlas
o Aquivalenzklasse =: differenzierbare Struktur
e Mfk. = Menge + differenzierbare Struktur
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Glatte Abbildungen

e M, N Mannigfaltigkeiten

o f: M — N glattie Abbildung < ;o f 0 ;! glatt
fir alle Karten o; auf M bzw. 1; auf N

o N =R:"f glatte Funktion auf M", f € C>*(M)

o f Diffeomorphismus < bijektiv, f~! glatt
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Der Tangentialraum

e Kurve durch x € M = glatte Abb. f: (a,b) = M ,
a<0<b, f(0)=x

o i ~ fh < Jp Karte mit (po £)(0) = (p o £)(0)

e T, M Tangentialraum := Vektorraum aller
Aquivalenzklassen, f'(0) = £ (t)|¢—o = Klasse von f

o Firg: M — R: X|[g] :=(gof)(0) €R partielle
Ableitung von g in x in Richtung X := f'(0) € T,M
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Tangentialbiindel und Vektorfelder

o Vektorfelder: X: M — TM =, .y TM,
X € TM, Vfe C(M): X_[f] € C(M)
o [(TM) = C>*(M)-Modul aller Vektorfelder

X[—] ist Derivation der R-Algbera C*°(M),

X[fe] = X][flg + X[g],

alle Derivationen sind von dieser Form, und die Derivation
charaktierisiert X eindeutig, T'(TM) = Derg(C>*(M)).

o [X,Y][-]=X[-]oY[-]=Y[-]oX[-]
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Das Differential

o f: M — N glatte Abb.
o fix: TxM — TgyN Differential

g'(0) — (f o £)'(0)

fur g: (a,b) > M
o Notation: Y —' Y o £, (Y(x)) = Y(f(x)) fir )
Y el(TM),Y € T(TN). Ist f surjektiv, LY =Y
e Sprich: Y[g]lof = Y[gof]
o Istauch Z =7 Z so [Y, Z] =T [V, Z]
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Koordinatenvektorfelder

e p: U— R" Karte,

(@) = 207 () + te)eco

@ {01,...,0,} ist Basis von [(TU) als C*(U)-Modul
o Auf UN U,

mit
. I. o . . I.a;(i
J(x)=a (x)a(gpf 0@ " )|,x) oder @ = a o
~> Vektorfelder sind Tupel von Funktionen mit dieser
Transformationseigenschaft
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Vollstandige Vektorfelder

o Y € [(TM) vollstindig :< Vx € M3f,: R — M auf
ganz R deifnierte Kurve durch x mit £(t) = Yy
(gilt immer wenn kompakte randlose Mfk, f, ist
eindeutig nach Picard-Lindelof)

e Dann ¢;: M — M, x — £, (t) Einparametergruppe
von Diffeomorphismen (FluR von Y)

@ Lieableitung von g: M — R entlang Y in x € M:

 g(0e())leo = Vil

o Def Lieableitung von Z € T(TM) entlang Y:

(Ly2)s = 20 (Zo)lco
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LyZ

o Stz LyZ =1Y,Z]
o Bew Sei p = pr: M — M FluB von Y,
Qax: M = T,)M Differential, Z € T(TM) mit

SO*Z Z < SO*X(Z ) = Zo(x) < . QO;;(X)(Zgo(X))'

Dann ist i2|,_L o= LyZ

e Fir g € C®(M) gilt Z[g o cp] gl

o ZRHS von (x)|;—0 = Y[Z[g]]

o ZLHS von (x)|t=0 = Z[Y[g]] + Ly Z[g] (denke:
Z~Z+tlyZ goyp~g+tY[g))
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Lieableitung in Koordinaten

o Y =20;,Z= b0 in Koordinaten

@ Dann _ _ _ _
[Y, Z] = (a'0;,(V') — b'0;(d'))0;

@ Beispiel: Y = x L = y(9 auf M = IR?
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Tensorfelder, Differentialformen

o TPIM =/, TP TM)

o I-forma: M — TOM, x — a, € T*(T M) so
daR x = ax(Yy) € C®(M) fir Y € T(TM) gilt

@ Tensorfeld S: M — TPIM, x — S, € TPIM, fiir
a', X; 1-Formen bzw Vektorfelder gilt

S(at,...,aP Xq,..., X,) € C(M),

TP9(M) =T(TPIM) Raum aller Tensorfelder S
o k-Form = S € TOK(M) mit S, € A*(T, M), N(M)
Raum der k-Formen, A punktweise
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Etwas Topologie

@ abgeschlossene Mengen, Abschlul3, offene
Uberdeckung, Kompaktheit

o Lokalkompakt: Jeder Punkt hat offene Umgebung
mit kompaktem Abschluf (gilt auf Mfks!)

e M Hausdorff impliziert, dal kompakte Teilmengen
abgeschlossen sind (nimm Punkt drauBen und trenne
von jedem drinnen mit einer offenen Teilmenge,
endlich viele davon pberedecken die Teilmenge, nimm
Durchschnitt der zugedrigen offenen Mengen um den

drauRen)

@ Trager einer glaten Funktion
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Zerlegungen der Eins

Definition

Zerlegunung der Eins = Menge P C C*°(M) mit
Y rep f(x) = 1fiir alle x € M. P ist einem Atlas {U;}
untergeordnet, wnen Vf € P3i : supp(f) C U;

Jedr Atlas besitzt eine untergeordnete Zerlegung der Eins. \

@ Beweis: 2. Abz3hlbarkeitsaxiom: es ex. abzahlbare
Basis B, der Topologie, und oBdA éj kompakt (Basis
= jede offene Menge ist Vereinigung von diesen,
nimm in den abzahlbar vielen Karten die offenen
Kugeln mit rationalem Radius und Mittelpunkt).
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Beweis welter

@ Wir konsturieren offene Uberedeckung V; von M mit
\_/j C Vjy1: Vi irgendein B;, V4 kann durch endlich
viele B; liberedeckt werden (Kompaktheit), V>
Vereinigung dieser, weiter induktiv.

o Fiir gegebenees j und x € Viy 1\ V; C Vin \ Vi
wahle U; o x, eine offene Menge
SCUnNVio\Viiund f € C¥(M) mit
supp(f) C S und f = 1 auf offener Menge W, C S

@ Kompaktheit = endlich viele W, iiberdekcen
Vii1 \ V; (variiere x iiber alle ihr Elemente), seien
flj, ..., f/ die zugeh. Funktionen
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Beweis welter

@ Jedes y € M ist in genau einem
M;j = V;\ Vi1 C Vio \ Vi1 € Mo U M UM,

also ex. hochstens enldich viele % mit f%(y) # 0
(ke {j,j—1,j—2}) = wir kénnen

giy) = frk(y)/z fl(y)

definieren und die tuns. [
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k-Formen in Koordinaten

o p=(x1,...,x") Karte
o dx' € AY(U) duale Basis zu 9

1 . .
w = Ecu,-lm,-kdx’1 A ANdx'* e /\k(U),

(Summation!) mit
Wiy i, = w(aila I aik) € COO(U)

@ Zerlegun der eins erlaubt uns oft oBdA in einer Karte
zu arbeiten
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Cartan’s d kryptisch

d: A< (M) — NF1(M) “suRere Ableitung”

dCU(Xl, o0 7Xk+1)
k+1
_ Z LY X [w(Xe, - Xy Xin)+

Z (=1)™Mw([X;, X1, X1, .., Xiy o, Xy Xig)
1<i<j<k
X1, ...y Xkr1 € T(TM) Vektorfelder
Insb.: f € C®¥(M) ~ df € A{(M), df(X) = X[f],
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| okal

Fiir w wie auf vorletzter Seite (lokale Koordinaten) gilt

1

e = o

dwil...ik A dXil VANA dXik =

1 . : .
Fajw,-lm,-kdxf Adx™ AN dx*

(A, A, d) ist DGA (differentiell graduierte Algebra)
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Bewels

@ Die rechte Seite in der Definition von d ist
C*°(M)-multilinear (Rechnung), also kann man die
Aussage mit einer Zerlegung der Eins auf Karten
runterdriicken und dann ausrechnen, wenn alle X;
Koordinatenvektorfelder sind, dann wirds leicht [
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Pull-back

Der Pullback von w € A%(N) entlang f: M — N ist

frw(Xy, ..., Xk) = w(f Xy, ..., £Xk)

v

Satz

f* ist Morphismus von DGAs \
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Definition

Orientierung = w € A"(M), n = dim M, mit w, # 0 fur
alle x inM

Definition

Eine Karte @;: U; — R" ist orientiert wenn
@i(dx! A ... A dx™) und w|y, gleich orientiert sind.

oBdA nehmen wir dies immer an (wenn notig, vertausche
zwei Koordinaten der Karte)
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Integration

V C R” beschrinkt, 8 = bdx* A ... A dx", supp(b) C V

e

w € N"(M) mit kompaktem Trager, wahle dem
orientierten Atlas untergeordnete Zerlegung der Eins {f;}

Juo =B )

Ist alles wohldeifniert und tut, was es soll!
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Hat w € N""Y(M) kompakter Triger , so ist

/dw:O
M

Allgemeiner gilt natiirlich fM dw = faMw, aber wir waren
zu faul, berandete Mannigfaltigkeiten zu definieren...
Beweis: o0BdA M offene Teilmenge des R” (additive

Definition von ['), dann explizite formel von d3 und

ob _
M Be = 0 verwenden [
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Integration und Pullbacks

Ist f orientierungserhaltend, so gilt

[ffu=[w

Folgt direkt aus den Deifnition.

Wie ich es vertsehe: Die Transformationsformel ist in den
Begirff des Integrals eingearbeitet, diese Deifnition ist von
der Wahl der koordinaten unabhangig, daher sieht man
ach Pullbacks nicht, die sozusagen eine Verallgemeinerung
von Koordinatenwechseln sind
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Semiriemannsche Mfk

Definition

Metrik, *, Volumenelement o € A"(M) sind punktweise
deifniert. Eine Mfk mit einer Metrik g heilst
semiriemannsch.

feC®M)= «f="fu,*x(fu)=(—1)&f, (—1)& ist Fkt
M — {£1}, aber galtt, somit lokal konstant
Definition

Kodiffernetial: 6: AK(M) — A*"1(M),

w=—(—1)8(=1)" D s d % w

(d +6)*> =dd+dd Laplaceoperator
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Selbstadjungiertheit

Satz

M orientiert mit Metrik g und Volumenform p,
a € NK(M), B € NTY(M), a A %3 kompakter Triger.
Dann

[ gt@s8)u= [ gtdaspn

Beweis: Nach Stokes gilt

O:/Md(oz/\*ﬁ)

Jetzt Definition von § einsetzen und Vorzeichenformel fir
sx. [
Korollar: A ist selbstadjungiert (modulo
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