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1. a) Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder nicht.
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b) Gegeben sei die Potenzreihe

P(z) = ; (2n71—|—1)(x — 1™

Ermitteln Sie Zahlen a,b € R so, dass P(z) fiir jedes = aus dem offenen Intervall

(a,b) konvergiert und b — a moglichst groB ist.
Losung:
al) konvergent. a2) divergent. b) a=0b=2

2. Essei g : R — R eine stetige Funktion. Weiter sei v : R? — R? ein Vektorfeld mit

viz.y) ::( 3z? + 3y? )

6y + g()
Durch x : [t,, t;] — R? werde eine Kurve bezeichnet.

a) Die Funktion g sei durch g(z) := z fiir x € R gegeben. Untersuchen Sie, ob das
Kurvenintegral /v - ds dann wegunabhangig ist.

X

b) Geben Sie ¢,,, und eine Abbildung x : [t,, ;] — R? an, so dass die Spur der dadurch
definierten Kurve gleich dem Viertelkreis mit Radius 1 um (0,0)" € R? ist und

x(t) = (1,0)T und x(t,) = (0,1)7 gilt.
c) Die Funktion g sei durch g(z) := 0 fiir x € R gegeben. Ermitteln Sie eine Funktion
¢ : R? — R, die Potential des Vektorfeldes v ist.
d) Die Funktion g sei durch g(z) := 0 fiir x € R gegeben. Berechnen Sie den Wert des
Kurvenintegrals /v -ds fiir die in b) definierte Kurve x.
Losung:
a) wegabhiangig. b) x(t) =cost, y(t) =sint, 0 <t < 3w
c) @(x,y) = 2° + 3y°x. d) v-ds= -1



3. Gegeben seien das Vektorfeld v : R? — R? durch
v(z,y,2) = (422°,4y=>,0)"

sowie der Korper
Ki={(z,y,2)" €eR¥| 2> +9y*><1-2z 2>0}
a) Bestimmen Sie rot v und divv.
b) Geben Sie eine Beschreibung des Kérpers K mit Hilfe von Zylinderkoordinaten an.
c) Es bezeichne OK die Oberflache des Korpers K. Berechnen Sie den Wert des

Oberﬂéchenintegrals/ v -dO.
oK

Losung:

a) rotv = (—8yz,822,0)", div(v) = 822

b) 0<r<1,; 0<p<2m 0<z<i(1—r?); c) %
4. Der ebene Bereich Q) (in der Skizze grau hervorgeho- 1 y=1u
ben) ist durch 1 P
Q:={(z,y) eR?|2*+3y* <3, 0<y<u}
Q
gegeben. T
V3

a) Bestimmen Sie die Koordinaten (zp,yp) des Schnittpunkts P (vgl. Skizze)

b) Beschreiben Sie den Bereich 2 mittels Ellipsenkoordinaten (7, ¢), d.h. bestimmen Sie
Zahlen a,b, R, ®, so dass

Q={(z,y) |z =arcosp, y=brsinp, 0 <r <R 0<p<d} gil.
c) Geben Sie jeweils ein Doppelintegral zur Berechnung des Flacheninhalts von Q

cl) in kartesischen Koordinaten (z,y) und
c2) in Ellipsenkoordinaten (r, ¢)

an. Der Flacheninhalt selbst ist nicht zu berechnen.

Losung:
1 1
2 2
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V3 py/3-3y2 1 7/3
cl) F:/ / dx dy; c2) F:/ / V3rdpdr
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5. a) Untersuchen Sie, ob die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
Upy — 26" Upy — 36" Uy — Uy =0

elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch ist.
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b) Ermitteln Sie die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung w,, = 1.

c) Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

Uy + TUy = 1

Bestimmen Sie die zugehédrige Charakteristik in der Form ¢ = f(z,y).
d) Geben Sie die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung w, + xu, = 0 an.
Losung:
a) hyperbolisch. b) wu=uzy+ Ci(x)+ Cay).
c) C=2y—a? d) u(z,y) =02y — 2?).

6. Zur Beschreibung der Ausbreitung eines Schadstoffes in einem rinnenformigen Filterbecken wird die
Differentialgleichung

Uy = —Ugy

verwendet. Dabei bezeichnet u(z,t) die Schadstoffkonzentration zum Zeitpunkt ¢ > 0 an der Stelle
x € [0, ] der Rinne.

a) Der Separationsansatz u(x,t) = X (z)T'(t) fiihrt auf je eine Differentialgleichung fiir die
Funktionen X : [0,¢] — R und T : [0,00) — R.
Leiten Sie diese Differentialgleichungen her.

b) Die Funktion X in a) besitzt die Gestalt

X(z) = asin(2\/px) + beos(2y/ 11 x)

mit Parametern a,b € R und p > 0. Ermitteln Sie alle a, b, i, so dass der Separationsansatz
aus a) den Randbedingungen

w(0,t) =u(l,t) =0 firallet>0
geniigt und X nicht die Nullfunktion ist.
Losung:

a) X" =puX und 4T = uT  oder auch X" =4uX und T" = uT
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b) sz;a%O:u:(g—Z) Con=1,2,...



7. a) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion Fx : R — R einer stetigen ZufallsgréBe X,
deren Dichte fx : R — R durch

0 falls x < 1,
Fx(@) = { et fallsx > 1

gegeben ist.

b) Die ZufallsgroBe Y besitze die Verteilungsfunktion Fy : R — [0, 1] mit

firz e R

0 falls © < —1,
Fy(z):=4¢ s(x+1)* fallsze (1,2 fir z € R.
1 falls z > 2

Ermitteln Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P (|Y — 1| <1 | |[Y| < 1).
c) Bestimmen Sie die Dichte fy : R — R der in b) gegebenen ZufallsgréBe Y.
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d) Die diskrete ZufallsgroBe Z kann die drei Werte —1, 0 und 1 jeweils mit der

Wahrscheinlichkeit von % annehmen. Ermitteln Sie den Erwartungswert der

ZufallsgroBe U := 372 + 1.
e) Begriinden Sie, warum die Funktion F': R — R mit
0 falls x <0, ;
F(x)‘:{e“”—l falls z > 0 fir > € R
nicht Verteilungsfunktion einer ZufallsgréBe sein kann.
Losung:

; fire <1 b) P(lY —1|<1]||Y|<1 5
1—e® firz>1 ) (‘ -1 < H | < >_Z
d) E(U) =3.

2 1) fall -1,2
el WL p i ) g
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a) Fy(z) = {

c) fy(z)= {

8. Ein Gerat wird aus den zwei Baugruppen B; und B, zusammengesetzt. Die Massen M, und M,
der Baugruppen seien normalverteilte ZufallsgroBen mit den Varianzen o7 = 0.32 und 03 = 0.16

(in kg?).

a) Bestimmen Sie die Varianz VAR(M) der Gesamtmasse M := M; + M, falls

al) cov(My, My) = 0 bzw.
a2) cov(My, My) = 0.01
gilt.

b) Aus einer Lieferung mit Baugruppen Bs soll eine Stichprobe vom Umfang n entnommen wer-
den, um eine Konfidenzschatzung fiir die Masse M, vorzunehmen. Ermitteln Sie, wie groB n
mindestens gewahlt werden muss, damit bei einem Konfidenzniveau von 1 — a = 0.95 die
Lange des Konfidenzintervalls hochstens 0.4 kg betragt? Dabei ist von der bekannten Varianz

o3 = 0.16 fiir M, auszugehen.
Losung:
al) VAR(M) = 0.48, a2) VAR(M) = 0.5 b) n = 16.



