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Aufgaben

1. a) Untersuchen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren oder nicht.

> sin (n? > n?
al) >~ n(2 ) 2) Y o
n=1 n=1

b) Gegeben sei die Potenzreihe

Ermitteln Sie Zahlen a,b € R so, dass P(z) fiir jedes = aus dem offenen Intervall
(a,b) konvergiert und b — a moglichst groB ist.

2. Die Vektorfelder v, w : R? — R? und das skalare Feld ¥ : R? — R seien gegeben durch

- a3 — 3xy?
V(l’,y) = ( yQ_'_g ) ) W(l‘,y) = ( y3 —SyZZEJ2 ) ) ‘II(IL‘,y) = xy_l_y

a) Untersuchen Sie, ob die Vektorfelder Potentialfelder sind und ermitteln Sie gegebenenfalls die

Potentialfunktion.
b) Geben Sie Zahlen t,, t, und eine Abbildung x : [t,, ;] — R? an, so dass x eine Kurve definiert,
deren Spur

{x(t) | t € [ta, ]}
das Bogenstiick ist, das von x(t,) = (0,1)" bis x(t;) = (1,2)" entlang des Randes des Kreises
um (0,2)" mit Radius 1 verliuft.

c) Berechnen Sie den Wert des Kurvenintegrals /V\If -ds fiir die Kurve x aus Teil b).

X

3. Gegeben seien das Vektorfeld v : R® — R? durch

ry?z +y

v(z,y,2) = | 22%yz+x

{Ezy

sowie Konstanten R, h > 0 und der Kérper

K:={(z,y,2)" e R*|2> +y* <R’ 0 <z < h}.



a) Berechnen Sie rot v und divv.
b) Geben Sie eine Beschreibung des Kérpers K mit Hilfe von Zylinderkoordinaten an.

c) Es bezeichne OK die Oberfliche des Korpers K. Der Normalenvektor von OIC sei nach auBen
gerichtet. Berechnen Sie den Wert des Oberflachenintegrals

/ v-do.
oK
4. Gegeben seien der (unendliche) Zylinder

Z={(x,y,2)" eR*|2” +4y* <1}
und der (unendliche) Kegel
C:={(z,y,2)" eR*|2? +¢* < 2% 2 >0}

a) Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Oberfliche des in Z befindlichen Teils
des Kegels C mit Hilfe von

al) kartesischen Koordinaten (z,y) und z = z(x,y) sowie
a2) Polarkoordinaten (r, ) und z = 2(r, ¢)
an. Dazu gehoren jeweils die Definition der Funktion z und die Angabe der Grenzen fiir die
Parameter.

b) Die Oberfldche des in Z befindlichen Teils des Kegels C besitze die Massendichte
p(x,y, z) == /2% + y2. Berechnen Sie die Masse dieser Oberflache.

5. a) Untersuchen Sie, ob die lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
Uy + 208 (TY) Ugy — si0? (2Y) Uy + 27U, = 0
elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch ist.

b) Ermitteln Sie die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung u,, + yu, = 0.
c) Gegeben sei die partielle Differentialgleichung

Uy + Ty Uy = 1.
Ermitteln Sie die zugehdrige Charakteristik in der Form C' = f(x,y), falls y > 0.
d) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der partiellen Differentialgleichung u, + zyu, = 0.
6. Gegeben sei die partielle Differentialgleichung
Uze + OU, + YU = uy.

Der Separationsansatz u(z,t) = X (x)T(t) fihrt auf je eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir
die Funktionen X : [0,1] — R und T": [0,00) — R. Die gewohnliche Differentialgleichung fiir die
Funktionen X habe die Gestalt

X"(z)4+6X"(x) + (94 p) X (z) = 0. (1)

a) Leiten Sie die zu (1) gehorige gewdhnliche Differentialgleichungen fiir die Funktion 7" her und
bestimmen Sie die allgemeine Lésung von T

2



b) Die Losung der Differentialgleichung (1) besitzt die Gestalt

X(z) = e *{asin(y/uz) + beos(y/ux)}

mit Parametern a,b € R und g > 0. Ermitteln Sie alle a, b, i, so dass der Separationsansatz
den Randbedingungen
w(0,t) =u(l,t) =0 furallet >0

geniigt und X nicht die Nullfunktion ist.

c) Bestimmen Sie die Lésung der partiellen Differentialgleichung, die neben den Randbedingungen
in Teil b) auch der Anfangsbedingung

u(z,0) = 14e " sin (5rx)  fiir alle 2 € [0, 1]

genligt.
7. Gegeben sei die Funktion f : R — R durch
0 fir t < a,
b ;
—  fiirt > a,
t4
wobei @ > 0 und b € R so gewahlt seien, dass f Dichtefunktion der ZufallsgroBe T ist.

a) Bestimmen Sie b in Abhangigkeit von a.

(o] [=] ]

)
b) Ermitteln Sie die Verteilungsfunktion F' der ZufallsgréBe 7" in Abhangigkeit von a, b.
c) Berechnen Sie den Erwartungswert E(7T') der ZufallsgroBe 1" in Abhangigkeit von a, b.
)

d) Die ZufallsgroBe 7" beschreibe die Lebensdauer eines Transistors (gemessen in Tagen).
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Lebensdauer zwischen a und 2a

Tagen liegt.

[=]

8. Eine Sicherungsanlage bestehe aus zwei unabhingig voneinander arbeitenden gleichartigen Bauele-
menten B; und Bs. Die Anlage ist voll wirksam, solange wenigstens eines der beiden Bauelemente
funktioniert. Es soll angenommen werden, dass die Lebensdauer X eines Bauelements (in Jahren)
einer Rayleigh-Verteilung geniigt, deren Verteilungsfunktion £’ durch

0 fii <0
F(x) = , ot
1—e™® fir >0

gegeben ist. Im Losungsweg auftretende Ausdriicke der Form e* und In(z) mit einer reellen Zahl 2
sind nicht weiter umzuformen.

a) Ermitteln Sie die Dichte der ZufallsgroBe X.

[=]

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Bauelement mindestens zwei Jahre
funktioniert.

=]

c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Bauelement eine Lebensdauer von
insgesamt mindestens drei Jahren besitzt, wenn es schon zwei Jahre funktioniert hat.

[=]

d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Anlage mindestens zwei Jahre
funktioniert.

]



Ergebnisse (ohne Gewihr)

1 2 1 n 1
1. a) al) M < —; konvergente Majorante, a2) QK: lim ol _ 2 konvergent.
n n n—oo| ap 3
b) r = lim A P

n—00 |cn+1|
1
2. a) v kein Potentialfeld; w Potentialfeld mit ®(x,y) = Z—L(ZA — 623 + ") + K.
b) z(r,¢) = cosp; y = 2 + sinp mit %ﬂ' <p<27m

)

)
c) [ VU-ds=T(2,1)—¥(0,1)=3.

)

)

—

3. a) rotv = (2% — 22%y, 29® — 22y, 27y2) ", divv = 9%z + 22%2.

b) x =rcosp, y=rsinp, 0<p <27, 0<r< R, 0<2z2<h.
] 2t R h1
c) div V:§T2Z(3+COS (2¢)) :>/v -dO :/ / /§7°32(3 + cos (2¢))dzdrdy = ghQRA‘W.
oK ©=07r=02=0

4. al) (z,y,2(z,y)" = (z,y, V22 +22)" mit -1 <2 <1, —/1-22<y<+V1-22%

a2) (rcosp,rsing,r)' mt0<r<1, 0<¢ <2
2\/_7T

b) p=rund \/1+ 22 + z2—\/§oder X, X X,|=V2r: = M= //\/_rgdrdw—

=0 r=0

5. a) hyperbolisch.

b) Mit z(z,y) = u.(x,y) = u(z,y) = Ca(y)e ™ + Cs(y) mit Cy(y) = —iCl(y).

c) C=Iny— 32 bzw. C =2Iny — 2? bzw. C =y 26" bzw. C' = ye *"/2
)

d) u(z,y) = ®(C) mit C aus c).

X"+6X' T
6. a) Der Separationsansatz % +9= T =H =T = Cre ™.
b) X(0)=b=b=0undaus X(1)=0= \/u=mnm, n=1,2,...undaecR
c) u(z,t) = Zane_”z’r%_gm sin(nmrz) = u(z,t) = 14e~ 2743 gin (5
n=1
7. a) Aus f(t)>0=b>0und b= 3da’.
0 fir t < a, 3a
b) F(t) = a3 c) E(T)=—, d) Pla<T<2a)=<
1— t_3 fir ¢ 2 a, 2

0 fir <0

8- a - 2 ’1
) f(@) {23:e“” fir =z >0
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c) P(X23|X22):P<X—;2):e‘5

d) P(X1 >2UX5>2)=P(X; >2)+P(Xy>2) - P(X; >2)P(Xy >2)=2e*—e®
oder P(X; >2UXy>2)=1-P(X; <2)P(Xy<2)=1—(1—-e*)?



