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1. Es sei

/C(de—k 22 2dy%—xde).

z T~ —

(a) Untersuchen Sie dieses Kurvenintegral auf Wegunabhangigkeit.
.. . D B : B B 2
Lésung: Mit P = f und Q = wZZ_ 5 gilt P, =0und Q, = —ﬁ,
also P, # @), d.h. das Kurvenintegral ist wegabhangig.

(b) Berechnen Sie den Wert dieses Kurvenintegrals fiir den Fall, dass die Kurve C' vom
Punkt P;(0,1,2) zum Punkt P(1,e,1) fihrt und durch die Parameterdarstellung

z(t) =Vt yt)=¢', z({t)=2-1

gegeben ist.
Losung:
1

t 1 2—t
/C(de+x2z_2dy—l—x2dz): /(—-%+m-et+t-(—1))dt

z 2—1
t=0

1 1 1
= —5111(2—25) —el — 5152 o= 5(1+1n2) —e

2. Die Kurve & in der z, y-Ebene sei als Losungsmenge der Gleichung
52% + 6xy + 5y* — 16 = 0

definiert. Unter allen Punkten der Kurve £ gibt es mindestens einen Punkt, dessen Abstand vom
Koordinatenursprung (0,0) minimal ist.

(a) Ermittlen Sie alle Punkte auf £, deren Abstand zum Koordinatenursprung minimal ist.  [4]

Losung:
L(x,y,\) = /22 + y% + \(52® + 62y + 5y — 16)
X !
Ly = ———— + A(10z + 6y) =0
T ( y)
L, = ——2—— + A(6z + 10y) 20

Va2 +y?
Ly = 5z + 6zy + 5y° — 16 =0

Falls 10z + 6y = 0, dann folgt x = 0, y = 0 = Widerspruch in L) = 0.

Falls 62 + 10y = 0, dann folgt y = 0, x = 0 = Widerspruch in L) = 0.

= \=— L = — Y
V72 + y2(10z + 6y) V12 + y2(6z + 10y)

= 622 + 10xy = 102y + 6y, also 22 = 1>
Fall 1: z = Yy = T2 = +1 = Yi,2 = Pl(l, ].), PQ(—]_, —]_>




3. Sei

Fall 2: 2 = —y = 234 = £2 = —y34 = P3(2,—-2), Py(—-2,2)

Da laut Aufgabenstellung ein Minimalpunkt existiert, muss dies einer von Py, ..., P, sein. Da
Abstand von P; und P, zum Koordinatenursprung gleich v/2 und Abstand von P; und P, zum
Koordinatenursprung gleich 21/2, sind P, und P, die gesuchten Minimalpunkte.

Bemerkung: Die Untersuchung der hinreichenden Optimalitatsbedingungen ist nicht notwendig.
Bestimmen Sie xq so, dass der Punkt P(zg,1) auf & liegt und o > 0 gilt.
Geben Sie eine Gleichung derjenigen Tangente an £ an, die diesen Punkt P enthilt.

Losung:  Aus 5z2 + 619 +5— 16 =0 (yo = 1) und z¢ > 0 folgt xo = 1, also P(1,1).

Mit ¢/ (zg) = —%, F.(z,y) = 10z + 6y, F,(z,y) = 6z + 10y folgt y/'(z) = —1.
y ;

= Tangente: y(z)=1—-1-(z—1)=2—x

2, 1 1
K:={(z,y,2)" eR*| §(x—2)2+1y2 <1, 0<2<2}

ein Korper. Die Massendichte o : K — (0,00) von K sei durch o(z,y,z) := 1 + z definiert.
Weiter sei F': R? — R3 ein Vektorfeld mit

r? — 4z
F(z,y,2) = y?
—2yz
(a) Berechnen Sie die Masse von K unter Verwendung der Koordinatentransformation

rT=2+3rcosyp, y=2rsing, z=2=z.

Losung:  Mit der Funktionaldeterminante

Ty Ty, T, 3cosp —3rsine 0
Yr Yo Y. |=|28inp 2rsinp 0 |=6r
Zr 2o 2 0 0 1
erhalt man:
1 2r 2 1 2n 1
M = / (14 2)6rdzdpdr = (24 2)6rdpdr = 487 / rdr = 247
r=0 ¢=0 2=0 r=0 ¢=0 r=0
(b) Berechnen Sie den Fluss von F' durch die Oberfliche 0K des Kérpers K, d.h.

/ FTdo.

0K

(Hinweis: Die Anwendung des Integralsatzes von GauB ist zweckmaBig.)
Losung: Wegen divF = 2x — 4 erhalt man durch Anwendung des Integralsatzes von GauB:

2

1 27
/ET@:/ div(E)dK:///6r-cosg0-6rdzd<,0d7":---:0

0K K r=0 =0 z=0



()

Berechnen Sie rot F'(x,y, z) und divrot F(z,y, z).
Losung:

e ey e, —2z
rot F(x,y,z) = 2 a% 2 = 0
2?2 —4dxr y? 2z 0

Weiterhin gilt stets divrot F'(x,y, z) = 0 fiir beliebiges, hinreichend glattes F'.

4. Fiir A € R sei die Funktion F) : R — R gegeben durch

[ 1=XeT—=(1-Ne*, fallsz >0,
Fi(w) = { 0, sonst.

Falls A € [0,2], so ist I die Verteilungsfunktion einer stetigen ZufallsgroBe X .
Hinweis: Fiir a # 0 gilt [ xe*dx = %(x — Lyeaz,

()

(d)

a

Zeigen Sie, dass F), fiir A = —1 nicht Verteilungsfunktion einer ZufallsgroBe sein kann.
Lésung: Damit F) Verteilungsfunktion sein kann, muss F\ monoton wachsend (nicht fal-
lend) sein, d.h. F§(z) > 0 muss gelten.

A=—1: F' (z) = —e " +4e ?* = e %(4de~* — 1) < O fiir hinreichend groBe =,

also ist F)\ fiir A = —1 keine Verteilungsfunktion.

Bestimmen Sie die Dichtefunktion f) zur ZufallsgroBe X,.
Losung:
o e 21— Ne ) falls z > 0,
I(x) = Fi(z) = { 0, sonst.
Bestimmen Sie den Erwartungswert E(X)).
Losung:
o0 o 1
E(X,) = / zfy(z)dx = /x()\e_x +2(1 = Ne X )dx = --- = %
—00 0
Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit P(—1 < X, <1).
Losung:

P(-1<X)<1)=FR1)-F(-1)=1-de'—(1-XNe?-0

5. Gegeben sei die partielle Differentialgleichung (PDGL)

1
FUL = Ugy

2

mit den Randbedingungen

uz(0,8) = ux(1,¢8) =0 furt>0

und der Anfangsbedingung

u(z,0) = 2+ cos(2mx) fir xz € [0, 1].

Aus dem Produktansatz (Separationsansatz)

U(z,t) = X(z)T'(t)

erhalt man durch Einsetzen in die PDGL die folgende Gestalt der Funktionen X und T"

X(z) = Asin(vVAz) + Bcos(VAz), T(t) = Ce M.

Dabei sind A > 0 und A, B, C' € R Parameter.



(a) Bestimmen Sie alle nichtnegativen Werte des Parameters ), so dass U auch

den Randbedingungen geniigt.

Losung:  Wegen U, (z,t) = X'(x)T'(t) ergeben sich die Randbedingungen X’(0) = 0 und
X'(1) =0.

= X'(x) = AV Xcos(vVAz) — BV Asin(v/Az) 20 firz =0und 2 = 1

r=0:AVAX20 = A=0oder A=0.

x = 1: AV Acos(vA) — BV Asin(v/A) 20

Falls A = 0, dann X (z) = B.

Falls A > 0, dann A = 0 und Bv/Asin(v/A) 0.
Fiir B = 0 folgt X (z) = 0 fiir alle z, also B # 0, und damit sin(v/\) =0.
Fir VA =nm, n=1,2,... ist dies erfiillt.

Insgesamt:  Fiir A = )\, = n?72 mit n =0, 1,2,... erfiillt U auch die Randbedingungen.

Ermitteln Sie eine Funktion u, die der PDGL, den Randbedingungen und der @
Anfangsbedingung geniigt.

Lésung: Entsprechend (a) gehort zu jedem n = 0,1,2,... eine Funktion U,, :== X,,T,, mit
Xn(x) := B, cos(nmx), T (t) := Ce 2V,
Durch Linearkombination der U,, (n = 0,1,2,...) erhdlt man einen Ansatz fiir u:

i o0
u(z,t) = Z D, cos(nmz)e 2™ = Dy + Z D, cos(nm)e "™
n=0

n=1

Aus den Anfangsbedingungen ergibt sich

u(z,0) = Dy + Z D,, cos(nmx) =2 + cos(2mz)

n=1

Koeffizientenvergleich liefert Dy = 2, D, = 1 und D,, = 0 sonst, also

w(z,t) = 2 + cos(2rz)e 5"



