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Lösungsvorschlag

1. Gegeben sei die Funktion f : R2 → R durch f(x, y) :=







2y2 − x2

2x2 + y2
, falls (x, y) 6= (0, 0),

2, falls (x, y) = (0, 0).

a) Berechnen Sie lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), wenn sich (x, y) entlang der x-Achse (x 6= 0) bewegt. m1
y = 0: lim

x→0
f(x, 0) = lim

x→0

−x2

2x2 = −1
2

b) Berechnen Sie lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y), wenn sich (x, y) entlang der y-Achse (y 6= 0) bewegt. m1
x = 0: lim

y→0
f(0, y) = lim

y→0

2y2

y2 = 2

c) Ist die Funktion f stetig? m ja mX nein m1
Begründung: lim

x→0
f(x, 0) 6= lim

y→0
f(0, y)

2. Gegeben seien f : R3 → R und F : R3 → R3 durch

f(x, y, z) :=

√

y2 + sin2 z + 5 und F (x, y, z) :=





x2

−2xy
y2z2



 .

a) Berechnen Sie ∇f(x, y, z). m1

∇f(x, y, z) =







0
y√

y2+sin2 z+5
sin z cos z√
y2+sin2 z+5







b) Berechnen Sie rotF (x, y, z). m1
rotF (x, y, z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 e3
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x2 −2xy y2z2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=





2yz2

0
−2y





c) Berechnen Sie divF (x, y, z). m1
divF (x, y, z) = 2x− 2x+ 2y2z = 2y2z



3. Welche der nachfolgenden zusammengesetzten Ausdrücke sind definiert, wenn die Funktionen

u : R3 → R und W : R3 → R3 beliebig oft stetig differenzierbar sind? m1
definiert nicht definiert

∇(rot(divW )) m mX
div(rot(∇u)) mX m
∇(div(rotW )) mX m

Die richtige Antwort ist jeweils anzukreuzen.
Begründungen sind dabei nicht erforderlich.

4. Gegeben seien die Funktion f : R2 → R durch

f(x, y) := ex · sin y + y2

und die Fläche F ⊂ R3 durch die Gleichung z = f(x, y), d.h., F = {(x, y, z)> ∈ R3 | z = f(x, y)}.
Ermitteln Sie die Gleichung der Tangentialebene an F , die die Fläche F in (0, π

2
, z0)> berührt. m2

z0 = f(0,
π

2
) = 1 +

π2

4

fx(x, y) = ex · sin y =⇒ fx(0,
π

2
) = 1

fy(x, y) := ex · cos y + 2y =⇒ fy(0,
π

2
) = π

z = z0 + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0) = 1 +
π2

4
+ x+ π(y − π

2
)

oder





x
y
z



 =





0
π/2

1 + π2/4



+ s





1
0
1



+ t





0
1
π



 , s, t ∈ R

5. Gegeben sei die Funktion F : R2 → R durch

F (x, y) := x3 − x2y + y4 − 15.

Durch F (x, y) = 0 ist eine Funktion y(x) in der Umgebung von (x0, y0) := (1, 2) implizit gegeben.

a) Ermitteln Sie y′(x0). m1
Fx(x, y) = 3x2 − 2xy, Fx(x0, y0) = −1

Fy(x, y) = −x2 + 4y3, Fy(x0, y0) = 31

y′(x0) = −Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
=

1

31

b) Ermitteln Sie die Tangente yT (x) an den Graphen von y(x) im Punkt (x0, y0). m1
yT (x) = y0 + y′(x0)(x− x0) = 2 +

1

31
(x− 1)

6. Die Funktion g : R2 → R sei stetig differenzierbar mit den partiellen Ableitungen ga und gb. Die
Funktion z : R2 → R sei durch

z(x, y) := g(x2 + y, 3x− y)

gegeben. Ermitteln Sie die partielle Ableitung zx. m1



zx(x, y) = ga(x
2 + y, 3x− y) · 2x+ gb(x

2 + y, 3x− y) · 3 = 2xga + 3gb

7. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
f(x, y) := x4 − 8x2 + y2 − 6y → min .

Bestimmen Sie alle Punkte (x, y), die die notwendige Optimalitätsbedingung 1. Ordnung erfüllen. m2
fx = 4x3 − 16x = 0 ⇒ x = 0 oder x = ±2

fy = 2y − 6 = 0 ⇒ y = 3

⇒ gesuchte Punkte: (0, 3), (2, 3), (−2, 3)

8. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

x2y → min bei x2 + 4y2 − 1 = 0.

Geben Sie die zugehörige Lagrange-Funktion an und ermitteln Sie damit alle Punkte (x, y),

die die notwendige Optimalitätsbedingung 1. Ordnung erfüllen. m4
L(x, y, u) = x2y + u(x2 + 4y2 − 1)

Lx = 2x(y + u) = 0 ⇒ x = 0 oder u = −y
Ly = x2 + 8uy = 0

Lu = x2 + 4y2 − 1 = 0

x = 0 : ⇒ y2 = 1
4
, u = 0, d.h. 2 Punkte

u = −y: ⇒ x2 = 8y2 = 1− 4y2 ⇒ y2 = 1
12

, d.h. weitere 4 Punkte 0

gesuchte 6 Punkte: (0,±1
2
), (
√

2
3
,±
√

1
12

), (−
√

2
3
,±
√

1
12

),

9. Integrieren Sie die Funktion f : R2 → R mit f(x, y) := xy über dem Gebiet m2
G := {(x, y)> ∈ R2 | y ≤ x, y ≥ 0, y ≤ 2− x}.

1
∫

y=0

2−y
∫

x=y

xydxdy oder

1
∫

x=0

x
∫

y=0

xydydx+

2
∫

x=1

2−x
∫

y=0

xydydx

=
1

2

1
∫

y=0

(y3 − 4y2 + 4y − y3)dy =
1

2
(−4

3
y3 + 2y2)|1y=0 =

1

3



10. Gegeben seien die Halbkugel H und der (unendliche) Zylinder Z durch

H := {(x, y, z)> ∈ R3 |x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0}, Z := {(x, y, z)> ∈ R3 |x2 + y2 ≤ 1}.

Berechnen Sie das Volumen des Körpers H ∩ Z, also das Volumen des Durchschnitts von

H und Z. m2
Zylinderkoordinaten:
H ∩ Z: 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤

√
4− r2

V =

1
∫

r=0

2π
∫

ϕ=0

√
4−r2
∫

z=0

rdzdϕdr

= 2π

1
∫

r=0

r
√

4− r2dr = −2π
1

3
(
√

4− r2)3|1r=0 = −2

3
π(3
√

3− 8) =
2

3
π(8− 3

√
3)


