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Kapitel 1

Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ist ein numerisches Verfahren zur Bestimmung normalisierter
Nash-Gleichgewichte von verallgemeinerten Nash-Gleichgewichtsproblemen. Eine genaue
Definition der auftretenden spieltheoretischen Begriffe findet sich in Abschnitt 1.1. Unter
einem verallgemeinerten Nash-Gleichgewichtsproblem versteht man eine Situation, in der
mehrere Parteien Entscheidungen treffen miissen, um ihren Nutzen zu maximieren, und
sich durch ihre Entscheidungen gegenseitig beeinflussen. So kann es sein, dass der er-
zielbare Nutzen einer Partei von den Entscheidungen der anderen Parteien abhédngt. Ein
Beispiel hierfiir ist ein Anbieterduopol, bei dem der erzielbare Marktpreis davon abhéngt,
wieviele Mengeneinheiten des Gutes von beiden Anbietern insgesamt auf dem Markt ange-
boten wird. Alternativ kann es auch passieren, dass eine Partei durch ihre Entscheidung
die Entscheidungsmoglichkeiten einer anderen Partei beeinflusst. Dieses Problem tritt
zum Beispiel dann auf, wenn mehrere Fischer in dem selben See fischen und entscheiden
miissen, wieviele Fische sie fangen wollen. Wie man sieht, treten solche Problemstellungen
héufig im Bereich der Wirtschaftswissenschaften auf; einige kleine Beispiele hierzu finden
sich im Abschnitt 5.2. Dass spieltheoretische Problemstellungen allerdings auch in ganz
anderen Bereichen auftreten kénnen, zeigt das Anwendungsbeispiel in Abschnitt 1.2. In
diesem Abschnitt betrachten wir ein aktuelles Problem im Zusammenhang mit Digital
Subscriber Lines (DSL).

Um solche Problemstellungen zu l6sen, sind grundsétzlich zwei Losungsanséatze denkbar:
Zum einen koénnten alle Parteien kooperieren und so versuchen, den gesamten Nutzen al-
ler Parteien zu maximieren. Hierbei tritt allerdings hdufig das Problem auf, dass einzelne
Parteien Anreize haben, von dem gemeinsamen Optimum abzuweichen, weil sie dadurch
ihren Nutzen (evtl. auf Kosten der anderen) weiter steigern konnen. Dieses Problem ist
in den Wirtschaftswissenschaften unter anderem als das ,free-rider“-Problem bekannt.
Es tritt zum Beispiel dann auf, wenn zwei Personen A, B an einem gemeinsamen Pro-
jekt arbeiten sollen, und es nicht moglich ist, den Arbeitseinsatz der beiden Personen zu
beobachten. Der Nutzen der beiden Personen ergibt sich jeweils durch ihren Anteil am
Erfolg des Projektes abziiglich ihres Arbeitsleids. Daher steht jeder der beiden vor der
Entscheidung: shirking oder non-shirking, d.h. lohnt es sich mit vollem Einsatz zu arbei-
ten, oder ist es eventuell besser Leistung zuriickzubehalten. Hierbei hiangt der Nutzen
der beiden iiber den Projekterfolg auch von der Entscheidung des jeweils anderen ab;
mogliche Nutzenwerte finden sich in der Tabelle 1.1.

Wie man sieht, arbeiten beide Personen im gemeinsamen Optimum mit vollem Ar-



A
non-shirking shirking
non-shirking 3,3 1,4

shirking 4,1 2,2

Tabelle 1.1: Das free-rider-Problem

beitseinsatz. Solange es jedoch nicht moglich ist, diesen Arbeitseinsatz zu kontrollieren,
haben beide den Anreiz von dem gemeinsamen Optimum abzuweichen und werden schlus-
sendlich beide Leistung zuriickhalten. Die Strategiekombination (shirking,shirking) ist
daher das Nash-Gleichgewicht dieses Problems.

Allgemein definiert man als Nash-Gleichgewicht eine Strategickombination, bei der sich
keine Partei besserstellen kann, indem sie alleine von diesem Gleichgewicht abweicht.
Dieser Definition liegt der zweite Losungsansatz fiir solche Problemstellungen zugrunde.
Bei diesem Ansatz geht man davon aus, dass alle N Parteien egoistisch versuchen ihren
Nutzen zu maximieren. Hierbei héngen die Nutzenfunktionen und die Strategiemengen
der einzelnen Parteien allerdings von den Entscheidungen der anderen N — 1 Parteien
ab. Mathematisch bedeutet dies, dass man N restringierte Optimierungsprobleme 16sen
muss, deren Daten jeweils von den Losungen der anderen N — 1 Optimierungsprobleme
abhéngen.

In Abschnitt 1.1 werden wir jedoch zeigen, dass man normalisierte Nash-Gleichgewichte
als globale Minima eines restringierten Optimierungsproblems darstellen kann. Dieses
Optimierungsproblem hat unter geeigneten Voraussetzungen zwar eine stetig differen-
zierbare Zielfunktion, vergleiche Kapitel 2, aber diese ist im Allgemeinen nicht zweimal
stetig differenzierbar. Um bei einen numerischen Verfahren zur Losung dieses Optimie-
rungsproblems dennoch lokal schnelle Konvergenz garantieren zu kénnen, werden wir in
Kapitel 3 mit Hilfe eines Satzes iiber implizite Abbildungen fiir semismoothe Funktionen
beweisen, dass die erste Ableitung der Zielfunktion unter gewissen Voraussetzungen we-
nigstens semismooth bzw. strongly semismooth ist. Daher konnen wir ein semismoothes
SQP-Verfahren anwenden, um das restringierte Optimierungsproblem zu losen. Kapi-
tel 4 beschéftigt sich mit den lokalen Konvergenzeigenschaften eines solchen Verfahrens.
Schliefllich wollen wir in Kapitel 5 ein semismoothes SQP-Verfahren an einigen Nash-
Gleichgewichtsproblemen numerisch testen.

Doch bevor wir mit der Definition des spieltheoretischen Problems anfangen kénnen,
miissen wir noch einige Notationsdetails kléren:

Die Norm, die in dieser Arbeit verwendet wird, ist die euklidische Norm, d.h. fiir x € R"
ist

Damit definieren wir Kugelumgebungen Ks(z%) als
K5(2%) :={z e R"| |lz —a"2<d}.
Zwei Teilmengen des R", fiir die wir eine eigene Bezeichnung einfithren wollen, sind

RY :={z eR"| 2;>20 Vi=1,...,n},
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RY ={zxeR"| ;>0 Vi=1,...,n}.

Mit argmax,.y f(x) wollen wir die, eventuell leere, Menge aller € X bezeichnen, in
denen das restringierte Maximum des Problems

max f(z) uwdN. ze€X

angenommen wird.

Sei f : R® — R™ eine differenzierbare Funktion. Dann bezeichnet f'(x) € R™*™ oder
auch Df(z) die Ableitung bzw. die Jacobi-Matrix von f im Punkt z. Im Gegensatz
dazu bezeichnen wir mit Vf(x) € R™™ die transponierte Jacobi-Matrix, d.h. es gilt
Vi) = ()

Manchmal wollen wir auch nur die Ableitung von f nach gewissen Blockkomponenten z”
von x betrachten. Hierfiir schreiben wir dann V,» f(z) und meinen damit die transponier-
ten partiellen Ableitungen von f beziiglich der Komponenten von z”. Analog schreiben
wir bei der zweiten Ableitung V2, . f(z), was bedeuten soll, dass wir f zunfichst beziiglich
¥ und anschliefend nochmal beziiglich x* differenzieren.

Ist A € R™™ eine Matrix und I C {1,...,m} sowie J C {1,...,n}, so bezeichnet
Aj ;€ REXII die Teilmatrix von A, die nur aus den Elementen a; j, (i,7) € I x J, von A
besteht.

Die Landau-Symbole o und O sind folgendermafien definiert: Seien {ay}r C R™, {bx}r C
R™ zwei Folgen. Dann sagen wir ||ax|| = o(]|bk||), wenn gilt

tim el _
k—ro0 kuH
und ||lag|| = O(]|b]]), wenn gilt
limsupM < 0.
koo || Ok

Damit kénnen wir nun auch erkldren, wie wir lineare, superlineare und quadratische
Konvergenz definieren wollen. Sei {z*}, C R" eine gegen ein 2° € R" konvergente Folge.
Dann konvergiert {z*}, linear gegen x°, wenn es eine Konstante 0 < ¢ < 1 gibt, so dass
fiir alle k € N gilt

2" — 20| < ella® — 2°)),

0

superlinear gegen z°, wenn gilt

||xk+1 - 0“7

2 = o(fla" — 2

0

und quadratisch gegen x°, wenn gilt

l2* = 2" = O(fla* — 2°|1%).

1.1 Spieltheoretischer Hintergrund

Eine haufige Problemstellung in der Spieltheorie sind sogenannte verallgemeinerte Nash-
Gleichgewichts-Probleme (eng. generalized Nash-equilibrium problem, kurz GNEP). Hier-
bei geht es darum, dass N Spieler jeweils eine Variable ¥ € R™ kontrollieren kénnen
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und versuchen hierdurch ihren Verlust zu minimieren.

Sei z = (2,...,2%) € R" mit n := ny + ... + ny. Weiter bezeichnen wir mit X C R»
die gemeinsame Strategiemenge aller Spieler, d.h. fiir eine zuldssige Strategie muss immer
x € X gelten. Wenn wir besonders die Entscheidungsvariable des v-ten Spielers betonen
wollen, schreiben wir x = (¥, 7") und fassen die Entscheidungsvariablen aller anderen
Spieler unter £~ zusammen.

Bezeichnen wir die Verlustfunktion des v-ten Spielers mit 8, : R" — R, so versucht der
v-te Spieler das restringierte Optimierungsproblem

min 6,(z”, %) wdN. (2",2%7") € X (1.1)

zu l6sen, wobei 7 die von den anderen Spielern gewéhlte Strategie bezeichnet. Ein
Vektor z* = (21, ... 2*V) € X heifit verallgemeinertes Nash-Gleichgewicht oder Lésung
des GNEPs, wenn z*V fiir alle v = 1,..., N das Problem (1.1) 16st.

Wir wollen uns aber in dieser Arbeit nicht mit verallgemeinerten Nash-Gleichgewichten,
sondern mit einem Spezialfall davon, ndmlich den normalisierten Nash-Gleichgewichten
beschiftigen. Ein Vektor x* € X heifit normalisiertes Nash-Gleichgewicht, wenn gilt:

sup U(z*,y) = 0.
yeX

Hierbei bezeichnet V(x,y) die Nikaido-Isoda-Funktion

N

U(z,y) = Z 6, (z",27") = 0,(y",27")].

v=1

Man kann zeigen, dass jedes normalisierte Nash-Gleichgewicht auch ein verallgemeinertes
Nash-Gleichgewicht ist. Die Umkehrung gilt allerdings im Allgemeinen nicht.

In dieser Arbeit gehen wir davon aus, dass die Strategiemenge X dargestellt werden kann
als

X = {z € R" |g(z) < 0, h(z) = 0}

mit gewissen Funktionen g : R® — R™ und h : R® — RP, und dass die Funktionen 6,, g, h
den folgenden Bedingungen geniigen:

Voraussetzungen 1.1.1.  a) Die Funktionen 0, sind zweimal stetig differenzierbar
und als Funktionen von x¥ konvex.

b) Die Funktion g ist zweimal stetig differenzierbar und ihre Komponenten g; sind
konvex in x.

c¢) Die Funktion h ist affin-linear.
d) Die durch die Funktionen g und h definierte Strategiemenge
X={zeR"|g(x) <0,h(zx)=0}

1st nichtleer.



Aus diesen Voraussetzungen folgt sofort, dass die Strategiemenge X abgeschlossen
und konvex ist. Sie ist allerdings nicht notwendig beschrankt. Aulerdem ist die Funktion
h zweimal stetig differenzierbar mit lokal Lipschitz-stetiger zweiter Ableitung. Manchmal
werden wir auch die folgenden, etwas stiarkeren Bedingungen stellen:

Voraussetzungen 1.1.2.  a) Die Funktionen 0, sind zweimal stetig differenzierbar
und als Funktionen von x¥ konvex. Weiter seien die zweiten Ableitungen der Funk-
tionen 6, noch lokal Lipschitz-stetig.

b) Die Funktion g ist zweimal stetig differenzierbar und ihre Komponenten g; sind
konvex in x mit lokal Lipschitz-stetigen zweiten Ableitungen.

c) Die Funktion h ist affin-linear.
d) Die durch die Funktionen g und h definierte Strategiemenge
X ={zeR"|g(x) <0,h(x) =0}
ist nichtleer.

Um ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht zu finden, verwenden wir die reqularisierte
Nikaido-Isoda- Funktion

W (a,y) = Y [0 07) = 0,y 2 )] = Sl — w3

v=1

mit einer Konstanten v > 0 und definieren fiir z € X

V,(z) :=sup ¥,(z,y).
yeX

Unter den Voraussetzungen 1.1.1, und damit auch unter den stéarkeren Voraussetzungen
1.1.2, gelten dann die folgenden Aussagen:

Satz 1.1.3. ) V,(z)>0 V zeX.

b) x* ist ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht genau dann, wenn gilt

zreX und V,(z%)=0.
c¢) Fir alle x € X gibt es genau einen Vektor y,(z) € X, so dass gilt

argmat,ex Vo (2,y) = y,(v)
und die Abbildung x — y,(z) ist stetig.

d) Die Funktion V., ist stetig differenzierbar fir alle x € X mit

VV, (@) = Volly (2,9) [y=y, ) -
e) x* ist ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht genau dann, wenn x* = y.(x*) gilt.
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Diese Aussagen werden in Kapitel 2 bewiesen. Nach dem obigen Satz sind also die
folgenden beiden Probleme dquivalent:

e Finde ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht z* des GNEPs.

e Finde eine Losung x* von
min V,(z) uwdN. zeX (1.2)
mit V, (z*) = 0.

Hierbei ist das zweite Problem zwar stetig differenzierbar, aber im Allgemeinen leider
nicht zweimal stetig differenzierbar. Wie in der Einleitung erwéhnt, werden wir uns des-
halb in Kapitel 3 mit (strongly) semismoothen Funktionen und einem Satz iiber implizite
Funktionen beschéftigen, um am Ende dieses Kapitels beweisen zu konnen, dass VV
unter den gegebenen Voraussetzungen zumindest eine (strongly) semismoothe Funktion
ist.

1.2 Anwendungsbeispiel: Energiekontrolle in Digital
Subscriber Lines
Doch zunéchst wollen wir mit dem folgenden Beispiel motivieren, warum es auch fiir die

Anwendung interessant ist Nash-Gleichgewichtsprobleme zu betrachten. Weitere Infor-
mationen zu diesem Beispiel finden sich in [23], [24], [10] und [1].

Kunde Vermittlungsstelle
Telefon ‘ ' ’ Telefonnet
Splitter Te11neh@er— Splitter
anschlussleitung
Pe. DSL Modem—‘ LDSL Multiplexer Internet

Abbildung 1.1: Die Grundstruktur eines DSL-Anschlusses

Die Abbildung 1.1 gibt etwas vereinfacht die grundlegende Struktur eines DSL-An-
schlusses wieder. Der grofie Vorteil von DSL ist, dass auf diese Art auch Nutzern mit einem
normalen Telefonanschluss iiber Kupferkabel ein schneller Internetzugang erméglicht wer-
den kann. Bei einem DSL-Anschluss iiber Telefonleitung werden die Internetdaten eben-
falls iiber die Teilnehmeranschlussleitung gesendet, allerdings in einem Frequenzbereich,
der oberhalb des fiir Sprachtelefonie oder ISDN genutzten Frequenzbandes liegt. Bei dem
in Deutschland weit verbreiteten ADSL (Asymmetric DSL) ist der genutzte Frequenzbe-
reich wie folgt aufgeteilt: 0-138 kHz fiir Telefon und ISDN, 138-275 kHz fiir den Upstream
und 275-1104 kHz fiir den Downstream. Hierbei teilt man Up- und Downstream noch-
mals in jeweils 32 bzw. 192 Frequenzbénder der Breite 4,3125 kHz auf. In der nur wenige
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Kilometer vom Telefonanschluss entfernt liegenden Vermittlungsstelle wird das analoge
DSL-Signal in ein digitales gewandelt und von dort iiber Glasfaserkabel weiteriibertragen.
Aus der Nutzung der schon vorhandenen Anschliisse resultieren allerdings auch die Pro-
bleme, mit denen DSL zu kdmpfen hat. Die Teilnehmeranschlussleitungen sind in der
Regel Kupferkabel, die nie fiir die Ubertragung von Signalen in diesem hohen Frequenzbe-
reich gedacht waren. Die tatséchlich realisierbare Geschwindigkeit des Internetanschlusses
hédngt daher stark von der Qualitdt und dem Durchmesser des genutzten Kabelpaares, so-
wie dem Abstand der Kundenanschlusses vom DSL-Multiplexer ab. Ein weiteres Problem
sind elektromagnetische Interferenzen, dhnlich der Storgeriusche, wie man sie aus den
Anféangen der Telefonie kennt. Die Hauptursache solcher Interferenzen ist das sogenann-
te Ubersprechen (engl. crosstalk). Ein iiber ein Kupferkabel gesendetes Signal induziert
ein elektromagnetisches Feld um dieses Kabel. So wird dieses Signal in die anderen, im
selben Kabelstrang verlaufenden, Adern eingekoppelt und stért so die in diesen Adern
ibertragenen Signale. Man unterscheidet hierbei zwischen NEXT (near-end-crosstalk), al-
so einem Storsignal, das auf der Seite der Stérsenders in einer anderen Leitung empfangen
wird, und FEXT (far-end-crosstalk), einem Storsignal, das auf der Seite des Empféngers
in einer anderen Leitung empfangen wird, vergleiche hierzu auch Abbildung 1.2.

Sender T Empfanger
Sender ————— — FEXT Empfinger
' NEXT
Empfinger < Sender

Abbildung 1.2: near-end-crosstalk und far-end-crosstalk

Im Allgemeinen ist NEXT ein grofleres Problem als FEXT, da bei NEXT das Storsignal
im Vergleich zu dem ankommenden, durch die lange Leitung schon gedédmpften, Signal
starker ist. Bei FEXT hingegen wird das Storsignal durch die lange Leitung schon etwas
geddmpft und es ist daher unwahrscheinlicher, dass es das gewiinschte Signal iiberdeckt.
Eine Ausnahme hiervon ist das sogenannte near-far-Problem, vergleiche Abbildung 1.3.

Sender ==—— T \FEXT Empfanger

Sender —  Empfinger

Abbildung 1.3: near-far-Problem

Hier betrachtet man zwei Anschliisse in einem Kabelstrang, von denen einer deutlich
weiter von der Vermittlungsstelle enfernt ist als der andere. Dadurch kann es passieren,
dass das durch FEXT entstehende Storsignal des ndhergelegenen Anschlusses das durch
die lange Leitung gedédmpfte Signal des weiter entfernten Anschlusses iiberdeckt. Weite-
re Ursachen fiir Storgerdusche sind Funksignale, da die Kupferadern der Teilnehmeran-
schlussleitungen wie Antennen Funksignale auffangen, und elektromagnetische Impulse
in der Nédhe des Kabelstrangs.

Um trotz der Storgerdusche eine akzeptable Bit-Fehler-Rate garantieren zu kénnen, un-
tersucht man vor allem die drei folgenden Losungsansétze:
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Der traditionelle Ansatz ist ein statisches Spektrum-Management, bei dem allen An-
schliissen eine identische ,,spectral mask® vorgegeben wird, d.h Bestimmungen, mit wieviel
Energie auf welchen Frequenzen gesendet werden darf. Hierdurch wird auch im schlimmst
moglichen Fall die gewiinschte Bit-Fehler-Rate garantiert. Im Allgemeinen sind diese Mas-
ken daher zu restriktiv und benachteiligen die weiter vom DSL-Multiplexer entfernten
Anschliisse, vgl. near-far-Problem.

Ein zweiter Ansatz ist die Einfithrung eines zentralen Spektrum-Managemenents, das ver-
sucht die Summe aller Nutzer-Raten zu maximieren. Dieser Ansatz hat jedoch mehrere
Nachteile: Zum einen ist das entstehende Optimierungsproblem nicht konvex und besitzt
mehrere lokale Maxima. Zum anderen setzt dieser Ansatz voraus, dass es eine zentrale
Stelle gibt, die die Kontrolle {iber alle Anschliisse hat. Dies ist heutezutage nicht mehr
realistisch, da oft mehrere (konkurrierende) Anbieter Anschliisse in dem gleichen Kabel-
strang versorgen.

Der dritte Ansatz, den wir im Folgenden genauer betrachten wollen, interpretiert die Si-
tuation als ein nichtkooperatives Spiel, in dem jeder Nutzer versucht, seine Bit-Rate zu
maximieren. Sei N die Anzahl der Nutzer in einem Kabelstrang und F' die Anzahl der
ihnen zur Verfiigung stehenden Frequenzen. Weiter bezeichne z¥ € R die Energiever-
teilung des Nutzers v auf die moglichen Frequenzen. Hierbei ist zu beachten, dass nur
solche Vektoren z¥ zuléssig sind, fiir die ¥ € X, gilt, wobei

max

X, = {x c RF

F
0<ay<CAP} Vf=1,.. F Y a4<P; }
f=1

das Energiebudget des Nutzers v beschreibe. Die Konstanten 0 < CAP% < oo bzw.
0 < P¥.. geben hierbei an, wieviel Energie der Nutzer v maximal auf die Frequenzen
f=1,..., F verteilen darf, bzw. wieviel Energie er insgesamt hochstens verteilen darf.
Bezeichnen wir mit oz}”’ > 0 die Koeffizienten fiir das Ubersprechen von Nutzer p auf
Nutzer v auf der Frequenz f und mit o > 0 die Storgerdusche, die den Nutzer v auf der
Frequenz f beeintrachtigen, so ist

Ty
[T
O+ 2 O T

SNR; =

der signal-to-noise-ratio der Nutzers v auf der Frequenz f, d.h. der Quotient aus dem ei-
gentlich gewiinschten Signal und den Storgerduschen auf der Frequenz f. Betrachtet man
alle Interferenzen als Storgerdusche, so ergibt sich unter in der Literatur gdngigen An-
nahmen die folgende Formel fiir die erreichbare Bit-Rate des Nutzers v auf der Frequenz

& SNR
14 1 f

wobei I' > 1 den SNR-Gap bezeichnet. Im Idealfall I' = 1 spricht man statt von der
erreichbaren Bit-Rate auch von der Kanalkapazitit. In der Realitdt gilt allerdings im
Allgemeinen I > 1, der genaue Wert hingt unter anderem von der fiir die Ubertragung
verwendeten Kodierung und der gewiinschten Bit-Fehler-Rate ab. Im Folgenden wollen
wir dennoch von dem Idealfall I' = 1 ausgehen, anderenfalls kann man I' mit den Kon-
stanten o/;” und o% verrechnen. Damit kénnen wir nun die vom Nutzer v erreichbare
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durchschnittliche Bit-Rate bestimmen:

i

1 — 1 —
b:—g b”:—E log <1+ )
v f 2 v Hy
Ff:l 2F f=1 Uf—l—zu#l/af Ty

Wir definieren daher als Nutzenfunktion des Nutzers v

F v
x
0,(x) := E log, (1 + — ! T #>.
= OF + D O T

Folglich muss jeder Nutzer fiir festes 7 das Optimierungsproblem

max 0,(r) uwdN. 2"€X,

l6sen. Setzt man X = X x ... X Xy, so sieht man, dass dieses Problem ein (verallgemei-
nertes) Nash-Gleichgewichtsproblem ist. Genaugenommen handelt es sich hierbei sogar
um ein Standard-Nash-Gleichgewichtsproblem, da die zulédssige Menge X,, des Spielers v
nicht von den gewéhlten Strategien der anderen Spieler abhangt.
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Kapitel 2

Stetige Differenzierbarkeit der
Zielfunktion V(z)

In diesem Kapitel wollen wir beweisen, das die Funktion V. (z) unter den Voraussetzungen
1.1.1 stetig differenzierbar ist. Im Abschnitt 2.1 werden wir zeigen, dass Maximierungs-
probleme mit gleichméfig konkaver Zielfunktion iiber konvexen Mengen immer genau
eine Losung haben. Dies garantiert die Wohldefiniertheit von y.(x). Im Abschnitt 2.2
werden wir dann den Satz von Danskin beweisen, der dafiir sorgt, dass V,(x) stetig dif-
ferenzierbar ist. Um eine im Satz von Danskin auftretende Voraussetzung genauer zu
untersuchen, machen wir im Abschnitt 2.3 einen Ausflug in die Theorie mengenwerti-
ger Abbildungen. Im Abschnitt 2.4 setzen wir schliellich alle Ergebnisse zusammen und
beweisen die Aussagen aus Satz 1.1.3.

2.1 Ein Resultat aus der konvexen Optimierung

Wir wollen in diesem Abschnitt ein Resultat aus der konvexen Optimierung beweisen,
mit dem wir spéter zeigen konnen, dass die Abbildung = — y,(z) aus Satz 1.1.3 wohl-
definiert ist. Dafiir benotigen wir allerdings zunéchst noch zwei Eigenschaften konvexer
Funktionen.

Satz 2.1.1. Sei X C R” konvex und f : X — R konvex. Dann ist f im Inneren von X
lokal Lipschitz-stetig.

Einen Beweis dieser Aussage findet man in [12], Satz 6.14.

Satz 2.1.2. Seten X C R" nichtleer, offen und konvex, f : X — R konvex und x € X.
Dann ist das konvezre Subdifferential

Of(x) = {s €R"| f(y) > f(z) +5"(y—2) VyeX)
nichtleer.

Den Beweis fiir diesen Satz findet man zum Beispiel in [12], Satz 6.17. Das hier
definierte konvexe Subdifferential sollte nicht mit dem in Abschnitt 3.1 definierten Clar-
ke’schen Subdifferential verwechselt werden. Allerdings stimmen fiir eine konvexe und
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lokal Lipschitz-stetige Funktion das konvexe Subdifferential und das nach Clarke defi-
nierte iiberein, vergleiche Proposition 2.2.7 in [2]. Mit diesen Aussagen kénnen wir jetzt
den gewiinschten Satz beweisen.

Satz 2.1.3. Es sei f : R® — R eine konvexe Funktion und X C R™ nichtleer, abgeschlos-
sen und konvex. Ist f zusdtzlich gleichmdf$ig konvex auf X, so besitzt das Optimierungs-

problem
min f(z) u.d.N. reX

genau eine Lisung.

Beweis. Eristenz einer Lésung:
Sei f* = inf,cx f(z). Da f auf X wohldefiniert ist, ist f* < +oo. Dann sind alle auf X
eingeschrinkten Levelmengen

L(e:X) = {z € X |f(2) < ¢}

mit ¢ > f* nichtleer. Da f auf R" konvex, also nach Satz 2.1.1 stetig ist, sind die Level-
mengen

£(e) = {z € B[ f(x) < c}

abgeschlossen. Da auch X nach Voraussetzung abgeschlossen ist, sind auch die einge-

schriankten Levelmengen
L(;X)=L(c)NX

abgeschlossen.

Sei nun ¢ > f* beliebig. Wir wollen zeigen, dass £(c; X) dann auch beschriankt ist. Sei
dafiir z € X beliebig, aber fest gewéhlt. Da f auf R™ konvex ist, ist nach Satz 2.1.2 das
konvexe Subdifferential 0f(z) # (). d.h. es gibt ein s € 9f(x).

Annahme: Es gibt eine Folge {#*} C L(c; X) mit [|2*]|;, — +0c. Da f auf X gleichméBig
konvex ist, gilt mit einem gewissen Modulus p > 0 fiir alle £ € N und alle A € (0, 1)

FO@ + (1= X)) + pA (L = Nllz — 2" < Af(2) + (1 = M) f(2").
Speziell mit A\ = % folgt fiir alle £ € N

2 fa4) 2 2f (ot 3o ) + Sllo - B - f0)

Wegen s € 0f () gilt fur alle y € X

fy) > flx)+s"(y — ).

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt daraus fiir alle £ € N

Fgo+ 32 2 Fla) + 5 (5t = 22) > F(@) — 5 lslllle — 2*]

Setzt man die zweite Ungleichung in die erste ein, so erhélt man
> 9 1 k H k|12
¢ 2 2 fz) = 5llsllallz = 22 ) + Sl = 2%z = f(=)
1
= f@)+ 3 (nlle - 2o = lIsll2) lz — 2]l
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Da wegen ||*||; — +o0o auch ||z — 2*||y — +oo gilt und p > 0 ist, ist fiir alle hinreichend
groBen k € N der Faktor % (ullz — 2*||s — ||s[2) > 0. Daraus folgt aber ¢ > +oo0, ein
Widerspruch.

Also ist L(¢; X) beschrénkt. Insgesamt wissen wir daher, dass £(c; X') kompakt ist. Nach
Konstruktion von £(c; X) gilt aulerdem

min f(z) u.d.N. reX

ist dquivalent zu
min f(z) u.d.N. r e L(gX).

Auf der kompakten Menge L£(c; X) nimmt die stetige Funktion f aber mindestens ein
globales Minimum an, d.h. das Optimierungsproblem hat mindestens eine Losung.
Eindeutigkeit der Lisung:

Da f auf X gleichméflig konvex ist, ist f dort insbesondere auch strikt konvex. Annahme:
Es gibt zwei verschiedene Losungen x! # 2% des Optimierungsproblems. Da X konvex
ist, ist dann auch 1(z' 4+ 2?) € X und es gilt

(5 +a) < 5 6+ 1) =

Dies widerspricht aber der Definition f* = inf,cx f(z). Also hat das gegebene Optimie-
rungsproblem genau eine Losung z* € X. O]

2.2 Der Satz von Danskin

In diesem Abschnitt wollen wir den Satz von Danskin beweisen, der uns spéter die Dif-
ferenzierbarkeit der Zielfunktion V,(z) garantieren wird.

Satz 2.2.1. (Satz von Danskin) Seien X C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvexr sowie
f:R" x R" — R stetig differenzierbar und als Funktion der zweiten Variablen f(z,-)
gleichmafig konkav. Fiir beliebiges x € R™ sei p(z) € X die eindeutige Losung des
Optimierungsproblems

max f(z,y) u.d.N. y e X.

Ist die hierdurch definierte Abbildung x +— p(x) stetig, so ist die durch
9(z) == max f(z,y) = f(z,p(z))
yeX
definierte Funktion g : R™ — R stetig differenzierbar mit dem Gradienten

Vyg(z) = V. f(x, y)‘y:p(x) .

Beweis. Da f(z,-) fiir festes x € R" gleichméflig konkav ist, ist nach Satz 2.1.3 p(z)
wohldefiniert. Wir wollen zunéchst zeigen, das g in jedem Punkt richtungsdifferenzierbar
ist, indem wir die Richtungsableitung berechnen. Sei dafiir x € R™ beliebig und d € R"
eine beliebige Richtung. Aus den Definitionen von ¢g und p(x) folgt dann

glw +td) — g(x) = f(x + td, p(x + td)) — f(x,p(x)) = f(z +td, p(x)) — f(z,p(x))
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fiir jedes ¢ > 0. Division durch ¢ > 0 und anschlieBender Grenziibergang ¢ — 0 ergeben

lim inf g(w +td) — g(z)
t—0 t

> V. f(z,p(x))"d,

da f stetig differenzierbar, insbesondere also richtungsdifferenzierbar ist.
Analog zu oben erhalt man die Ungleichung

gle+td) —g(x) = f(z+td, p(z+td)) — f(z,p(x)) < fle+td, p(z+td)) — f(z, p(z +1td))

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedes ¢t > 0 einen Zwischen-
punkt & € (z,z + td) mit

flz+td,p(x +td)) — f(z,plx +td)) = V. f(&, p(z + td)) td.
Fiir dieses &; gilt dann mit der obigen Ungleichung
g(z +td) — g(x) < Vo f(&, p(x +td))"td.
Division durch ¢ > 0 und anschlieender Grenziibergang t — 0 ergeben hier

i sup 92T 1) = 9(2)
t—0 t

< Vo f(z, p(x)"d.

Hierbei haben wir die Stetigkeit von p(x) und V, f ausgenutzt, sowie & — z fiir t — 0.
Insgesamt folgt also die Richtungsdifferenzierbarkeit von g im Punkt x in Richtung d mit

g (x;d) = Vo f(x,p(x))"d.
Da dies fiir alle d € R" gilt, folgt
Vg(z) = V. f(z,p(x)).

Aus der Stetigkeit von V,f und p(z) ergibt sich die noch zu zeigende Stetigkeit von
Vg. O

2.3 Punkt-Menge-Abbildungen

Im Satz von Danskin wird die Stetigkeit der Funktion x — p(z) mit

p(x) = argmax,ecx f(z, y)

vorausgesetzt. Wir wollen in diesem Abschnitt genauer beleuchten, unter welchen Bedin-
gungen diese Voraussetzung erfiillt ist. Die folgenden Aussagen findet man zum Beispiel
auch in [8].

Zunéchst miissen wir einige Begriffe definieren, mit denen wir Eigenschaften von Punkt-
Menge-Abbildungen beschreiben koénnen.

Definition 2.3.1. Eine Abbildung G : R" — P(R™), wobei P(R™) die Potenzmenge von
R™ bezeichne, heift
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o offen in z* € R", wenn es fir alle Folgen {2}, C R™ mit ¥ — 2* und alle

y* € G(x*) eine natiirliche Zahl 1 und eine Folge {y*}, C R™ gibt mit y* € G(a*)
fiir alle k > 1 und y* — y*,

e abgeschlossen in x* € R™, wenn fiir alle Folgen {x*}, C R™ mit 2% — 2* und alle
konvergenten Folgen y* € G(a*) mit y* — y* gilt: v* € G(z*),

o stetig in x* € R", wenn sie in z* € R™ offen und abgeschlossen ist,

e gleichmiBig kompakt in z* € R", wenn es eine offene Umgebung U(z*) gibt, so
dass der Abschluss der Menge ¢y, G(x) kompakt ist.

Wir wollen diese Definitionen nun an einem kleinen Beispiel nachvollziehen.

Beispiel 2.3.2. Sei G : R* — P(R™) mit G(z) = X, wobei X C R™ nichtleer und
abgeschlossen sei. Wir wollen zeigen, dass G' dann stetig auf R™ ist.
G st offen:
Sei z* € R™ beliebig. Sei weiter {z*}, C R" eine beliebige Folge mit ¥ — z* und sei
y* € G(z*) = X. Setzt man y* := y*, so gilt y* € X = G(z") fiir alle k € N und y* — y*.
Also ist G offen.
G st abgeschlossen:
Sei wieder z* € R™ beliebig, {z*};, C R™ eine beliebige Folge mit 2% — z*. Sei auBerdem
y* € G(2%) = X eine Folge mit y* — y*. Da X abgeschlossen ist, gilt y* € X = G(z*),
folglich ist G' abgeschlossen.

Nun definieren wir noch zwei Abbildungen, wie sie in &hnlicher Form auch schon im
Satz von Danskin auftauchten.

Definition 2.3.3. Seien G : R" — P(R™) und f : R"xXR™ — R beliebig. Dann definieren
wir

g9(x) == sup f(z,y)
yeG(z)

und
Plr) :={y e G(x)| f(z,y) = g(x)}.
Auch hierzu wollen wir wieder ein Beispiel betrachten.
Beispiel 2.3.4. Sei G : R* — P(R™) mit G(z) = X, wobei X C R™ nichtleer, abge-
schlossen und konvex sei. Weiter sei f : R” x R™ — R eine in der zweiten Variablen
gleichméfig konkave Funktion. Dann lauten die oben definierten Funktionen

g(x) :=sup f(z,y)
yeX

und
Plx) :={y e X| f(z,y) = g(x) }.
Nach Satz 2.1.3 hat das Maximierungsproblem

max f(z,y) u.d.N. ye X

unter den gegebenen Voraussetzungen fiir jedes feste x € R™ genau eine Losung. Daher
besteht in diesem Fall P(x) immer aus genau einem Element. Folglich nimmt ¢ immer
einen endlichen Wert an und man konnte hier statt des Supremums auch ein Maximum
schreiben.
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Da wir die folgenden Resultate immer nur unter den in Beispiel 2.3.4 gegebenen
Voraussetzungen anwenden wollen, werden wir in den folgenden Beweisen immer nur den
Fall zeigen, in dem fiir alle z € R™ die Mengen G(z) und P(z) nichtleer sind und g(x)
einen endlichen Wert annimmt. Die Beweise fiir die Spezialfille, in denen dies nicht erfiillt
ist, kann man in [8] nachlesen.

Lemma 2.3.5. Sei G : R" — P(R™) offen in x* € R" und f: R™ x R™ — R unterhalb-
stetig in x* x G(z*), d.h fiir alle Folgen {(z*,y*)}x C R™ x R™ mit (z*,y*) — (2*,y*) €
¥ x G(x*) gilt iminfy_, f(2*,y*) > f(2*, y*). Dann ist auch g unterhalbstetig in x*.

Beweis. Sei € > 0 beliebig und {z*}, C R" eine beliebige Folge mit ¥ — x*. Wihle
y* € G(z*) mit g(a*) < f(z*,y*) + &, zum Beispiel kann man y* € P(z*) wihlen, da
P(z*) als nichtleer vorrausgesetzt war. Da G in * offen ist, gibt es eine Folge y* € G(z*)
mit y* — y*. Weil f in 2* x G(z*) unterhalbstetig ist, folgt damit

g(z*) —e < f(a%,y") < liminf f(2*,4*) < liminf g(2*).
k—oo k—o0

Da € > 0 und 2% — 2* beliebig gewihlt waren, folgt die Unterhalbstetigkeit von g in
T*. O

Satz 2.3.6. Sei G : R" — P(R™) stetig in z* € R™ und f : R x R™ — R stetig
auf R™ x R™ sowie in der zweiten Variablen konkav fir jedes feste x € R™. Weiter sei
G(z) konvex fir alle x in einer offenen Umgebung von z* und P(x*) sei nichtleer und
beschrinkt. Dann ist P gleichmdj$ig kompakt in x*.

Beweis. Annahme: P ist nicht gleichméfiig kompakt in x*, d.h. es gibt keine offene Um-
gebung U(z"), so dass der Abschluss der Menge [J,cp(,+) P(z) kompakt ist. Folglich muss
fiir alle offenen Umgebungen U (2*) der Abschluss der Menge (J,;(,-) () unbeschrénkt
sein und damit auch die Menge J,¢y(,+) P(2) selbst unbeschrénkt sein. Da P(z*) be-

schriinkt ist, muss es dann eine Folge z¥ — 2* geben, so dass eine Folge y¥ € P(x*) mit
Hyﬂl — 00 exisiert.

Sei y* € P(z*) C G(x*) beliebig. Da G in z* offen ist, gibt es eine Folge y5 € G(2*) mit
y’§ — y*. Damit folgt fiir alle £ € N

Fa® yh) < g(a®) = f(&*, o).

Definiere nun
s = Aeys 4+ (1= Ayt

mit A, € [0,1]. Aus der Konvexitit von G(z*) folgt y& € G(2*) fiir alle k € N.
Da f fiir jedes ¥ konkav in der zweiten Variablen ist, gilt

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Wahlt man nun

_ < i1 _ <
VR Al vl 7
sonst,
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so gilt wegen ||y¥|| — oo fiir alle hinreichend grofien k¥ € N

51l < Mellyall + (2= A)llyrll < llysll +c.

Wegen y5 — y* ist dann die Folge {y5}, beschrinkt, hat also mindestens einen Hiu-
fungspunkt. Wir kénnen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass die
gesamte Folge gegen einen Punkt y € R™ konvergiert. Da G in x* abgeschlossen ist, folgt
aus y5 € G(z%) auch § € G(x*). Fiir diesen Grenzwert gilt wegen der Stetigkeit von f

fla*, ) = lim f(a*,y5) > lim f(a",95) = f(z",y") = g(2").
—00 k—o0
Daraus folgt §y € P(x*). Andererseits gilt
1 > Jim (1= Aol = Mulodll] =~ [l

Durch geeignete Wahl von ¢ > 0 kann also [|g|| beliebig vergrofiert werden, was der Be-
schranktheit von P(x*) widerspricht. Also war die Annahme falsch und P ist gleichméBig
kompakt in x*. 0

Satz 2.3.7. Sei G : R" — P(R™) stetig in z* € R™ und f : R" x R™ — R stetig
auf R™ x R™. Sei weiter P in x* gleichmdflig kompakt, P(x) in einer Umgebung von x*
nichtleer und P(x*) einelementig. Dann ist P stetig in x*.

Beweis. P ist abgeschlossen:

Seien ¥ — 2* und y* € P(2*) mit y* — y* beliebig gewihlt. Da G in 2* abgeschlossen
ist, gilt dann wegen P(2*) C G(x*) auch y* € G(z*).

Da G in z* auch offen ist und f auf R™ x R™ stetig ist, ist g nach Lemma 2.3.5 in z*
unterhalbstetig. Mit der Stetigkeit von f folgt daraus

f@*,y7) = lim f(2*,y¥) = lim g(a") > g(").

Nach Definition gilt daher y* € P(z*), d.h. P ist abgeschlossen in z*.

P ist offen:

Seien z* — 2%, y* € P(x*) beliebig gewihlt. Weiter wihlen wir auch die Folge y* € P(z*)
beliebig.

Annahme: y* konvergiert nicht gegen y*. Da P in z* gleichméBig kompakt ist, gibt es eine
offene Umgebung U (z*), so dass der Abschluss der Menge Uer(I*) P(z) kompakt ist, also
insbesondere die Menge (J,¢;(,+) () beschrénkt ist. Fiir alle hinreichend grofien k € N
gilt ¥ € U(z*). Daher muss die Folge y* einen Haufungspunkt § # y* haben. Da P wie
oben gezeigt in x* abgeschlossen ist, muss auch § € P(z*) gelten. Das widerspricht aber
der Voraussetzung, dass P(z*) einelementig ist. Folglich ist P(z*) offen. O

Die eigentlich gewiinschte Aussage erhalten wir jetzt als Korollar aus den vorherigen
Sétzen.

Korollar 2.3.8. Sei f: R" x R" — R stetig und fiir jedes feste x € R™ in der zweiten
Variablen gleichmdflig konkav. Sei weiter X C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex.
Fiir beliebiges x € R™ sei p(x) € X die eindeutige Losung des Optimierungsproblems

max f(z,y) u.d.N. yeX.
Dann ist die Abbildung x — p(x) stetig.
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Beweis. Nach Satz 2.1.3 ist die Funktion p wohldefiniert. Definieren wir nun G : R" —
P(R™) mit G(z) = X, so ist G nach Beispiel 2.3.2 stetig auf R". Nach Definition 2.3.3
gilt damit

g(x) :=sup f(z,y)
yeX

und

Plx) ={y € X| f(z,y) = g(z)} = {p(2)}.
Folglich ist fiir alle z € R" die Menge P(zx) nichtleer und beschrénkt. Da G(z) = X
nach Voraussetzung konvex ist, sind alle Voraussetzungen fiir Satz 2.3.6 erfiillt und P ist
gleichméfig kompakt fiir alle x € R™.
Da P(x) fur alle z € R™ einelementig ist, sind damit auch alle Voraussetzungen fiir Satz
2.3.7 erfiillt. Daher ist P stetig fiir alle x € R™.
Sei nun z* € R” beliebig und z¥ — 2* eine beliebige Folge. Da P in z* offen ist, gibt
es zu p(x*) € P(x*) eine Folge y* € P(z*) mit y* — p(z*). Wie oben gezeigt, ist fiir
alle k € R™ die Menge P(z*) = {p(z¥)} einelementig. Folglich gilt p(z*) — p(z*). Da die
Folge 2% — z* beliebig gew#hlt war, ist p stetig in 2*. Da auch dieser Punkt beliebig war,
folgt die Behauptung. n

2.4 Stetige Differenzierbarkeit von V()

Sei wieder fiir x,y € X

U (a,y) = D 0,(c",a7) = O,(y" a7 = Slle =l

v=1

die regularisierte Nikaido-Isoda-Funktion mit einer Konstanten v > 0 und fiir z € X
V,(z) =sup U, (z,y).
yeX

In diesem Kapitel konnen wir die Voraussetzungen 1.1.1 etwas abschwéchen:

Voraussetzungen 2.4.1.  a) Die Funktionen 0, seien stetig differenzierbar und als
Funktionen von x¥ konvex.

b) Die zulissige Menge X sei nichtleer, abgeschlossen und konvex.

Dann konnen wir nun die ersten drei Aussagen aus Satz 1.1.3 beweisen. Alle Beweise
in diesem Abschnitt findet man auch in [6].

Satz 2.4.2. a) V,(z)>0 V zeX.
b) x* ist ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht genau dann, wenn gilt
e X und V,(z")=0.
c¢) Fir alle x € X gibt es genau einen Vektor y,(z) € X, so dass gilt
argmaz,ex Wy (2, y) =y ()

und die Abbildung x — y,(z) ist stetig.
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Beweis.  a) Fiir jedes z € X gilt

b)

Vi (z) =sup ¥, (z,y) > ¥, (x,z) = 0.
yeX

»,=" Sei zunéchst x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht. Dann gilt nach Defi-
nition 2* € X und sup,cyx ¥(r*,y) = 0. Folglich ist ¥(z*,y) < 0 fiir alle y € X.
Damit ergibt sich fiir alle y € X

* * Y *

Daher ist auch
V,(z*) = sup ¥, (2", y) <O0.
yeX
Zusammen mit Teil a) folgt V,(z*) = 0.
,<=* Sei nun umgekehrt z* € X und V,(z*) = 0. Dann folgt ¥, (z*,y) < 0 fiir alle
y € X. Wegen z* € X ist sup,cx ¥(2*,y) > 0. Wir wollen nun zeigen, dass hier
Gleichheit gelten muss.
Annahme: Es gibt ein y* € X mit ¥(z*,y*) > 0. Da X nach Voraussetzung konvex
ist, gilt fiir alle A € (0,1)
A"+ (1= N)y" € X.

Da die Nikaido-Isoda-Funktion in y konkav ist, folgt fiir alle A € (0,1)
U(z* Az" + (1= N)y") > A (2", 2%) + (1 = \)U (2", y") = (1 — NP (2", y") > 0.
Damit erhalten wir

* * * * * * ’y * * *
Uy (2" At + (1= A)y") = U@ e + (1= Ny") = S fla” =A™ = (1= N5

* * * f)/ * *
= WA (L= N)y) = 21 = APt -l
* * f}/ * *
> (1= U@ y) - 2002 -y

> 0

fiir alle A hinreichend nahe bei 1. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass fiir alle
y e X gilt U, (z*,y) <O0.
Also war die Annahme falsch und z* ist ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht.

Da die regularisierte Nikaido-Isoda-Funktion in y gleichméfig konkav ist und X
nach Voraussetzung nichtleer, abgeschlossen und konvex ist, folgt aus Satz 2.1.3 die
Wohldefiniertheit von y.,(x) € X. Nach Korollar 2.3.8 ist die Abbildung z — y, ()
stetig fiir alle x € X.

[

Als Korollar hieraus erhalten wir die Fixpunkt-Charakterisierung normalisierter Nash-
Gleichgewichte.

Korollar 2.4.3. Seiy,(x) wie in Satz 2.4.2 definiert. z* ist genau dann ein normalisiertes
Nash-Gleichgewicht, wenn x* ein Fizpunkt der Abbildung x — y,(z) ist, d.h. z* = y,(z*).
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Beweis. ,=* Sei zunéchst x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht. Dann gilt z* € X
und nach Satz 2.4.2 auBerdem V,(2*) = 0. Damit folgt

0=V,(2%) =sup ¥, (2", y) = ¥ (", yy(z")).

yeX

Da andererseits auch 0 = W, (z*, z*) gilt, folgt aus Satz 2.4.2 ¢) z* = y, (z*).
,<="“ Sei nun umgekehrt z* ein Fixpunkt der Abbildung = — y,(z), d.h. es gilt z* =
y,(2*) € X. AuBlerdem folgt daraus

Vola®) = Wy (7, gy (27)) = Wy (2", 27) = 0.
Mit Satz 2.4.2 folgt dann, dass z* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht ist. O]
Schlieflich wollen wir nun noch die stetige Differenzierbarkeit von V,(z) beweisen.

Satz 2.4.4. Die Funktion V., (z) ist stetig differenzierbar fir jedes x € X und ihr Gradient
st gegeben durch

VV,(2) = VoW (2,9) [ymy. @)
= [V@l,(x”, ZE_V) - V@V(yz(x), x_y)]
Vb (ys (), 271
+ —7(x—y«,(x)),
VINHN(yév(x),x*N)

wobei y.(x) den Vektor aus Satz 2.4.2 bezeichne.

Beweis. Nach Voraussetzung ist X nichtleer, abgeschlossen und konvex. Nach Definition
ist
Vi () = sup ¥, (x,y)
yeX
und die regularisierte Nikaido-Isoda-Funktion ist fiir jedes feste x € X in y gleichméBig
konkav. Da die Abbildung = — y,(z) stetig ist, folgt mit dem Satz von Danskin, vgl. Satz
2.2.1, dass V, () stetig differenzierbar ist mit dem Gradienten

vay(x) - vm\lj'y(xJ y) |Z/:y’y($) :

Setzen wir die Definition von

N
v -V v -V Tiw v
\Ij’y(may)zz |:6V(x y & )_eu(y y & )—§H£L' -y Hg

v=1

ein, so folgt

N N
VU (2,y) = Z Vo, (2, 27") — Z Vb, (y",27") — y(at — y*)
! v
N
— Z (Vanby (2, 377) = Vb, (v, 27") ] + Va0, (y*, 27) — y(z# — y*).
v=1
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Fiigt man alle partiellen Ableitungen zum Gradienten zusammen, so erhélt man

N Vftlel(ylwr_l)
V.U (x,y) = Z [VO,(z",27") = VO,(y", z7")] + :

: —(z —y).
v=1 VnOn(yN, z7)

Wenn wir nun noch den Punkt y = y,(z) einsetzen, so erhalten wir die gesuchte Formel
fiir den Gradienten. O

25



26



Kapitel 3

Semismoothness der Ableitung der
Zielfunktion V(z)

Wir wollen uns in dieser Arbeit mit einem Verfahren zur Losung des Problems
minV,(z) uwd.N. g(z) <0,h(z)=0,

wie es in Abschnitt 1.1 definiert war, beschéftigen. Wie in Kapitel 2 bewiesen, ist die
Zielfunktion V, (z) unter den Voraussetzungen 1.1.1 bzw 1.1.2 zwar stetig differenzierbar.
Sie ist aber im Allgemeinen nicht zweimal stetig differenzierbar. Wir wollen in diesem Ka-
pitel, genauer in Abschnitt 3.3, zeigen, dass VV,(z) unter den obigen Voraussetzungen
zumindest noch semismoooth bzw. strongly semismooth ist. Um dies beweisen zu kénnen
benotigen wir allerdings gewisse Eigenschaften semismoother Funktionen, wie sie in Ab-
schnitt 3.1 gesammelt sind, und einen Satz {iber implizite Abbildungen bei semismoothen
Funktionen, den wir in Abschnitt 3.2 herleiten werden.

3.1 Semismoothe und strongly semismoothe Funk-
tionen

In diesem Abschnitt wollen wir definieren, was wir unter semismoothen bzw. strongly
semismoothen Funktionen verstehen und grundlegende Eigenschaften dieser Funktionen
darstellen.

Ist f : R™ — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion, so besagt ein Satz von Rademacher,
vergleiche [19], dass f fast tiberall differenzierbar ist. Sei Dy C R"™ die Menge aller Punkte,
in denen f differenzierbar ist. Dann kénnen wir die folgenden Mengen definieren:

Definition 3.1.1. Sei f : R™ — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dann heifit
fiir alle x € R™

Opf(x) :={H e R™"|3Ha"}, C Dy :2* = =, f/(a") » H}
das B-Subdifferential von f in x. Seine konvexe Hiille
Of (z) := conv dg f(x) C R™"
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st Clarkes verallgemeinerte Jacobi-Matrix von f in x. Weiter heifit
Ocf(x) = (Ofi(x)" x ... x Ofpm(x)")T C R™"
das C-Subdifferential von f in x. Analog zu Oc f(x) definieren wir das b-Subdifferential
Ohf(x) = (Opfi(x)" x ... x Opfm(z)")T C R™™,
Nach [2], Proposition 2.6.2, gelten immer die folgenden Inklusionen
Opf(x) € Of(x) € dc f(x).

Analog gilt auch
Ipf(x) C Opf(x) C Ocf(z).
Nach [11], Satz 4.3 bis 4.5, gelten aulerdem die folgenden Aussagen:

Satz 3.1.2. Sei f : R" — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion und x € R™. Dann
gelten:

a) Of (x) ist nichtleer, konvex und kompakt. Op f(x) ist nichtleer und kompakt.

b) Die Abbildung x — Of(z) ist abgeschlossen, d.h. fiir alle Folgen {x*}, — x und alle
konvergenten Folgen {Hy}, — H mit Hy € 0f(2*) gilt H € 8f(z). Die Abbildung
x +— O f(x) ist ebenfalls abgeschlossen.

c) Die Abbildung x — Of(x) ist oberhalbstetig, d.h. fir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0, so
dass fir alle y € Ks(x) gilt

df(y) € of(x) + K.(0).
Die Abbildung x — Op f(x) ist ebenfalls oberhalbstetig.

Die Abbildungen x +— J¢ f(x) bzw. x +— O, f(x) erben jeweils die drei obengenannten
Eigenschaften ihrer Komponentenfunktionen 0f;(x) bzw. dp f;(x).
Fiir die Bestimmung der verallgemeinerten Jacobi-Matrix einer Funktion sind die folgen-
den zwei Resultate hilfreich.

Lemma 3.1.3. Sei f : R™ — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. Sei weiter S C R"
eine (Lebesgue-)Nullmenge und x € R™ beliebig. Dann gelten:
Ist m =1, so ist

df(x) = conv{H € R" |3{a"}, C Dy\S : 2% — =, f'(a") — H}.
Ist m > 1, so gilt zumindest fiir alle d € R™
Of(x) - d=com{H € R™"|Ha"}, C DS : 2" -z, f'(a") = H} - d.

Den Beweis dieser beiden Aussagen findet man in [2], Theorem 2.5.1 und Proposition
2.6.4.
Fiir Verkniipfungen lokal Lipschitz-stetiger Funktionen gelten die folgenden Kettenregeln:
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Satz 3.1.4. Seien F' : R* — R® und g : R® — R lokal Lipschitz-stetig. Dann ist auch
g o F lokal Lipschitz-stetig und es gilt

(g o F)(z) C conv{dg(F(x)) - OF (z)}.
Ist g sogar stetig differenzierbar, so gilt
O(go F)(x) = g'(F(z)) - OF ().

Seien F : R* — R? und G : R® — R® lokal Lipschitz-stetig. Dann ist auch G o F lokal
Lipschitz-stetig und es gilt fiir alle Vektoren d € R®

I(Go F)(x)-dC conv{0G(F(z)) - OF (z) - d}.
Ist G sogar stetig differenzierbar, so gilt
IGoF)(z)-d=G(F(x))-0F(x) - d.

Den Beweis dieses Satzes findet man in [2], Theorem 2.6.6 und nachfolgendes Korollar
sowie dem Korollar nach Proposition 2.2.1.
Mit Hilfe der verallgemeinerten Jabobi-Matrix kénnen wir jetzt (strongly) semismoothe
Funktionen definieren.

Definition 3.1.5. Sei f : R" — R™ eine lokal Lipschitz-stetige Funktion. f heifit semis-
mooth in x € R, wenn f in x richtungsdifferenzierbar ist und fiir alle d — 0 und alle
H e of(x+d) gilt

|1Hd — f'(z;d)|| = o(||d]])-

f heifft strongly semismooth in x € R™, wenn f in x richtungsdifferenzierbar ist und fiir
alle d — 0 und alle H € 0f(x + d) gilt

[Hd — f'(z;d)|| = O(ld|]").

Offensichtlich ist jede strongly semismoothe Funktion semismooth. AbschlieBend wol-
len wir in diesem Abschnitt noch einige Eigenschaften von (strongly) semismoothen Funk-
tionen sammeln, die sich spéter als sehr hilfreich herausstellen werden.

Satz 3.1.6. Sei f : R"™ — R™ eine lokal Lipschitz-stetige und richtungsdifferenzierbare
Funktion und x € R™. Dann gelten:

a) [ ist B-differenzierbar in x, d.h. fir alle d — 0 gilt
If(z+d) = f(z) = f(z:d)]| = o([|d]]).
Insbesondere ist daher jede semismoothe Funktion B-differenzierbar in x.
b) Ist f in R™ stetig differenzierbar, so ist f dort semismooth.
c) Kompositionen semismoother Funktionen sind wieder semismooth.

d) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(1) f ist semismooth in x, d.h.

|Hd — f'(x;d)|| = o(||d]|) fiir alled — 0 und alle H € 0f (x + d).
(2) f ist semismooth in x in jeder Komponente f;, d.h.

|hid — fi(x;d)|| = o(||d]||) fiir alle d — 0 und alle h; € Of;(x + d)

qilt fir allei =1,...,m.
(3) Fir alle d — 0 gilt

1f'(z;d) = f'(z + d;d)|| = o([|d]])-
(4) Fir alle d — 0 gilt
If(z+d) = f(z) = f'(z +d; d)|| = o(||d]])-
(5) Fiir alle d — 0 und alle H € 9f (x + d) gilt
If(z +d) — f(x) — Hd|| = o(||d])-

Die Aussagen a) bis ¢) sind aus [11], vergleiche Lemma 4.12, Lemma 4.16, Korollar 4.23
und Satz 4.22, bekannt ebenso wie die Aquivalenz der Aussagen (1), (2), (3) und (5) in
d). Mit Hilfe von a) ldsst sich auierdem leicht die Aquivalenz der (3) und (4) Aussagen in
d) beweisen. Nun wollen wir ein #hnliches Resultat fiir strongly semismoothe Funktionen
formulieren.

Satz 3.1.7. Sei f : R — R™ eine lokal Lipschitz-stetige und richtungsdifferenzierbare
Funktion und x € R".

a) Ist f strongly semismooth in x, so ist f dort B-differenzierbar zweiten Grades, d.h.
fiir alle d — 0 gilt

1f (@ +d) = f(z) = f'(z;d)|| = O(ld]]*).

b) Ist f in R™ stetig differenzierbar und f" dort lokal Lipschitz-stetig, so ist f dort
strongly semismooth.

c) Kompositionen strongly semismoother Funktionen sind wieder strongly semismooth.
d) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist strongly semismooth in x, d.h.

|Hd — f'(x;d)|| = O(||d||*) fiir alle d — 0 und alle H € Of (x + d).

(2) [ ist strongly semismooth in = in jeder Komponente f;, d.h.
|hid — fi(z;d)|| = O(||d||*) fiir alle d — 0 und alle h; € Ofi(x + d)

gilt fiir allei =1,...,m.
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(3) Fiir alle d — 0 gilt
I1f (25 d) = f'(z + ds d)|| = O([|d]|*).
e) Ist f strongly semismooth in x, so gilt fir alle d — 0

If(z+d) = f(z) = f'(x + d; d)|| = O(||d||*).

Den Beweis von Aussage a) findet man in [18], Lemma 2.3. Die Aussagen b) und
c) sind aus [11] bekannt, siehe Lemma 4.16, Korollar 4.23 und Satz 4.22, ebeso wie die
Aquivalenz von (1) und (2) in Aussage d). Die Aquivalenz von (1) und (3) in Aussage
d) wird ebenfalls in [18], Lemma 2.3 bewiesen. Die noch fehlende Aussage e) erhélt man,
indem man Aussage a) mit Aussage (3) kombiniert.

Bemerkung 3.1.8. Die Minimum-Funktion ¢ : R x R — R definiert durch ¢(a,b) =
min{a, b} ist strongly semismooth in R x R. Nach Satz 3.1.7, Aussage b), gilt dies fiir
alle (a,b) # (0,0). Fiir den Fall (a,b) = (0,0) zeigt man die Behauptung, indem man die
Definition von strongly semismooth nachrechnet.

3.2 Satz iiber implizite Abbildungen fiir (strongly)
semismoothe Funktionen

Um zu beweisen, dass die Zielfunktion unseres Ausgangsproblems (1.2) unter den gegebe-
nen Voraussetzungen eine (strongly) semismoothe Ableitung besitzt, benstigen wir einen
Satz iiber implizite Abbildungen. Einen solchen wollen wir in diesem Abschnitt herleiten.
Doch zunéchst wollen wir einen Begriff definieren, der im folgenden haufiger auftauchen
wird.

Definition 3.2.1. Seien U,V CR" offen und f : U — V eine Abbildung.

a) [ heifit lokaler Lipschitz-Homeomorphismus in zq € U, wenn offene Umgebungen
X CU wonxyundY CV von f(xy) existieren, so dass f : X — Y invertierbar ist
mit einer lokalen Inversen fajol Y — X und die beiden Funktionen f und f;ol auf
X bzw. Y Lipschitz-stetig sind.

b) f heifit lokaler Lipschitz-Homeomorphismus in U, wenn f ein lokaler Lipschitz-
Homeomorphismus in allen xo € U ist.

c) f heifit globaler Lipschitz-Homeomorphismus in U, wenn f auf ganz U invertierbar
ist und f sowie die Inverse f~' Lipschitz-stetig auf ganz U bzw. V sind.

Eine in diesem Zusammenhang niitzliche Tatsache findet man in [22], Lemma 3.2.2:

Lemma 3.2.2. Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R™ lokal Lipschitz-stetig in
U. Dann ist f genau dann ein lokaler Lipschitz-Homeomorphismus in xq € U, wenn es
eine Umgebung X C U von xy und eine Konstante | > 0 gibt, so dass fir alle x1,x5 € X
qilt

1f(@1) = F@a)ll = Uz — sl
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Ein weiteres, zumindest hinreichendes, Kriterium stammt aus [2], Theorem 7.1.1:

Satz 3.2.3. Ser U C R" eine offene Menge und f : U — R™ lokal Lipschitz-stetig. Sind
alle Elemente der verallgemeinerten Jacobi-Matriz Of(xo) von f in xg € U reguldr, so
st [ ein lokaler Lipschitz-Homeomorphismus in x.

In diesem Zusammenhang werden wir spéter auch die folgende, aus [11], Lemma 4.26,
bekannte Aussage verwenden:

Lemma 3.2.4. Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R"™ lokal Lipschitz-stetig.
Sind alle Matrizen des B-Subbdifferentials Op f(xg) von f in xo € U regulir, so gibt es
Konstanten 6,¢ > 0, so dass fiir alle x € Ks(xo)NU gilt: Alle Matrizen H € Op f(x) sind
ebenfalls requlir und es gilt ||[H'|| < c.

Fine analoge Aussage gilt auch, falls alle Matrizen in 0f(xy), Ocf(xo) oder Opf (xq) re-
quldr sind.

Genaugenommen wurde diese Aussage in [11] nur fiir das B-Subdifferential dp f(z)
bewiesen, der Beweis fiir die anderen Subgradienten geht allerdings vollig analog unter
Verwendung von Satz 3.1.2.

Da wir auch in diesem Abschnitt wieder mit Richtungsableitungen arbeiten werden, wol-
len wir an dieser Stelle einige wichtige Eigenschaften wiederholen.

Lemma 3.2.5. Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R™ richtungsdifferenzierbar
mxy € U.

a) Die Abbildung d — f'(xq;d) ist positiv homogen, d.h. fir allet > 0 und alle d € R
gilt f'(xo;td) =t f'(zo;d).

b) Ist f lokal Lipschitz-stetig in xoy mit einer Lipschitz-Konstanten L > 0, so ist d —
f'(xo;d) global Lipschitz-stetig mit der gleichen Lipschitz-Konstanten L.

c) Ist die Abbildung d — f'(xo;d) lokal invertierbar im Ursprung, so ist sie invertierbar
auf R™ und ihre Inverse ist ebenfalls positiv homogen.

d) Ist die Abbildung d — f'(xo;d) ein lokaler Lipschitz-Homeomorphismus im Ur-
sprung, so ist sie ein globaler Lipschitz-Homeomorphismus.

Die Aussagen a) und b) sind aus [11], Lemma 4.16, bekannt, die Aussagen c¢) und d)
findet man als Proposition 3.2.1 in [22]. Bevor wir den Satz iiber inverse Abbildungen fiir
(strongly) semismoothe Funktionen beweisen kénnen, bendtigen wir noch den folgenden
Satz iiber die Richtungsdifferenzierbarkeit von inversen Abbildungen.

Satz 3.2.6. Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R"™ richtungsdifferenzierbar in
xo € U. Ist f ein lokaler Lipschitz-Homeomorphismus in xq, so ist die Richtungsableitung
f'(xg,-) ein globaler Lipschitz-Homeomorphismus. Auferdem ist auch die lokale Inverse
g = f.! richtungsdifferenzierbar in f(xo) und ihre Richtungsableitung g'(f(xo),-) ist die
Inverse von f'(xq,-).
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Beweis. Eine etwas allgemeinere Version des obigen Satzes findet man in [22], Theorem
3.2.3. Wir wollen den Satz aber an dieser Stelle trotzdem beweisen.

Nach Lemma 3.2.5 b) ist f’(z¢,) global Lipschitz-stetig, insbesondere also Lipschitz-
stetig in einer Umgebung des Ursprungs. Da f ein lokaler Lipschitz-Homeomorphismus
in xg ist, gibt es nach Lemma 3.2.2 eine Umgebung X C U von x; und eine Konstante
[ > 0, so dass fiir alle x1, x5 € X gilt

1f (1) = f(@)l] = U2y — 2.

Also gilt fiir alle dq,dy € R™

f(zo + tdy) — f(x0) . flzo+tde) — f(xo)
o g _ B
||f (x())dl) f('r07d2)H t1—1>1’(¥r ; tl_l}(% ;

_ lim f(ZL‘Q + tdl) — f(xo + tdg)

t—0+ t
> lim | ‘t(dl — ) ‘
t—0+ t
= ldy — da].

Nach Lemma 3.2.2 ist f’(z¢,-) daher ein globaler Lipschitz-Homeomorphismus. Nach
Lemma 3.2.5 Teil a) ist auch die Inverse dieser Abbildung positiv homogen.

Um die zweite Behauptung zu beweisen, definieren wir h(d) := f’(z¢; d) und wéhlen L > 0
als gemeinsame Lipschitz-Konstante von A~! in R™ und von f~! in einer Umgebung Y
von f(xg). Dies ist moglich, da h ein globaler Lipschitz-Homeomorphismus und f ein
lokaler Lipschitz-Homeomorphismus in z( ist. Sei weiter d € R" eine beliebige Richtung
mit 0.B.d.A ||d|| = 1. Dann gilt fiir hinreichend kleines ¢ > 0 auch f(zg) +td € Y und
wir konnen die folgende Hilfsfunktion definieren:

y(t) = 7 (f(zo) +td) — [T (f(w0)) = [~ (f(20) + td) — =o.
Dann folgt sofort
td = f(xzo +y(t)) — f(zo)

und wegen der lokalen Lipschitz-Stetigkeit von f~!

ly@)1l = [1f " (f (z0) +td) — £~ (f (o))l < Llftd]] = Lt.

Insbesondere folgt daraus
lim {jy(¢)[| = 0.

t—0t

Unter Verwendung der positiven Homogenitéit von h~! und der Definition von L erhalten
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wir dann die folgenden Abschétzungen fiir alle ¢ > 0:

S (o) + td) — [~ (f(x0))

0 < . - h‘l(d)H
_ || S (o) +td) — Jll(f(xo)) — h7'(td) H
_ h‘l(h(y(t))t) — h7l(td) H

< L||h(y(t)t) — td|

Iy (t) = f(wo +y (1) + [0
t

2 f (@0 +y(t) = flwo) = f(woiy(®))]
ly (@)l '

Da f nach Satz 3.1.6 a) B-differenzierbar in x, ist und lim; .o+ ||y(¢)|| = 0 gilt, folgt aus
der obigen Abschétzung

IN

F7(f (o) +td) — f~1(f(20))

0 = lm / _hl(d)H
o 2 G0+ 0) ~ F20) ~ Py
£-0+ ly@)ll
= 0.

Also ist g := f,.! richtungsdifferenzierbar in f(zo) und es gilt ¢'(f(xo);d) = h~'(d) fiir
alle d € R™. Dies zeigt die zweite Behauptung. O]

Damit kénnen wir jetzt den Satz iiber inverse Abbildungen fiir (strongly) semismoothe
Funktionen beweisen, aus dem wir dann das gewiinschte Resultat fiir implizite Funktionen
herleiten konnen.

Satz 3.2.7. Sei U C R" offen und f : U — R™ eine lokal Lipschitz-stetige und richtungs-
differenzierbare Funktion. Sei weiter xo € U und alle Matrizen in 0f(x) seien reguldr.
Dann gelten:

a) Es existieren Umgebungen X wvon xo und Y wvon f(xg), so dass f : X — Y ein
Lipschitz-Homeomorphismus ist und dass die Inverse f=1 richtungsdifferenzierbar
in allen y = f(x) € Y ist, wobei die Richtungsableitungen durch die Inverse von
f'(x;-) gegeben sind. Hierbei konnen X und Y so gewdhlt werden, dass fir alle
x € X ebenfalls alle Matrizen in Of(x) reguldr sind.

b) Ist f zusditzlich semismooth in X, so ist f~1 semismooth in'Y .
c) Ist f sogar strongly semismooth in X, so ist auch f~' strongly semismooth in'Y .

Beweis. In dem Beweis dieses Satzes werden einige Ideen aus dem Beweis von Theorem
2 in [4] verwendet.
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a)

Nach Satz 3.2.3 gibt es Umgebungen X von zp und Y von f(xy),sodass f: X — Y
ein Lipschitz-Homeomorphismus mit inverser Funktion g : ¥ — X ist. Wegen
Lemma 3.2.4 konnen X und Y sogar so gewéahlt werden, dass fiir alle x € X
ebenfalls alle Matrizen in 0f(z) regulér sind. Diese Eigenschaft werden wir fiir Teil
b) und c) bendtigen. Insbesondere ist f in jedem x € X ein lokaler Lipschitz-
Homeomorphismus und die lokalen Inversen f.! stimmen auf Y mit ¢ iiberein.
Nach Satz 3.2.6 ist g daher in allen y = f(z) € Y richtungsdifferenzierbar und die
Richtungsableitungen ¢'(f(z);-) sind die Inversen von f’(z;-).

Nach Teil a) ist g := f~! Lipschitz-stetig und richtungsdifferenzierbar in Y. Nach
Satz 3.1.6 d) geniigt es zu zeigen, dass fiir alle y € Y und alle Folgen d* — 0 gilt

lg(y + d*) — g(y) — ¢'(y + d*; d)|| = o(||d"]]).

Sei also y € Y beliebig und d* — 0 eine beliebige Folge, von der wir o0.B.d.A.
voraussetzen kénnen, dass immer d* # 0 und y* := y+d* € Y gilt. Hierzu definieren
wir zF := g(y*) und z := g(y). Dann gilt 2* — 2 = g(y + d*) — g(y) — 0 und, wie
wir gleich zeigen werden,

Anderenfalls wiirde, evtl. auf einer Teilfolge, gelten

k kY _
0= lim L =Yy F@) — fl@)
Koo |2k — x| ke ||7F — 2

Nach Satz 3.1.6 d), Aussage (5), gilt aufgrund der Semismoothness von f aber auch
fiir alle Hy € Of (z*)

0= i 1) = f(@) - Hy(@* — o)

k=00 ||zF — ||

Zusammen mit dem obigen Grenzwert folgt daraus

k _
0= lim Hku.
koo R [R — 7|

Da die Abbildung = +— Jf(z) abgeschlossen und oberhalbstetig mit kompakten
Bildern 0f(x) ist, konvergiert die Folge { Hy}, evtl. auf einer Teilfolge, gegen eine

Element H € 0f(z). Andererseits konvergiert auch die Folge {”i,t—:k

, evtl. auf

einer weiteren Teilfolge, gegen einen Vektor d # 0 und wir erhalten

k

(2" - x)

k—oo ||z — x|

Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass alle Matrizen in 0f(x) reguldr sind.
Sei weiter L > 0 eine Lipschitz-Konstante fiir g auf Y. Wegen Lemma 3.2.5 b) ist
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L dann auch eine globale Lipschitz-Konstante von ¢'(y*;-) fiir alle ¥ € N und von
g'(y;-). Mit der Semismoothness von f und Satz 3.2.6 folgt dann die Behauptung;:

i 190 + d*) — g(y) — ¢'(y + d¥; d")||

k=00 || d¥||
lim lg(y*) — g(y) — g' (" 9" — )|l <
k=00 % =yl
iy Ll =2 =g f ) = fa)l
k—00 TN ||xk — x|
iy L9 WS @ b — ) — ' (g% f () = f@)] <
k=00 M) |k — ]
i LI @2 —2) = f@E + f@
ko0 M ||xk — x|

c) Nach Teil a) ist g := f~! Lipschitz-stetig und richtungsdifferenzierbar in Y. Nach
Satz 3.1.7 d) geniigt es zu zeigen, dass fiir alle y € Y und alle Folgen d* — 0 gilt

19 (y; &) — ¢'(y + d¥; d¥)|| = O(||d"||?).

Sei also y € Y beliebig und d* — 0 eine beliebige Folge, von der wir 0.B.d.A.
voraussetzen kénnen, dass immer d* # 0 und y* := y+d* € Y gilt. Hierzu definieren
wir 2% := g(y*) und z := g(y). Dann gilt 2* — z = g(y + d*) — g(y) — 0 und, wie
in Teil b),

k_
moe g 1 =9
keN ||ak — x|

Wie in Teil b) kann man zeigen, dass gilt

i 190 + d*) — g(y) — ¢'(y + d¥; d")||

k— 00 ||d¥]|? -
L ||f'(a" b —2) = fa") + f(o)]]
o & — |
und
gy +d*) — g(y) — ¢'(y; d°)]|
A TEE =
Lt e g ) — @)
k—o0 M ||xk — |2
i N9 (et = 2)) =gy f(ah) = F@I _
k—o0 M |k — ||
L |If'(z;2" —x) — f(@*) + f(2)]
am o — '

Da f strongly semismooth in X ist, gilt nach Satz 3.1.7 e) fur alle k € N
1f(2") = f(a) = f'(a"2" — )| = O(||2" — =)
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und nach Satz 3.1.7 a) gilt auerdem

1f(2") = f(a) = f'(z;2" — 2)|| = O(||«* — z||?).
Mit den obigen Abschéitzungen folgt daraus
lg(y +d*) = g(y) = ¢'(y + d*;d")|| = O(|d"[|),
lg(y +d*) = g(y) = g'(y:d")| = O(lld"|*).
Kombiniert man beide Ergebnisse, so folgt die Behauptung wegen

g’ (y; d¥)— g (y+d¥; d*)|| < [lg(y+d")—g(y)— g (y+d¥; d") |+ lg(y+d*) —g(y) — g’ (y; d¥)].

]

Zum Abschluss dieses Abschnitts erhalten wir nun den versprochenen Satz iiber im-
plizite Abbildungen fiir (strongly) semismoothe Funktionen, fiir den wir nur noch die
folgende Definition brauchen.

Definition 3.2.8. Sei H : R™ x R" — R", (x,y) — H(z,y) eine lokal Lipschitz-stetige
Funktion. Dann bezeichnen wir mit m,0H (x,y) die Menge aller Matrizen M € R™*", fiir
die eine Matriz N € R™™™ existiert, so dass [N, M| € OH(z,y) gilt. Analog definieren
wir die Menge m,0H (x,y) C R™™.

Satz 3.2.9. Sei H : R™ xR"™ — R" eine lokal Lipschitz-stetige Funktion derart, dass alle
Matrizen in m,0H (xo,yo) reguldr sind, wobei (xo,yo) eine Losung von H(x,y) = 0 ist.
Dann gelten:

a) Ist H semismooth in einer Umgebung von (zo,Yo), so gibt es eine offene Umgebung
von xo und eine lokal Lipschitz-stetige, semismoothe Funktion g : X — R", so dass
g(xo) = yo gilt und H(x,g(x)) =0 fir alle x € X.

b) Ist H strongly semismooth in einer Umgebung von (zo,vo), so gibt es eine offene
Umgebung von xy und eine lokal Lipschitz-stetige, strongly semismoothe Funktion
g: X — R", so dass g(xg) = yo gilt und H(zx,g(x)) =0 fir alle x € X.

Beweis. Den Beweis von Teil a) findet man in [7], Theorem 2.3. Da er auerdem vollig
analog zu dem Beweis von Teil b) verlduft, wollen wir hier nur die Aussage fiir strongly
semismoothe Funktionen beweisen.

Wir betrachten die Hilfsfunktion F': R™™™ — R™*" definiert durch

ren = )

Wegen der Inklusion 0F(z,y) C 0o F(x,y) gilt dann

mXm O
OF (z9,v0) C < m.0H (xo,y0) m,0H (20, Y0) ) .

Deswegen sind unter den gegebenen Voraussetzungen alle Matrizen in OF (xg, yo) regulér.
Nach Satz 3.1.7 ist F' auflerdem strongly semismooth in einer Umgebung von (¢, o),
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da alle Komponentenfunktionen von F' dort strongly semismooth sind. Hierbei verwen-
den wir, dass eine stetig differenzierbare Funktion mit lokal Lipschitz-stetiger Ableitung
strongly semismooth ist, insbesondere sind ale lineare Funktionen strongly semismooth.
Deswegen konnen wir Satz 3.2.7 auf F' anwenden und erhalten offene Umgebungen U
von (zg,y0) und W von (0,0) = F(xg,yo), so dass F' : U — W ein lokaler Lipschitz-
Homeomorphismus mit strongly semismoother Inverser G : W — U ist. Da W eine
offene Menge in R x R" ist, ist die Menge

X:={reR™ | (x—120,0) W}

eine nichtleere offene Menge in R™. Wir zeigen nun, dass X alle gewiinschten Eigen-
schaften hat. Sei dafiir x € X beliebig. Dann ist (z — x9,0) € W und es gibt wegen
der Bijektivitdt von F einen eindeutigen Vektor y, so dass (z,y) € U und H(z,y) = 0
gilt. Setzen wir g(z) := y, so haben wir eine Abbildung g : X — R" definiert, die
H(z,g(x)) = 0 erfiillt. Wir miissen also nur noch zeigen, dass g lokal Lipschitz-stetig und
strongly semismooth ist. Wie oben erwéhnt gilt fiir alle x € X:

P = (oo )= (70"

Wenden wir nun auf beide Seiten die inverse Abbildung G an, so erhalten wir fiir alle

reX
(g(giv) ) = G(z — 20,0).

Mit G ist auch die Abbildung = +— G(x — xg,0) lokal Lipschitz-stetig und strongly semis-
mooth, folglich ist sie lokal Lipschitz-stetig und strongly semismooth in all ihren Kom-
ponentenfunktionen. Daher hat die Funktion ¢ alle gewiinschten Eigenschaften. O]

3.3 (Strongly) Semismoothness der Ableitung von
V()

Wie im Abschnitt 1.1 erldutert, wollen wir das folgende Problem 16sen, vergleiche Problem
(1.2):
minV,(z) wdN. zeX

Hierbei ist X = {z € R"|g(z) < 0,h(z) =0} und

Vy(z) = sup ¥, (z,y) = ¥ (z,y, (7))

yeX

wobei U, (z,y) definiert war als

L R S (A B M) S R 4

v=1

Aus Satz 1.1.3 wissen wir, dass die Funktion V, stetig differenzierbar fiir alle x € X ist
mit

VV,(x) = Vo Uy (2,y) |y=yw(r) : (3.1)
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Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass VV, unter den Voraussetzungen 1.1.1 und
LICQ sogar semismooth ist und unter den Voraussetzungen 1.1.2 und LICQ strongly
semismooth. Da unter den gegebenen Voraussetzungen V, ¥, (x,y) stetig differenzierbar
ist, ist VV, semismooth, falls y,(z) semismooth ist. Setzen wir sogar voraus, dass die
zweite Ableitung aller 6, lokal Lipschitz-stetig ist, ist VV, strongly semismooth, falls
Y () strongly semismooth ist. Wir wollen also unter Verwendung des im letzten Abschnitt
bewiesenen Satzes iiber implizite Funktionen zeigen, dass y,(z) (strongly) semismooth
ist. (Einen sehr dhnlichen Ansatz, der allerdings nur Ungleichungsrestriktionen in der
Menge X betrachtet, findet man in [7].) Hierfir erinnern wir uns an die Definition von
Vy(z) = sup,ex Vo (2,y) = VU, (z,y,(x)). Fiir alle v € X ist y,(x) also die eindeutige
Losung eines Optimierungsproblems der Form

myin f(z,y) uwdN. g¢(y) <0,h(y) =0 (3.2)

mit einer zweimal stetig differenzierbaren und in y gleichméfig konvexen Funktion f :
R” x R® — R, einer zweimal stetig differenzierbaren und in allen Komponenten konvexen
Funktion ¢g : R® — R™ und einer affin linearen Funktion A : R® — RP. Wir wollen daher
im Folgenden dieses Problem genauer untersuchen. Sei ab jetzt x € X beliebig, aber fest
gewdhlt und y = y(x) die zugehorige eindeutige Losung von Problem (3.2). Setzen wir
voraus, dass in y LICQ gilt, d.h. dass die Gradienten aller aktiven Ungleichungsrestrik-
tionen Vg;(y) (i : gi(y) = 0) und die Gradienten aller Gleichungsrestriktionen Vh;(y)
(¢ = 1,...,p) linear unabhéngig sind, so gibt es eindeutige Lagrange-Multiplikatoren
A= Az) € R™ und p = p(z) € RP, so dass (y, A, 1) das KKT-System

VyL(x,y, A, p) =V f(z,y) + Vg(y)A+ Vh(y)p = 0,
gly) <0,  A>0, g(y)'A=0,
h(y) =0

l6sen. Hierbei ist L(x,y, A, ) die Lagrange-Funktion, definiert durch
L(w,y, A\ 1) = fla,y) + A g(y) + 1" h(y).

Mit Hilfe der Minimum-Funktion ¢(a, b) := min{a, b} kénnen wir dieses System dquivalent
umformen in ®(z,y, A, 1) = 0 mit

- VyL<x7y7)‘7:u)
(I)(ffa%)\,ﬂ) = (b(_g(y)a)‘) )
h(y)
wobei ¢(—g(y), \) definiert ist durch

o(=g(y), N) = ((=g1(®), A1), -, (=g (¥), Am)) " € R™.

Im Folgenden werden wir 6fter die Abkiirzung w := (z,y, A, u) verwenden. Das néichste

Lemma gibt Aufschluss iiber die Struktur der Elemente von 0®(w).

Lemma 3.3.1. Seien f, g und h zweimal stetig differenzierbar und w := (x,y, A, ). Dann
lasst sich jedes Element H € 0®(w) schreiben als

V2 L(x,y, A\ p) V2,Lxy )"  Vgly) Vh(y)
0 _Da<y7 )‘)Vg(y)T Db(yv >‘) 0
0 Vh(y)T 0 0

H
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wobei D, = diag(ai(y, A),...,am(y,\)) € R™™ und Dy = diag(bi(y,\),...,bn(y,\)) €
R™ ™ Diagonalmatrizen mit den folgenden Eintrigen

1, falls —gi(y) < A, 0, falls — gi(y) < A,
ai(y,\) = 0, falls — gi(y) > N\, bi(y,\) = 1, falls — g;(y) > A,
o, falls — gz<y) =\, 1 —a;, falls — gz<y) = \i,

mit a; € [0,1] sind. Man erhilt H € 0®(w) durch geeignete Wahl der o;.

Beweis. Wir verwenden hier die Inklusion 0®(w) C 9o®(w). Da unter den gegebenen
Voraussetzungen die Funktionen V,L(z,y, A, 1) und h(y) in w stetig differenzierbar sind,
ergeben sich die Eintrdge in den ersten n und den letzten p Zeilen von H wie oben
angegeben. Gilt —g;(y) # \;, so ist auch ¢ in (—g;(y), \;) stetig differenzierbar und die
zugehorigen Zeilen von H haben die oben angegebene Form. Im Fall —g;(y) = A; gilt

8390(_9i(y)7 )‘z) = {<O7 _Vgi<y)T> 07 O)a (07 07 eZT’ 0)}7

wobei e; € R™ den i-ten Einheitsvektor bezeichne. Damit folgt

0p(=gi(y), Ai) = convipp(—gi(y), i) = {(0, =i Vgi(y)", (1 — as)e; , 0) |ov; € [0,1] }.
Hieraus folgt die Darstellung der noch fehlenden Zeilen von H. O]

Um den Satz iiber implizite Funktionen auf ® anwenden zu kénnen, miissen wir si-
cherstellen, dass alle Matrizen in A,#)(?Q:)(w*) regulér sind, wobei w* eine Lésung von
®(w) = 0 sei. Dafiir benotigen wir noch genauere Aussagen iiber die Struktur der Ele-
mente von O®(w*). Hierfiir teilen wir die Indexmenge {1,...,m} der Ungleichungsre-
striktionen folgendermafien auf:

Io:=={ilgi(y") =0} und I :={i[g;(y") <0}
Die Menge I teilen wir weiter auf in
Inp:={i€ |\ =0} und Iy :={ie€ly|\;>0}.
SchlieBlich splitten wir noch die Menge Iy auf in
Togo :={i € Ipo |ot; = 0} und Igge := {i € loo |o; € (0,1) } und Iy :={i € g |y = 1}.

Man beachte, dass diese drei Indexmengen von dem jeweils gewéhlten Element aus

0®(w*) abhéngen. Nach Lemma 3.3.1 hat jedes Element V € m,,)0®(w*) wegen
2 _ o2 T 3

Vi, L(w,y, A\ p) = Vi, L(z,y, A, pu)” die Gestalt

Vo, L y*, N p*) - Vg(y*)  Vh(y")
V=1 —Da(y",)Vg(y*)" Dy(y*, \*) 0
Vh(y)" 0 0

Verwenden wir nun die oben eingefiihrten Indexmengen, so erhalten wir durch geeignetes
Umsortieren der Komponenten von g und unter Verwendung der Definition der Matrizen
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D,(y,A\) und Dy(y, \) die folgende Struktur:

szL Vgor Vgoor Vgowa Vgooo Vg- Vh
—VgOT n 0 0 0 0 0 0
—Vggbl 0 0 0 0 0 0
V=1 —(Ds)owaVa. 0 0 (Ds)o0a 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
VAT 0 0 0 0 0 0

In der obigen Darstellung haben wir der Ubersichtlichkeit wegen die Variablen w* :=
(o, y*, \*, u*) unterdriickt und z.B. statt Vgy,, nur Vgo, geschrieben. Geméf der De-
finition von Iy, sind die Matrizen (D, )oon und (Dj)ooe beide positiv definit. Mit dieser
Darstellung von V' kénnen wir jetzt die gewiinschte Regularitdtsaussage beweisen.

Satz 3.3.2. Betrachte das Problem (3.2) mit f,g und h zweimal stetig differenzierbar
sowie [ gleichmdf$ig konvex in y, g konvex in allen Komponentenfunktionen und h affin
linear. Sei w* = (x*,y*, \*, u*) eine Lisung von CiD(w) = 0 und es gelte LICQ in y*. Dann
sind alle Matrizen V € W(y,,\ju)ﬁé(w*) requldr.

Beweis. Da w* eine Losung von ®(w) = 0 ist, gilt \* > 0. Daher ist die Lagrange-
Funktion L(z*,y, \*, u*) gleichméBig konvex in y. Daher ist die Matrix szL(x*, (TN
positiv definit. Sei nun V' € 7, 1 0P (w*) beliebig und v = (vl vl ... ol)T € Rrtm+r
ein Vektor im Kern von V', den wir passend zu der obigen Darstellung von V' partitioniert
haben. Dann 16st v das folgende lineare Gleichungssystem:

Vf,yLvl + Vgorva + Vgoo1vs + Vgooats + Vgooovs + Vg_vg + Vhv, =
—V95F+v1 =

_Vg(j);nvl =

—(Da)o0aVaoatt + (Dy)ooats =

vy =

v =

VhT'Ul =

S O O O o o o

Daraus folgt

vlTvzyLvl + 0] Vgorv2 + v1 Vgoorvs + v Vgooavs + vi Vhvy =
_UZTVQ(%Z-Ul =

_Ugvﬁk?oﬂfl =

1, \T T 1, \T _
—((Da)ooa?1)” (Da)ooa Va1 + ((Da)ogavs)” (Db)ovavs =
—viVhTv, =

o O O O O

Addiert man diese 5 Gleichungen, so erhélt man die folgende Gleichung;:
UlTvzyLvl + UZLT(Db)OOQ(Da)golam =0
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Da unter den gegebenen Voraussetzungen aber die Matrizen V;, L und (Dy)ooa(Da)gos
positiv definit sind, folgt v;y = 0 und v4s = 0. Daraus ergibt sich die folgende Bestim-
mungsgleichung fiir die {ibrigen Komponenten von v:

Vgo+va + Vgoorvs + Vhor = 0

Da Iy, und Iyg; Teilmengen der Menge der aktiven Ungleichungen I sind, folgt wegen
LICQ auch vy = 0, v3 = 0 und v; = 0. Insgesamt folgt also v = 0, d.h. V ist regular. [

Nun wollen wir zeigen, dass unter den obigen Voraussetzungen y in einer Umgebung
von z* als (strongly) semismoothe Funktion von x dargestellt werden kann.

Satz 3.3.3. Betrachte das Problem (3.2) mit f,g und h zweimal stetig differenzierbar
sowie f gleichmdafig konvex in y, g konvex in allen Komponentenfunktionen und h affin
linear. Sei w* = (z*,y*, \*, u*) eine Lésung von ®(w) = 0 und es gelte LICQ in y*. Dann
gibt es eine offene Umgebung U von x* und eine semismoothe Funktion G : U — R"T™+P,
z — (y(x), Mx), u(x)), so dass ®(x,G(z)) = 0 fir alle z € U gilt. Insbesondere ist die
Abbildung x — y(x) semismooth.

Sind die zweiten Ableitungen von f und g sogar lokal Lipschitz-stetig, so gibt es eine
strongly semismoothe Funktion G mit den oben genannten Eigenschaften. Insbesondere
ist die Abbildung x — y(z) dann strongly semismooth in U.

Beweis. Da der Beweis fiir die erste Aussage vollig analog zu dem Beweis der zweiten
verlauft, werden wir hier nur den zweiten Teil beweisen. Unter den gegebenen Vorausset-
zungen ist @ : R x R*Hm+P — RAm+p,

. Vyf(z,y) + Vg(y)A + Vh(y)u
O(z,y, A p) = d(—g(y), )
h(y)

strongly semismooth, da alle Komponentenfunktionen von ® diese Eigenschaft haben.
Hierbei geht ein, dass die Minimum-Funktion strongly semismooth ist, Kompositionen
strongly semismoother Funktionen wieder strongly semismooth sind und stetig diffe-
renzierbare Funktionen mit lokal Lipschitz-stetiger Ableitung strongly semismooth sind.
Desweiteren sind nach Satz 3.3.2 alle Elemente von 7, A7M)8§>(w*) regulér, wobei w* =
(z*,y*, \*, u*) eine Losung von ®(w) = 0 ist. Deswegen gibt es nach Satz 3.2.9 ei-
ne Umgebung U von z* und eine strongly semismoothe Funktion G : U — R"™M+P
z — (y(x), Mz), u(x)), mit &(z,G(x)) = 0 fiir alle 2 € U. Da sich die Abbildung
x — y(x) durch Komponentenfunktionen von G darstellen ldsst, ist sie in U ebenfalls
strongly semismooth. O]

Als Korollar aus diesem Satz erhalten wir jetzt das zentrale Resultat des Kapitels 3.

Korollar 3.3.4. Sei * ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs, das den
Voraussetzungen 1.1.1 gendtgt. Gilt in x* LICQ, so ist die Abbildung x — y.(x) in einer
Umgebung semismooth. Daher ist auch VV,(z) in einer Umgebung von x* semismooth.
Geniigt das GNEP sogar den Voraussetzungen 1.1.2, so sind y.(x) und VV,(x) strongly
semismooth in einer Umgebung von x*.
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Beweis. Wir zeigen hier wieder nur die Aussage fiir Voraussetzung 1.1.2. Da z* ein nor-
malisiertes Nash-Gleichgewicht ist, 16st * das Problem

min V,(z) wd.N. g(x) <0,h(x)=0
und es gilt «* = y,(2*). Der Vektor y,(z*) wiederum lést das Problem
min -V, (z*,y) wd.N. g(y) <0,h(y) =0.

Gilt in * also LICQ beziiglich des ersten Problems, so gilt auch in y.,(z*) LICQ beziiglich
des zweiten Problems. Setzen wir f(z,y) = —WV,(z,y), so ist f gleichméBig konvex
und zweimal stetig differenzierbar mit lokal Lipschitz-stetiger zweiter Ableitung. Hier-
bei geht ein, dass die zweite Ableitung von ||z — y||3 konstant und daher insbesondere
lokal Lipschitz-stetig ist. Nach Voraussetzung 1.1.2 sind auch g und h zweimal stetig
differenzierbar und haben eine lokal Lipschitz-stetige zweite Ableitung; ¢ ist konvex in
allen Komponenten und A ist affin linear. Da in y,(z*) LICQ gilt, gibt es Lagrange-
Multiplikatoren A* und *, so dass ®(2*, 3, (x*), \*, u*) = 0 gilt. Nach Satz 3.3.3 gibt es da-
her eine Umgebung U von z* und eine strongly semismoothe Funktion G : U — R**™+P,
z = (y(x),\Nz), u(z)), so dass ®(z,G(x)) = 0 fiir alle z € U gilt. Es gibt also eine
strongly semismoothe Funktion y(z), so dass y(x) fiir alle x € U das Problem

min -V, (z,y) wdN. g(y) <0,h(y) =0

16st. Da unter den gegebenen Voraussetzungen dieses Problem fiir jedes z € U C X die
eindeutige Losung y,(x) hat, gilt y(z) = y,(z) fir alle z € U. Also ist die Abbildung
x — y,(x) strongly semismooth in U.

Wegen VV,(z) = V,V,(z,y,(z)) ist dann auch VV,(x) als Komposition strongly semis-
moother Funktionen strongly semismooth in einer Umgebung U von z*. [
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Kapitel 4

Konvergenzeigenschaften des
semismoothen SQP-Verfahrens

Wie wir in Abschnitt 3.3 gezeigt haben, ist die erste Ableitung der Funktion V. (x) unter
den Voraussetzungen 1.1.1 semismooth. Wir kénnen daher zur Losung des Problems

min V,(z) wd.N. g(z) <0,h(z)=0

ein semismoothes SQP-Verfahren verwenden. In diesem Kapitel wollen wir die lokalen
Konvergenzeigenschaften eines solchen Verfahrens untersuchen. In den Abschnitten 4.1
und 4.2 zeigen wir, dass ein solches Verfahren unter gewissen Voraussetzungen lokal super-
linear bzw. lokal quadratisch konvergiert. Der Abschnitt 4.3 ist der strong second-order
sufficiency condition gewidmet, einer Bedingung, die in den Konvergenzsitzen aus den
ersten zwei Abschnitten dieses Kapitels auftritt. Wir werden einige hinreichende Bedin-
gungen herleiten, unter denen die strong second-order sufficiency condition erfiillt ist.

4.1 Lokal superlineare Konvergenz des semismoothen
SQP-Verfahrens

Dieser Abschnitt ist eine Zusammenfassung der Arbeit [5], wobei wir manche Stellen
etwas genauer ausfithren werden.

Definition 4.1.1. Eine Funktion f : R® — R heifst SC'-Funktion, wenn sie stetig
differenzierbar ist und ihr Gradient V f(x) semismooth ist. Ist V f(z) sogar strongly se-
mismooth, so nennen wir f eine sSC*-Funktion.

Wir betrachten im Folgenden Probleme der Gestalt
min f(z) uwdN. g(z) <0,h(z)=0 (4.1)

mit SC!-Funktionen f : R" — R, g : R® — R™ und h : R® — RP. Ein Weg, ein solches
Problem zu 16sen, ist das sogenannte SQP-Verfahren. Hierbei sucht man in jeder Itera-
tion als neue Iterierte einen KKT-Punkt (z**!, Ak /k+1) des folgenden quadratischen

Problems
min  V f(
k

wd.N. g(z")
h(z*)

M (@ — 2*) + (e — ) Gl — o
+ V() (z —2%) <0 (4.2)
+ Vh(z®) T (x — 2%) =0
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mit einer zunéchst beliebigen symmetrischen Matrix G, € R ™. Meistens wird man
fiir G, eine Aproximation von V2 _L(x* \* u*) wihlen, wobei L die Lagrange-Funktion
des Problems (4.1) bezeichnet. Doch zunéchst wollen wir uns weiter mit Problem (4.1)
beschiiftigen. Die zugehorige Lagrange-Funktion lautet

L(z, A1) = f(2) + g(x)"A+ h() p
und die KKT-Bedingungen

VoL(z, A\, 1) =V f(x)+ Vg(x)A + Vh(z)p =0,
g(z) <0,A>0,g(x)"A =0,
h(z) = 0.

Mittels der Minimum-Funktion ¢(a,b) = min{a, b} kénnen wir die KKT-Bedingungen
wieder in ein nichtlineares Gleichungssystem der Gestalt

q)l (Z)

P(z) =1 Pa(z) | =0
(1)3(2’)

umformen. Hierbei steht z als Abkiirzung fir z = (z, A, u) und die Komponenten von ®
sind wie folgt definiert:

®i(z) = Vf(z)+ Vg(x)A+ Vh(z)u,
[D2(2)], = @(=gi(x),N) V i=1,...,m,
O3(z) = h(x).

Setzen wir voraus, dass in der Losung z* des Problems (4.1) LICQ gilt, so existieren
eindeutige Lagrange-Multiplikatoren A\* und u*, so dass z* = (z*, \*, u*) eine Losung von
®(z) = 0 ist.

Wir wollen nun das folgende Subdifferential von ®(z) genauer betrachten:

Do®(2) := 01 (2) x 0,P2(2) x {(Vd3(2)",0,0)}.

Wegen Satz 3.1.2 und der stetigen Differenzierbarkeit von ®3(z) ist auch die Abbildung
z +— 0g®(z) oberhalbstetig und abgeschlossen und ihre Bilder dg®(#) sind nichtleer und
kompakt. Offensichtlich gilt immer Jg®(z) C Jo®(z). Ausgeschrieben gilt

0®(2) = 09,1(2) x Ipp(—g1(z), M) X ... X Op(=gm(), Am) x {(VP3(2),0,0)}

Hierbei gilt wieder

{(=Vgi(2)",0,0)} falls  — g;(x) <\,
Ipp(—gi(x), \i) = {(—Vg(@)", (1 —ay)el,0) |z € {0,1}} falls  — g;(x) = A,
{(0,e',0)} falls  — gi(z) > \i.

Da ®; beziiglich A und p stetig differenzierbar ist, hat jedes Element M € 0®4(z) die
Form

M = (H,Vg(zx),Vh(z))
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mit einer Matrix H € R™"*". Deshalb definieren wir wieder
7,001 (2) := {H € R""|(H,Vg(x), Vh(z)) € 0P,(z) }.

Um die Struktur der Elemente von dgp®(z) noch genauer aufzuschliisseln, definieren wir
wie im letzten Abschnitt fiir eine Losung 2* = (2*, A*, *) von ®(z) = 0 die Mengen

Io:={te{l,....,m}|g:(y") =0} und I :={ie{l,...,m}|g(y") <O},
Iyg = {ZEIQP\:(:O} und Io+ = {ZGI()’)\: >O},

Togo == {Z € Iy |OZZ‘ = 0} und  Iygp = {Z € Iy |Oé,' = 1}

Auch hier hangen die Mengen Iygg und Ipy; wieder von dem jeweils betrachteten Element
des Subgradienten dgp®(z*) ab. Die Menge Iy, bendtigen wir hier nicht, da wir statt
Op(—g;(x*, X)) hier dpp(—g;(z*,Af)) betrachten. Analog zu Lemma 3.3.1 folgt auch
hier, dass jedes Element V' € 0p®(2*) die Gestalt

H Vgor Vgoor Vgooo Vg- Vh

~Vg 0 0 0 0 0

v —Vgly 0 0 0 0 0
0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 1 0

VhT 0 0 0 0 0

hat, wobei I jeweils eine Einheitsmatrix passender Grofle bezeichne und H € 7,0 (z*)
gilt.

Bevor wir beweisen, dass unter gewissen Voraussetzungen alle Matrizen in 0o ®(2*) regulér
sind, benétigen wir noch die folgende Definition.

Definition 4.1.2. Sei z = (x, A\, u) undG(z) definiert durch
G(z) ={d e R"|Vf(z)"'d=0,Vgi(2)"'d=0V i€ Iy, Vhi(z)'d=0Vi=1,...,p}.

FEin Punkt z* = (z*, \*, u*) geniigt der strong second-order sufficiency condition fiir Pro-
blem (4.1), wenn er ®(z*) = 0 erfillt und fir alle d € G(2*)\{0} und alle H € 7,09, (z*)
gilt d"Hd > 0.

Satz 4.1.3. Der Punkt z* = (z*, \*, u*) geniige der strong second-order sufficiency con-
dition fiir Problem (4.1) und LICQ. Dann sind alle Elemente von Og®(2*) reguldr.

Beweis. Sei V € 0p®(z*) beliebig. Dann wissen wir, dass V' die Gestalt

H Vgo+ Vgoor Vgoo Vg- Vh

~Vg 0 0 0 0 0

v | Ve 0 0 0 0 0
0 0 0 I 0 0

0 0 0 0 1 0

VhT 0 0 0 0 0
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mit einer Matrix H € m,0®,(z*) hat. Sei v = (v],...,v)T ein entsprechend partitio-
nierter Vektor im Kern von V. Dann 16st v das folgende lineare Gleichungssystem:

Hvy + Vgorv2 + Vgooi1v3 + Vgooovs + Vg_vs + Vhug
_v9§+vl =

T
—V 0101

o 00 o o O

V4

Vs —

Vthl =

Hieraus folgt wie im Beweis von Satz 3.3.2 vI Hv; = 0. Wenn wir nun zeigen konnen,
dass v; € G(z*) gilt, so folgt wegen der strong second-order sufficiency condition v; = 0.
Aus der zweiten und sechsten Gleichung in dem obigen Gleichungssystem ergibt sich
Vgi(x)Tvy = 0 fiir alle i € Iy, und Vhi(z)Tv; = 0 fiir alle ¢ = 1,...,p. Da nach
Voraussetzung ®(2*) = 0 gilt, gilt auch ®;(z*)Tv; = 0. Ausgeschrieben heifit das

V o+ )T Vet v+ Mo T Vadorvi+Ngo) E Vadoori+ (A ) Vg v+ (1) VAT v, = 0.

Nach Konstruktion der Indexmengen I_, Ipoo und Zpo; gilt A* = 0, Ajyo = 0 und A5y, = 0.
Zusammen mit der zweiten und sechsten Gleichung des obigen Gleichungssystems folgt
daraus V f(z*)Tv; = 0. Also ist v; € G(z*) und es folgt v; = 0. Damit vereinfacht sich
die erste Gleichung in dem obigen System zu

Vgo+v2 + ngOl’Ug + VhUG = 0.

Da nach Konstruktion Iy, und Iyy; Teilmengen der Menge der aktiven Ungleichungen I,
sind, folgt mit LICQ, dass auch v, = 0, v3 = 0 und vg = 0 gelten muss. Also ist v = 0
und daher V' regulér. O

Da & unter den gegebenen Voraussetzungen lokal Lipschitz-stetig ist und O0g®(z)
dhnliche Eigenschaften wie dp®(z) hat, folgt mit Satz 3.2.4 aus dem obigen Satz das
folgende Korollar.

Korollar 4.1.4. Der Punkt z* = (z*, \*, u*) geniige der strong second-order sufficiency
condition fiir Problem (4.1) und LICQ. Dann gibt es Konstanten §,c > 0, so dass fir alle
z € Ks(2*) gilt: Alle Elemente V € do®(z) sind regulir und es gilt |V < c.

Anstatt direkt lokal superlineare Konvergenz des SQP-Verfahrens zu beweisen, zeigen
Han und Sun in [5] die superlineare Konvergenz einer sogenannten , generalized approxi-
mate Newton method“, kurz GANM, und zeigen dann, dass dieses Verfahren lokal mit
dem SQP-Verfahren iibereinstimmt. Ziel der GANM ist es, eine Losung z* = (x*, \*, u*)
von ®(z) = 0 zu bestimmen.

Algorithmus 4.1.5. (GANM)
. dahle einen Startvektor z° = (z°, A", u”) € R"™™7P gsetze k = 0.
S.0) Wiahl S k 0 0N, 10 € R+ k

(S.1) Ist ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt: STOPP
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(S.2) Wéhle I € P(Ipo(2*)) und setze
Zk+1 — Zk o B&ik(b(l)('zk)
mit By, = VOUWF(2F)T und GF € R™™. Setze k < k + 1 und gehe zu (S.1).

Die hierbei verwendeten Funktionen ®! und ®)* sind folgendermaBen definiert: Seien
2* = (z*, \*, u*) eine Losung von ®(2) = 0 und I_(z*), Io4(2*) und Ioo(z*) wie oben. Sei
weiter I € P(Ipo(2*)) ein Element der Potenzmenge von Ipo(2*). Dann ist

Vf(x)+ Vg(x)\+ Vh(z)u
a0(z) = 0o ,

—gi(z) falls i€ In (2%),

0y .. ) —oilz) falls i€l
p (Z) )\z fal].S Z 6 [OO(Z*)\I,
A falls i€ I_(z*).

Die Funktion ®D* ist analog definiert als

V(%) + Vg(z®)A + Vh(xF)p + Gy (x — 2F)
Pr(z) == pk(2) :
h(z*) + Vh(zF)T (z — %)

wobei pD¥(z) definiert ist durch
—gi(2%) — Vg (z%)(z — 2%) falls i € I, (%),
( )

Dk (2) = —gi(2%) — Vgi(z%)(z — 2%) falls i€,
p BRDY falls i € Ipo(2*)\/,
i falls e I_(z").

PUF ist also so etwas dhnliches wie eine lineare Approximation von ®). Die Funktion
®U) wiederum ist eine Approximation von ® im Punkt z*. Dies spiegelt sich auch im
Beweis des folgenden Lemmas wieder.

Lemma 4.1.6. Der Punkt z* = (x*, \*, u*) geniige der strong second-order sufficiency
condition fiir Problem (4.1) und LICQ. Dann gibt es Konstanten d,c > 0, so dass fir alle
z € Ks(2*) und alle I € P(Io(2*)) gilt: Alle Elemente V € 9g®(2) sind reguldr und es
gilt |V <e.

Beweis. Fiir beliebiges I € P(Ip(z*)) ist

D@D () = 0D, () x 9pp") () x, ..., xppD (") x {(V4(z)",0,0)}

mit
(—=Vgi(z*)1,0,0) falls i€ I, (2%),
N, e ) (=Vgi(z*)7,0,0) falls i€,
Iop () =3 (0,e70) falls i € Ioo(2*)\1,
(0,€T,0) falls @€ I_(z%).
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Es gilt also 9@ (2*) C 9o®(2*). Nach Satz 4.1.3 sind deshalb alle Matrizen in 9o®® (z*)
reguldr. Nach Lemma 3.2.4 gibt es daher Konstanten d;,c; > 0, so dass fiir alle z €
Ks,(2%) gilt: Alle Matrizen V € 9p®(z) sind reguldr und es gilt |V < ¢;. Da es
hochstens 2/100G")1 verschiedene Funktionen @) gibt, haben die Konstanten ¢ := min{d; :
I € P(Iyo(2*))} und ¢ := max{cs : I € P(Ipo(2*))} die gewiinschten Eigenschaften. [

Der folgende Satz beschiftigt sich mit den Konvergenzeigenschaften der GANM. Ob-
wohl die GANM offensichtlich ein rein theoretisches Verfahren ist, schliefllich setzt es die
Kenntnis von I_(z*), Ipo(z*) und 1,4 (z*) voraus, sind die Konvergenzeigenschaften dieses
Verfahrens fiir uns interessant, da wir im Anschluss an den folgenden Satz zeigen werden,

dass das SQP-Verfahren lokal ein Spezialfall der GANM ist.

Satz 4.1.7. Der Punkt z* = (z*, \*, u*) geniige der strong second-order sufficiency con-
dition fiir Problem (4.1) und LICQ. Hierbei seien f,q und h SC-Funktionen. Weiter
seien 6,c¢ > 0 die Konstanten aus Lemma 4.1.6. Existiert fir alle k € N eine Matriz

Hj, € m,09,(2"), so dass

1
G, — H.ll, < —
|G kHQ_4C

gilt, so ist GANM wohldefiniert und konvergiert lokal linear. Gilt zusdtzlich

o NG = H) = ),

ko0 || 2R+ — 2|5

=0,

so konvergiert das Verfahren lokal superlinear.

Beweis. Da f, g und h SC'-Funktionen sind, sind ® und ®), I € P(Iy(2*)), semismooth
in z*.

(I

Partitionieren wir @) und ®* genauso wie ®, so gilt fiir ()

9o\ (2F) = 0d,(2F) = (H,Vg(z¥), Vh(z*)) mit H € m,0®, ("),

5 [@m(zk) (—=Vgi(z")T,0,0) falls i€ I_UI,
Bl ; (0,¢7,0) falls i € Iy U (Ioo\]),

Vo (:MT = Vv, (2M)T,
Fiir ®* gilt analog

00" (2F) = (G, Vg(a*), Vh(z")),

Dk, _k (—=Vgi(2¥)1,0,0) falls iel_UI,
aB |:(I)2 <Z >:|2 { (0, BzT, O) falls i€ Io+ U (100\1),

Vo' (MT = VoM.

Wiihlen wir also das Element Wy, € 9o®W)(2F), fiir das H = H, gilt, so gilt fiir alle
z = (z,\, ) wegen Bpy, = VOWDF(MT

1Bk — W)zl = ||(Hyk — Gi)z|[2.
Insbesondere folgt daraus fiir alle £ € N

B — W, H,— G 1
1B = Waw)2llz - [1Hy = Gillzl ]l < |[He - Gl < -

1Bk — Winklle = sup <
A 40 EE 40 EE
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Gilt [|2% — 2*[]2 < 4, so ist W), nach Lemma 4.1.6 regulér und es gilt ||W(})1k||2 < ¢. Nach
dem Perturbation Lemma 2.3.3 von Ortega und Rheinboldt, vergleiche [16], ist daher
auch By, fiir alle k € N mit ||2* — z*[|» < ¢ regulir und es gilt

c 4
= —c.

1
1—C@ 3

1Bl <

Da die Funktion ®) in 2* semismooth ist, ist sie nach Satz 3.1.6 dort auch in jeder Kom-
ponente Q>§I), j=1,...,n+m+ p semismooth. Wegen Wy, € D@D (2F) C 9 @D ()
gilt fiir alle j = 1,...,n4+m+p auch (Wj); € 8(1351)(2’“). Hierbei bezeichne (W(y); die
Jj-te Zeile von W(py,. Da es nur endlich viele Mengen I C Iyo(2*) gibt, folgt aus Satz 3.1.6
a) und d2) die Existenz einer Konstanten &, > 0, so dass fiir alle £ € N mit ||2* —2*||s < 6;
und alle I C Ino(2*) gilt

n+m-+p
[0 (F) = @) = Wp(E =292 = >0 [@0(8) = 80(=") = (Wi (2% = 29)
j=1
1
< llF =2
Setzen wir nun §* := min{4d,d; }, so folgt fiir alle k € N mit ||z% — 2*[|; < §* wegen
dD(z*) =0
1254 = 2"l = [12F = B @D (2*) = 2ls
< ABGlal @D (") = @D (%) = Buy(2* = 27)l2
< BGlz (190 () = @0 (%) = Wine(2* = 27)l2
H (Wi = Bupw) (2° = 2%)l2)
4 /1 S .
< ge(@l -l g1 = =1k

1 k *
= =

Fiir 2% € K (2*) ist die GANM also wohldefiniert und konvergiert mindestens linear.
Gilt zusétzlich noch die zweite Bedingung aus dem Satz, d.h.

1(Gr — Hi) (2" = 2")[lo = of || = 2F]l2),
so folgt analog zu oben
124 =2l < (IBGlle (190(2F) = @0 (") = Wi (2" — 27)[lo+
(Wi — Bayk) (2" = 292 + | Wik — Baye) (257 = 29)|2)

4 1
e (001 = 211 + N = G = P+ 1127 = )

IN

* 1 *
= O(HZk — ”2) +0(||Zk+l o ZkHQ) + gHz,k—&-l — ||2

51



Wegen der oben bewiesenen Konvergenz impliziert o(||z*™! — 2*||,) insbesondere auch

o(||z* — 2*||2). Damit folgt aus der obigen Gleichung die superlineare Konvergenz des
Verfahrens fiir alle 2° € K- (2*) wegen

1241 = 2 l2 = o([l=" = 2"]l2).
O

Bemerkung 4.1.8. Wihlen wir G, € m,0®,(2%), so sind die beiden Bedingungen aus
Satz 4.1.7 trivialerweise erfiillt.

Wie oben schon erwihnt, interessieren wir uns ja eigentlich fiir die Konvergenzeigen-
schaften des SQP-Verfahrens.

Algorithmus 4.1.9. (SQP-Verfahren)
(S.0) Wiihle einen Startvektor z° = (2% A%, %) € R"™™ P setze k = 0.
(S.1) Ist ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt: STOPP

(S.2) Finde einen KKT-Punkt 251 = (zF1 A1 k1) des Problems

min Vf(z*)T ( —2F) + S(x — 2F) T Gr(x — 2F)
u.d.N. g(xk) + Vg(a®)T(x — 2¥) <0 (4.3)
h(a*) + Vh(z*)(z — 2*) = 0

Ist 2! nicht eindeutig, so wihle denjenigen KKT-Punkt von (4.3), der den Abstand
|2FT1 — 2%|| zu 2% minimiert. Setze k < k + 1, gehe zu(S.1).

Mit dem Satz iiber die Konvergenzeigenschaften der GANM koénnen wir nun auch
beweisen, dass das SQP-Verfahren lokal superlienar konvergiert.

Satz 4.1.10. Der Punkt z* = (x*,\*,u*) geniige der strong second-order sufficiency
condition fiir Problem (4.1) und LICQ. Hierbei seien f, g und h SC'-Funktionen. Weiter
seien 0*,c¢ > 0 die Konstanten aus Satz 4.1.7 und Lemma 4.1.6. Dann gibt es eine
Konstante € > 0, so dass gilt:

Ezistiert fiir alle k € N eine Matriz Hy € 7,09,(2%), so dass

1
|Gr — Hi||2 < min{e, E}

gilt, so ist das SQP-Verfahren wohldefiniert und konvergiert lokal linear. Gilt zusdtzlich

G, — H k+1 _ .k
L (G = H @ — b)),
k—o0 ||Z]‘3'"1 — ZkHQ

=0,

so konvergiert das Verfahren lokal superlinear.

Beweis. Um diesen Satz zu beweisen, miissen wir nur noch zeigen, dass das SQP-Verfahren
in einer Umgebung von z* ein Spezialfall der GANM ist. Mit Satz 4.1.7 folgen dann die
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Behauptungen.
Zunéachst definieren wir fiir z = (x, A, 1) die Indexmengen

a(z) :={i:—gi(z) <M} B):={i:—g@) = A} y(2) = {i: —gi(x) > Ai}

Offensichtlich gilt a(z*) = T4 ("), B(2*) = Too(z*) und v(2*) = I_(z*).
Dann withlen wir &, € (0,8*/3], so dass fiir alle z, 2* € Kzs,(2*) gilt

—gi(2%) = Vg (2" (z — 2%) < XF fiir alle i € a(z"),

—gi(2%) = Vg (") (z — 2F) > \F - fiir alle @ € y(2%). (44)

Dies geht, da die Funktionen —g;(y) — Vgi(y)T (x — y) — \; stetig in allen Variablen sind
und —g;(*) < A7 fiir alle i € a(2) sowie —g;(z*) > A7 fiir alle i € y(z*) gilt. Setzen wir
r = 2%, so folgt daraus fiir alle 2% € Ks;,

a(z) Ca(z¥), B 28(5), (") SA(h).

Die KKT-Bedingungen des in jeder Iteration des SQP-Verfahrens auftauchenden quadra-
tischen Problems (4.3) konnen wir wieder als nichtlineares Gleichungssystem

d*(2) =0 (4.5)
formulieren mit

Vf(z*) + Vg(z*)A + Vh(a®)u — Gi(x — 2F)
min{—g, (2*) — Vg1 (2")" (z — 2*), A1}
PF(2) = :
min{—gu (2*) — Vgu (") (x — 2%), A}
h(z®) + Vh(z*)T (z — o)

Um zu zeigen, dass das SQP-Verfahren wohldefiniert ist, miissen wir zeigen, dass die
Gleichung (4.5) immer eine Losung hat, falls d, hinreichend klein ist. Hierzu betrachten
wir zunéchst die Matrix

H, Vga(z*)(x*) Vh(x*)
AGY = [ —Vgum @™o 0
Vh(xz*)T 0 0

mit H, € m,0P,(z*) beliebig. Wegen a(z*) = Iy, (z*), LICQ und der strong second-order
sufficiency condition kann man analog zum Beweis von Satz 4.1.3 zeigen, dass A(z*)
regulér ist.
Setzen wir

Vg (27)

Q
—~
N

*
~—
I
o

so ist die Matrix



eine P-Matrix, d.h. eine Matrix mit positiven Hauptminoren. Der Beweis hierfiir ist
dhnlich zu dem Beweis von Theorem 4.1 in [20]. Definieren wir die Matrizen M;, M,
und M; durch

M,
B(z") = C(z")(A(z")'C(z") = C(z")" | My |,
M3
so gilt
v.gﬂ(z*)(m*) M,y H, My + Vga(z*)(x*)Mg + Vh(x*)Mg
0 =C(")=AE") | My | = —Vga(z*)(x*)TMl .
0 Ms Vh(z*)" M

Folglich ist
B(2*) = Vg (@) My = M{ HE My + M3 Vg0 (a*) My + M3 Vh(z*)' My = M{ HI M.

Wegen H, € m,0P,(z*) und ®1(z) = V. L(x, \, ) ist H, symmetrisch, vergleiche [16],
Theorem 3.3.4. Daher ist auch B(z*) eine symmetrische Matrix und als solche genau
dann eine P-Matrix, wenn sie positiv definit ist. Sei also v ein Vektor mit v B(z*)v < 0.
Definieren wir d := Mjv, so gilt auch d H,d < 0. Nach dem obigen Gleichungssystem
gilt aber auflerdem

Vga(z*)(a:*)Td = Vga(z*)(x*)TMlv =0,
Vh(z*)'d = Vh(z*)" Myv = 0.

Wie im Beweis von Satz 4.1.3 folgt daraus wegen «a(z*) = Iy, (z*) auch
Vf(x*)'d=0.

Also ist d € G(2*) und mit der strong second-order sufficiency condition folgt Mjv = d =
0. Damit folgt aus der ersten Gleichung in dem obigen Gleichungssystem

Va0 (@")0 = Va(r) (@) Mav + Vh(z*) Msv.
Wegen a(z*) = Iy (2%), B(2*) = Ipo(2*) und LICQ folgt daraus
v = 07 MQU = O, M3U = 0.

Wegen v = 0 ist B(z*) symmetrisch positv definit, also eine P-Matrix.
Da die Abbildung z — 0®,(z) oberhalbstetig ist, gibt es zu jedem £ > 0 ein d3(¢) > 0,
so dass fiir alle 2% € K, o)(2*) gilt

T,0®,(2%) C 7,09, (2%) + K.(0).

Wegen Hj € m,0®(2%) und |Gy — Hy|| < € kénnen wir daher, indem wir & und &,
hinreichend verkleinern ( d < d3(¢) ), erreichen, dass fiir alle 2% € Kj,(2*) gilt: Die
Matrix

Gr Vga@) (@) Vh(a¥)
A(Zk> = _Vga(z*)(ﬁk)T 0 0
Vh(z*)T 0 0
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ist regular und

B(*) = C(F)T A IO (%)

V(e ()
C (%) = 0
0

ist eine P-Matrix. Man beachte, dass bei A(z*), B(z*) und C(z*) die Indexmengen «(z*)
und ((z*) immer noch von z* und nicht von z* abhingen.

Um die Losbarkeit von ®%(2) = 0 zu zeigen, untersuchen wir zuniichst die Losbarkeit des
folgenden Systems:

Finde einen Vektor d* = (d¥, df, dﬁ), der das folgende System lost:

Vf(ak) + Vg(aF) Nk + Vh(ak)p + Grdy + Vg(a*)dy + Vh(zF)d, = 0,
—gi(2®) = Vgi(z")Td, = 0 fiiralle i€ az),
min{\¥ + (dy)i, —gi(z¥) — Vg;(2*)Td,} = 0 fiiralle i€ B(z),
Mot (dy) = 0 fiiralle i€5(z%),

h(z*) + Vh(2¥)Td, = o.
(4.6)
Gilt nimlich 2%, 2% + d* € K35,(2%), so ist 2* +d* wegen (4.4) eine Losung von ®*(z) = 0.
Fiir alle i € y(2*) ist folglich (dy); = —A¥. Damit und mit den oben definierten Matrizen

konnen wir das System (4.6) dquivalent in das folgende System umformen:

V() + Vg(a®) A + Vh(zF)uk — Vg, (zF)\E dy
( ~ga (") ) + A(2%) ( (dx)a ) +C()(dr)s = 0,
h(xk) du

dy

—gp(a") = C(M)" ( (dx)a ) > 0,
dy,

M+ (da)s > 0,

dy g
_gﬁ(a:k) _C(zk)T ( (d))a )] ()‘,]é +(dy)g) = 0.
d“

(4.7)
Die erste Gleichung in (4.7) entspricht der ersten, zweiten, vierten und fiinften Glei-
chung in (4.6) und die restlichen drei Gleichungen in (4.7) entsprechen der dritten Glei-

chung in (4.6). Der Ubersichtlichkeit wegen stehen in (4.7) «, 3, fiir die Indexmengen
a(z"), B(27),7(2").
Fiir alle 2% € Kj,(2*) ist (ds, (d))a, d,,) eindeutig bestimmt durch

dy Vf(@*) + Vg(a®)\¥ + Vh(z*)p* — Vg, (z*) A
( (dr)a ) =—A(")™! ( —ga(z¥) ) — A(Z") 710" (dr) g,
d, h(a*)

d.h. (dg, (dr)a,d,) ist eindeutig bestimmt, falls (dy)s eindeutig bestimmt ist. Mit den
Abkiirzungen



q:= —gp(a")+CO (M)A —ga(a")

h(z*)

VI (@*) + Vg(aF)A* + Vh(a*) b — Vg, (25)N]
( ) —C(zM)A

kénnen wir das System (4.7) umschreiben als

w — C(ZF)TA(ZF)LO(ZR) (NS + (dr) )
(A5 + (dr)s)
wh (A + (d)s)

(4.8)

VIVl
coow

Nach Theorem 3.13 in [15] hat das lineare Komplementaritdtsproblem (4.8) eindeutige
Losungen w und \j + (dy)g fiir alle 2% € K,(2*), da B(2") := C(2F)TA(2*) ' C(2*) fiir
solche z* eine P-Matrix ist. Wie oben schon erwihnt, hat dann auch das System (4.7) fiir
alle zF € Kj,(2*) eindeutige Losungen (d,, (dy)a,d,) und (dy)s. Folglich hat das System
(4.6) ebenfalls fiir alle 2% € Kj,(2*) eine eindeutige Losung. Wir nennen diese Lésung

d* = (d¥,d%,d").

A P
Setzen wir
= {i€B(z"): —gi(a") = Vgi(a")"(d5) < A + (d})i},
so gilt wegen a(z*) = I (2*), B(2*) = Too(z*) und y(2*) = I_(2*) nach (4.6)
o (%) + Bpypd*

|

Vf(z*) + V(PN + Vh(zF)u Gy Vg(z*)  Vh(z*)
~Gica(=+)(@") Voica@en (@) 0 0 it
= —]giel(xk) + Vgief(xk)T . 0 0 ( d’; )
/\iiﬁ(z*)\l 0 eieTﬁ(z*)\I 0 d,’i
Aiey (=) 0 Cierzy 0

Il
coocoo

Wegen d* = —B(_I;k(b(l)(zk) gilt fiir alle 2% € Kj,(2*) nach Satz 4.1.7
1
I +d%) =27l < 512" =27,

d.h. fiir alle 2% € Kj,(2*) gilt auch 2! = 2% 4+ d* € Ks,(2*). Wie nach System (4.6)
schon erwithnt, ist 2*1 := 2* + d* daher eine Losung von ®%(z2) = 0, d.h. ein KKT-Punkt
des Problems (4.3).

Wir zeigen zum Abschluss noch, dass z**! diejenige Losung von ®*(2) = 0 ist, welche
|21 — 2*||, minimiert. Angenommen, es gibt eine weitere Losung z mit ||z — 2%, <
|25 — 2%||o. Wegen 2%, 2**1 € Kj,(2*) muss dann z € Kss,(2*) gelten. Nach (4.4) ist
dann aber auch z — 2* eine Losung des Systems (4.6). Da dieses System eindeutig lésbar
war, folgt z = 2F+1.

Fiir alle 2° € Kj,(2*) ist das SQP-Verfahren also ein Spezialfall der GANM und erbt
daher auch ihre Konvergenzeigenschaften. O]

k+1
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4.2 Lokal quadratische Konvergenz des semismoo-
then SQP-Verfahrens

Auch in diesem Abschnitt betrachten wir wieder das Problem
min f(z) uwd.N. g(z) <0,h(x)=0, (4.9)

allerdings diesmal mit sSC!-Funktionen f, g und h. Da diese Voraussetzungen die im letz-
ten Abschnitt gegebenen implizieren, kénnen wir alle dort bewiesenen Ergebnisse auch
hier anwenden. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass unter den hier gegebenen Vor-
aussetzungen die GANM und das SQP-Verfahren lokal quadratisch konvergieren. Diese
Resultate finden sich nicht mehr in [5], lassen sich aber daraus leicht herleiten. Hierfiir
verwenden wir die Notation aus dem letzten Abschnitt.

Satz 4.2.1. Der Punkt z* = (z*, \*, u*) geniige der strong second-order sufficiency con-
dition fiir Problem (4.1) und LICQ. Hierbei seien f,qg und h sSC'-Funktionen. Weiter
seien 0,¢ > 0 die Konstanten aus Lemma 4.1.6. Existiert fir alle k € N eine Matrix
Hy, € m,09,(2%), so dass

G — Hilla _ 1

[2% =242~ 2¢

gilt, so ist GANM wohldefiniert und konvergiert lokal quadratisch.

Beweis. Da f,g und h sSC'-Funktionen sind, sind ® und ®Y), I € P(Iy(z*)), strongly
semismooth in z*.
Auch hier wihlen wir wieder das Element Wy, € 9@ (2¥) so, dass fiir alle z = (z, A, 1)
gilt

1Bk = Wink)zllz = [(Hr — Gi)l2-

Insbesondere folgt daraus fiir alle & € N mit [|2% — 2%, < 1

Binye — W)z Hy, — Gill2||>
||B(I)k—W(1)k||2 — sup IS ) ()) IE < sup | H, kll2]]z||2

240 KD 270 2]l

1 1
< ||H,—G < |2k = E—
|H =Gl < ol ==l < 5

Gilt [|2% — 2*[]2 < 4, so ist Wj); nach Lemma 4.1.6 regulér und es gilt ||W(;)1k|]2 < ¢. Nach
dem Perturbation Lemma 2.3.3 von Ortega und Rheinboldt, vergleiche [16], ist daher
auch By fiir alle k € N mit ||2% — 2*||; < min{d, 1} regulér und es gilt

= 2c.

. c
1Bl < T— 1

2c

Da die Funktion ®) in z* strongly semismooth ist, ist sie nach Satz 3.1.7 dort auch
in jeder Komponente (IDSD, J =1,...,n+ m+ p strongly semismooth. Wegen W €
@) (2F) C 9@ (2%) gilt fiir alle j = 1,..., n+m-+p auch (Wy); € (9<I>§-I)(zk). Hierbei

bezeichne (W(p); die j-te Zeile von Wi . Da es nur endlich viele Mengen I C Iyo(2*)
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gibt, folgt aus Satz 3.1.7 die Existenz von Konstanten C,d; > 0, so dass fiir alle k € N
mit ||2% — 2*||, < ) und alle I C Ing(2*) gilt

n+m-+p
[0 () = 0D (") = Wip(F = 2 < 30 |@lP(h) = 00(=") = (W)= - 27)
j=1
< OflF -3
Setzen wir nun d, := min{d, d;, 1}, so folgt fiir alle & € N mit ||2* — 2*|] < &, wegen
D (z*) =0
1250 = 2*la = ||2* = B, @0 (*) — 2*l2
< B2l @M (2F) = @D (%) — Buye(zF = 27)|ls
< Blla (190 (%) = @1 () = Wine(=F = 27) s
(Wi — Buyk) (2" — 29)|2)
* 1 *
< 2 (Ol - B+ 5ll* - 13)

= (2cC+ 1)||zk — z*||§

Fiir 2° mit |[2° — 2%l < 6* := min{dy, m} ist die GANM also wohldefiniert und
konvergiert quadratisch. O

Bemerkung 4.2.2. Wiihlen wir G}, € 7,0®9,(2*), so ist die Bedingung aus Satz 4.2.1
trivialerweise erfiillt.

Bemerkung 4.2.3. Wegen der gerade bewiesenen Konvergenz impliziert die Bedingung,
dass fiir alle k € N eine Matrix Hj, € m,0®;(2") existiert, so dass

|G = Hella _ 1
|2k — 2]l — 2¢
gilt, insbesondere, dass es ein K € N gibt, so dass fiir alle £ > K gilt

1
G, — H.|l, < —.
|G k\|2_4c

AuBlerdem gilt

Gy = Hy) (@™ = 2Pl NGy = Hyllal|#™*! — 2|,
lim lim
k00 ||Zk:+1 _ ZkHQ k00 sz—i—l _ Zk||2
k—o0

IN

A

ApelF k=0

Die sind aber gerade die zwei Bedingungen, die in Satz 4.1.7 fiir lineare bzw. superlineare
Konvergenz gestellt wurden.

Die lokal quadratische Konvergenz des SQP-Verfahrens unter den Bedingungen in
diesem Abschnitt folgt aus dem néchsten Satz, dem Pendant zu Satz 4.1.10.
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Satz 4.2.4. Der Punkt z* = (x*, \*, u*) geniige der strong second-order sufficiency con-
dition fiir Problem (4.1) und LICQ. Hierbei seien f,g und h sSCY-Funktionen. Weiter
seien 0%, c > 0 die Konstanten aus Satz 4.2.1 und Lemma 4.1.6. Dann gibt es eine Kon-
stante € > 0, so dass gilt:

Enxistiert fiir alle k € N eine Matriz Hy, € m,09,(2%), so dass

|G — Hill2 <€
und

|Gy — Hell2 _ 1

|2k — 2]l — 2¢

qilt, so ist das SQP-Verfahren wohldefiniert und konvergiert lokal quadratisch.

Der Beweis dieses Satzes geht vollig analog zu dem Beweis von Satz 4.1.10, deswegen
wird er an dieser Stelle nicht noch einmal wiederholt.

4.3 Hinreichende Bedingungen fiir die strong second-
order sufficiency condition

Wie in Kapitel 1.1 erlautert, sind die folgenden beiden Probleme &dquivalent:
e Finde ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht x* des GNEPs.
e Finde eine Losung x* von
min V,(z) uwd.N. g(z) <0,h(z)=0 (4.10)
mit V., (z*) = 0.

Aus Korollar 3.3.4 wissen wir, dass gilt:

Sei x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs, das den Voraussetzungen 1.1.1
bzw. 1.1.2 geniigt. Gilt in z* LICQ), so ist die Abbildung = — y,(z) in einer Umgebung
von z* (strongly) semismooth. Daher ist auch VV, (x) in einer Umgebung von z* semis-
mooth.

Sind die zweiten Ableitungen aller Funktionen 6, sowie die zweite Ableitung von g
zusétzlich lokal Lipschitz-stetig, so sind y,(z) und VV,(x) strongly semismooth in ei-
ner Umgebung von z*.

Deswegen wollen wir ein semismoothes SQP-Verfahren anwenden, um das Problem (4.10)
zu losen. Da wir in x* LICQ voraussetzen, gibt es eindeutige Lagrange-Multiplikatoren
A p*, so dass 2% = (%, \*, y*) ein KKT-Punkt von (4.10) ist. In den Konvergenzsitzen
4.1.10 und 4.2.4 war jedoch zusétzlich vorausgesetzt, dass in z* die strong second-order
sufficiency condition erfiillt ist. Mit

P1(2) = VV,(2) + Vg(z)A + Vh(z)p,
Ioy = {i: gi(2") = 0,A7 > 0}

und

G(2*) == {d e R"|VV,(2*)"d = 0,Vgi(z*)'d =0V i € Ip;,Vhi(z*)"d=0Vi=1,...,p}
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bedeutet dies, dass fiir alle d € G(z*)\{0} und alle H € 7,09 (z*) gelten muss
d"Hd > 0.

Um zu untersuchen, unter welchen Bedingungen die strong second-order sufficiency con-
dition in z* erfiillt ist, wollen wir zunéchst die Struktur der Elemente H € 7,0p®;(z*)
genauer betrachten.
Nach Satz 1.1.3 ist V, (z) unter den gegebenen Voraussetzungen stetig differenzierbar und
es gilt fiir alle z € R”

VV,(z) = Vo ¥(z,y) |y:yw(z) :

Wir kénnen daher schreiben ®; = Hy o Hy mit einer (strongly) semismoothen Funktion
x
Hi(z, A, 1) = yv)\@
1
und einer stetig differenzierbaren Funktion
Hy(z,y, A\, p) = VU (2, y) + Vg(x)\ 4+ Vh(z)pu.
Mit Satz 3.1.4 folgt daraus fiir alle d € R™+m+?
0D, (x, \, p)d = Hy(x,yy(2), X, ) - OHy (2, \, p)d.
Da die Funktion A affin linear ist, gilt
Hy (@, yy (@), A 1) = (V3P (@, 95(2) + 2072 MiV2gi(),  VE,Uy(@,94(2)), Vg(z), Vh(z)).
Uber die Struktur von 0H;(x, A, 1) gibt das folgende Lemma Aufschluss.

Lemma 4.3.1. Es gilt

1 0 0 I 0 0
OpHy(x, A\, ) = agya(:r) (j). 8 und OHy(z, A\, u) = ayvo(as) ? 8
0 0 I 0 0 I

Beweis. Wir zeigen zuerst die Aussage iiber das B-Subdifferential fiir festes (x, A, p).
Sei zuniichst M € dpy, (x) beliebig. Dann gibt es eine Folge {#*}; C D, , so dass 2* —
und y/ (z¥) — M gilt. Dann ist offensichtlich {(z*, A, 1) }x C Dp, und es gilt

I 0 0 I 00
. 'k L Y@ 00| [ Moo | _.
e R AN e RN S
0 01 0 0 I

Folglich gilt H € 0gH;(x, A, iv). Dies zeigt die eine Inklusion.
Betrachten wir nun umgekehrt ein beliebiges Element H € 0pH;(x, A, ). Dann gibt es
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wiederum eine Folge {x*, \* ¥}, C Dy, so dass (2%, Ak, u*) — (2, \, ) und auBerdem
Hi(x® Nk, puk) — H gilt. Folglich ist H von der Gestalt

I 00
M 0 0
H= 0 I 0
0 0 I

mit einer passenden Matrix M. Da die Funktion H; in den Punkten (z%, \¥, p¥) diffe-
renzierbar ist, ist sie dort auch in jeder Komponentenfunktion differenzierbar. Also gilt
insbesondere {z*}, C D, . Nach Defninition von M gilt aufierdem

: k
() =M

Daraus folgt M € 0py,(z). Dies zeigt die noch fehlende Inklusion.
Die Aussage iiber den verallgemeinerten Gradienten folgt aus den beiden Identitéiten

OHy(x, A\, ) = conv{0pH;(z, A\, 1)} und 0y, (z) = conv{dpy,(z)}. O
Insgesamt folgt daher fiir die Struktur von 0®4(x*, \*, u*):

OB (2, N, 1) -d =

H (2%, Yy (), N5, 1) - OH (2, N, ") - d =

(Vi Ws (" gy (@) + 3008 N V2i(a*) + V2, W5 (2%, 3 (27)) - Oy (27), Vg(a*), Vh(z*) ) -d

fiir alle d € R*t™*P, Eigentlich interessiert uns allerdings weniger 0Dy (z*, \*, u*) als

0P (z*, \*, u*). Aber auch diese Menge konnen wir nun wie folgt angeben:

7 0By (a7, X, 1) d = V2,0 (27, (7)) A4 S NT200(a) - d ok V2, U (27, (27)) - O (27) - d
i=1

fiir beliebiges d € R™.

Wir wollen ja untersuchen, wann fiir alle H € 7,00, (z*, \*, u*) und alle d € G(z*)\{0}

gilt d"Hd > 0. Da die Funktionen g; als konvex vorausgesetzt waren, sind die Matrizen

V2g;(z*) alle positiv semidefinit. Desweiteren gilt A\¥ > 0 fiir alle i = 1,...,m, da 2* ein

KKT-Punkt von (4.10) ist. Also ist auch die Matrix >_;", AfV?2g;(z*) positiv semidefinit.

(3

Daher gentigt es zu zeigen, dass fiir alle d € G(2*)\{0} und alle M € 9y, (z*) gilt
A"V (2 yy (27))d + d"V2, U (2, y, (27)) Md > 0. (4.11)

Betrachten wir zum Vergleich 0(VV,(z*)), so folgt mit der Kettenregel 3.1.4 fiir alle
deR"

AV, (x)-d = AV, (", y, (")) -d
= (VLU () V2 () ) - ( oy (0% ) d
= V20 (@) - d o+ V(g (2)) Dy, () - d.

Also konnen wir dquivalent zu (4.11) zeigen, dass fiir alle Elemente H € 9(VV,(z*)) und
alle d € G(2*)\{0} gilt d"Hd > 0.

Dies fiihrt zu einer ersten hinreichenden Bedingung, die die strong second-order sufficiency
condition garantiert.
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Satz 4.3.2. Sei x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs, das den Vor-
aussetzungen 1.1.1 und LICQ geniigt. Ist die Funktion V. (x,y) gleichmdifig gleichmdifig
konvex beziiglich x, d.h. gibt es eine Konstante B > 0, so dass fiir alle Punkte x1,x9,y € X
und alle a € (0,1) gilt

U (azy + (1= a)as,y) < aly (21, y) + (1= @)Uy (22,y) — Ba(l — )|z — a3,
so ist die strong second-order sufficiency condition in x* erfillt.

Beweis. Wir werden in diesem Beweis zeigen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
die Funktion V,, gleichméBig konvex ist. Da V/, stetig differenzierbar ist, folgt dann, dass
V'V, eine gleichméfig monotone Funktion ist. Proposition 2.3 aus [9] garantiert uns dann,
dass alle Elemente von 0(VV,(z*)) positiv definit sind. Wie wir oben gezeigt haben, ist
dies aber eine hinreichende Bedingung dafiir, dass die strong second-order sufficiency
condition in x* erfiillt ist.

Seien also 1,21 € X und « € (0, 1)beliebig. Dann gilt

Vi(azi + (1 —a)za) = VUy(az + (1 — o)z, yy(azr + (1 — a)xa))
< W, (o1, gy aws + (1 — @)a2)) + (1 — )T, (@, gy 0 + (1 — )az))
~Ba(l - a)llzy — 2|3
< AWy (@1, (01)) + (1 — ), (22,9, (22)) — Ba(l — a)l|or — 2]
= V() + (1 - a)Vy(a2) — fa(l — a)llar — 23

Also ist V,, unter den gegebenen Bedingungen gleichméfig konvex mit Modulus 8 > 0. [

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass man diese hinreichende Bedingung noch weiter
abschwichen kann. Hierzu werden wir den in (4.11) auftretenden Ausdruck Md mit M €
0y, (z*) und d € R™ beliebig genauer untersuchen.

Hierfiir betrachten wir wieder die Funktion

N =V U, (z,y) + Vg(y)A + Vh(y)u
@(ZL‘, Y, /\7 :U’) = min{_gi <y>7 )\i}izl ..... m
h(y)

Setzen wir voraus, dass in z* = y,(z*) zusétzlich zu den Voraussetzungen 1.1.1 bzw 1.1.2
auch LICQ gilt, so gibt es, wie in Kapitel 3.3 bewiesen, eine offene Umgebung U (z*) von
x*, auf der es eine (strongly) semismoothe Abbildung G(z) = (y,(z), A(z), p(x)) mit den
folgenden Eigenschaften gibt: Fiir alle z € U(z*) gilt ®(z, G(z)) = 0 und alle Elemente
von Ty m0®(x, y, (x), \(x), u(x)) sind regulir.

Da die Funktionen A(z) und p(z) in U(z*) semismooth sind, sind nach dem Satz von
Rademacher die Mengen U(z*)\Dy und U(z*)\D,, Nullmengen. Daher gilt mit Lemma
3.1.3 fiir alle d € R”

Oyy(z*)-d = conv{M e R™*"
=: conv{S}-d.

Ha" € Dy, NDAN Dy« a® —a*, yy(a") — M} -d

Wiihlen wir nun eine beliebige Matrix M € S, so gibt es eine Folge {z*}+ C D, ND\ND,,
mit 2% — 2* und ¢/ (2*) - M. O.B.d.A kénnen wir {z*}; C U(z*) annehmen. Wegen

®(x,G(z)) = 0 fiir alle = € U(x*) dann gilt fiir alle k € N
0= DI&)(%y’Y(x)a @), (@) [p=er
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und folglich auch fiir beliebiges, aber festes d € R™

0= D$i)<l’,y7($), )\({L‘), ,u(x)) |a::x’“ d = &),(1’7:%,(%), )\(ZE), ,u(x), d) |x:ack .

Nun betrachten wir die einzelnen Komponenten der Funktion ® unter Beriicksichtigung
von {z*};, € D, NDy\ND,:

&’/1(377%(33)7 )\(50)7N(f13); d) |gc::1:’C = —V2 v ( k7y’Y( k)) ~d— viylllv(xk7y’)/(xk)) : yfy(mk) -d
+ZA V2i(yy () - ¢, () - d

) +Vg(yv( ") - N (@) - d+ Vh(y, (2*) - 1 (%) - d

O (2, 4 (), M), (@) ) [q—e - = Vhly, (") -3/ (a") - d

Um die Komponenten ®, genauer untersuchen zu kénnen, erinnern wir uns daran, dass
fiir alle k € N wegen 2* € U(z*) gilt g(y,(2*)) <0, A(z*) > 0 und g(y,(z*))"A(z*) = 0.
Daher konnen wir wieder die folgenden Indexmengen definieren

I-(a%) = {i: gi(y,(a") <0}, Io(a") = {i: gily, (2")) = 0},

Toy (2%) = {i € Io(z®) : Ni(2®) > 0}, Too(2®) = {i € Io(a®) : \i(2¥) = 0}.
Damit gilt fiir alle i € In, (z*) wegen der Stetigkeit von A(x)

(@5)i(, Yy (), M), p(2); d) [omgr = =G5 (Y2 (2); d) |pmer = =V iy, (&) - 9 (") - d

und fiir alle i € I_(2*) wegen der Stetigkeit von g(y,(x))

()i, 4y (@), A(@), p(); d) |omor - = Ni(a";d) = €] - N(a*) - d

mit dem ¢-ten Einheitsvektor e; € R™.
Um (®)i(z, y,(z), \(z), u(x); d) |,—p» fiir die noch verbleibenden i € Iyo(z*) zu bestim-
men, greifen wir auf die Definition der Richtungsableitung zuriick:

0 = ((i)/) (‘T yW( ) )\(ZL‘),,U,(I'),d) |x:xk
PR ) NG )~ ming g, (), M)
tL0 t

Da die Richtungsableitung existiert, geniigt es, jeweils eine bestimmte Folge {¢;}, C R4y
mit ¢; — 0 zu betrachten. Hierbei kénnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass t; fiir alle
j € N so klein ist, dass 2* + t;d € U(x*) gilt. Dann kann fiir alle j € N nur einer der
folgenden drei Fille auftreten:

1) g(y,(zF +t;d) =0 und Aa* +t;d) >0
2.) g(y,(2F +t;d) <0 und Xa*F+t;d) =0
3.) gly,(z"+t;d) =0 und A(a* +t;d) =0
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Offensichtlich muss mindestens einer dieser drei Fille fiir unendlich viele 5 € N eintreten.
Gibt es eine Folge {t,};, so dass fiir alle j € N der erste Fall eintritt, so folgt mit der
Definition der Richtungsableitung

0 = (élg)z(% yy(x), )\(x)”u(x); d) ‘x:xk _ jh_glo _gi(y'y(xk + tjd)t)j_ (_gz(y'y(:ck)>>

= —g;(yy(x),d) |w:azk
= —Vgily, ()T -yl () - d.

Wir definieren dann Iy (2¥) als die Menge aller Indizes i, fiir die es ein € > 0 gibt, so
dass fiir alle 0 < ¢ < ¢ immer der erste Fall eintritt.

Gibt es eine Folge {t,};, so dass fiir alle j € N der zweite Fall eintritt, so folgt analog zu
oben

und wir definieren Iooo(a:k) als die Menge aller Indizes i, fiir die es ein € > 0 gibt, so dass
fiir alle 0 < t < € immer der zweite Fall eintritt.

Gibt es eine Folge {t;};, so dass fiir alle j € N immer der dritte Fall eintritt, so gilt
91 (y4(2);d) |—r = 0 und X;(z%;d) = 0. Wir kénnen daher mit einem beliebigen «a; €
{0, 1} schreiben

0 = (Py)iw,yy(2), A@), 1(2); d) |
=~ Vgi(y, (") y(a") - d+(1 — i) el N (") - d.
- %,_/

:0 =0

Gibt es Folgen {t;}, und {t;};, so dass fiir alle ¢; der erste Fall eintritt und fiir al-
le t; der zweite Fall, so folgt aus den Uberlegungen zu diesen Fillen ebenfalls, dass
Gy (2);d) |gmr = 0 und N(2*;d) = 0 gelten muss. Wir setzen daher Ipo,(z%) =
Too(2™)\ (Tpo1 (%) U Iyoo(2*)) und erhalten so fiir alle i € Ipge(2¥) mit einem beliebigen
a; € {0,1} die Darstellung

0 = (Ph)i(w,yy(2), A@), 1(2); d) o=
= —a;Vgily, (") -y (@) - d+ (1 - ag)el - N(a¥) - d.

Es gibt also ein Element Hy € 9y® (2", y,(x%), A(z*), (")), so dass
I

0= Hy,- K/?((:f:))

p' (aF)
gilt, wobei Hj von der Gestalt

=V, U, (b, yh) =V WL (a8, yR) + 30 Ni(2F)V2ei(y®) Van (V) V() V)

_ 0 —Vr, (y*)" 0 0 0
Hy, = 0 0 0 I 0
0 Vh(y*)T 0 0 0
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mit y* =y, (z%), [} = Loy U Lyos und Iy = I_ U oo U Ipge ist. Auf Grund der Struktur
von Hj kénnen wir die obige Gleichung umschreiben in

v?/azlpv(mkvyv(xk)) yfy(:l?k)
0 i=vi- | Ve | -4
0 1k
0 w (")

Da das b-Subdifferential oberhalbstetig und abgeschlossen ist und kompakte Bildmengen
Op®(x, yy(x), M), u(z)) hat, und G(x) = (y4(x), A(z), u(x)) stetig ist, gilt (evtl. auf einer
Teilfolge)

]}1_{210 Vi =V € TyamOh®(@, yy(z7), AMx™), p(x")).
Da das B-Subdifferential die gleichen Eigenschaften hat, folgt analog, dass (evtl. auf
weiteren Teilfolgen) gilt

lim X(z%) = My € dpA(z*)

k—00

und
lim p/(2%) = M, € Opu(z*).

k—o0

Mit der Stetigkeit von V,, ¥, (z,y,(z)) folgt daraus

szqjv(aj*a Yy (7)) M
8 d=V - M, | -d
0 M,

Analog zu Satz 3.3.2 kann man beweisen, dass unter den gegebenen Voraussetzungen
alle Elemente von 7, 5,0, ® (¥, y, (x¥), A(2*), p(2¥)) reguldr sind, insbesondere also ist
V reguldr. Damit folgt

szqjv(w*’%(m*))
M-d=(1 0 0)v! 8 - d.

0

In (4.11) tritt der Ausdruck Md allerdings in der Form d"V3, W (z*, y,(z*))Md auf. Mit
der obigen Gleichung folgt

* * T . .
Vi ¥a (2", 35(27)) V2, (27, (27))
A"V, Wy (2%, yy (7)) Md = d" ’ - : 9
0 0

wobei man beachten muss, dass die Matrix V' der Konstruktion nach von der betrachteten
Richtung d abhéngt. Mit dieser Vorarbeit kénnen wir nun das folgende Lemma beweisen:
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Lemma 4.3.3. Sei z* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs, das den
Voraussetzungen 1.1.1 oder 1.1.2 und LICQ geniigt. Dann gilt fir alle M € 0y, (z*) und
alled e R

dTViy\IJW(x*,yv(x*))Md > 0.
Beweis. Wie oben schon erwéahnt, gilt fiir alle d € R”

dyy(z*)-d = conv{M e R™*"
=: conv{S}-d.

Ha"}e €Dy, NDAND, : 2 —a*, yl(a) > M}-d

Weiter haben wir schon gezeigt, dass es zu jeder Matrix M € S und jeder beliebigen,
aber festen, Richtung d € R” eine regulidre Matrix V' € 7, » )0 P (2", yy (), A(x*), p(z*))
gibt, so dass

* * T . .
Vi Ws (@7, 9y (7)) V2,0 (2%, ()
dTViy\Ij’Y(l‘*’ yy(z*))Md = dr 8 e 8 d
0 0

gilt. Wir zeigen nun, dass die Matrix auf der rechten Seite dieser Gleichung positiv se-
midefinit ist. Damit folgt die Behauptung fiir alle Matrizen M € S und alle Richtungen
d € R". Wegen 0y, (z*) -d = conv{S} - d fiir alle d € R", folgt die Behauptung dann auch
fiir alle Matrizen M € Oy, (z*).

Definieren wir nun

Ny sz\l"y(x*vy'y(x*))
No | 0
Ny | v 0 ’
Ny 0
so gilt
Vi Vs (@, yy(2)) Ny
0 _ Ny
0 =V N3
0 Ny

Dies fiihrt auf das folgende lineare Gleichungssystem

Vo Uy (2%, gy (2%) = =Vi, U (z%, y,(z*)) Ny +Z/\ VV2gi(yy (2%) Ny
+Vor, (yy(2"))Na + Vgy, (Z/w( )Nz + Vh(y,(z")) N,
0 = —Vgn(y,(z") Ny,
O — N3,

0 = Vhy, )N,
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Mit diesen vier Gleichungen erhalten wir

* * T * *
szlpv(x Yy (27)) vgz/mqjv(x Yy (27))
0 —_ 0 * *
0 vt 0 = V?QJI\I”Y(LU Yy ( ))TN1
0 0

= —vaf,y‘l’w(x*a Yy (%)) N1

+3 Xi(@)NTV2gi(yy (7)) N1
=1

Wegen ®(z*, y, (2*), \(2*), p(z*)) = 0 gilt \i(2*) > 0 fiir alle i = 1,...,m. Nach Vor-
aussetzung sind die Funktionen g; konvex, daher sind ihre Hessematrizen positiv se-
midefinit. Die Funktion V. (z,y) ist nach Konstruktion gleichméfig konkav in y, da-
her ist die Matrix V> W, (2%, y,(2*)) negativ definit. Insgesamt folgt, dass die Matrix
—NIV2 0 (2%, g () )N 4207 Xi(@*)NY V24, (y, (2*)) Ny positiv semidefinit ist und po-
sitiv definit genau dann, wenn die Matrix N; regulér ist. O]

Dieses Lemma motiviert die folgende hinreichende Bedingung fiir die strong second-
order sufficiency condition, die offensichtlich schwécher als die aus Satz 4.3.2 ist.

Satz 4.3.4. Sei x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs, das den Vor-
aussetzungen 1.1.1 und LICQ gendgt. Ist die Funktion V. (-,y,(z*)) gleichmdifig konvex
i X, so ist die strong second-order sufficiency condition in x* erfillt.

Beweis. Mit dem obigen Lemma vereinfacht sich die hinreichende Bedingung aus (4.11)
zu

V2,0 (2, gy (2))d > 0

fir alle d € G(z*)\{0}. Wenn aber die Funktion ¥ (-, y,(z*)) gleichmé&Big konvex in X ist,
so ist die Hesse-Matrix V2, W. (z* y,(z*)) positiv definit. Dann ist die obige Bedingung
fiir alle d € R™\{0} erfiillt, insbesondere also fiir alle d € G(z*)\{0}. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir das Optimierungsproblem

min ¥, (z,9;) wdN. g(xr) <0,h(r)=0 (4.12)

betrachten, wobei x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs sei, das den
Voraussetzungen 1.1.1 oder 1.1.2 und LICQ geniigt, und y; = y,(z*). Offensichtlich ist
dieses Problem eng verwandt mit dem bisher betrachteten Problem

minV,(z) = ¥, (z,y,(x)) uwd.N. g(z) <0,h(x)=0. (4.13)

xT

Dies motiviert den folgenden Satz, der die Voraussetzungen aus Satz 4.3.4 noch etwas
weiter abschwécht.

Satz 4.3.5. Sei x* ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht eines GNEPs, das den Voraus-
setzungen 1.1.1 und LICQ geniigt. Erfillt (z*, \*, u*) die strong second-order sufficiency
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condition beziiglich des Problems (4.12), d.h ist (z*, \*, u*) ein KKT-Punkt des Problems
(4.12) und gilt mit
Iny = {i:gi(z") =0, >0},
Glz*, X ) = {deR"|V, U, (a",y)"d=0,Vg(a*)'d=0Vie I, Vh(z*)"d =0},
Qy(w, A\ p) = VoW (z,y]) + Vg(z)A + Vh(x)p
fiir alle d € G(z*, \*, p*)\{0} und fiir alle H € 7, 0% (z*, \*, u*) die Ungleichung d* Hd >

0, so erfullt (x*, \*, u*) auch die strong second-order sufficiency condition beziglich des
Problems (4.13), d.h (z*, \*, u*) ist ein KKT-Punkt des Problems (4.13) und mit

I, = {i:g(x*) =0\ >0},
Gz*, X\, u*) = {deR" |VV7($*, yi)Td =0,Vgi(2)'d=0Vic Iy, Vh(z*)'d =0},
Qy(z,\, ) = VV,(2)+ Vg(z)\+ Vh(z)u

gilt fiir alle d € G(x*, \*, w*)\{0} und fiir alle H € 7,0 (z*,\*, u*) die Ungleichung
d"Hd > 0.

Beweis. Erfullt (z*, \*, u*) die strong second-order sufficiency condition beziiglich des
Problems (4.12), so ist (z*, A*, u*) ein KKT-Punkt von (4.12), d.h. es gilt

Vo, (2%, 4%) + Vg(a*)A* + Vh(a*)p*
O(z*, N, p1*) = min{ A}, —g;(*) }ic1...m =0.
h(z*)
Wegen VV,(z) = V, ¥, (z,y,(z)) ist (z*, A", n*) also genau dann ein KKT-Punkt von
(4.12), wenn es ein KKT-Punkt von (4.13) ist.

Betrachten wir nun den zweiten Teil der Definition der strong second-order sufficiency
condition fiir Problem (4.12). Hier ist wegen der affinen Linearitdt der Funktion h

O (27, X, 1) = {Va, U (%, 45) + Y A V2g,(a7)}-
i=1

Da (z*,\*, u*) der strong second-order sufficiency condition beziiglich Problem (4.12)
geniigt, gilt fir alle d € G(a*, \*, 1*)\{0} die Ungleichung

d” (vgx\p,y(x*, v+ A;fv2gi(x*)> d>0. (4.14)
i=1
Damit (z*, \*, u*) der strong second-order sufficiency condition beziiglich Problem (4.13)
geniigt, muss fiir alle d € G(x*, \*, 1*)\{0} und alle H € 7,09 (z*, \*, u*) gelten d* Hd >
0.
Offensichtlich ist Toy = Io4 und wegen VV,(z*) = V¥ (2*, %) daher auch G(z*, \*, u*) =
G(x*, \*, u*). Wie wir schon gezeigt haben, gibt es fiir alle d € G(x*, \*, u*)\{0} und alle
H € 1,091 ((x*, \*, u*)) eine Matrix M € Jy,(z*), so dass gilt

d'Hd = d* (vi v, (2", yy(z JrZA*VQgz )+ V2,V (I*,yw(x*)fM) d.

Mit (4.14) und Lemma 4.3.3 folgt dTHd > 0. Also geniigt (z*, \*, u*) der strong second-
order sufficiency condition beziiglich Problem (4.13). O

68



Kapitel 5

Numerische Umsetzung des
SQP-Verfahrens

In diesem Kapitel wollen wir das semismoothe SQP-Verfahren, dessen Konvergenzeigen-
schaften wir in Kapitel 4 untersucht haben, an ein paar numerischen Beispielen tes-
ten. In Abschnitt 5.1 werden zwei mogliche Algorithmen vorgestellt und Implementa-
tionsdetails geklart. Der erste Algorithmus verwendet die in Abschnitt 4.3 hergeleitete
Darstellung von Elementen aus 0y, (z) um die fiir das SQP-Verfahren benétigte Matrix
Gy € m,0P1 (2%, \*, u¥) zu bestimmen. Im zweiten Algorithmus wird dieses Problem um-
gangen, indem die Matrix GG, durch eine modifizerte BFGS-Aufdatierung Hy approximiert
wird. Diese zwei Algorithmen werden schliellich in Abschnitt 5.2 an einigen Beispielen
getestet. Die numerischen Berechnungen wurden mit MATLAB 7.4.0 auf einem Mac mit
Intel-Chipsatz durchgefiihrt.

5.1 Zwei Varianten des SQP-Verfahrens

Der erste Algorithmus zur Losung des Problems
min V,(z) wd.N. g(z) <0,h(z)=0,
den wir in diesem Abschnitt betrachten wollen, verwendet als Matrix in der quadratischen
Zielfunktion der Teilprobleme ein Element G}, € Wxﬁfbl(:ck, pUA ,u’“).
Algorithmus 5.1.1. (Ein semismoothes SQP-Verfahren)

(S.0) Wihle v,e,¢ > 0, ap € R?, 8,0 € (0,1) und Startvektoren 2° € R, \° € R
und p° € RP, setze k = 0.

(S.1) Ist |V, (2*)| < e: STOPP
(S.2) Bestimme ein Element G}, € m,0®, (xF, A\ 1iF).

(S.3) Finde einen KKT-Punkt (xme \*+1 /*1) yon

min  VV,(2")"(z — 2%) + %(x — MGz — 2F)

wdN.  g(2") + Vg(a*) ' (z — 2*) <0
h(z*) + Vh(x®)T (z — 2*) = 0.
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Gibt es mehrere KKT-Punkte, so wihle denjenigen, der ||2"* — z*|| minimiert.
(S.4) Bestimme die Schrittweite ¢, := max{3': [ =0,1,2,...} mit
Py (2% + t (2™ — 2F); ) < Py(aF) + tpo Pl (aF; 2™ — 2%; oF),
wobei P; die exakte [;-Penalty-Funktion bezeichne.
(S.5) Setze z*T! = zF + ty (™" — 2*), datiere ay auf. Setze k < k + 1 und gehe zu (S.1).
Die zur Implementation benttigten Ableitungen der Funktion

U(a,y) = Y [0,6"27) = 60y 27)] = 2o — vl

v=1

sind in dem folgenden Lemma zusammengefasst. Auf den Beweis wird hier verzichtet, da
man die Ableitungen durch Anwendung der iiblichen Ableitungsregeln erhélt, bzw. in [7],
Lemma 4.1, findet.

Lemma 5.1.2. Sind die Funktionen 60, zweimal stetig differenzierbar, so ist auch die
Funktion V., (z,y) zweimal stetig differenzierbar. Sie hat dann die folgenden (partiellen)
Ableitungen

N vmlel(ylwril)
V.U, (z,y) = Z [V@,,(x”,x_”) — VGV(y”,x_”)] + :

: —(z —y),
v=1 VxN HN (yN7 x_N)
V10 (yt, 27 1)
Vy\l/“/(%iU) = - : +y(z —y),
VnOn (N, 27 )
N
Viz\lfw(x,y) = [V20y(x”,x*”) — Vzey(y”,x*”)]
v=1
Vi1m161(y1,3j‘_1> e vfclxNeNQJN’J:_N)
+ : . :
vile 01 (yl, x_l) ce ViNmNQN(yNa x_N)
Vi1x161(y1:$_1) T vilxNel(ylax_l)
+ : - :
VileeN(yN’;L’_N) T ViNxN9N<yN7x_N>
V2, 10yt ) 0
— L -1,
0 ViNxNeN(yN7 m_N)
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Vi2ibi(yta™h) - V2 On(yN, 27 N)
Viy\llv(x, y) = — : . :
Vigabhi(yt izt - ViNxNHN(yN, )
V2,10 (yt et 0
+ - + 1,
0 ViNmNQN(?/Na a=N)

vzx‘l/’y(x7y) = viy\lj’y('ruy>T7
Vilzlel(yl,xil) 0
VU () = - ol

Bemerkung 5.1.3.  a) Bei jeder Auswertung der Zielfunktion V, (x) muss eine Losung

(y(x), A(z), u(z)) des Minimierungsproblems

min -V (z,y) wd.N. g(y) <0,h(y) =0
Yy

bestimmt werden. Hierfiir verwenden wir die Funktion fmincon aus der Optimiza-
tion Toolbox 3.1.1 von MATLAB.

In Schritt (S.1) priifen wir zusétzlich noch, ob (2%, \*, u*) ein KKT-Punkt des
Problems

minV,(z) uwdN. g(z) <0, h(z)=0

ist, da es theoretisch moglich ist, dass das SQP-Verfahren KKT-Punkte dieses Pro-
blems findet, die keine globalen Minima sind, oder dass das obige Problem keine
normalisierten Nash-Gleichgewichte und damit auch keine Nullstellen besitzt.

Das quadratische Minimierungsproblem in (S.3) 16sen wir mit der Funktion quadprog
aus der Optimization Toolbox 3.1.1 von MATLAB.

Um die Matrix G € m,0®; (2", \*, *) in (S.2) zu bestimmen, gehen wir folgender-
maflen vor:

Wir nehmen an, dass in (2%, y,(2*), A(z*), u(2*)) strikte Komplementaritét gilt.
Wegen der Stetigkeit der Funktionen y,(z) und A(z) gilt dann auch fiir alle Vek-
toren (x,y,(x), A(x), u(z)) mit = aus einer kleinen Umgebung von z* strikte Kom-
plementaritit, d.h die Funktion ®(z,y, A, ) ist in einer Umgebung des Punktes
(*, yy(x*), A(*), p(z*)) stetig differenzierbar. Mit Satz 3.3.2 und dem Standard-
satz iiber implizite Funktionen folgt dann, dass die Funktionen y.(z), A(z) und p(z)
in einer kleinen Umgebung von U(z*) nicht nur semismooth, sondern sogar stetig
differenzierbar sind. In diesem Fall gilt fiir alle x € U(z*)

T 0P (7, \, 1) = Viz\lly(a:, Yy () + Z /\,-Vzgi(x) + Viy\lhy(x, yy(2)) - y'/y(x)
i=1
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Wie im letzten Abschnitt erhédlt man fir alle x € U(z*)
~ ~ y/
0= ( Dbl (0), @), 1)) Digia Bl (), A, ) ) - | )
(

Wihlen wir U (z*) klein genug, so sind alle Matrizen in 7, x ) 0®(x, y, (x), A(x), ()
regulér und wir kénnen diese Gleichung wieder umschreiben in

yfy(x) = [_D(y,)\,u)é(x7 y’y(x)a )\(ZL’), /L(ZE))_IDQ;&)<1’, yv(x)v )\(ZE), :u(‘r))]{l ----- n}x{1,..,n}-
Wir bestimmen daher V}, als

—Vyy Uy (2*,98) + X0 Xi(@*)V20i(0h)  Vaien () Vgien () Vh(yy)

Vi — —Vgier, (45T 0 0 0
0 0 I|[2|><‘[2| 0
Vh(yh)* 0 0 0

mit den folgenden Indexmengen

I ={i: gi(yv(xk)) < 0}, Iy ={i: gz(?h@k)) =0},
Ioo={i € Iy : \i(2®) =0},  Iop ={i € Iy : \i(2¥) =0},
I = Iy, Iy =1_U Iy.

Zur Abkiirzung haben wir hier statt y.,(z*) nur y’j geschrieben. Genaugenommen

berechnen wir hier ein Element Vi € 7,5 ,)0®(zF, y, (%), \(2*), u(2*)), das aber
fir alle 2 € U(x*) ebenfalls regulir ist. Wir tun dies fiir den Fall, dass doch
keine strikte Komplementariit gilt. Ist jedoch tatsichlich Ioy = @, dann gilt V}, =
D(y7>\7u)cf>(xk, Y (), M(x"), u(2¥)). Dann setzen wir

Mk == (Vk_l){l ..... n}x{1,..., n}vzxqj'y(‘xk;y'y(mk))a
wobel wir i i
szqjv(x s Yo (27))
D3, 4 (2), M), u(x)) = 0
0

verwendet haben und schliefSlich

Gk = Vix\Ij,y(xk’ y'y(xk)) + Z )‘f:ngi(xk) + V:QBy\D’Y(xk’ y’Y(xk)) ) Mk'

i=1
e) (S.4) globalisiert das lokale SQP-Verfahren mit der exakten [;-Penalty-Funktion

und einer Armijo-Schrittweiten-Regel. Die hierbei auftretende exakte [;-Penalty-
Funktion mit Penalty-Parametern «; > 0 ist folgendermaflen definiert

Py(x;a) =V (z) + Z a; max{0, g;(x)} + Z Qi [i()]
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mit der Richtungsableitung

P/(z;d;a) = VV,(2)"d+ Z Um1iVhi(z)Td — Z myiVhi(z)Td

i:hi(x)>0 i:hi(x)<0
+ Z Qi Vhi(x)Td’—i— Z a;Vgi(r)'d
ithi(2)=0 1293 (x)>0
+ Z a; max{0, Vg;(z)"d}.

i:g;(2)=0

Allerdings sieht man in Beispielen im Abschnitt 5.2, dass dort im Allgemeinen die
volle Schrittweite angenommen wird.

f) In Algorithmus 5.1.1 verwenden wir fiir jede Nebenbedingung einen eigenen Penalty-
Parameter «;. Die Parameter fiir die Ungleichungen werden nach der folgenden
Vorschrift aufdatiert

k1 _ al falls AFH +c < ok,

G= { MHL L oe falls M 4 e > af

]

und die Parameter fiir die Gleichungsnebenbedingungen nach der Vorschrift

k1

p| e <ap

k
oftl — Oén]’;+z'1 falls L m+i)
mi it +2c falls |pf )+ o> ak

Um die komplizierte und nur in einer Umgebung von x* wohldefinierte Berechnung

der Elements G, € m,00(x*, \F, u*) zu vermeiden, kann man diese Matrix mittels einer
modifizierten BFGS-Aufdatierung Hj approximieren. Die folgende Formel von Powell hat
den Vorteil, dass alle Matrizen Hj symmetrisch positiv definit sind, falls Hy symmetrisch
positiv definit ist:

st = ghtl gk

dk _ VxL(:L,k-l-l’ )\k“uk) _ V$L<$k, )\k,[j,k)
1 falls  (s¥)Td* > 0.2(s*)T Hys*,
W = O8GHT s  falls (sK)Tdh < 0.2(s%)T Hys*,

(sM)T Hy,sF—(sF)TdF

m = qud” + (1 — qp)Hys",
o ()T B Hys*(s")T H,

H = H
k+1 B (sF)T s (s5)T H,s*

Hierbei ist

L(z, A\ p) = Vy(aj) + )‘Tg(m) + ,UTh(x)

die Lagrange-Funktion des betrachteten Optimierungsproblems und

VaL(z, A p) = Vol (2, y) [ymy. (o) + Vg(2)N + VA(z)p

der partielle Gradient von L beziiglich der Variablen x. Mit dieser Formel fiir Hy,, und der
Aufdatierung fiir ap aus Bemerkung 5.1.3 f) ergibt sich dann der folgende Algorithmus:
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Algorithmus 5.1.4. (SQP-Verfahren mit BFGS-Aufdatierung)

(S.0) Wihle v,e,¢ > 0, ap € RT?, 8,0 € (0,1) und Startvektoren 2° € R, \° € R
und p® € RP. Setze Hy = I,,,, und k = 0.

(S.1) Ist |V, (2%)| < e: STOPP

(S.2) Finde einen KKT-Punkt (™ M+ /A1) yvon

1
min  VV, (") (z — 2*) + 5(9@ — 2T Hy (2 — o)

wdN.  g(z") + Vg(a*) ' (z —2¥) <0
h(z*) + Vh(z*)T (z — 2%) = 0.

net k|| minimiert.

Gibt es mehrere KKT-Punkte, so wihle denjenigen, der ||z
(S.3) Bestimme die Schrittweite ¢, := max{3': [ =0,1,2,...} mit
Py (2" + t (2" — 2%); ) < Py(2%) + tpo Pl (aF; 2™ — 2F; q),

wobei P; die exakte [;-Penalty-Funktion bezeichne.

(S.4) Setze 2%t = 2% + ty (2" — 2F), datiere Hy und oy auf. Setze k < k + 1 und gehe
zu (S.1).

5.2 Numerische Illustration

Die folgenden Beispiele sollen das Konvergenzverhalten der obigen Algorithmen illustrie-
ren.

Beispiel 5.2.1. Als erstes Testbeispiel betrachten wir das DSL-Problem aus Abschnitt
1.2. Hier hatte jeder Nutzer v = 1,..., N das Optimierungsproblem

F v
T
min — E lo 1+ f =
. 5 ( O-? ZW@ }L I?)

f=1

zu 16sen. Hierbei war F' die Anzahl der mdoglichen Frequenzen, o7 > 0 ein Koeffizient
fiir die Storgerdusche, die den Nutzer v auf der Frequenz f beeintrachtigen und oz}“’ >0
ein Maf} fiir den Crosstalk von Nutzer p auf Nutzer v auf der Frequenz f. PY . > 0
und CAP} > 0 sind Energierestriktionen, denen der Nutzer v unterliegt. Wir wollen die
folgenden zwei Féllen testen:

Zunéchst betrachten wir den Fall N = 2, F' = 32. Die Werte o} wihlen wir zuféllig
nach der Gleichverteilung aus dem Intervall (0, 2-1;]. Weiter setzen wir CAP% = oo und
wihlen P, ebefalls gleichverteilt aus dem Intervall[%, F]. SchlieBlich wéhlen wir die

Koeffizienten a?” gleichverteilt aus [0, 1], was starken Crosstalk-Interferenzen entspricht.
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Mit dem Startwert z° = 0 und den Parametern ¢ = 1075 ~ = 0.05 erhalten wir die
Iterationsverldufe in den Tabellen 5.1 und 5.2, wobei wir aus Platzgriinden nur die ersten
vier Komponenten von z* ausgeben. Hierbei ist ¢, die Schrittweite, die in der Iteration
k gewihlt wurde. Wir wihlen als Abbruchparameter ¢ = 107%, da auch die in beiden
Algorithmen verwendete MATLAB-Funktion fmincon mit dieser Genauigkeit arbeitet.

k ¥ Ty Ty T V. (zF) (78
0 | 0.50000000 0.50000000 0.50000000 0.50000000 | 28.08693137 -
11 -0.00000000 0.00000000 0.24511668 0.69963700 | 0.46110309 1
2 | 0.00000013  0.00000037 0.24511696 0.69963706 | 0.46110230 | 0.5%0
3| 0.10740760 0.36400188 0.51452824 0.75329606 | 0.01403636 1
4| 0.15226531  0.37960899 0.52349860 0.76435210 | 0.00062980 1
5| 0.15886547 0.38529983 0.52757858 0.76573366 | 0.00013709 1
6 | 0.15887771 0.38526195 0.52750973 0.76536332 | 0.00000389 1
71 0.15967503 0.38591413 0.52807164 0.76560523 | 0.00000067 1

Tabelle 5.1: Iterationsverlauf im DSL-Beispiel mit starkem Crosstalk und Algorithmus
5.1.1

Im zweiten Fall wéhlen o/]ﬁ” gleichverteilt aus dem Intervall [0, ﬁ] um schwachen
Crosstalk zu simulieren. Die restlichen Werte bestimmen wir wie in dem obigen Fall. Die
Tabellen 5.3 und 5.4 geben die zugehdrigen Iterationsverldufe mit Startwert z° = 0 und
den Parametern € = 1079, v = 0.05 wieder.

Beispiel 5.2.2. Als zweites Beispiel betrachten wir das Duopol-Problem von Krawc-
zyk und Uryasev, zu finden in [14], Beispiel 5.2. In diesem Beispiel betrachten wir zwei
Firmen v = 1,2, die auf dem selben Markt ein identisches Produkt verkaufen. Beide
Firmen versuchen ihre Absatzmenge x” so zu wéihlen, dass sie ihren Gewinn maximieren.
Hierbei miissen sie beriicksichtigen, dass der Marktpreis fiir ihr Produkt mit steigender
Angebotsmenge sinkt:

p(z) =20 — (21 + 22)

Wir schreiben hier z;,zs statt z!, 2%, um zu vermeiden, dass die Indizes der Spieler
mit Potenzen verwechselt werden. Setzt man Herstellungskosten von 4 Geldeinheiten pro
Stiick an, so ergeben sich daraus die folgenden (negativen) Nutzenfunktionen

0,(x1,29) = —(p(x)x” —42") = (z1 + x9)z” — 162"
fiir v = 1, 2. Wir betrachten in diesem Modell nur Nichtnegativitétsrestriktionen, d.h.
X = {(v1,12) €ER*| >0}

Mit dem Startwert z° = (2,0) und den Parametern e = 1075, v = 0.05 erhalten wir die
in Tabelle A.1 und A.2 im Anhang angegebenen Ergebnisse.

Beispiel 5.2.3. Auch das folgende Beispiel findet man in [14], Beispiel 5.3. Hierbei geht es
um drei Firmen v = 1,2, 3, die entlang eines Flusses liegen. Jede Firma produziert eine
Menge z¥ des Gutes, wobei Schadstoffe in den angrenzenden Fluss gelangen. Deshalb
liegen an diesem Fluss auch zwei staatliche Kontrollstationen [ = 1,2, in denen der Grad
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E
Ty

E
)

%
T3

E
Ly

Vi (a*)

—
L O O 00O U WD O

30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

0.50000000
0.41753530
0.31315147
0.23576882
0.21042233
0.22063675
0.20627473
0.18634443
0.19141316
0.18760878
0.17841179

0.16158834
0.16095539
0.16093930
0.16102002
0.16093781
0.16080081
0.16047054
0.16031297
0.16020931
0.16027435
0.16026752

0.50000000
0.63938079
0.55412376
0.46333694
0.40469671
0.40553987
0.43685194
0.42126072
0.40832761
0.41424344
0.41131588

0.38761117
0.38699491
0.38715071
0.38714759
0.38697845
0.38683873
0.38660431
0.38651951
0.38646730
0.38646624
0.38641312

0.50000000
0.72283806
0.65527514
0.58572440
0.55461460
0.56292715
0.57413047
0.55983975
0.55227302
0.55361000
0.54960494

0.52893898
0.52872004
0.52906012
0.52923155
0.52935703
0.52918245
0.52892927
0.52857924
0.52849292
0.52851594
0.52851835

0.50000000
0.76884532
0.74566472
0.78099845
0.84912862
0.85161056
0.82402415
0.83467859
0.82858048
0.81364398
0.80848958

0.76473163
0.76516305
0.76633609
0.76674531
0.76712655
0.76742077
0.76748203
0.76735849
0.76712891
0.76683427
0.76642518

28.08693137
3.13899519
1.31910907
0.38090685
0.18846315
0.09583239
0.04543227
0.02734787
0.01679765
0.01195048
0.00668269

0.00005163
0.00003199
0.00002332
0.00001737
0.00001231
0.00000883
0.00000551
0.00000286
0.00000207
0.00000154
0.00000100

Tabelle 5.2: Iterationsverlauf im DSL-Beispiel mit starkem Crosstalk und Algorithmus

5.1.4

der Wasserverschmutzung gemessen wird. Ubersteigt er einen gewissen Grenzwert, so
miissen die Firmen eine drakonische Strafe bezahlen. Der zuléssige Bereich ergibt sich
daher als

X —

{x € R?|

wobei die Emmissionsbeschrinkung der Stationen [ = 1,2 durch

beschrieben werden. Hierbei reprisentiert u,; die Lage der Firma v im Vergleich zum
Kontrollpunkt [ und e, die Umweltschutzvorrichtungen der Firma v. Die entsprechenden
Konstanten kann man der Tabelle 5.5 entnehmen. Der Marktpreis fiir ein Stiick des Gutes

3
q(x) = Zuule,,x” < 100

v=1

ergibt sich in Abhéngigkeit vom Angebot als

p(z) =3 —0.01(xy + 223 + x3).

Die Herstellungskosten der Firma v erhélt man aus der folgenden Funktion

K, (z") = (c1, + copa”)x”.
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k

k

k

k

k il 9 T3 Ly V, () tk

0 | 0.50000000 0.50000000 0.50000000 0.50000000 | 25.21735124 | -
110.14248777 1.13868488 1.23899289 1.10999604 | 0.33052202 1

2| 0.14248786 1.13868486 1.23899288 1.10999599 | 0.33052138 | 0.5%0
31 0.15879459 1.13106311 1.23575621 1.09505035 | 0.22852724 | 0.25
41 0.18000042 1.09173610 1.23239566 1.04052550 | 0.00275594 1

51 0.18994142 1.09440956 1.22962651 1.04483879 | 0.00010014 1

6 | 0.18994142 1.09440956 1.22962651 1.04483879 | 0.00010014 | 0.5%0
71 0.19245875 1.09529958 1.22944880 1.04536382 | 0.00003302 | 0.5°
81 0.19207469 1.09380479 1.22829961 1.04465947 | 0.00000037 1

Tabelle 5.3: Iterationsverlauf im DSL-Beispiel mit schwachem Crosstalk und Algorithmus
5.1.1

Aus diesen beiden Funktionen folgen dann die (negativen) Nutzenfunktionen der Firmen
v=123

0, (x1,x9,23) = —(p(z)z” — K, (x,)) = (0.01(z1 + 22 + x3) + cop2”)x” + (c1, — 3)2"”.

Mit dem Startwert z° = (0,0, 0) und den Parametern € = 107%, v = 0.05 erhalten wir die
Ergebnisse in Tabelle A.3 und A.4 im Anhang.

Beispiel 5.2.4. Als néchstes betrachten wir das ,internet-switching“-Beispiel von Kes-
selman et al. aus [13]. Hierbei teilen sich N Internetnutzer die Bandbreite eines Routers.
Jeder Nutzer v versucht hierbei seinen Datendurchsatz x zu maximieren. Allerdings hat
der Router nur einen begrenzt grofien Puffer mit der Kapazitidt B > N. Ist die Lénge

der Warteschlange
N
W = Z x”
v=1

grofler als die Pufferkapazitdt, so verstopft das System und ankommende Datenpakete
werden abgewiesen. Ziel der Nutzer muss es daher sein, den ,,Congestion“-Level so gering
wie moglich zu halten. Daher hat jeder Nutzer v = 1,..., N die (negative) Nutzenfunktion

0, (z",x7") = —% (1 — %) :

Im eindeutigen Nash-Gleichgewicht hat jeder Nutzer einen Datendurchsatz von z¥ =
Uy,
Wir testen dieses Beispiel mit den Parametern N = 10, B = 1, ¢ = 1075, v = 0.05 und

dem Startwert z° = (0.01,...,0.01). Um Probleme beziiglich der Wohldefiniertheit der
Nutzenfunktionen zu vermeiden, schrianken wir den zuléssigen Bereich auf

X={reRY|2¥>001firallev=1,...,10}

ein. Dies &ndert offensichtlich nichts an der Lage des Nash-Gleichgewichts im Punkt
x* = (0.09,...,0.09). Die zugehorigen Iterationsverldufe entnehme man den Tabellen A.5
und A.6 im Anhang, in der aus Platzgriinden immer nur die ersten vier Komponenten
der aktuellen Iterierten x* angegeben sind.
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Ty

E
Ty

%
T3

E
Ly

Vs (2*)

—
L O O 00O U WD O

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38

0.50000000
0.35431548
0.51717380
0.53243680
0.49394870
0.46782617
0.43746066
0.41238696
0.37052258
0.33738793
0.30603459

0.19313042
0.19378472
0.19424197
0.19481475
0.19520809
0.19550305
0.19546230
0.19556569
0.19495297
0.19418802
0.19355814

0.50000000
0.88430395
0.90246191
1.00865373
1.02740542
1.03672290
1.05798083
1.07138691
1.09043851
1.10309478
1.10852938

1.09439678
1.09415898
1.09402019
1.09381084
1.09389417
1.09386185
1.09422517
1.09413352
1.09443632
1.09428513
1.09432354

0.50000000
1.08600051
1.03510235
1.05906779
1.14363898
1.13306566
1.17213817
1.19233378
1.21858175
1.24395015
1.24206078

1.22700967
1.22705934
1.22723161
1.22729516
1.22751780
1.22762507
1.22752601
1.22743701
1.22731744
1.22727422
1.22734242

0.50000000
0.90526760
0.92665214
1.01031126
1.04525537
1.02802357
1.03077331
1.04230857
1.04781813
1.04752678
1.05026239

1.04501508
1.04474372
1.04483413
1.04450054
1.04436479
1.04454739
1.04446326
1.04462814
1.04495798
1.04483519
1.04482263

25.21735124
2.04911508
0.51641812
0.13390608
0.05719039
0.02582250
0.01704263
0.01145572
0.00714402
0.00515427
0.00394165

0.00002333
0.00002019
0.00001715
0.00001449
0.00001182
0.00000928
0.00000697
0.00000480
0.00000246
0.00000139
0.00000072

0.5

— = = = e e

Tabelle 5.4: Iterationsverlauf im DSL-Beispiel mit schwachem Crosstalk und Algorithmus
5.1.4

Beispiel 5.2.5. Dieses Beispiel findet man in [3], Case Study 1. Man betrachtet hier drei
Firmen v = 1,2, 3, die Strom herstellen und auf dem selben Markt verkaufen. Hierbei
betreibt die erste Firma n; = 1 Generator, dessen erzeugte Strommenge mit z1 bezeichnet
wird, die zweite Firma n, = 2 Generatoren mit den Outputs x3, 22 und die dritte Firma
ng = 3 Generatoren mit den Outputs 3, 25 und 3. Ziel jeder Firma ist es natiirlich
ihren Gewinn zu maximieren. Der Marktpreis fiir Strom ergibt sich in Abhéngigkeit vom
Angebot als

3 ny
ple) =3784—-2> ) a¥.
v=1 j=1

Bei der Herstellung von Strom entstehen den Firmen v an den jeweiligen Generatoren
j=1,...,n, die folgenden Kosten

4
¢

Ky (@) = (@) + dja) + ]

mit den Konstanten aus Tabelle 5.6. Damit lauten die (negativen) Nutzenfunktionen der
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Fabrik v | ¢,  c¢op e, Uy  Uyo
1 0.10 0.01 | 0.50 6.5 4.583
2 0.12 0.05]0.25 5.0 6.250
3 0.15 0.01 ]0.75 5.5 3.750

Tabelle 5.5: Die Konstanten im Flussverschmutzungsproblem

Firma v | Generator j cl d; el | oy BY
1 1 0.04 2 0|0 &0
2 1 0035 175 0| 0 80
2 2 0.125 1 00 50
3 1 0.0166 325 0 | 0 55
3 2 0.05 3 0|0 30
3 3 0.05 3 0| 0 40

Tabelle 5.6: Konstanten im Elektrizitdtsmarkt-Beispiel

Firmen v =1,2,3

O e, ) = = <p<:c> TS Kf(sv;*)) -

Der zuléssige Bereich wird in diesem Beispiel durch Nichtnegativitatsrestriktionen und
maximale Produktionskapazitdten beschrankt:

X={reR a<z<p}.

Mit den Parametern ¢ = 1075, v = 0.05 und dem Startwert 2° = (0,0,0,0,0,0) erhal-
ten wir die Iterationsverldaufe in den Tabellen A.7 und A.8 im Anhang, wobei wir aus
Platzgriinden nur die ersten vier Komponenten von z* ausgeben.

Beispiel 5.2.6. Dieses Beispiel stammt aus [17], Seite 233, und beschreibt einen Markt
mit einem Anbieter-Oligopol. Fiinf Firmen v = 1,...,5 bieten auf dem selben Markt
eine Menge z” des gleichen Gutes an. Der Marktpreis ergibt sich in Abhéngigkeit vom
Angebot aus

-1
5 n
p(z) = 50007 (Z x> ,
v=1

wobei der Parameter 7 = 1.1 beschreibt, wie elastisch der Preis auf Angebotséinderungen
reagiert. Den Firmen v entstehen bei der Produktion die folgenden Kosten
Syl

5 -1
Kl/ v =c, 1 v KVaV . 14 5
(") = e,z +6l,+ ()

mit den Konstanten aus Tabelle 5.7. Der zuléssige Bereich wird hier durch Nichtnegati-
vitétsrestriktionen und eine gemeinsame obere Absatzgrenze beschrankt:

5
x>0, nygp}.

v=1

X:{x€R5
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Fabrik v | ¢, K, 0,
1 10 5 1.2
2 8 5 1.1
3 6 5 1.0
4 4 5 09
5 2 5 0.8

Tabelle 5.7: Die Konstanten im Oligopolproblem

Mit den Parametern ¢ = 107%, v = 0.05 und dem Startwert 2° = (0,0, 0,0, 0) erhalten wir
fiir verschiedene Werte von P die Iterationsverlaufe aus den Tabellen A.9 und A.10 im
Anhang, wobei wir auch hier aus Platzgriinden wieder nur die ersten vier Komponenten
von z* ausgeben. Fiir verschiedene Werte von P erhilt man mit den beiden Algorith-
men die Iterationszahlen aus Tabelle 5.8. Fiir P = 200 tritt bei Algorithmus 5.1.1 bei
der Berechnung von y,(z) in der Funktion fmincon aus der Optimization Toolbox von

MATLAB eine Endlosschleife auf.

P=7 P=100 P=150 P =200
Algorithmus 5.1.1 15 17 26 -
Algorithmus 5.1.4 7 8 10 10

Tabelle 5.8: Iterationszahlen im Oligopol-Beispiel

Beispiel 5.2.7. Zum Abschluss wollen wir noch ein Beispiel von Rosen, aus [21], be-
trachten, in dem die strikte Komplementaritit verletzt ist. In diesem Beispiel gibt es
zwei Spieler mit den Nutzenfunktionen

01 (21, 72) = 0.527 — 2129 und y(z1, 29) = 25 + 2125.
Der zuldssige Bereich ist
X={zeR? |2>0, v +a,>1}.

In diesem GNEP existiert genau ein normalisiertes Nash-Gleichgewicht, ndmlich z* =
(1,0). Der zugehérige Lagrange-Multiplikator zu

g(r) = )
—X] — Lo + 1

lautet A(z*) = (0,0, 1). In der zweiten Ungleichung gilt also keine strikte Komplementa-
ritéit. Mit den Parametern e = 107% v = 0.05 und dem Startwert x° = (1,1) erhalten wir
die Iterationsverlaufe aus den Tabellen A.11 und A.12 im Anhang.

Wie erwartet benttigt der Algorithmus 5.1.1 bei den meisten Beispielen weniger Ite-
rationen als der Algorithmus 5.1.4, der ja schlieBlich nur mit einer Approximation der
Ableitung rechnet. Die lokal schnelle Konvergenz von Algorithmus 5.1.1 sieht man be-
sonders schon in den Beispielen 5.2.4 und 5.2.5. Das einzige Beispiel, in dem Algorithmus
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5.1.4 deutlich schneller ist, ist das Beispiel 5.2.6. Hier wird der Unterschied umso gréfer,
je groBer man die gemeinsame Absatzgrenze P wihlt, d.h. je weiter der Startpunkt vom
Nash-Gleichgewicht entfernt ist. Dies konnte darauf hindeuten, dass der Algorithmus
5.1.4 stabiler ist.
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Anhang

A.1 Tabellen

k

E
Ty

E
)

Vi (a")

0 | 2.00000000 0.00000000
11]5.33333343  5.33333323

82.92682927 | -
0.00000000 | 1

Tabelle A.1: Iterationsverlauf im Duopol-Beispiel mit Algorithmus 5.1.1

%
Ly

%
)

V,(@)

TR W N~ O

2.00000000
6.63414635
5.78962750
5.49925965
5.33217740
5.33262331

0.00000000
4.87804876
4.87963174
5.12575011
5.32551707
5.33325524

82.92682927
1.16074926
0.10099424
0.01891793
0.00009376
0.00000073

Tabelle A.2: Iterationsverlauf im Duopol-Beispiel mit Algorithmus 5.1.4

E
Ty

E
Lo

E
T3

Vi (a*)

Gl W N~ O

0.00000000
21.78434475
21.17266304
21.11820326
21.19213083
21.14432223

0.00000000
16.97415986
16.06961160
16.03111020
16.02560123
16.02727781

0.00000000
1.93531630
2.69135288
2.74592768
2.68935110
2.72651043

77.42990778
0.04054515
0.00007705
0.00000106
0.00001824
0.00000000

—_ = = = =

Tabelle A.3: Iterationsverlauf im Flussverschmutzungs-Beispiel mit Algorithmus 5.1.1
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k

k

k

k xy x5 xy V. (2F) Ly
0 | 0.00000000  0.00000000  0.00000000 | 77.42990778 | -
1] 240663168  2.44776941  2.67926174 | 58.99670141 | 1
21 11.04297613 10.82175505 12.26257788 | 2.09961026 | 1
31 11.10216453 11.23705434 12.09009633 | 1.91101655 | 1
4 111.41235047 13.15733342 11.26380466 | 1.21040348 | 1
5 | 12.10184237 16.77887883  9.62313061 | 0.67130210 | 1
6 | 12.21524334 16.82260217  9.52053490 | 0.65592277 | 1
71 12.75815352 16.78955548  9.10280163 | 0.57899180 | 1
8 | 15.29687373 16.56318537  7.17119483 | 0.28159348 | 1
9 1 21.14493383 16.02860586  2.72562612 | 0.00000001 | 1

Tabelle A.4: Iterationsverlauf im Flussverschmutzungs-Beispiel mit Algorithmus 5.1.4

i

%
)

%
T3

i

V,(@)

ty,

W N - o

0.01000000
0.08239642
0.08911740
0.08987471
0.08998178

0.01000000
0.08239685
0.08911733
0.08987471
0.08998178

0.01000000
0.08239642
0.08911740
0.08987471
0.08998178

0.01000000
0.08239685
0.08911733
0.08987471
0.08998178

3.99007405
0.01643612
0.00021274
0.00000427
0.00000009

0.5
1
1
1

Tabelle A.5: Tterationsverlauf im Internet-Switching-Beispiel mit Algorithmus 5.1.1

k xk x5 zk xk V. (z") ty
0 | 0.01000000 0.01000000 0.01000000 0.01000000 | 3.99007405 | -
1| 0.08831286 0.08831287 0.08831286 0.08831287 | 0.00078093 | 0.57
21 0.08867861 0.08867860 0.08867861 0.08867860 | 0.00047802 | 1
31 0.08997811 0.08997810 0.08997811 0.08997810 | 0.00000013 | 1

Tabelle A.6: Iterationsverlauf im Internet-Switching-Beispiel mit Algorithmus 5.1.4

k

k

k

k

k oy xs xs xy V., (z%) tx

0.00000000  0.00000000  0.00000000  0.00000000 | 52011.98982334 | -
1] 0.00000000 62.73511240 17.61322641 55.00000000 | 3229.24997503 | 1
2 1 46.66162558 32.15384780 15.00331112 22.10729658 0.00000000 1

Tabelle A.7: Iterationsverlauf im Elektrizitdtsmarkt-Beispiel mit Algorithmus 5.1.1
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k xk xh % ok V., (z%) ti
0 | 0.00000000  0.00000000  0.00000000  0.00000000 | 52011.98982334 | -
1| 40.00000000 40.00000000 25.00000000 27.50000000 | 2104.65457415 | 0.5
2 | 53.84971463 29.14484122 15.31511438 19.75151393 | 47.18706378 1
3 | 45.00531748  29.06294341 15.61568516 22.59147444 12.11731280 1
414524127558 30.41208997 16.80657789 21.81524419 2.10791725 0.5
5 | 47.10947086 30.40659130 16.49006176 21.40772990 0.36852557 1
6 | 46.68556650 30.57614478 16.55112584 21.46027090 0.21878301 1
7 | 46.65997618 30.66677349 16.46951787 21.47423101 0.20082759 1
8 | 46.63353960 31.15796288 15.99499817 21.53035061 0.11602041 1
9 | 46.64029857 32.40991048 14.76054267 21.66686737 0.02014450 1
10 | 46.65518004 32.41626550 14.74944568 21.67087519 0.01876334 1
11 | 46.69624342 32.39764852 14.75410420 21.69647186 0.01410322 1
12 | 46.71616681 32.34317484 14.80079800 21.73536850 0.00936684 1
13 | 46.71236313  32.22926245 14.91365941 21.80759964 0.00317036 1
14 | 46.68447208 32.16201772 14.98831340 21.84639246 0.00089691 1
15 | 46.66471742  32.15308718 15.00395232 21.85578872 0.00050780 1
16 | 46.66177637 32.15186811 15.00599955 21.85697504 0.00048032 1
17 | 46.66041403 32.15172011 15.00642531 21.86036950 0.00045823 1
18 | 46.65896895 32.15233028 15.00616117 21.87289934 0.00041637 1
19 | 46.65745623 32.15364631 15.00507252 21.91076889 0.00033067 1
20 | 46.65539397 32.15651867 15.00228447 22.00180907 0.00019855 1
21 | 46.65636392 32.15772522 15.00097177 22.09325882 0.00008034 1
22 | 46.65953494 32.15571965 15.00213652 22.11935831 0.00000520 1
23 | 46.66016088 32.15509305 15.00261206 22.11423555 0.00000148 0.25
24 | 46.66044721 32.15465251 15.00279841 22.11161014 0.00000086 0.25

Tabelle A.8: Iterationsverlauf im Elektrizitatsmarkt-Beispiel mit Algorithmus 5.1.4
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E
Ty

E
)

3
L3

E
Ly

Vv(xk)

~
o

0 J O Ul W N~ O F

Nej

10
11
12
13
14
15

10.00000000
10.38151906
12.34156651
12.50972062
13.95455863
11.97983930
11.07524934
10.68672825
10.52344115
10.45492527
10.42596425
10.41354827
10.40815679
10.40578616
10.40472969
10.40430922

10.00000000
10.64672094
12.39124978
13.09530855
14.60147647
13.79090630
13.41877112
13.23109583
13.13430992
13.08488163
13.06007717
13.04773533
13.04165648
13.03868461
13.03723929
13.03659381

10.00000000
10.85293026
12.39266587
13.56399005
15.10808328
15.29736511
15.39586574
15.42557767
15.42792209
15.42284901
15.41741439
15.41342959
15.41087079
15.40933795
15.40845818
15.40799892

10.00000000
11.01964351
12.37753898
13.94085562
15.50481291
16.50900318
16.97980539
17.19634814
17.29597700
17.34190886
17.36304978
17.37290536
17.37750957
17.37966226
17.38066921
17.38110592

1025.53578372

803.22093821

452.31190454

244.17920114
7.00706926
1.45671743
0.30653992
0.06657473
0.01496376
0.00346492
0.00082192
0.00019842
0.00004855
0.00001201
0.00000287
0.00000085

— = = e e e e e e e e e e

Tabelle A.9: Iterationsverlauf im Oligopol-Beispiel fiir P = 75

und Algorithmus 5.1.1

k ¥ T3 5 T V., (z%) th
0 | 10.00000000 10.00000000 10.00000000 10.00000000 | 1025.53578372 | -
1] 12.32378670 13.62788378 14.96298905 16.33489699 1.55219807 1
2 | 11.33166817 13.23623899 15.10935136 16.88903594 | 0.31780406 1
3 | 10.48858346 12.97716125 15.31816580 17.36458896 | 0.00646215 1
4| 10.43620855 13.00036943 15.36898827 17.38564517 | 0.00133731 1
5 | 10.40700335 13.02944597 15.40724027 17.38742128 | 0.00002310 1
6 | 10.40529611 13.03296926 15.40797364 17.38406521 0.00000495 1
7 110.40418250 13.03529320 15.40773730 17.38173790 | 0.00000016 1

Tabelle A.10: Iterationsverlauf im Oligopol-Beispiel fiir P = 75 mit Algorithmus 5.1.4

E] o AGIIL
1.00000000 1.00000000 | 1.97500000 | -
1 | 1.00000000 0.00000000 | 0.00000000 | 1

e}

Tabelle A.11: Iterationsverlauf im Rosen-Beispiel mit Algorithmus 5.1.1

1.00000000  1.00000000
1 1.00000000 0.00000000

Vﬁ,(xk ) t
1.97500000 | -
0.00000000 | 1

o

Tabelle A.12: Iterationsverlauf im Rosen-Beispiel mit Algorithmus 5.1.4
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A.2 Quellcode
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