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Zusammenfassung

In der vorliegenden Skizze wird versucht, die historisch entstandene Raum-
auffassung in der Mathematik anhand der im 20. Jahrhundert stattgefundenen
Entwicklung der Theorie topologischer Raume und unendlichdimensionaler
(topologischer) Vektorraume zu beschreiben. Wir gehen auf einzelne Raum-Typen
und ihre Anwendungen n&dher ein, im Vordergrund stehen Banachraume und
Hilbertraume. Denn mittels dieser Raume (in ihren zahlreichen Erscheinungsformen,
z. B. als Sobolev-Raume) war eine durchgreifende ,Geometrisierung der Analysis*
erst moglich, die seit D. HILBERT (1862 — 1943) und seiner Integralgleichungstheorie,
verstanden als Geometrie in einem Raum mit unendlich vielen Koordinaten, so
beachtliche Erfolge erbrachte. Mit S. BANACH (1892 — 1945) wurde diese Auffassung

durchgéangig in Gestalt der nach im benannten Banachraume.

Abstract

We give a free scetch of the historically founded mathematical space concept along
the line of development during the 20. century of the theory of topological, especially
metric spaces and infinite-dimensional (topological) vector spaces. We describe
some classes of spaces and their applications, most important are Banach spaces
and Hilbert spaces. Just theses spaces (with their numerous realisations as e.g.
Sobolev spaces) gave the possibility to “geometrize parts of analysis”, which method
since the days of D. HILBERT (1862-1943) and his theory of integral equations
interpreted as geometry in a space of infinite many coordinates, was so very
effective. Thouroughly realized by S. BANACH (1862-1945) in form of theory and
applications of linear operators in called after him Banach spaces is this standpoint

fruitful up to our time.



Einleitung
,,Im Raume zwei Geraden streiten, ob sie sich kriegen oder meiden.
Ein Ingenieur ist da zur Stelle und unterscheidet klar vier Falle:
Wenn ihre Richtungen verschieden, so sind zwei Falle anzubieten:
Der Abstand etwa mal verschwindet, man sich in einem Punkte findet;
doch wenn der Abstand nicht null misst, man windschief auseinander ist.
Ist gleiche Richtung nun vorhanden, sind’s auch zwei Falle, die bekannten:
Der Abstand null, da sind sie eins; sonst parallel die beiden seins.”
(Wolfgang Pietzsch: Das Geradenduo)

Bereits der griechische Mathematiker und Geograph ERATOSTHENES von Kyrene
( 276 — 194 v. Chr.) wusste sich den ,,Streit der Geraden” im Raum zunutze zu
machen und flihrte die erste (historisch dokumentierte) ndherungsweise Bestimmung
des Erdumfangs durch. (Er malR den Winkel zwischen der Vertikalen und der Gera-
den in Richtung Sonne in Alexandria in Agypten mittags zur Sommersonnenwende.
Ihm war bekannt, dass zur gleichen Zeit die Sonne genau senkrecht Gber dem auf
etwa dem gleichen Meridian liegenden Syene = Assuan steht. Mittels des Wertes der
Entfernung Alexandria-Syene wurde die Schatzung des Erdumfangs mdglich.)

Wir sehen also, dass von dem, was im realen (dreidimensionalen) Raum geschieht,
ein klares Bild erforderlich ist. Extreme Falle solcher ,,Bilder” sind mdglich: ist diese
Pflanze nicht eine gerade aufgeblihte Lilie? — Nein, sie ist nur aus Glas (s. [1]).
Ist jene Graphik nicht ein Kandinsky oder vielleicht ein Klee? — Nein, es ist nur eine

Rasierklinge — unter dem Elektronenmikroskop (s. [2]).

Es ist eine Tatsache, dass die mathematische Abstraktion mit ihrem Raumbegriff
selbst solche Feinstrukturen der Technik bzw. der Realitat weit hinter sich lasst und
zur nicht mehr weiter auflésbaren unendlichen Verfeinerung vordringt. Daher sind
allein die Hilfsmittel der Logik als ,,Werkzeuge” zur Arbeit im mathematischen
Raumen zugelassen. Der Vorteil: beliebige Anwendungs-Situationen kdénnen
mathematisch klar erfasst und sauber quantifiziert werden mit dem erheblichen
Nutzen der genauen Einsicht anstelle des blinden Empirismus. Der Nachteil:
Jede mathematische Modellierung bleibt eine approximierende N&herung; sie gilt
stets unter Vorbehalt, bis eine bessere Approximation erzielt wird (das wichtigste



Beispiel dazu: die Aufhebung der klassischen NEwTON’'schen Mechanik durch die
EINSTEIN'sche Relativitatstheorie).

In unserem Beitrag gehen wir auf Aspekte des mathematischen Raumbegriffs ein,
die sich vor allem im Laufe des 20. Jahrhunderts entwickelt haben: die Nutzlichkeit
unendlichdimensionaler Ra&ume und die Klarung des Dimensionsbegriffs.

Die zentrale Stellung, die die Geometrie der Ebene und des (3-dimensionalen)
Raumes einnehmen, finden wir von dazu berufeneren Autoren in einem heraus-
ragenden Werk ([3]) beschrieben, in dem uUber ,,5000 Jahre Geometrie” Rechen-

schaft abgelegt wird.

1 Raume

Ein Raum bezeichnet innerhalb einer mathematischen Beschreibung eine geeignet
gewahlte Menge von Elementen mit einer gemeinsamen Eigenschaft (z. B. eine
stetige Funktion zu sein), zwischen denen ganz bestimmte algebraische bzw. topo-
logische Beziehungen bestehen. Die Natur dieser Elemente des betrachteten
Raumes kann jeweils vollkommen unterschiedlich sein. So gibt es Raume von
Zahlen, Vektoren, Funktionen, Malien, Matrizen, Operatoren, von Systemen von

Vektoren, Funktionen, Mal3en, Matrizen, Operatoren usw.

Fur die Anwendungen habe sich im 20. Jahrhundert vor allem lineare Raume oder
Vektorraume als nitzlich erwiesen. Auf diese wollen wir daher vorrangig eingehen.
Es zeigte sich stets, dass ein gestelltes Problem, die Methode zu seiner Losung und
die Wahl des zu benutzenden Raumes in aul3erordentlich engem Zusammenhang
stehen.

Wir méchten im Folgenden zunéchst einige wesentliche Raumtypen vorstellen.
Untrennbar verbunden mit den jeweiligen Raumklassen sind stets die Abbildungen,
die zwischen R&aumen ein und derselben Klasse existieren, insbesondere die
jeweiligen strukturerhaltenden Isomorphismen (umkehrbar eindeutige Abbildungen,

die in beiden Richtungen strukturvertraglich sind).

1.1 Topologische Raume
Grundlage fur die Topologie ist der Umgebungsbegriff. (s. [4], [5]). Fur jeden Punkt

einer gegebenen nicht leeren Menge X sind gewisse nichtleere Teilmengen von X,



die Umgebungen des betrachteten Punktes, ausgezeichnet. Sie muissen die
folgenden Forderungen erftllen:
- der betrachtete Punkt liegt in jeder seiner Umgebungen,
- der Durchschnitt zweier Umgebungen ist wieder eine Umgebung (des betrach-
teten Punktes),
- jede Obermenge einer Umgebung ist ebenfalls eine Umgebung (des betrachteten
Punktes),
- jede Umgebung eines Punktes enthélt eine Umgebung dieses Punktes flr die sie
Umgebung aller derer Punkte ist.
Eine Teilmenge von X heil3t offen, wenn sie mit jedem ihrer Punkte auch eine volle
Umgebung dieses Punktes enthélt. Das System aller offenen Mengen bildet dann
eine auf X erklarte Topologie t. Das Paar (X, t) heil3t ein topologischer Raum
(F. HAUSDORFF 1914). Als Beispiel nennen wir die im néachsten Punkt auftretenden
metrischen Raume. Fir die topologischen Raume sind die strukturerhaltenden
Isomorphismen die sog. Homdéomorphismen. Das sind umkehrbar eindeutige Abbil-
dungen eines topologischen Raumes auf einen anderen, bei denen die Systeme der
offenen Mengen ineinander uUberfuhrt werden. Zum Beispiel sind (Voll-) Kreis und
Quadat zueinander homoéomorph, eine Kreislinie und eine Strecke jedoch nicht.
Auf einer beliebigen Teilmenge eines topologischen Raumes fihrt man eine
Topologie einfach mittels Durchschnittsbildung der Teilmenge mit den bereits vorhan-
denen Umgebungen bzw. offenen Mengen ein und erhalt so den Begriff des
Teilraumes. Eine Teilmenge eines topologischen Raumes heil3t abgeschlossen,
wenn ihre Komplementarmenge zu diesem Raum eine offene Menge ist. Eine
(abgeschlossene) Menge heil3t kompakt, wenn fur jedes System offener Mengen,
das sie Uberdeckt, bereits ein endliches Uberdeckendes Teil-System existiert.

1.2 Metrische Rdume

Unter einem metrischen Raum (M. FRECHET 1906) versteht man eine Menge X,
in der je zwei Elementen X,y (aus X) eine nichtnegative Zahl d(x,y), ihr Abstand,
zugeordnet ist, wobei die folgenden Forderungen (Axiome) erhoben werden:
- esqgilt d(x,y)=0 genau fur x=y
- far alle x,y,z (aus X) gilt die Ungleichung (Dreiecks-Ungleichung)
d(x,y)Pd(x,2)+d(z,y)
- d(x,y) =d(x,y) (Symmetrie)



Diese Forderungen sind einerseits allgemein genug, um die unterschiedlichsten
Anwendungssituationen erfassen zu kénnen, aber andererseits speziell genug, um
das Wesentliche eines Abstandsbegriffs widerzuspiegeln. Stellen wir uns etwa d(x,y)
als die Ubliche Entfernung zweier Punkte x,y in der Ebene vor, so sind die genannten
Eigenschaften unmittelbar ersichtlich. Die strukturerhaltenden Abbildungen sind hier
die Isometrien. Eine Abbildung eines metrischen Raumes auf einen anderen heil3t
eine Isometrie, wenn dabei alle Abstande erhalten bleiben: der Abstand zwischen
zwei Originalpunkten ist stets genau so grol3 wie der Abstand der zugehdrigen
Bildpunkte. Zwei isometrische metrische Raume gleichen einander wie eine Xerox-
Kopie der anderen vom gleichen Original. Die Topologie eines metrischen Raumes
bekommt man mittels der (speziellen) ,Kugelumgebungen®: alle Punkte, die von
einem festen Punkt einen Abstand haben, der kleiner ist als eine gegebene Zahl >0,
bilden eine (offene) o6-Kugelumgebung dieses Punktes. Als Umgebung generell
erklart man jede Menge, die eine 8-Kugelumgebung dieses Punktes enthalt. Damit
wird jeder metrische Raum ein topologischer Raum. Die umgekehrte Fragestellung:
"Wann lasst sich eine gegebene Topologie aus einer Metrik erzeugen?" ist das
sogenannte Metrisationsproblem (s.[6]). Es wurde endgultig 1950/51 von J. NAGATA,
R. H. BING und Y. M. SMIRNOV geklart. Die Verbindung der Theorie metrischer Raume
zur Geometrie wird durch die sog. ,Innere Geometrie der metrischen Raume*
hergestellt (s. [7]). Ein enorm wichtiger Zweig der Theorie metrischer Raume sind die
RIEMANNSchen Mannigfaltigkeiten (und allgemeiner die differenzierbaren Mannig-
faltigkeiten).

Die Metrik wird hierbei tGber eine lokale Langenmessung eingefihrt. Damit sind die
Riemannschen Mannigfaltigkeiten und ihre Verallgemeinerungen ideale Model-
lierungsraume fir physikalische und technische Anwendungen (spezielle und vor
allem die allgemeine Relativitatstheorie; Elastizitatstheorie; allgemeiner: Mechanik
der Kontinua, also speziell auch Hydromechanik sowie allgemeine Feldtheorie).
Zur (inneren) Metrik gelangt man auf einer R. M. durch die gr6f3te untere Schranke
der Bogenlangen (mittels des lokalen Léngendifferentials berechenbar!) aller
mdoglichen glatten Kurven, die zwei gegebene feste Punkte verbinden. Die ein-
schlagigen Isomorphismen in der Theorie der differenzierbaren Mannigfaltigkeiten
sind die sog. Diffeomorphismen ([8]), es sind Homdomorphismen (einer d. M. auf
eine andere), die gleichzeitig die Differenzierbarkeitsstruktur erhalten und gewisser-

mal3en nur ,verpflanzen®. J. MILNOR entdeckte 1956, dass es d. M. gibt, die homoo-



morph (also topologisch gleichwertig), aber nicht diffeomorph sind und eroffnete
damit das Gebiet der Differentialtopologie. Wie man Mannigfaltigkeiten (Karten-
systemel!) fir ganz praktische Aufgaben einsetzt, wird in sehr anschaulicher Weise in

einem Grundsatz-Artikel von H. NEUNZERT ([9]) beschrieben.

1.3 Lineare Raume (Vektorraume)

Unter einem linearen Raum oder Vektorraum versteht man eine Menge E von
Elementen f,g,h,..., fir die die Rechenoperationen der Addition f+g und der Multi-
plikation cf der Elemente f mit Zahlen c (reell bzw. komplex) erklart sind, welche die
Ublichen Rechenregeln der Addition von Vektoren bzw. der Multiplikation von
Vektoren mit Zahlen erfullen. Eine Teilmenge eines Vektorraumes heil3t konvex,
wenn sie mit je zwei Elementen (Vektoren) auch ihre gesamte Verbindungsstrecke

enthéalt. (Beispiel: Kreisscheibe, Gegenbeispiel: Kreislinie)

1.4 Topologische Vektorrdume

Hier werden nun die topologischen Strukturen mit den Vektorraumstrukturen
gemischt und zwar so, dass beide miteinander vertraglich sind (in einem naher zu
definierenden Sinne). Der Begriff des topologischen Vektorraumes geht auf
J.v. NEUMANN und A.N. KoLMOGOROV 1934/35 zurlck. Wir nennen einige Spezialfalle.

1.4.1 Normierte Raume. Banachraume

Der entscheidende Fortschritt bei der ,Geometrisierung der Analysis“, wie sie durch
D. HILBERT zu Anfang des 20. Jahrhunderts fir die Theorie der linearen Integral-
gleichungen im Rahmen einer ,Analysis der unendlich vielen Variablen“ durchgefihrt
wurde, war die Einfihrung so einfacher geometrischer Begriffe wie Lange (eines
Vektors), Winkel (zwischen zwei Vektoren, die beide nicht Null sind): insbesondere
die Beziehung der Orthogonalitdt in unendlich-dimensionalen Vektorrdumen.
S. BANACH flhrte in seiner Dissertation 1922, die heute nach ihm benannten Rdume
ein und vereinfachte gleichzeitig die Mechanismen, die seine Vorlaufer erfolgreich
benutzt hatten. Zunachst einige Begriffe.

Ein normierter Raum ist einfach ein Vektorraum mit einem La&ngenbegriff, der Norm:
[|x||. Dabei wird gefordert: ||x||>0 genau fur x=0, ferner ||Ax]||=|A| ||x]|| fUr alle x und alle
Zahlenfaktoren A, und schlieZlich [|x+y||<||x]||+]ly|| far alle x,y, die sog. Dreiecks-

ungleichung. Mittels d(x,y)=||x-y|| wird in jedem normierten Raum eine Metrik



eingefiihrt. Eine Teilmenge M eines normierten bzw. metrischen Raumes heil3t
beschrankt, wenn die Abstande d(x,y) mit x aus M und y aus M eine feste positive
Zahl nicht Ubertreffen, die kleinste dieser Zahlen nennen wir den Durchmesser

von M: diam M.

Ein normierter Raum heif3t vollstandig oder: ein Banachraum, wenn jede Folge (Xn),
fur die die Langen ||x,-Xm|| Kleiner sind als eine (jede) Genauigkeitsschranke &>0,
wenn nur n und m hinreichend grof3 sind, auch ein Grenzelement besitzt.
Jeder normierte Raum lasst sich ohne Anderung der Norm so in einen ihn enthalten-
den Banachraum einlagern, dass alle Elemente des (gréf3eren) Banachraumes dann
Grenzelemente von Folgen des gegebenen normierten Raumes sind (Konstruktion
der sog. Vervollstandigung, vergleichbar dem Ubergang von den rationalen Zahlen
zu den reellen Zahlen). Jeder metrische Raum lasst sich als Teilmenge eines
normierten Raumes auffassen. Das einfachste Beispiel eines Banachraumes ist der
dreidimensionale Vektorraum R® mit der euklidischen Norm (bzw. Metrik):
Ist x=[x1,X2,X3]" (X« reell), so sei die Norm gegeben durch

1| X || =[x2*+x2%+x57TH2

(entsprechend definiert man den n-dimensionalen euklidischen Raum R").

1.4.2 Hilbertraume
Die Hilbertraume sind spezielle Banachrdume, sie beruhen auf der Einfuhrung eines
Skalarprodukts und dieses ermdglicht aul3er der Messung von Langen zusatzlich
noch die Festlegung von Winkeln zwischen Vektoren (Einfihrung des allgemeinen
Hilbertraumbegriffs 1929 durch J.von NEUMANN). Das Skalarprodukt zweier Vektoren:
(x,y), ist linear bezlglich x bei festem y und umgekehrt (wir betrachten hier nur den
reellen Fall), es ist vertauschbar und positiv definit, d. h., (x,x)>0 genau fur x=0.
Die Norm wird dann durch die allgemeine Beziehung

Il X 11 =062
definiert. Zwei Vektoren Xx,y, die beide nicht Null sind, heil3en orthogonal, wenn
(x,y)=0 qilt, also ihr Skalarprodukt verschwindet. In den Anwendungen betrachtet
man (fast ausschliel3lich) solche Hilbertraume, in denen es sogenannte vollstandige
Systeme ey, ey, ..., €n, ..., VONn paarweise zueinander orthogonalen Vektoren ey gibt,

die alle die Norm 1 haben (sog. vollstandige Orthonormalsysteme).



Gibt es ein solches System, kann man jeden Vektor x des Raumes in eine
Orthogonalreihe

X=X k=1" Ck€k
entwickeln; die Entwicklungskoeffizienten cy=(x,ex) hei3en auch die (verall-
gemeinerten) Fourierkoeffizienten. Es gilt die Vollstandigkeitsrelation

I X1 = Zeer™ e 12

Man kann die cx also auch als die Koordinaten von x (bezuglich der Achsen ey)
auffassen. Ist x ein normiertes Element, so gilt || x ||* =1 und daher

Ter” | ek P =1,
Die GréRen |c|* kénnen in diesem Fall auch als Wahrscheinlichkeiten fiir gewisse
Ereignisse interpretiert werden. Genau das ist die Situation in der klassischen
Quantenmechanik: der (normierte) Vektor x beschreibt den Zustand, die gewisse
Energieniveaus Ex besitzen, die ihrerseits Eigenwerte der zugehérigen Schrodinger-
Gleichung sind. Bei einer Energie-Messung findet man dann mit der
Wahrscheinlichkeit |c|® die Energie Ey ([10]). Der zugehérige Hilbertraum ist in
diesem Fall haufig ein Raum vom Typ L? (LEBESGUE-Raum), der im einfachsten Fall
aus allen quadratisch LEBESGUE-integrierbaren Funktionen besteht, die auf der
gesamten reellen Achse erklart sind (beziglich des LEBESGUE-Integrals verweisen wir
auf [10, S.28]).
Eine ganz andere Art des Einsatzes von Hilbertraumen finden wir in der Nume-
rischen Mathematik, z. B. bei der sog. Finite-Elemente-Methode (FEM). Das gestellte
Problem, z.B. eine Randwertaufgabe flr eine elliptische Differentialgleichung, wird
als ein sog. Variationsproblem (Extremwertaufgabe) formuliert und durch ein endlich-
dimensionales Ersatzproblem angenahert. Wesentlich sind nun Abschatzungen der
Norm der Differenz zwischen exakter Losung und Naherungslosung (vergl. [11]).
Hier werden insbesondere Hilbertraume benutzt, die gleichzeitig sog. Sobolevraume
sind (S.L. SoBoLEV 1908-1989), z.B. fiir ein beschranktes Gebiet Q des R" der
Raum HYQ), der aus allen (Lebesgue-)quadratisch integrierbaren Funktionen
besteht, die eine (Lebesgue-)quadratisch integrierbare verallgemeinerte Ableitung
(oder sog. Distributionsableitung) besitzen (s. [10, S.90]). Fruhzeitige Ansatze von
E.l. TREFFTZ (1888-1937) in dieser Richtung (s. [12]) konnten zufolge der Ver-
meidung des Lebesgue-Integrals noch keinen durchgreifenden Erfolg bringen.
Die Abhangigkeit der verschiedenen Raumtypen (mit Beispielen) zeigt der folgende
Raum-Graph (Bild 1), den wir aus [10, S.6] entlehnen.
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3 Dimension

Eine der wichtigsten ,Kennzahlen“ eines Raumes ist seine Dimension. Sie dient zum
Vergleichen verschiedener Raume und — in der Theorie und Praxis dynamischer
Systeme — zur ndheren Charakterisierung von invarianten Mengen, speziell von
Attraktoren. Sie klart die Frage, mit wie viel Parametern (Variablen, Grol3en) eine
interessierende Menge beschrieben werden kann.

Hier interessieren uns die topologische Dimension (s. 3.1) und die HAUSDORFF-
Dimension (s. 3.2), also die Feststellung der Dimension auch sehr ,zerzauster*

(fraktaler) Mengen (mit einer im allg. nicht ganzzahligen Dimension).

3.1 Die topologische Dimension

Wie Ublich beschranken wir uns hierbei auf kompakte metrische Rdume. Einfache
geometrische Uberlegungen, wie z.B. die genaue Betrachtung eines Parkett-
fulRbodens (als zweidimensionales Gebilde aufgefasst) mit gegeneinander versetzten
Zeilen von Parkettziegeln fuhren auf die folgenden Definitionen.

Gegeben sei eine Uberdeckung von X durch ein System offener Mengen:
X ist enthalten in der Vereinigungsmenge aller Mengen eines Mengensystems.
Die sog. Ordnung dieser Uberdeckung ist eine ganze Zahl m groRer gleich 1 (bzw.
o), wenn es keinen Punkt von X gibt, der zu mehr als m Elementen (Mengen) der
Uberdeckung gehort, aber es mindestens einen Punkt von X gibt, der zu genau
m Elementen (Mengen) der Uberdeckung gehort (bzw. es ein solches m nicht gibt).
Die Dimension von X ist nun die kleinste nicht negative ganze Zahl n mit der
Eigenschaft, dass es zu jedem £>0 (KleinheitsmaR) eine Uberdeckung von X mit
offenen (bzw. abgeschlossenen) Mengen mit einem Durchmesser kleiner oder
gleich ¢ gibt, deren Ordnung gleich (n+1) ist, bzw. sie (die Dimension) ist gleich oo.
Bei dieser Definition behalten die bekannten geometrischen Gebilde ihre bisherigen
Dimensionswerte: ein Wirfel hat die Dimension 3. K. MENGER UND G. NOBELING
zeigten 1926, dass ein kompakter metrischer Raum, der die Dimension n hat, stets
als eine Teilmenge des euklidischen Raumes R* mit k = 2n+1 aufgefasst werden
kann. (Diese Zahl 2n+1 kann allgemein durch keine kleinere Zahl ersetzt werden.)
Es ist bemerkenswert, dass es ein analoges Resultat (H. WHITNEY 1944) auch fir
n-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeiten, die sich also lokal wie der

R" verhalten, gibt: sie lassen sich stets (diffeomorph) in einen R*" einbetten.



3.2 Die HAUSDORFF-Dimension

Im Jahre 1919 erschien die Verdffentlichung [13] von Felix HAUSDORFF und
ihre Ergebnisse waren fur Jahrzehnte nur flir wenige weltweit agierende
Spezialisten von Interesse. Das anderte sich schlagartig mit dem Einsetzen
der Dimensionsbetrachtungen fir (seltsame) Attraktoren sowie weitere invari-
ante Mengen dynamischer Systeme (s. [14]) etwa seit 1960. Besondere
Bedeutung hat die Hausdorff-Dimension (und haben verwandte, &hnliche
Dimensionsbegriffe, die wir s&dmtlich hier nicht eingehender darlegen kdnnen)
fur die Beurteilung von Attraktoren und allgemeiner: invarianten Mannig-
faltigkeiten dynamischer Systeme (vgl. hierzu die Arbeiten [15], [16], [17], [18],
[19], [20]). In einer interessanten Veroffentlichung uber Schwingungen
fraktaler Membranenen werden (erstmalig) auch komplexwertige Dimensionen
genannt ([21]).

Die topologische Dimension ist nie grof3er als die Hausdorff-Dimension, sie ist
sogar die grofdte untere Schranke aller Hausdorff-Dimensionszahlen fir alle

zur gegebenen Menge homdomorphen Mengen (s. Punkt 1.1).

4 Anwendungen des Raumbegriffs
Im Sinne einer anregenden Bemerkung, weder klassifizierend und total extrem
unvollstandig, sollen hier noch einige (aktuelle) Anwendungen des Raum-

begriffs referiert werden.

4.1 Fixpunktsatze

Raume benotigt man in der Mathematik fiir die Untersuchung von Gleichungen
(bzw. Ungleichungen — dies fuhrt auf das von uns vollig ausgesparte Thema
der geordneten Vektorraume).

Als ein zentraler Gleichungstyp hat sich die Fixpunktaufgabe erwiesen
(s. [22]). Sie besteht darin, fir eine gegebene Abbildung F:M—M eines
Raumes (in sich) bzw. einer Teilmenge eines Raumes, ein Element X zu
finden, fiir das F(x)=x_ gilt. Als wichtige Anwendungen nennen wir

den Nachweis von Gleichgewichtszustanden in der Okonomie,
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die ErschlieBung von Ldsungen nichtlinearer Differential- und Integral-
gleichungen (Existenznachweis & Berechnung), insbesondere der Nachweis
periodischer LOsungen mit zahlreichen Anwendungen in der Theorie
nichtlinearer Schwingungen,

die Konstruktion fraktaler Mengen mittels des sog. HUTCHINSON-Operators
und die zugehorigen Anwendungen.
Jede stetige Abbildung F: M—M einer konvexen, abgeschlossenen Teilmenge
M eines normierten Raumes mit einer Bildmenge F[M], deren Abschlie3ung
(Hinzunahme aller Grenzelemente) kompakt ist, hat einen solchen Fixpunkt
(J. SCHAUDER 1927). Ob diese Aussage auch in allen allgemeinen topolo-
gischen VektorrdAumen gilt, blieb offen und ungeklart bis 1999. Ergebnis: sie
gilt! (s. [23]). Dabei muss man bedenken, dass es unter diesen allgemeinen
topologischen VektorrAumen Exemplare gibt (darunter die sog. Nadelpunkt-
raume), in denen die Umgebungen eines (beliebigen) Punktes keine konvexen
Umgebungen (wie die Metrik-Kugel im Banachraum) dieses Punktes ent-
halten. Sie sehen etwa aus wie Radiolarien. Der gewdhnliche (auch unendlich-
dimensionale) Koordinatenbegriff greift dort nicht mehr und muss durch
andere Konstruktionen ersetzt werden (s. z.B. [24], [25]). Am Institut fr
Analysis der TU Dresden wurde eine Zeit lang (etwa 1950-1980) unter
Federfuhrung und Initiative von M. LANDSBERG auf dem Gebiet gearbeitet
(s. [26], [27]). Auch zur Fixpunkttheorie gab es mehrere Arbeiten.

Die Ergebnisse bis dahin wurden in [28] zusammenfassend dargestellt.

4.2 Partielle Differentialgleichungen

Die grof3e Leistung des 20. Jahrhunderts war auf dem Gebiet der partiellen
Differentialgleichungen die Einfihrung der Distributionstheorie (historisch
verknupft u.a. mit den Namen O. HEAVISIDE; S.L. SOBOLEV; L. SCHWARTZ) und
gipfelt z.B. im Begriff der Grundlésung (bzw. der Parametrix) eines linearen
(partiellen) Differentialoperators mit konstanten Koeffizienten: Die Faltung der
Storfunktion mit der Grundldsung (das Potential) 16st die inhomogene Diffe-
rentialgleichung. Grundlagen der Signal- und Systemtheorie konnten mittels
der Distributionsrdume D’ und S’ wesentlich aufgehellt werden (s. [29], [30]).
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Neue Aspekte zeigen sich u.a. in Arbeiten von R. PICARD (s. [31]), der die
Mdoglichkeiten von Systemen von Raumen wie folgt beschreibt:

Um einerseits die Vorteile der HilbertrAume zu nutzen, aber Einschrankungen
an die zulassigen Vorgaben bei zu |I6senden Gleichungen gering zu halten und
etwa auch punktuelle Wirkgro3en zuzulassen, wie sie bei den Anwendungen
etwa als Anfangsdaten, Punktmassen, Elementarladungen, Lichtpunkte,
Impulse u.d. auftreten, kann man als Erweiterungsidee ein Geflecht von
aneinandergeketteten, angeordneten HilbertrAumen konstruieren (abstrakte)
Sobolev-Verbande). In dem hierdurch gebildeten Netz von Raumen lassen
sich dann Prozessmodelle naher untersuchen, die etwa die Reaktion auf

solche genannten punktuellen Ausldser beschreiben sollen ([32]).

4.3 Stochastische Prozesse

Seit Mitte des 20. Jahrhunderts spielt die Hilbert- und Banachraumtheorie eine
wichtige Rolle bei der Behandlung zufalliger Vorgange. So werden z.B. bei der
Untersuchung von Markoff-Prozessen spezielle Funktionenrdume sowie
Raume von Malen genutzt. Jedem Markoff-Prozess sind Operatorscharen
zugeordnet. Ergebnisse und Methoden der Operatorentheorie (= der Theorie
linearer Abbildungen zwischen normierten Rdumen), z.B. der Spektraltheorie,
der Halbgruppentheorie und der Theorie positiver Operatoren liefern
Ergebnisse fir die Theorie und Anwendung stochastischer Prozesse bzw.
verallgemeinerter stochastischer Prozesse, die das Zeitverhalten distributions-

wertiger Zufallsgro3en beschreiben (s. [33]).

4.4 Ausblick

Seit Beginn der 90er Jahre ist, vor allem durch die Arbeiten von A. CONNES
([34]) eine neue, sog. nichtkommutative Geometrie im Entstehen. Durch diese
wird der Raumbegriff stark algebraisiert. Mittels der sog. Connes-Metrik, die
sich mittels einer Operatorenalgebra konstruieren lasst, wird die Behandlung
gemischt diskret-kontinuierlicher Strukturen — analog zu Mannigfaltigkeiten mit

innerer Metrik (s. 1.2) — moglich. Damit er6ffnen sich voéllig neue Chancen fir
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die Anwendungen in der Theorie poréser Materialien und Strukturen und in der

Elementarteilchenphysik.
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