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1 Reelle Funktionen

Wiederholung des Funktionsbegriffs
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1 Reelle Funktionen

Wiederholung des Funktionsbegriffs

Ist dies eine Funktion?  f(x) = tx
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1 Reelle Funktionen ‘

Definition

Eine Funktion f : D - M ist eine eindeutige Zuordnung, die jedem Element x aus D, genau ein
Element y = f(x) aus M zuordnet.

Gilt M = R, so nennt man die Funktion f reellwertige Funktion.

Gelten M = R und Df € R, so nennt man die Funktion f Funktion.
 Die Menge D, heilst der Funktion f.

- Die Menge M heil3t Zielmenge/Wertebereich der Funktion f.

* f(x) heildt von f an der Stelle x.

- Die Menge By = {y € R : es existiert ein x € D mity = f(x)} heilst Bildmenge/Bildbereich der
Funktion f.
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1 Reelle Funktionen ‘

Bemerkungen

 Anders formuliert:

Eine reelle Funktion f : D — R ordnet jeder reellen Zahl x aus dem Definitionsbereich D
eine reelle Zahl y = f(x) aus der Zielmenge zu.

« Die Zielmenge einer Funktion f muss nicht mit dem Bildbereich dieser Funktion
Ubereinstimmen. Es gilt jedoch immer, dass der Bildbereich eine Teilmenge der Zielmenge ist.

Beispiel: f:R >R mit f(x) = x?

Zielmenge:

Bildbereich:
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2 Darstellungsmoglichkeiten
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2 Darstellungsmoglichkeiten

« Wortlaut

Jeder reellen Zahl wird ihr Doppeltes zugeordnet.

« Wertetabelle

y = f(x)
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2 Darstellungsmoglichkeiten

Wertetabelle

_____
y = fG)

1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4
5 5 5 5
5 /1 15 2 \Zy 3 35 4l 45
https.//www.geogebra.org/m/gxajbuue
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https://www.geogebra.org/m/qxajbuue

2 Darstellungsmoglichkeiten

- Wortlaut
Jeder reellen Zahl wird ihr Doppeltes zugeordnet.

e Wertetabelle

y = f(x)

- Analytisch
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2 Darstellungsmoglichkeiten

Analytisch
Explizite Darstellung Implizite Darstellung
f:[-3;4] >R x2+y?%=4
y =f(x) =x?
¥ y.
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Diese wird hier nicht naher

ausgefuhrt
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2 Darstellungsmoglichkeiten

Implizite Darstellung
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Y1 =V4—x?
Yo = —V4 —x?
Folie 12

Die Zuordnung x ~y ist nicht
eindeutig, d.h. es wird keine
Funktion beschrieben.
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2 Darstellungsmoglichkeiten

Wortlaut

Jeder reellen Zahl wird ihr Doppeltes zugeordnet.

Wertetabelle

y = f(x)

Analytisch

Graph
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2 Darstellungsmoglichkeiten ‘

Graph

Eine Funktion f : D; - R ordnet jeder Zahl x € D; genau eine Zahl f(x) € R zu. Das Paar (x, f (x))
kann als Punkt in der xy — Ebene gedeutet werden.

Die Menge aller dieser Punkte, also die Menge { } heildt Graph der Funktion f.
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3 Wichtige elementare Funktionen
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3 Wichtige elementare Funktionen

. . Exponential- und Trigonometrische
Potenzfunktion Betragsfunktion Logarithmusfunktion Funktionen

T ¥ z) =
4_{ f) = ; y

4 N 1+

1 24 _:1 jus s 3:7
14 _1+ :

X T
= 1 0 ; 2 4 3 2 10 1 2 3 4 Yy

14
24 ' -3 0 3 T 37
a4 x / -1t
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3 Wichtige elementare Funktionen

Potenzfunktion

Funktionsvorschrift: f(x) = xP mit festemp

p € N:

p=0: f(x)=x°=1  konstante Funktion (Vorsicht: 0° wird hier zu 1)
p=1: f(x)=x'=x

p=2: f(x)=x’

p=3: f(x)=x3 kubische Funktion

Ist p > 2 gerade, so ahnelt der Graphenverlauf dem der quadratischen Funktion.

Ist p > 3 ungerade, so dahnelt der Graphenverlauf dem der kubischen Funktion.
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3 Wichtige elementare Funktionen

0

M3

02 04 06 Ob % 1é 1h 1b 1@
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3 Wichtige elementare Funktionen

Potenzfunktion

Funktionsvorschrift: f(x) = xP mit festemp
p=-1:f(x)=
p=-2:f(x)=

Ist p < —1 ungerade, so ahnelt der Graphenverlauf dem der Potenzfunktion mitp = —1.

Ist p < —2 gerade, so ahnelt der Graphenverlauf dem der Potenzfunktion mitp = —2.
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3 Wichtige elementare Funktionen
y

5 -

1
N
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3 Wichtige elementare Funktionen

Potenzfunktion

Funktionsvorschrift: f(x) = xP mit festemp

p € R\Z: x > 0 fur beliebiges p (x = 0 fiir p > 0 moéglich)

1
p=0’5: f(x)=x0,5:x5=\/§
2
p=? ) = 2 = 7
— 1 1 1
p:—0,25: f(X):XO’ZSZMZE:%
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3 Wichtige elementare Funktionen
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3 Wichtige elementare Funktionen

. . Exponential- und Trigonometrische
Potenzfunktion Betragsfunktion Logarithmusfunktion Funktionen

Y K xr) =
4_{ f) =] ; y

4 N 1+

1 24 _:1 jus s 3:7
14 _1+ :

X T
= T ” 7 : 4 -3 -2 -10 2 3 1 y

14
24 ' -3 0 3 T 37

2 A1 z / 14
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3 Wichtige elementare Funktionen

Betragsfunktion
X
Funktionsvorschrift; f(x) — |X| — {—X

Abschnittsweise definierte Funktion
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3 Wichtige elementare Funktionen

y
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3 Wichtige elementare Funktionen

. . Exponential- und Trigonometrische
Potenzfunktion Betragsfunktion Logarithmusfunktion Funktionen

Y K xr) =
4_{ f) = ; y

4 N 1+

1 24 _:1 jus s 3:7
14 _1+ :

X T
= T ” 7 : 4 -3 -2 -10 2 3 1 y

14
24 ' -3 0 3 T 37

2 A1 z / 14
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3 Wichtige elementare Funktionen ‘

Exponentialfunktion Logarithmusfunktion
Funktionsvorschrift: Funktionsvorschrift:
f(x) =a* mita>0,a # 1,a fest f(x) =log,(x) mita > 0,a fest
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3 Wichtige elementare Funktionen
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3 Wichtige elementare Funktionen

. . Exponential- und Trigonometrische
Potenzfunktion Betragsfunktion Logarithmusfunktion Funktionen

Y K xr) =
4_{ f) = ; y

4 N 1+

1 24 _:1 jus s 3:7
14 _1+ :

X T
= T ” 7 : 4 -3 -2 -10 2 3 1 y

14
34 20 z T Sr

2 A1 z / 14
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3 Wichtige elementare Funktionen

Funktionsvorschriften:  f(x) = sin(x) bzw. f(x) = cos(x)
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4 Rechnen mit Funktionen
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4 Rechnen mit Funktionen

. f(x) = |x -3

Wie sieht der zugehorige
Graph aus?
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4 Rechnen mit Funktionen

https.//www.geogebra.org/m/sfeg8had
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https://www.geogebra.org/m/sfeg8had

4 Rechnen mit Funktionen

y
a=o (>
L
(] sino (] = 8
[
y
a=25 o
. T
sin(x) (] = 8
2 D sin{x)+a
sin(x-a) 6
. (] sin@x
-10 ] -8 -2 [i] 2 4 B E] a*sin()(} .
2
2
) S i ‘@i X
Jm ) N \/ W
sin(x — 2.5)
2
4
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4 Rechnen mit Funktionen ‘

Verschiebung einer Funktion

Es seien g eine reelle Funktion und a, b € R Konstanten. Dann geht der Graph der Funktion f mit

« y=f(x)=gkx)+a ausdem Graphenvon g durch um den
Wert a hervor,

« y=f(x)=g(x—->b) ausdem Graphen von g durch Verschiebung in x — Richtung um den

Beispiele:

(1) Sei g(x) = x%. Mochte man den Graphen dieser Funktion um 3 nach oben (in y — Richtung)
verschieben, so lautet die Funktionsgleichung zu diesem neuen Graphen

fxX)=gx)+3=x*>+3
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4 Rechnen mit Funktionen

Verschiebung einer Funktion

Beispiele:

(1) Sei g(x) = x%. Mochte man den Graphen dieser Funktion um 3 nach oben (in y — Richtung)
verschieben, so lautet die Funktionsgleichung zu diesem neuen Graphen

fxX)=gx)+3=x*>+3
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4 Rechnen mit Funktionen

Verschiebung einer Funktion

Es seien g eine reelle Funktion und a, b € R Konstanten. Dann geht der Graph der Funktion f mit

« y=f(x)=gkx)+a ausdem Graphenvon g durch Verschiebung in y — Richtung um den
Wert a hervor,

« y=f(x)=g(x—->b) ausdem Graphen von g durch Verschiebung in x — Richtung um den
Wert b hervor.

Beispiele:

(2) Seien g(x) = |x| und f(x) = |x — 3]. Offensichtlich gilt f(x) = g(x — 3). Demnach musste der
Graph der Funktion f durch eine Verschiebung des Graphen von g um 3 in x — Richtung (nach
rechts) hervorgehen.
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4 Rechnen mit Funktionen y

Verschiebung einer Funktion

X

-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 5 5 T

Beispiele:

(2) Seien g(x) = |x| und f(x) = |x — 3]. Offensichtlich gilt f(x) = g(x — 3). Demnach musste der
Graph der Funktion f durch eine Verschiebung des Graphen von g um 3 in x — Richtung (nach
rechts) hervorgehen.
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4 Rechnen mit Funktionen

Streckung/Stauchung einer Funktion

Es seien g eine reelle Funktion und a,b € R*(a, b > 0) Konstanten. Dann geht der Graph der
Funktion f mit

« y=f(x)=a-g(x) ausdem Graphenvon g durch Streckung in y — Richtung um den

I

« y=f(x)=g(0b x) ausdem Graphenvon g durch um den
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5 Eigenschaften von Funktionen
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5 Eigenschaften von Funktionen
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5 Eigenschaften von Funktionen

Nullstellen

Eine Zahl x, € D, heil3t Nullstelle einer Funktion f : D — R, wenn f(x,) = 0 gilt.

Beispiele:
(1) y=fx)=m-x+n Nullstellenansatz: 0 =m-x, + n  Nullstelle:
xZ-2x+1 x3—-2x0+1
(2) y = f(x) = Nullstellenansatz: 0 = =—2—
x—1 Xo—1
TECHNISCHE ZLSB / Michael Schroder
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5 Eigenschaften von Funktionen

Monotonie

Seien eine Funktion f : D - Rund ein Intervall I € Dy gegeben.

Falls fur alle x;,x, € I mit x; < x, gilt:

f(x1) < f(x,),so heildt f monoton wachsend auf dem Intervall I

f(x1) < f(x,),so heildt f streng monoton wachsend auf dem Intervall I

f(x;)  f(xy),so heildt f monoton fallend auf dem Intervall I

f(x;)  f(xy),so heildt f streng monoton fallend auf dem Intervall I
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5 Eigenschaften von Funktionen

Monotonie - Beispiel
;i f:R->R

Streng monoton wachsend:

Monoton fallend (um x = 1 keine genauere Angabe)
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5 Eigenschaften von Funktionen

Monotonie - Ausblicke (pathologisches Monster)

( x ,XEQ
f(x)_{—x ,x € R\Q
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5 Eigenschaften von Funktionen

Symmetrie

- Eine Funktion f : D — R heilst gerade, falls flr jedes x € D gilt:
Der Graph einer geraden Funktion ist achsensymmetrisch zur y — Achse.
- Eine Funktion f : D — R heil3t ungerade, falls fUr jedes x € D gilt:

Der Graph einer ungeraden Funktion ist Punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung.
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5 Eigenschaften von Funktionen

Symmetrie - Beispiel
Sei eine Funktion f : Dy —» R gegeben mit f(x) = x*.

Entscheiden Sie fur sich, ob diese Funktion symmetrisch ist!
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5 Eigenschaften von Funktionen

Symmetrie - Beispiel
Sei eine Funktion f : Dy —» R gegeben mit f(x) = x*.

Entscheiden Sie fur sich, ob diese Funktion symmetrisch ist!
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5 Eigenschaften von Funktionen

Symmetrie - Aligemeiner

Sei eine Funktion f: R - R
gegeben mit f(x) = (x — 1)2.

Die Funktion f ist offensichtlich
weder gerade noch ungerade.

Es existiert trotzdem eine .

Symmetrieachse (x = 1).

Man kann die Begriffe gerade und ungerade Funktion verallgemeinern.
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5 Eigenschaften von Funktionen

Grenzwerte

Wir betrachten

lim f(x) falls wir den Grenzwert an einer Stelle x, oder
X=X

lirll f(x) falls wir das Verhalten im Unendlichen (c oder —o) untersuchen wollen.
X— 100
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5 Eigenschaften von Funktionen

Verhalten im Unendlichen

Beispiele:
(1) Fir die Funktion f : R = R mit f(x) = sz_x gilt fur x > o0:  lim f(x) ==
6x<+7 X—00 2
Y
4
L
2
- o
0
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5 Eigenschaften von Funktionen

Verhalten im Unendlichen

Beispiele:

gilt fur x - co:  lim f(x) = Z

x%+7 X—00 2

(1) FUr die Funktion f : R - R mit f(x) =

3x2—x
6

Rechnerischer Nachweis: Sei (x,,) eine beliebige Folge mit der Eigenschaft
lim z,, = co. Dann gilt

n—oo

2 ; , 1 1
lim f(x,)= lim STy T T lim (3~ 7,) = lim S5, 340 1
o Ln __-n—+oo (}rQ + 7 ___nf+oo,r2(€;%_ 7 ) o 00 6-%— 7 60 =5
““n “n I% 0 % d
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5 Eigenschaften von Funktionen

Verhalten im Unendlichen

Beispiele:

(2) FUr die Funktion f : R - R mit f(x) = sin(x) giltfur x - oo: lim f(x) existiert nicht

X—00

L P
L -~

f(z) = sin(x)

M
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5 Eigenschaften von Funktionen

Verhalten im Unendlichen

Beispiele:
(3) FUr die Funktion f : R » R mit f(x) = x2 — 1 gilt fir x - oo; J}i_r)gof(x) = oo (existiert nicht)
y flz) =22 -1
34
a4
14
5 \i /'i S
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5 Eigenschaften von Funktionen

Verhalten an einer Stelle - Stetigkeit

Definitionen

Seien f eine reelle Funktion und x* € Dy.

- Die Funktion f heiRt stetig an der Stelle x*, wenn der Grenzwert lim f(x) existiert und mit
X—-x*

dem Funktionswert f(x*) Ubereinstimmt.

Kurz: xli_)ril*f(x) = f(x")

- Die Funktion f heilst stetig (auf ihrem Definitionsbereich), wenn sie stetig an jeder Stelle x € D
ist.

- Die Funktion f heil3t unstetig an der Stelle x*, wenn sie an der Stelle x* nicht stetig ist.
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5 Eigenschaften von Funktionen

Stetigkeit - Vorstellungsprobleme?

Wahrscheinlich so in der Schule:
»Eine Funktion ist stetig, wenn man den Graphen ohne Absetzen

des Stiftes zeichnen kann.”

f:Df > Rmitf(x) = i Stetig oder nicht?

TECHNISCHE ZLSB / Michael Schroder
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5 Eigenschaften von Funktionen

Unstetigkeiten

Gemald der Definition ist eine Funktion genau dann an einer Stelle x* unstetig, wenn einer der
folgenden drei Falle vorliegt:

(i) Die rechts- und linksseitigen Grenzwerte existieren und stimmen Uberein, stimmen aber
nicht mit dem Funktionswert f(x*) Uberein.

(i) Die rechts- und linksseitigen Grenzwerte existieren und stimmen nicht Uberein.

(iii) Wenigstens einer der Grenzwert existiert nicht.
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5 Eigenschaften von Funktionen ‘

Unstetigkeiten
(i) Die rechts- und linksseitigen Grenzwerte existieren und stimmen Uberein, stimmen aber
nicht mit dem Funktionswert f(x*) Uberein.
Vi
4 ® f :R->R
) x+1,x#2
f@) = { 4 ,x=2
2
lim £ (x) = = f(2)

xX—2

-2 /o 2 >
/
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5 Eigenschaften von Funktionen

Unstetigkeiten
(i) Die rechts- und linksseitigen Grenzwerte existieren und stimmen nicht Uberein.
y
: f:R->R
B x? x <2
4 f(x)_{—x+8,x>2
lim xX) =
| lim f(x)
lim X) =
x—>2+0f( )
X
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5 Eigenschaften von Funktionen

Unstetigkeiten
(iii) Wenigstens einer der Grenzwert existiert nicht.
y_ f:R->R
x? x <2
: fx) = s
xX—2
2 ° 2 lim xX) =
x—>2+0f( )

Da der rechtsseitige Grenzwert nicht existiert, ist f
unstetig an der Stelle x = 2.
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5 Eigenschaften von Funktionen

Stetigkeit - pathologisches Monster

R™\Q

. H 0
Se'f-(Olw)*Rm'tf(XF{ - x =2 mit ggT(p,q) = 1

Die Funktion f ist an allen rationalen Stellen unstetig,

an allen irrationalen Stellen stetig.

TECHNISCHE ZLSB / Michael Schroder
UNIVERSITAT Dresden, Bruickenkurs Mathematik 2023, 26.09.2023
DRESDEN

YA
1 ®
o
0.4
o ®
® ®
0.2 @ . ® ] o l\
y ALY I WIRY !

Graph ,,angedeutet”

Fole 61 @ LSB




