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Thema: Vektorrechnung, Analytische Geometrie im R? und im R3

Wertetabelle fiir Sinus und Kosinus (konnte fiir die Berechnung des Winkels zwischen
Vektoren niitzlich sein):

o 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
sin(fa) | 0 | 3 g § 1 @ @ i 0
cos(a) | 1 @ @ 110 -1 _g _§ 1
Grundlagen der Vektorrechnung und deren Anwendungen
ai R b1
e Ausgewihlte Vektoroperationen. Seien @ = as und b = by zwel Vektoren
as bs
mit drei Komponenten. Dann sind erklért:
N ar +b
— Summe zweier Vektoren: @ + b = | ag + b9
as + bs
t- al
— Vielfache eines Vektors (Multiplikation mit einer Zahl t € R): t-d = | t- a2
t-as

— Betrag eines Vektors: |@| = \/a? + a3 + a3
— Skalarprodukt zweier Vektoren: @ - b= a1by + agby + azbs  (Ergebnis ist eine Zahl!)
— Winkel « zwischen zwei Vektoren: zundchst Berechnung von cos(a) = ET%T, dann

Bestimmung von «, zum Beispiel mit Hilfe einer Wertetabelle fiir den Kosinus, s.o.

Die bisher genannten Vektoroperationen lassen sich entsprechend auch auf Vektoren mit zwei
Komponenten iibertragen.

Speziell fiir Vektoren mit drei Komponenten ist auferdem erklart:

. a2b3 — a3b2
— Vektorprodukt (oder auch Kreuzprodukt) zweier Vektoren: @ x b = | agby — a1bs
ai bQ - a2b1

e Flicheninhalt eines Dreiecks ABC im Raum. I = % ’1@) X E‘

Analytische Geometrie im R?

¢ Darstellung von Geraden. Eine Gerade im R? (d.h. in der zweidimensionalen Ebene) lisst
sich durch eine Parameterdarstellung (vektorielle Darstellung), aber auch durch eine parame-
terfreie Darstellung (kartesische Darstellung) beschreiben.
— Parameterdarstellung: ¥ =d +t-7, t€R

x a: Stiitzvektor /Aufpunkt, v: Richtungsvektor, ¢: Parameter



x Ein Pﬂkt P liegt genau dann auf der Geraden, wenn es einen Wert fiir ¢ gibt, sodass
gilt: OP=7d +t- 7.

— parameterfreie Darstellung: ax + by = ¢ (Voraussetzung: a, b nicht beide Null)

x Der Vektor ( Z > ist ein Normalenvektor der Geraden, das heifst, er schliefst mit

dem Richtungsvektor der Geraden einen rechten Winkel ein.

x Im Falle b # 0 lédsst sich die Geradengleichung auch in die Form y = mx + n iiber-
fiihren. Die Zahl m heift dann Anstieg der Geraden, n gibt den y-Wert des Schnitt-
punktes mit der y-Achse an.

e Gerade durch zwei Punkte. Gegeben seien zwei verschiedene Punkte P = (xp,yp) und
Q = (zq,yq). Gesucht sei eine Gleichung der Geraden durch diese beiden Punkte.

— Moglichkeit 1: Parameterdarstellung. 7 = opP +t- P—Q) - OP +t- (O—Q) - 0—15>, teR

— Moglichkeit 2: Parameterfreie Darstellung in der Form y = max + n (nur moglich, falls
YQ —yp (

rQ — - xP)

rp #xQ). Yy=yp+

e Abstand Punkt — Gerade. Gegeben seien ein Punkt P = (xp,yp) und eine Gerade g.
Gesucht sei der Abstand des Punktes von der Geraden.
Die Geradengleichung sollte zunéchst in die Gestalt ax + by = ¢ iiberfiihrt werden (falls sie
nicht schon in dieser Form vorliegt). Dann lasst sich der gesuchte Abstand wie folgt berechnen:

axp+byp —c

dist(P, g) = T

Analytische Geometrie im R3

e Darstellung von Geraden. Im R? (d.h. im dreidimensionalen Raum) lisst sich eine Gerade
nach wie vor durch eine Parameterdarstellung beschreiben. Hingegen ist die Darstellung durch
eine parameterfreie Gleichung nicht mehr moglich.

Parameterdarstellung: 7 = ad +t- 7, teR

— @: Stiitzvektor/Aufpunkt, ¥: Richtungsvektor, ¢: Parameter
— Ein P_uI)lkt P liegt genau dann auf der Geraden, wenn es einen Wert fiir ¢ gibt, sodass
gilt: OP=7d +t- 7.

e Gerade durch zwei Punkte. Gegeben seien zwei verschiedene Punkte P und ¢ im Raum.
Dann lautet eine Parameterdarstellung der Geraden durch diese beiden Punkte:

z:o—za’+t.z»—@’:o—za’+t.(<)—@’_o—zo’), teR.

¢ Darstellung von Ebenen. Eine Ebene im R? kann sowohl durch eine Parameterdarstellung
(vektorielle Darstellung) als auch durch eine parameterfreie Darstellung (kartesische Darstel-
lung) beschrieben werden.

— Parameterdarstellung: 7 =d +s-u +t-7, s, teR

* @ Stiitzvektor/Aufpunkt, 2, U: Richtungsvektoren, s,t: Parameter

*x Ein @kt P liegt genau dann auf der Ebene, wenn es Werte fiir s und ¢ gibt, sodass
gilt: OP=d +s-d +t-7.



— parameterfreie Darstellung: az + by + cz = d (Voraussetzung: a, b, ¢ nicht alle Null)
a
Der Vektor b ist ein Normalenvektor der Ebene, das heifit, er schlieft mit allen
c
Richtungsvektoren der Ebene einen rechten Winkel ein.

e Ebene durch drei Punkte. Gegeben seien drei paarweise verschiedene Punkte P, Q und R
im Raum. Gesucht sei eine Gleichung der Ebene, auf der diese drei Punkte liegen.

— Moglichkeit 1: Parameterdarstellung.
Z=0P+s -PQ+t-PR=0P+5s- (@’—(ﬁ’) +t- (ﬁ—(ﬁ’), s,t €R

— Moglichkeit 2: Parameterfreie Darstellung in der Form ax+by+cz = d. Dazu ist zunéchst
ein Normalenvektor der Ebene als Kreuzprodukt zweier Richtungsvektoren zu berechnen.
Das liefert schonmal die Werte fiir a, b, c:

a
b :P—Q)XP—R).
c

Schliefslich ist noch die rechte Seite d durch Einsetzen von einem der drei Punkte berech-
nen: d = axp + byp + czp (wobei zp,yp, zp die Koordinaten von P sind).

e Abstand Punkt — Ebene. Gegeben seien ein Punkt P = (xp,yp, zp) und eine Ebene €&.
Gesucht sei der Abstand des Punktes von der Ebene.

Es sollte zunédchst eine parameterfreie Gleichung der Ebene in der Form ax 4 by + cz = d
ermittelt werden (falls sie nicht schon in dieser Form vorliegt). Dann lésst sich der gesuchte
Abstand wie folgt berechnen:

axp+byp+czp —d

WP = | e r s




