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Thema: Gleichungen und Ungleichungen mit zwei Variablen, Kombinatorik,
Vollstandige Induktion

Gleichungen mit zwei Variablen

Durch eine Gleichung mit zwei Variablen x,y wird (von Sonderféllen abgesehen) eine Kurve in der
zy-Ebene beschrieben.

e Geradengleichungen.

— allgemeine Form:
ar +by=c

(falls @ # 0, dann ist S, = (£,0) der Schnittpunkt mit der 2-Achse; falls b # 0, dann ist
Sy = (0, §) der Schnittpunkt mit der y-Achse)

— Im Falle b # 0 lésst sich die Gleichung auch {iberfiihren in die Gestalt
Yy=mx+n.

(m: Anstieg der Geraden; n: y-Wert des Schnittpunktes mit der y-Achse)

e Parabelgleichungen. (wir betrachten hier nur den Fall, dass die Symmetrieachse parallel zu
einer der Koordinatenachsen verlduft)

— nach oben oder nach unten getffnete Parabeln:
y = a(z —x0)* +yo

(0, yo: Koordinaten des Scheitelpunkts; nach oben gedffnet im Fall @ > 0, nach unten
geoffnet im Fall a < 0)

— nach rechts oder nach links geéffnete Parabeln:
z = aly — yo)* + xo

(0, yo: Koordinaten des Scheitelpunkts; nach rechts gedffnet im Fall a > 0, nach links
gedffnet im Fall a < 0)

e Kreisgleichungen.

(& =) + (y —yu)* =1

(xar, yar: Koordinaten des Mittelpunkts; » > 0 Radius des Kreises)

¢ Ellipsengleichungen. (wir betrachten hier nur den Fall, dass die Symmetrieachsen parallel
zu den Koordinatenachsen verlaufen)

(x —znm)? | (y—ym)?

a? + b2 =1

(xar, yar: Koordinaten des Symmetriepunkts; a > 0 Lénge der zur x-Achse parallelen Halb-
achse; b > 0 Lange der zur y-Achse parallelen Halbachse)



Liegen Gleichungen fiir Parabeln, Kreise oder Ellipsen (noch) nicht in der oben angegebenen Gestalt
vor, hilft unter Umsténden eine quadratische Ergénzung, um sie in diese Form zu bringen.

Ungleichungen mit zwei Variablen

Durch eine Ungleichung mit zwei Variablen x, y wird (von Sonderfillen abgesehen) ein Bereich in der
zy-Ebene beschrieben. Zur Bestimmung des durch eine Ungleichung beschriebenen Bereichs sollte
man sich zunéchst iiberlegen, wie die Begrenzungskurve aussieht (dazu einfach das Relationszeichen
durch ein Gleichheitszeichen ersetzen). Anhand des Relationszeichens lésst sich dann entscheiden,
ob der Bereich oberhalb oder unterhalb bzw. rechts oder links bzw. innerhalb oder auferhalb der
Begrenzungskurve liegt und ob die Begrenzungskurve selbst auch zum Bereich gehort.

Kombinatorik

e Fakultat. Fir eine natiirliche Zahl n wird definiert:
nl=n-(n—-1)-...-2-1

(gesprochen: n Fakultit). Fiir n = 0 wird festgelegt: 0! = 1.
Anwendung: Gegeben seien n Objekte. Wie viele Méglichkeiten der Anordnung gibt es?

— Fall 1: Alle Objekte sind voneinander verschieden. Dann gibt es n! Moglichkeiten.

— Fall 2: Von den Objekten sind einige untereinander gleich. Genauer: Unter den Objekten
gibt es k Sorten, wobei n; Objekte zur 1. Sorte gehdren, ny Objekte zur 2. Sorte usw.
u Moglichkeiten, die Objekte anzuordnen.

nilng!l-....ng!

Dann gibt es

e Binomialkoeffizient. Fiir natiirliche Zahlen n und k& mit 0 < k& < n wird definiert:

my_o_nt (gesprochen: n iiber k)
k) Tk k) 8P ' '

Anwendung: Gegeben seien n unterschiedliche Objekte. Dann gibt es (Z) Moglichkeiten, diesen

Objekten genau k Objekte ohne Zuriicklegen zu entnehmen (vorausgesetzt, die Reihenfolge,
in der die Objekte entnommen werden, ist unerheblich).

Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

Gegeben sei eine Aussageform A(n), die von einer natiirlichen Zahl n abhéngt. Angenommen, es soll
bewiesen werden, dass A(n) fir alle natiirlichen Zahlen n ab einer gewissen Zahl ny wahr ist. Dann
kann dafiir das Beweisverfahren der vollstidndigen Induktion hilfreich sein.

e Schritt 1: Man weist die Giiltigkeit der Aussage fiir die Zahl ny nach (Induktionsanfang).

e Schritt 2: Man nimmt an, die Giiltigkeit der Aussage wurde bereits fiir alle natiirlichen Zahlen
n = ng,ng + 1,..., N nachgewiesen (Induktionsvoraussetzung) und zeigt mit Hilfe dieser
Voraussetzung, dass die Aussage auch fiir n = N + 1 wahr ist (Induktionsschritt).



