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Ziele der heutigen Vorlesung — Gliederung

Ziele der heutigen Vorlesung
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Ziele der heutigen Vorlesung
— Grundbegriffe der Logik kennenlernen
wie man , Mathematisch" spricht
— Mengenoperationen wiederholen

gleichartige Objekte gemeinsam behandeln

Funktionsbegriff verallgemeinern
das ,,putput” der Mathematik

— grundlegende Notationen und Begriffe kennenlernen/wiederholen

input putput output

TECHNISCHE Briickenkurs
@ gsgls%}s’rﬁ Fakultat Mathematik / A. Schwartz Folie 3 von 72



Logik — Gliederung

Logik
Aussagen und Wahrheitswerte
Verkniipfen von Aussagen und Wahrheitstabellen
Rechnen mit logischen Ausdriicken
Pradikate und Quantoren
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Was ist eigentlich eine Aussage?
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Aussagen und Wahrheitswerte

Definition
(a) Eine Aussage p ist ein sinnvolles sprachliches Gebilde, das die Eigenschaft hat, entweder wahr oder falsch

zu sein.

(b) Wir nennen dann w (wahr) bzw. f (falsch) den Wahrheitswert der Aussage p.

Anmerkungen
— Die zentrale Eigenschaft einer Aussage ist also, dass sie wahr oder falsch ist.

— Der Wahrheitswert einer Aussage darf nicht von weiteren Gegebenheiten abhingen (kein ,,es kommt
darauf an").
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Beispiel: Aussagen

Finde Beispiele fiir Aussagen.
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Beispiel: Elementaraussagen identifizieren

Zerlege die Aussage A B

. ~ . S . D . .
Ein Polynom f mit ungeradem Grad hat in R mindestens eine Nullstelle.

in ihre Elementaraussagen (= Grundbausteine).
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Aussageverkniipfungen

Seien p, q zwei Aussagen. Dann definieren wir die folgenden Aussageverkniipfungen:

Name Symbol Aussprache

Negation -p (oder p) ,nicht p"

Konjunktion pAq ,p und q"“

Disjunktion pVq »p oder g" (nicht exklusives ,,oder")

Implikation p=—q ,aus p folgt q“, ,wenn p, dann q", ,,p ist hinreichend fiir q*
Aquivalenz p<<q »P genau dann, wenn q", ,p ist aquivalent zu q*

Hierbei sind die Wahrheitswerte der Aussagenverkniipfungen in Abhangigkeit von Wahrheitswerten von p, q wie
folgt definiert:

P d|pAag pvg p=>q p<=gq
P —p wow W w w w
w f und w f f W £ £
£ f f . W
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Anmerkungen zu den Aussageverknipfungen

Die Negation —p kehrt den Wahrheitswert von p um.

Die Konjunktion p A q ist genau dann wahr, wenn p und q wahr sind. » l, y
Soll c?enm eive o /lv:ragew Py vabr @4 | Shielben vir P 177
a

— Die Disjunktion p v q ist genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen p, q wahr ist.

Die Implikation p == q ist genau dann wahr, wenn p und q wahr sind oder p falsch ist. Ist p falsch, so
ist der Wahrheitswert von q egal!

— Die Aquivalenz p <= q ist eine Abkiirzung fiir

(p==a)A(q==p) oderfir (p==q)A(-p= —q).
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Beispiel: Negation

Bestimme die Negation der Aussage

P: Alle Schafe sind weiB.

7P - M:S\\ oo[fa SanDe s:.\AJ L.e,.‘/>
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Beispiel: Implikation

Stelle die Aussage
Ein Polynom f mit ungeradem Grad hat in R mindestens eine Nullstelle.

als Aussagenverkniipfung dar.

(i Ry ) 4 b ok ongaadss End)
— (L1t o D en Naﬂdo/&)
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Aquivalente Aussagen und Wahrheitstabellen

Zwei Aussagenverkniipfungen p, q heiBen dquivalent, wenn sich fiir alle méglichen Wahrheitswerte der
enthaltenen Aussagen fiir p und q jeweils die gleichen Wahrheitswerte ergeben. Wir schreiben dann p = qg.

Anmerkungen
— Aquivalente Aussagen treten auf, wenn wir verschiedene logische Darstellungen fiir die gleiche Aussage
angeben konnen.
— Die Aquivalenz von Aussageverkniipfungen kann mit Hilfe einer Wahrheitstabelle iiberpriift werden.
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Beispiel: Wahrheitstabelle

Weise mit Hilfe einer Wahrheitstabelle nach, dass p <= q aquivalent ist zu

(p=a) A (-p == —q).

p q |GeD|Pp=g Tp w9 (e=>vg) (pPililp=ny)
IWERW, W W ] ! v v
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Rechenregeln fiir Aussagen

Lemma
Seien p,q,r Aussagen. Dann gelten:

Kommutativgesetze: pAq=qAp und pvqg=qVp

Assoziativgesetze: (pAg)AT=pA(gAT) und (pvq)vr=pv(qVvr)

Distributivgesezte: (pAaq)vr=(pvr)Aa(qvr) wund (pvag)Ar=(pAr)Vv(qAar)
Anmerkungen

— Bei der Verkniipfung von mehreren Aussagen mit A (oder mit V) lassen wir wegen der Assoziativgesetze
oft die Klammern weg.

— Wenn wir Verknipfungen mischen, gilt fiir die Reihenfolge der Auswertung:

erst - dann A dann Vv dann —

Mit Klammern ist man hier auf der sichereren Seite.
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Beispiel: Logik in freier Wildbahn

Seelachsfilet mit
>esam panadeu,m.u, 0,
dazu Erbspiiree© oder
Nudelgratin«~< und
Tomatensalat®

Stud.: 3,33 €
Bed.: 6,05€
S
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Beispiel: Logik in freier Wildbahn

Fortsetzung

Was ist mit der Aussage - o
7 4 N A ]

Erbspiiree oder Nudelgratin und Tomatensalat

gemeint?

E N T EvN @EBNIAT | VAT g v WAT)
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Beispiel: Logik in freier Wildbahn

Fortsetzung

Briickenkurs
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Mehr Rechenregeln fiir Aussagen

Lemma

Seien p,q,r Aussagen. Dann gelten:

Ersetzen der Implikation: (p =—q)=(-pVvq)
Ersetzen der Aquivalenz:  (p<—q)=(-pva)A(pv-q) - [FZ=>9) 4 (7: =p)

de Morgan’sche Regeln: -(pAq) = -pV-q und  —=(pvq) = -pA-q

Anmerkungen
— Damit haben wir jetzt drei dquivalente Darstellungen fiir p < q.
— Achtung: Bei den de Morgan’'schen Regeln adndert sich die Art der Verkniipfung.
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Beispiel: Negation einer Implikation

Bestimme eine dquivalente Darstellung von
-(p=q).

2 =9l = = (-p vq)
o@rfefjan;—\>= | (‘l‘oj A (_147)
- ¢ AQG9g)

Briickenkurs
TECHNISCHE
@ gl’!"EvSEDRESr:TKT Fakultat Mathematik / A. Schwartz Folie 20 von 72



Zwei wichtige logische Schliisse

Lemma

Seien p,q zwei Aussagen. Dann gelten:

(a) Sind die beiden Aussagen p und p => q wahr, so muss auch die Aussage q wahr sein, in Formeln
pA(Pp==4q)=pAq.
(b) Sind die beiden Aussagen —q und p == q wahr, so muss auch die Aussage —p wahr sein, in Formeln

(=a) A(p=q) = ~q A -p.

Anmerkungen
— Diese Aquivalenzen lassen sich mit den bisherigen Rechenregeln nachweisen.

— Achtung: Ist p falsch und p == q wahr, so folgt nichts zum Wahrheitswert von q.
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Beispiel: Logische Schliisse

Wir wissen, dass die Aussage ( Q P@/)f«,,d-.,, ) = CE T/c t&/
Polynome sind stetig
wahr ist. Was folgt fiir die Funktion f, wenn
(a) f ein Polynom ist,
(b) f nicht stetig ist,
(c) f kein Polynom ist?
(=) kbt 1 e (\Pol/m‘,—., O wiuss L é“'élg [P
SRS Prfraom, 50 s ., J\A Lo { b i,
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Beispiel: Aussage oder keine Aussage?

Ist der folgende Satz eine Aussage:

Die Funktion f ist stetig.

o Keme Assage, chun e Vabrhikior Wirg ve oo
be‘V«a OLIJG/‘C'ﬁ :Fc/-,L\ tie eaé.

o Shdfclsserr oin Pad kb, oo tewa wen So Platolls
L oD eine konbreke Toalidion orplod | echilb cmn ing
Avssaga.
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Pradikate und Stellen eines Pradikats

(a) Ein Pradikat ist ein sprachliches Gebilde mit Leerstellen bzw. Platzhaltern. Wenn alle diese Leerstellen
mit geeigneten Objekten gefiillt werden, ergibt sich eine Aussage.

(b) Die Anzahl der Leerstellen, die mit verschiedenen Objekten gefiillt werden kdnnen, bezeichnet man als
Stellen des Pradikats.

Anmerkungen
— Ein Prédikat ist also eine Funktion, in die man Objekte einsetzen kann und die eine (wahre oder falsche)

Aussage zuriickgibt.
— Die Anzahl der Variablen dieser Funktion entspricht den Stellen des Pradikats.
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Beispiel: Pradikate

Gib Beispiele fiir Pradikate mit 0, 1, und 2 Stellen an.
2 Skl D Tl bt ekby i hhval Teo ]
2 Slefl. Do Teolde O bk e Wollchll
4 Skl Die Zbl w i gemoty,
0 Selp-.  Die Zhl 2 &

for &

ger=ok.
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Existenzquantor und Allquantor

Es sei P ein 1-stelliges Pradikat. Dann definieren wir:

Name Symbol Aussprache

Existenzquantor  3x: P(x) ,es gibt (mindestens) ein x mit der Eigenschaft P*
Ixe M:P(x) ,es gibt (mindestens) ein x in der Menge M mit der
Eigenschaft P*

Allquantor Vx: P(x) .»alle x haben die Eigenschaft P*
VxeM:P(x) ,alle xin der Menge M haben die Eigenschaft P*

Anmerkungen
— Die Quantoren machen aus dem 1-stelligen Pradikat P eine Aussage 3x: P(x) bzw. Vx: P(x).

— Der Existenzquantor erlaubt auch die Existenz von mehreren x, fiir die P(x) wahr ist. Soll es genau ein x
geben, fir das P(x) wahr ist, so schreiben wir 3!x : P(x).

— Wir kénnen eine eingeschrankte Menge M angeben, aus der die Objekte x gewahlt werden diirfen.
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Beispiel: Aussagen mit Quantoren

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit f(x) = x2 - 1. Finde Beispiele fiir Aussagen iiber die Funktion f mit
Quantoren. Sind diese Aussagen wahr oder falsch? y

e | hat windosdeas 2 Nolglde., Uabe k /ﬂ
e 2 (et n)a(Pie)=0)a (le)=0) | R

EN P

o h bk ol (00) e puitive Mk, . it
VX z0 #l&)yo
o) ad gee B dboof vk

VKG(B ‘3 XGW/ . R&):y

° ! ﬁgs’ mﬂ 62 ﬂz w)/'w-e q/t M/g
¥ oxc(d: Qg)a?o o
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Beispiel: Reihenfolge von Quantoren

Es sei L die Menge aller affin-linearen Funktionen f : R — R, d.h. von Funktionen der Form f(x) =a-x+b mit
a,b € R beliebig.
(a) Vervollstindige mit Hilfe von Quantoren die Aquivalenzaussage

feL —

lel &= KabeR ¥Yrelp : lu) = aesrl

ex 314) q,L G(E, so 0/a$5 ﬂﬁr all ffé@ 8‘%
Q&): axtb |

n
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Beispiel: Reihenfolge von Quantoren
Fortsetzung

Es sei L die Menge aller affin-linearen Funktionen f : R — R, d.h. von Funktionen der Form f(x) =a-x+b mit

a,b e R beliebig.
(b) Was besagen die folgenden Aussagen:

P: Jfel VxeR : f(x)=0,
q: Ve R 3fel : (X)) %0.
T Es 3.',L1 Cong cJ)v-‘W'J“VmK :Fc/k(tt‘“" L ,ollk (A (I-D Ve"u MJI/IMZLV/
wabe 20 L&)= Oy +§

9: For ol J(‘G(B 3"}' ey 2ung Q]\Q"H/l"ﬂcm Ko llo o, /, die S

K‘ kﬂ;n-( Nd“gw l«lq,‘\,
\A/qu/ =z} LCZ) = 4-x @’X’j
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Negation von Quantoren

Lemma

Es sei P(x) ein 1-stelliges Pradikat. Dann gelten:

Negation von Existenzquantoren: — —(3x:P(x)) = ¥x: -P(x) -(IxeM:P(x)) = Vx e M : -P(x)
Negation von Allquantoren: -(Vx:P(x)) = 3x: =P (x) —(VxeM:P(x)) =3Ix e M: -P(x)
Anmerkungen

— Achtung: Bei der Negation dndert sich die Art des Quantors.

— Bei der Negation einer Aussage mit mehreren Quantoren bleibt die Reihenfolge der Quantoren erhalten,
aber sie dndern alle ihre Art.
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Beispiel: Negation von Quantoren

Formuliere die Aussage
Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat —1 ist

mit Hilfe von Quantoren und lése die Negation auf.

— (Axe® + ¥T=-1) = Vwel: £T4 -7
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Mengen — Gliederung

Mengen
Mengen und Elemente
Teilmengen
Rechnen mit Mengen
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Was ist eigentlich eine Menge?

Q[(Q 8,@(20[% 'Zea[ﬂaﬁ
Otl(é g)c;.ouf "*-'/6' V‘“"LD&—S )5"6 /{ n” {omeer e W[zw
a(Q 8-)(1432-_, ‘q:w[/ -b\bm
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Mengen

(a) Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlbestimmten und unterscheidbaren Objekte zu einem

Ganzen.
(b) Objekte, die zu der Menge gehdren, heiBen Elemente der Menge. Ist a ein Element der Menge M, so
schreiben wir a € M. Ist hingegen a kein Element der Menge M, so schreiben wir a ¢ M.

(c) Zwei Mengen A, B heiBen gleich, wenn sie die gleichen Elemente enthalten, d.h.

A=B — Vx:xeA < xeB.

Anmerkungen
— Die zentrale Eigenschaft einer Menge ist also, dass ein Objekt entweder enthalten ist oder nicht.

— Jedes Objekt ist hochstens einmal in der Menge enthalten.
— Mengen haben keine innere Struktur, insbesondere keine Reihenfolge.

1233 =322,4)
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Notation von Mengen

— Fiir die leere Menge, die kein einziges Element enthélt, schreiben wir
%) oder {}.
— Mengen werden mit geschweiften Klammern berandet

A ={a,b,c}.
QIQJ X an O&IGVVWQ(M

— Wir beschreiben Mengen oft mit Hilfe eines Pradikats P als =€ /7/
/ L\“’ o ie e AJS:

Bz{xeM:P(x)}.& Vebr g 25 )

Als Trennzeichen verwenden wir manchmal auch einen senkrechten Strich, d.h.

B={xeM|P(x)}.
N hWilh Lei =zu V/b&w’ Defpb(ﬂméfﬁ,
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Beispiel: Notation von Mengen

Gib die folgenden Mengen an:
(a) Die Menge aller geraden Zahlen zwischen 15 und 25.
(b) Die Menge aller nichtnegativen Zahlen, die kleiner als 3 sind.

(c) Die Menge aller achsensymmetrischen Funktionen von R nach R.
() A=S16,18,20, 22, Q4] o it
() B-34sR:02x 23] =102) = LosL = NI
3 ghict wdrz B
c) C=30®-> | Vel : P- b0}

(R A
Z.;éseu-. oek Dofﬂ/f,‘,[v/
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Beispiel: Notation von Mengen
Fortsetzung

Briickenkurs
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NO\'aL'am Qd\‘ —réu[h-u—% ;hm[%z\d
Xﬁ')/ ‘ /Vz./ [ Xz, ,E>),

(a) Eine Menge A heiBt eine Teilmenge der Menge B, wenn aus a € A immer a € B folgt. In diesem Fall
schreiben wir

Teilmenge einer Menge

A cB.

(b) Ist A eine echte Teilmenge von B, d.h. gilt zusatzlich A # B, so schreiben wir

AcB oder Ag¢B.

Anmerkungen
— Teilmengen dirfen auch gleich sein, d.h. A € B erlaubt auch den Fall A =B.
— Achtung: Manche verwenden die Notation A c B fiir Teilmengen und A ¢ B fiir echte Teilmengen.
— Ist A keine (echte) Teilmenge von B, so schreiben wir A ¢ B (bzw. A ¢ B).

— Gilt A c B, so ist B eine Obermenge von A und wir schreiben auch B 2 A. Analog schreiben wir B> A
fiir eine echte Obermenge B von A.
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lllustration einer Teilmenge

L MCemgp

@
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Beispiel: Teilmengen einer Menge von Zahlen

Gegeben seien die vier Mengen
A={1,2,3,4}, B={l,2}, C={45}, D={3}.

Gib Beispiele fiir Element- und Teilmengenbeziehungen an.

2R D=8 < A

t | T ( £ ;; o | C $ A
Zahl 2 &t en m"% 333 ¢ ehe ‘ T
Plrent you A Elmeage o 4 Tk Capy,.

le _—
a}f Ve, 4 ]
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Beispiel: Teilmengen einer Menge von Zahlenmengen
Gegeben sei die Menge
M= {®7{1}7{2}7{172}}'

Gib Beispiele fiir Elemente und Teilmengen von M an.

hciboay - Die Blemenke voy [T oo Zeblos megen, hoiue Z2t, |

§1ye M | 350,80} €™ | ge 1T,
Ve Toge, o oy 24y etslf
¢ <1

1 leert Wa%, Ae Moin Zoblen, et cothi )
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Rechenregeln fiir Teilmengen

Lemma

Seien A, B, C drei Mengen. Dann gelten:

Reflexivitat: AcA
Antisymmetrie: (AcB)A(BcA) =— A=B
Transitivitat: (AcB)A(BcC) — AcC

sonstiges AdA, AcB = AcB, AcB <= (AcB)A(A#B)
Gleichheit: A=B <= (AcB)A(BcA)
Anmerkungen

— Gilt bei der Transitivitait A ¢ B oder B c C, so folgt A c C.

— Die letzte Regel verwenden wir oft, um die Gleichheit von Mengen zu zeigen.
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Schnitt von zwei Mengen

(a) Seien M eine Grundmenge und A, B ¢ M zwei Teilmengen. Dann heiBt die Menge
AnB:={meM|(meA)A(meB)}

der Schnitt von A und B.
(b) Zwei Mengen A,B mit A nB = @ heiBen disjunkt.

Anmerkungen
— Der Schnitt erlaubt mehrere Bedingungen gleichzeitig zu stellen (logisches ,,und").
— Fir den Schnitt ist die Reihenfolge von A und B egal, d.h.

AnB=BnA.
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[llustration eines Schnitts
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Vereinigung von zwei Mengen

Definition
Seien M eine Grundmenge und A, B ¢ M zwei Teilmengen. Dann heit die Menge

AuB:={meM|(meA)v(meB)}
die Vereinigung von A und B.
Anmerkungen

— Die Vereinigung erlaubt es alternative Bedingungen zu stellen (logisches ,oder").

— Fir die Vereinigung ist die Reihenfolge von A und B egal, d.h.

AuB=BUA.
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lllustration einer Vereinigung
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Komplement einer Menge

Definition
Seien M eine Grundmenge und A ¢ M eine Teilmenge. Dann heiBt die Menge

A:={meM|m¢A}

={wmeM™ | = (“46/4)3

das Komplement von A (in M).

Anmerkungen
— Das Komplement beschreibt den Rest, der verbleibt, wenn man A aus der Grundmenge M herausnimmt.

— Das Komplement erlaubt logische Verneinungen darzustellen (logisches ,nicht").

— Fir das Komplement von A ist die Obermenge M wichtig.
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[llustration eines Komplements

M

L Gred vt Vo ltosid " e | M
af’ M 654 ,4.@ ’O/L/
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Differenz von zwei Mengen

Definition
Seien M eine Grundmenge und A, B ¢ M zwei Teilmengen. Dann heit die Menge

A\B:={meM|(meA)A(m¢B)}=AnB
die Differenz von A und B (gesprochen: A ohne B).
Anmerkungen

— Achtung: Die Differenz von Mengen hat nichts mit Subtrahieren zu tun.

— Fir die Differenz ist die Reihenfolge von A und B wichtig, d.h. im Allgemeinen sind

A\B und B\A zwei verschiedene Mengen.
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[llustration einer Differenz
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Beispiel: Vereinigung und Schnitt

Gegeben seien die Mengen
A:{27476}7 B={17375}7 C={17273}'

Bestimme die Mengen
AnB, AnC, AuC.

AnR =, ales tes (o & wd R Jigd "2 83 =

m'ﬂﬁe L?Sk[lﬂqp/
A~ C = d)[bs Veg  ia )4 ‘MJ C l(&t?[/ % Qj/ axc A, L.,
] / E wqf 2
, koL %4/2
AVC = ales,vas in A ocls C ligyd’ ?4224@
FDO‘/‘L’(QQ& Wj[ws/ﬂv/
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Beispiel: Vereinigung und Schnitt
Fortsetzung
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Beispiel: Differenz
Gegeben seien die Mengen
A={172,3’47576}7 B:{21476}

Bestimme die Mengen
A\B, B\A.

A\\} — (Qg wes LHA wl(/l ,/,,‘SM) W R }?301 ’ﬂ%ﬂz,gj
LA = @UQS, was v B wdd il Al L o8]
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Beispiel: Differenz

Fortsetzung
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Rechenregeln fiir Mengen

Seien M eine Grundmenge und A,B,C ¢ M. Dann gelten:

leere Menge: Aug=A

Grundmenge: AuM=M
Kommutativgesetze: AuB=BuUA
Assoziativgesetze: (AuB)uC=Au(BuC)
Distributivgesetze: (AuB)nC=(AnC)u(BnC)

(AUB)\C = (A\C) U (B\C)
A\(BAC) = (A\B)U(A\C)

De Morgan’sche Regeln: AUB = AnB

und
und
und
und
und
und
und

und

Ang=0

AnM=A

AnB=BnA
(AnB)nC=An(BnCQC)
(AnB)uC=(AuC)n(BuC)
(ANB)\C = (A\C) n (B\C)
A\(BUC) = (A\B)(A\C)

AnB = AuB
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Beispiel: De Morgan’'sche Gesetze

Gegeben seien die Mengen
M ={1,2,3,...}, A={2,4,68,...}, B={3,6,9,12,...}

Bestimme die Mengen .
AuUB, AuUB.

M = N = Mo{?( ar(ﬂ) vr.o;k/.fL'O[l.ﬁ'-n Zqu(ﬂJ

A:Sue N | v g} 15.-$Mem/)z.leglmj
AvR =3velN | 2ody 2 delt u
m:gwewlw&m;lm&zle:#w\}:znf
AaD = Yuel 12wl 2 Ll v} <SueN]| € k)

m = ?n G'N lég@g"‘ “n h-‘)#] = AT UE
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Beispiel: De Morgan’'sche Gesetze
Fortsetzung
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Kartesisches Produkt von zwei Mengen

Seien A, B zwei Mengen. Dann heiBt die Menge
AxB:={(a,b)|acA, beB}

das kartesisches Produkt (oder Kreuzprodukt) von A und B (gesprochen: A kreuz B).

Anmerkungen
— Achtung: Das kartesische Produkt hat nichts mit Multiplizieren zu tun.

— Die Reihenfolge ist wichtig, denn die Menge A x B besteht aus geordneten Tupeln (a,b), bei denen die
erste Komponente aus A und und die zweite aus B stammt.

— Mit dem kartesischen Produkt kénnen wir z.B. die xy-Ebene beschreiben als

RZ:=RxR={(x,y)| (xeR) A (y eR)}.
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Beispiel: Kartesisches Produkt

Unser Blutgruppe bestimmt sich aus einer Kombination von Antigenen und Antikérpern. Wir haben das
Antigen vom Typ A oder das Antigen vom Typ A (oder beide oder keines). Gegen die Antigene, die wir nicht
haben, entwickeln wir Antikérper. Jeder Mensch gehért also beziiglich Typ A zur Menge

Ma := {Antigen A, Antikdrper gegen A}
und beziiglich Typ B zur Menge

Mg := {Antigen B, Antikdrper gegen B}.

Um unsere Blutgruppe zu bestimmen, brauchen wir beide Informationen, also das kartesische Produkt der
beiden Mengen:

Ma xMp = {(Antigen A, Antigen B), (Antigen A, Antikérper ggn. B),

(Antikérper ggn. A, Antigen B), (Antikorper ggn. A, Antikdrper ggn. B)}.
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Beispiel: Kartesisches Produkt
Fortsetzung

Wir kénnen die Elemente des kartesischen Produkts M x Mp (bersichtlich in einer Tabelle darstellen:

Antigen B

Antikérper gegen B

Antigen A (Antigen A, Antigen B)
Bl}thruppe AB

Antikorper gegen A {” (Antikdrper ggn. A, Antigen B)
/ Blutgruppe B

UMJW/%WQ&AZ([\ ve | [a)q

A6 kieo) ol el Anbgeae

for Speady L4 reag e ki
(/vaf;alsvﬂ’w&r Vo Plasia weil Leine Avflil(iﬂufo"

(Antigen A, Antikérper ggn. B)
Blutgruppe A

(Antikérper ggn. A, Antikérper ggn.

B)

Blutgruppe 0

ﬂ U versal o vel Lz e
Av-%ﬁujf:ul o'{‘( o/fc
Aty l(é'rfer oo E‘ﬂf@“jés

oy et o ae,
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Funktionen — Gliederung

Funktionen
Definition einer Funktion
Umkehrfunktion
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Was macht eigentlich eine Funktion aus?

s i ke on Objeld x einsehun coof
erlellt e Olseld » zoaik

o Das zouilgeselen o%wu » v A
Ao eingesctibe OLjebd x (ol die Fultm)
bes i e f

input putput output
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Definition einer Funktion

Seien X,Y zwei Mengen.

(a) Eine Vorschrift, die (manchen) Elementen x € X ein Element y = f(x) € Y zuordnet, heiBt Funktion oder
Abbildung. Wir schreiben fiir die Zuordnungsvorschrift dann auch

f:DfcX->Y, x — f(x)

und nennen x die Variable und f(x) den Funktionswert.
(b) Die Menge
Di={xeX:(IyeY:y=1f(x))}
heiBt der Definitionsbereich der Funktion f.
(c) Die Menge Y heiBt der Wertebereich derjunkpion f und die Menge
EZZFIJ&) 9 m" ni A 2w
£(De) = {y € Y : (3x € Dy 1y = £(x))}

heiBt Bildmenge von f.
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[llustration einer Funktion
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Anmerkungen zur Definition einer Funktion

— Wir verwenden die beiden Begriffe ,,Funktion” und ,,Abbildung" austauschbar.

— Der Definitionsbereich D¢ muss nicht ganz X sein, d.h. die Funktion muss nicht allen x € X einen
Funktionswert zuordnen. Aber sie darf keinem x € X mehr als einen Funktionswert zuordnen, d.h. der
Funktionswert f(x) muss — wenn er existiert — eindeutig sein.

— Die Bildmenge f(D¢) muss ebenfalls nicht den ganzen Wertebereich Y abdecken. Es ist méglich, dass ein
Wert y € Y von mehr als einem x € X als Funktionswert angenommen wird.

— Zwei Funktionen f, g heiBen gleich, wenn gelten f: D¢ € X - Y und g: D¢ € X - Y mit D¢ = Dg und fiir
alle x € Dy gilt f(x) = g(x).

Ein Beispiel fiir zwei gleiche Funktionen sind f(x) = V'x2 und g(x) = |x| mit X =Df =Dg =Y =R.
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Beispiel: Exponentialfunktion und Logarithmus

Bestimme fiir die natiirliche Exponentialfunktion und den natiirlichen Logarithmus jeweils den
Definitionsbereich und die Bildmenge. ep

Dl Yoac L&QS) W\ ( oc,/ooj
N u»uu,gp (O( ob) (32
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Beispiel: Mehr Funktionen

Bestimme jeweils eine Funktion, die

(a) von der Menge der stetig differenzierbaren Funktionen in die Menge der stetigen Funktionen abbildet;
(b) von der Menge der natiirlichen Zahlen in die Menge der Wahrheitswerte {w,f} abbildet.

) A=A =R L skl df'Le] yo bR | Pkt
,AEEI\VU& voo X oued Y S Q{__?gl M%mé

() X=N=342%.-3 Y=3wv. £}
Aéé'lﬂlﬂy Ve X HQ& )/ o(»og ?mJLML . X »‘(} M,él/
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Injektive, surjektive und bijektive Funktion

Definition
Seien X,Y zwei Mengen und f: Dy € X — Y eine Funktion.
(a) Wird kein Element des Wertebereichs Y mehr als einmal angenommen, d.h. gilt

Vx1,X2 € Df : X1 # Xo =—> f(Xl) #f(xg)7

so heiBt die Funktion f injektiv.
(b) Werden alle Elemente des Wertebereichs Y angenommen, d.h. gilt

VyeY IxeDg:f(x)=y

so heiBt die Funktion f surjektiv.
(c) Ist f injektiv und bijektiv, so heiBt die Funktion f bijektiv.
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Beispiel: Injektiv, surjektiv und bijektiv

Sind die nachfolgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv?

m;ﬁa} gudeLl,V vf&”lsvd'cw'y
et ALY e l1,
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Umkehrfunktion einer Funktion

Seien X, Y € R zwei Mengen und f: D¢ € X - Y eine Funktion. Existiert eine Funktion
g:f(Df) cY -X mit der Eigenschaft Vx € D : g(f(x)) = x,

so heiBt g die Umkehrfunktion zu f und wird mit f~! bezeichnet.

Anmerkungen
— Achtung: Die Umkehrfunktion =1 hat nichts mit dem Bruch % zu tun.
— Die Umkehrfunktion muss nicht immer existieren.

— Wenn die Umkehrfunktion f~1 existiert, hat sie als Definitionsbereich D;_1 = f(D¢) und als Bildmenge
f~1(D;-1) = Dy.
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[llustration einer Umkehrfunktion

y
f(Dy)
. f
Y x
5 £71(Dg-1)
“ f—l
“‘ 1
»’. Df Df*1
= > X y
-2 -1 0 2 1
f:[0,00) = [0, 00) mit f(x) = x? £71:]0,00) = [0, 00) mit f(x) = /X
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Existenz einer Umkehrfunktion

Seien X, Y € R zwei Mengen und f: D¢y € X — Y eine injektive Funktion. Dann gelten:
(a) Die Umkehrfunktion £~ : f(D¢) € Y — X existiert.
(b) Fiir alle x € D¢ gilt =1 (f(x)) = x und fiir alle y € f(D¢) gilt f(f~*(y)) = y.
(c) Die Umkehrfunktion von £~ ist wieder die Funktion f, d.h. (f71)~! = f.

Anmerkungen

— Ist f nicht injektiv, so existiert die Umkehrfunktion nicht auf ganz Ds.

— Fir Funktionen f: Dy € R — R erhalten wir den Graph der Umkehrfunktion geometrisch durch Spiegeln
des Graphen von f an der Winkelhalbierenden y = x.

ket Q () :V‘d([ﬂ—y{ 143‘3 3‘7} es X F Xy ia Dﬁ neid 20&,)25&@)5}{
Di¢ Uw L’d/lrQ«VL,LLQm« Q; l(CM/\ / ‘Wé@‘ et
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