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1 Differentialrechnung
1.1 Differentiation

sei f: 1 — R eine Funktion, I C R (offenes) Intervall, xzy € I

Grundidee: Differentiation = lokale Linearisierung

d.h. Funktion f wird in der Nahe von x = x( durch lineare Funktion angendhert

f(x)
N

f(r) ~ax+b fir x~ xg

geometrische Interpretation:

Graph von f wird lokal durch Tangente (Graph einer linearen Funktion) angenihert

Frage: Berechnung von a ? (b kann dann leicht berechnet werden)




Berechnung von @ fiir  f(x) = ax+b

1. Schritt:  Anstieg der Sekante an Graphen von f durch 2 Kurvenpunkte
(o, f(xo)) und  (zg+h, flzg+N))

f(xo+h) — f(xo)
h

ist gegeben durch tan ay = Jxg+h)=f(%)

(Differenzenquotient)

Xy Xo+h

(Interpretation: mittlerer Anstieg von f im Intervall [z, xo + h], z.B. Durchschnittsgeschwindigkeit)

2. Schritt:  Anstieg von f im Punkt z( als Grenzwert (falls dieser existiert)

h) —
h—0 h—0 h

I

\
Tangente =

lineare Funktion

(Differentialquotient)

(Interpretation: z.B. momentane Geschwindigkeit)



2. Schritt:  Anstieg von f im Punkt z( als Grenzwert (falls dieser existiert)

B) —
a = tana = limtana;, = lim f(zo +h) — f(z0)
h—0 h—0 h

Tangente =
lineare Funktion

(Differentialquotient)

(Interpretation: z.B. momentane Geschwindigkeit)

falls dieser Grenzwert existiert:
f heiBt differenzierbar im Punkt x;, Wert a heiBt 1. Ableitung von f an der Stelle x
df (z)

man schreibt:  f'(zy) = y = a
T |z=x




Ergebnis:  lokale Linearisierung als lineare Approximation der Funktion f in der Ndhe von x = x

flx)= f(xo)x+b = f(xo)x+ f(vo) — fl(wo) wy  fiir 2~z

Iineare}runktion ;E
— f(z) = f(x0) + f'(w0)(x — 20) fir x~ux
lineare FL;rktion inx

man sagt:

f ist differenzierbar auf der Menge I C I falls f in allen Punkten z, € I differenzierbar ist

f ist differenzierbar, falls f in allen Punkten xy des Definitionsbereiches I differenzierbar ist

Beispiel sei f(z) =2

, (xo+h)2—x(2)__ x%+2hazo—|—h2—x8_, B o
T A h = Jim (2o + ) = 220 = f'(z0)

—  Funktion f ist in jedem x( € R differenzierbar mit  f'(z() = 2z
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notwendige Bedingung fiir Differenzierbarkeit von f in xo:  f muss in x stetig sein

d.h. lim f(z)= f(x) (genauer: lim f(xz,) = f(xo) fiir jede Folge (z,,)neny mit lim x, — x0)

T—X( n—oo n—oo

welche Funktionen f sind typischerweise nicht differenzierbar:

e Funktion f ist nicht stetig in zy, hat z.B. einen Sprung an der Stelle x = x:

_ N
dann: i f(xo+h) — f(x0) 4o
h—0 h

d.h. Grenzwert des Differenzenquotienten existiert nicht

X0

e Funktion f hat einen “Knick” in xg, wie z.B. f(z)=|z| in zy=0:

= —1

lim lzo + h| — |0 :@:1 i lzo + h| — |z :—_h
h—0, h>0 h h " h—0, h<0 h h

— sogenannter rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert verschieden

——  Grenzwert existiert nicht

folglich: Stetigkeit in x ist nicht hinreichend fiir Differenzierbarkeit



Hohere Ableitungen
Funktion f : I — R sei differenzierbar

1. Ableitung f’(xq) von f in x( ist eine Zahl

betrachte nun 1. Ableitung als Funktion: f': 1 - R mit z — f'(x)

Ableitung der 1. Ableitung (als Funktion) in x (falls existent) liefert 2. Ableitung f”(z¢) usw.

dk
Bezeichnung:  f"(xo), f"(x0), ..., f¥(zo) baw. df(/;%)
X T=X()
immer bessere Approximation von f mittels hGherer Ableitungen (durch sogen. Taylor-Polynome)
1. Ordnun
fx) R flao) + f (o) (@ — )
2. Ordnun 1
fl@) "= flao) + f(wo)(x — o) + éf"(xo)(fﬂ — x9)°
3. Ordnun 1 1
flo) R flxo) + (@) (@ — xo) + éf”(l“o)(x — 20)° + gf/"(ﬂfo)(ﬂ? — x)”




1.2 Berechnung von Ableitungen

1.2.1 Ableitungen fiir elementare Funktionen 00 |-,
p>

Potenzfunktionen: f(x) = 27 fir € (0,00), peR

f'(x) =pzP~t  fir 2 € (0,00)

O<p<l1

(falls p € N dann fiir x € R giiltig, falls —p € N dann fiir x € R\ {0} giiltig)

1 /
insbesondere (E> = (:c_”)/ — —nx "= _:z::f“ fir neN,z#0
VA2 SV W S I S A | )
Exponentialfunktionen: f(z) = a” fir >0, 2xz€eR a<l

f'(x)=a" Ina fir xR (insbesondere (ex)/ =e")

a>1

Winkelfunktionen: f(z) =sinz, f'(z)=cosx fir x e R cos wn V-

g(x) =cosz, ¢'(r)=—sinz fir xR oSS NS

weitere Funktionen: vgl. Formelsammlung




1.2.2 Rechenregeln fiir zusammengesetzte Funktionen

Funktionen f,g: I — R seien differenzierbar, ¢ € R sei Konstante

dann sind auch folgende zusammengesetzte Funktionen auf I differenzierbar:

f+g, c-f, f-g und (falls g(x)#0) g
dabei gelten folgende Rechenregeln:
(f £9)(@) = f(z) £ g'(z)
(c- f)(z) =c- f(x)
(f-9) (@) = fi(z) gla) + fz)d (z) (Produktregel)
Y S — flz)g .
(5) (x) = (:U)g(:c;(x)2(:ﬁ)g @) (falls g(x) #0) (Quotientenregel)
Beispiel:
f(x) = iijiz ist differenzierbar fiir alle x € R mit cx +d # 0 (a,b,c,d € R geg.) und
o) = a(cx +d) — (ax +b)c  ad—bc

(cx + d)?  (ex +d)?
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Kettenregel:
seien g: I — R und h:J — R differenzierbar und sei h(J) C I

dann ist auch die verkettete Funktion f:] — R gegeben durch f(z)= g(h(z)) differenzierbar

und es gilt: f'(z) = % g(h(x)) = g¢'(h(z)) - M (z) (Kettenregel)
Beispiele:
(a)  f(z)=a"%" (a>0) f(x) fiuralle z € R definiert
wahle g¢(y) =da¥, h(x)=cosz, man hat ¢ (y) =dY Ina, h'(zr)=—sinz
dann  f'(z) = ¢'(h(x)) - () = —a®" - Ina - sinx
(b) f(z)=1In(g(z)), g seidifferenzierbar:  f(x) erklart, falls g(z) >0
Iny gilt: f(z)=h(g(z)) und hA'(y) = i (falls y > 0)

dann f(2) = Wg(a)) - g'(e) = LD (falls g(a) > 0)
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1.3 Anwendungen

1.3.1 Tangente an Graphen ™
Bestimme Tangente an den Graphen der Funktion f im Punkt (xg, f(z())
wiederhole: flx) = f(xg) + f(xo) (x — mg)  fir z=ux .

Tangentenfunktion: rechte Seite ist lineare Funktion ¢, deren Graph die gesuchte Tangente ist
t(z) = f(zo) + f'(z0) (x — z0)
Tangentengleichung: als Geraden-Gleichung in der xy-Ebene hat die Tangente die Form
y = f'(xo)z+ f(xo) — f(x0) o (allg. Form: az+by=c & y=—9% +%)

(d.h. die Tangente besteht aus allen Punkten (x,y), die obige Gleichung erfiillen)

Beispiel: ~ Tangente an Graph von f(x) =cosz in (F,0)

man hat:  f(§) =cos5 =0, f(5)=—sing=—1

Tangentenfunktion:  t(z) = (—1)(z —5) = —z + 5 cos 7\
Tangentengleichung: y=-x+35 bzw. x +y =73 \/
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1.3.2 Kurvendiskussion

sei f: 1 — R eine (evtl. mehrfach) differenzierbare Funktion

Definitions- und Wertebereich, Nullstellen, Polstellen, asymptotisches Verhalten:

vgl. Vorlesung “Reelle Funktionen”

lokales Verhalten: verwende Approximation durch Taylor-Ploynome

f(@) = f(zo) + f'(wo) (@ — mo) + 3" (o) (x — x0)® + - - - + 7./ W (wo) (x — @o)*
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lokales Verhalten: verwende Approximation durch Taylor-Ploynome

flx) = f(xo) + f'(wo)(x — mo) + 5" (wo)(x — 20)® + 511" (wo) (x — @0)?

Vorbetrachtung: lokales Verhalten von Polynomen nahe xy =0 fir cx? clx=p)*
bx b(x—x,)
p(z) = a &+ bx £ cx?® £ da? b,c,d >0
0 ﬁo

Faustregel: kleinste Potenzen bestimmen lokales Verhalten!

b 7é O a+bx+cx2+dx3 a—bx+cx2—dx3 %

+b mon. wachsend —b mon. fallend +b mon. wachsend

+c¢  konvex +c  konvex —c konkav
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lokales Verhalten: verwende Approximation durch Taylor-Ploynome

flx) = f(xo) + f'(wo)(x — mo) + 5" (wo)(x — 20)® + 511" (wo) (x — @0)?

Vorbetrachtung: lokales Verhalten von Polynomen nahe xy =0 fir

p(z) = a & bx £ cx?® £ da? b,c,d >0

Faustregel: kleinste Potenzen bestimmen lokales Verhalten!

/

+c lok. Minimum —c lok. Maximum

+c  konvex —c konkav
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lokales Verhalten: verwende Approximation durch Taylor-Ploynome

flx) = f(xo) + f'(wo)(x — mo) + 5" (wo)(x — 20)® + 511" (wo) (x — @0)?

Vorbetrachtung: lokales Verhalten von Polynomen nahe xy =0 fir

p(z) = a & bx £ cx?® £ da? b,c,d >0

Faustregel: kleinste Potenzen bestimmen lokales Verhalten!

a-bx a+bx
a+bx . a—-bx

+d Wendepunkt +d Wendepunkt —d Wendepunkt —d Wendepunkt

konkav/konvex konkav/konvex konvex/konkav konvex/konkav
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Kurvendiskussion

(a) lokale Extrema: (wichtig fiir Extremwertaufgaben)

+ex?
notwendige Bedingung:

f hat in 2 = z; lokales Minimum bzw. Maximum = f/(z) = 0 o

hinreichende Bedingung:

Filzg) =0 und  f"(x0) {> O} — £ hatin 2 ein lokales { Minimum }

<0 Maximum
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(b) Monotonie im Teilintervall J C I

hsend > ()
f monoton wacnsen in J < fl(x) < in J
fallend <0

f streng monoton wachsend bzw. fallend:  f'(z) >0 bzw. f'(x) <0

Beobachtung:

f hat in x( ein lokales Extremum
f andert Monotonie in z = x

> f'(xo) =0

beachte: in beiden Fallen gilt Umkehrung nicht !
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(c) Krimmungseigenschaften im Intervall J C I:

konkav fallend <0

k hsend > ()
f { onvex} in J < f' monoton {wac > } inJ < f'z) {_ } in J

f streng konvex bzw. konkav:  jeweils strenge Monotonie und f”(x) >0 bzw. f"(z) <0

konkav K £

7~

__—~ konvex
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(d) Wendepunkt in z

(d.h. in zy dndert sich:  Kriimmungseigenschaft von f  bzw. Monotonie von )

notwendige Bedingung:  f hat Wendepunkt in zp = f’ hat lokales Extremum in z

= fw) =0
/

4 5

hinreichende Bedingung:

seien  f"(xg) =0 und f"(xy) # 0 —>  f hatin z( einen Wendepunkt

20



Beispiel fiir Kurvendiskussion:  f(z) = =

x2—1  h(x)
e Definitionsbereich: R\ {£1}
e Nulistellen: zy =0 (sogen. 3-fache Nullstelle, beachte h(zy) # 0)
e Polstellen: 2p; =—1, xpy = (beachte g(zp1), g(xps) # 0)

21



e asymptotisches Verhalten:

3 3

: T , x

Pol zp; = —1: lim = —00, lim = 00
z——1-0 12 — 1 z——140 12 —1

. z? . z?

Pol zpy, = 1: lim = —00, lim —— =0
3

x x

r — Foo: 5 =z + =+ r(z)
rs—1 rs—1

= lineare Funktion f4(z)=x ist

Asymptote von f fiir t — +00 da

lim f(x) — fa(z)= lim r(z)= lim

r—+00 r—+o0

flz) >z fir x>1
flz) <z fir x < —1

22

r—+oo  — =

1
=0

1
x

(erhdlt man mittels Polynomdivision)




e lokale Extrema:

at — 322
notwendige Bedingung: f'(z) = o1 =0 = z*(z*-3)=
= 2, =0, 19=1+3, 3 =—v3 (Kandidaten)
20(x* + 3

hinreichende Bedingung: f"(z) = (a;(f_—;)g)

x1 =0: f7(0)=0 = keine Entscheidung mdglich (evtl. Wendepunkt?)

" 2\/g -6 . . . 3
Ty = V/3: (V3) = Go1)p >0 = lokales Minimum mit f(v/3) = 5\/5
—2v3 -6 3
5= =3 f(=V3) = ﬁ <0 = lokales Maximum mit f(—/3) = —5\/3

YR
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z? (2% — 3)

e Monotonie: Analyse des Vorzeichens von f(z) = liefert fiir v £ +1

@1
(=00, —v3) und (V/3,00): f'(x) >0, also f streng monoton wachsend
(—v/3,—1), (1,4/3), (=1,1): f'(x) <0, also f streng monoton fallend

beachte auf (—1,1): obwohl f/(0) = 0 ist f auf ganzem Intervall streng fallend (— zusitzliche Analyse)

. : . " 20(2° +3) )
e Kriimmungseigenschaften: Analyse des Vorzeichens von f"(x) = 22— 1) liefert fir x # +1
a’; —_
(—o0,—1) und (0,1): f"(x) <0, also f streng konkav
(—=1,0) und (1,00): f"(x) >0, also f streng konvex

YR

24



e Wendepunkte:

2¢(x* + 3
notwendige Bedingung: "(z) = (x(f JZ)B) =0 = 2z(2*+3)=0 = z =0 (Kandidat)
x —_
—6(x" + 62* + 1
hinreichende Bedingung:  f"'(z) = (a(j ;_ 916)4—1_ ) und  f"(0) #0
x —_
folglich: xyw = 0 ist tatsachlich Wendepunkt
T\
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2 Stammfunktionen

Sei f:I — R eine gegebene Funktion, I C R ein (offenes) Intervall
Frage: Gibt es eine Funktion F:I — R, sodass F'(z)= f(z) 7

F' heiBt dann Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f auf I und man schreibt
F(az):/f(a:)da;:/fda:
t it = [ 1@ = 1@
somit gi - x)dr = f(x
& dx

Ist F' eine Stammfunktion von f, dann erhilt man alle Stammfunktionen von f durch
F(z)+c¢ mit ceR

Das Symbol [ f(x)dx steht auch fiir die Menge aller Stammfunktionen von f.

Satz. Jede stetige Funktion f : I — R besitzt eine Stammfunktion [ auf I.
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2.1 Stammfunktionen fiir elementare Funktionen

Ableitungsregeln fiir elementare Funktionen liefern folgende Stammfunktionen:

Potenzfunktionen: f(x) =27 fir z € (0,00), peR

1
Pdr = —— 2PV e fiir —1
/ | pF#

falls p € N dann fiir x € R giiltig, falls —p € N\ {1} dann fir x € R\ {0} giiltig

1
falls p = —1: /—d:ﬁzln\x\—i—c auf R\ {0}

X

Exponentialfunktionen: f(z)=a" fir a>0, z€R

am
/ax dr = +c, insbesondere /em dr =e" +c

Ina

cosrdr =sinx + ¢ auf R

Winkelfunktionen: f(z) =sinz, /sinx dr = —cosx + ¢ auf R
g(x) = cosz, /

weitere Funktionen: vgl. Formelsammlung
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2.2 Rechenregeln fiir zusammengesetzte Funktionen

seien f,g: 1 — R Funktionen, so dass die verwendeten Stammfunktionen bzw. Ableitungen existieren

dann gelten folgende Rechenregeln:

[ t@ £ gwrde = [ f@)det [ glads
/cf(x)dx:c/f(x)dx fiir c € R

Beispiel:
/(3x2—4x+5)daj=3/x2da:—4/xda:+5/1dx:x3—2x2+5x+c
Partielle Integration: Stammfunktion von Produkten  (wdh. = flg+ fJ)
[ £@)-glz)ds = s /f

Beispiel:  bestimme Stammfunktion von  f(z) = z*sinx

2 . L. part. Int. 2

/ x”_sing dx = x cosx—i—/ 2x ,cosx, dx
g f g'=p f=y¢'
2 part. Int —x%cosT 4 2xsinz — /QSinxdx — —g?cosz 4 2xsinx +2cosT + ¢

28



Substitution: Stammfunktion fiir verkettete Funktion  (wdh. g(h(x)) = ¢'(h(x))W (x))

Funktion f habe die Form:

I
t/ﬂwdwzjymw»wmmm=gmw»

x
Beispiel:  bestimme Stammfunktion von r) = ——
: 0= s
1
wahle: = . h(z) =22%+3 dann:  ¢'(y) = ——, N(x)=4x
o) = Vi ha) W=5z
1
somit:  f(x) = 5 g (h(z)) - h'(x) und

/\/#?dx—%/g’(h(az))-h’(x)dm—%g(h(az))+c—%\/2x2+3—l—c

Spezialfille:
o) = 5 v [ bia) Wi do = 3 e
gly) = In|y|: / z((;c)) dz = In |h(z)] falls h(z) # 0

29

z) =g (h(x)) - h(x) fir geeignete Funktionen g, h. Dann gilt:



3 Bestimmtes Integral

sei f:I — R gegebene stetige Funktion

Frage: Flacheninhalt zwischen Graphen von f und z-Achse im Intervall [a,b] C I ?

wahle Zwischenpunkte von [a, b]: a=T)<T < - <Tp <Tp=0b mit zp—1pH =202

Zwischensumme als Naherung:

Sp =Y flae)(zr — Tp_1)

a=xy) X3 X X3 Xx=b

Grenzwert  lim S,, =S  heift bestimmtes (Riemann) Integral von f auf dem Intervall [a, 0]
n—oo

b
man schreibt: S = / f(z)dx (existiert fiir jede stetige Funktion)
a
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b
(bestimmtes) Integral / f(z)dx

geometrische Interpretation //
vorzeichenbehafteter Flacheninhalt zwischen 7
/

Graph von f und z-Achse auf Intervall [a, 0]

(iiber z-Achse positiv, unter z-Achse negativ)

Berechnung mittels Hauptsatz der Differential und Integralrechnung

Sei F' Stammfunktion der Funktion f: I — R und [a,b] C I. Dann gilt

/ f(z)dz = [F(@))" = F(b) - Fla)

Hinweis: damit erhalt man leicht bekannte Rechenregeln

2B, [Pftgde=["fde+ ['gdr,  [Pefde=c[ fdz (c€R)
f;fdx+fbcfd$:facfd$» f;fdxz—fbafdx
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Beispiele

(“Ausléschung” von positivem und negativem Flacheninhalt)

32
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(c) Flacheninhalt zwischen Graphen von f(z) = cosz und g(z) = sinz auf Intervall [0, 7]

_f 8~
ae

/4

B

™

falsch: / cosx —sinxdr = [sinx + Cosx]g =(140)—(0+1)=0 — Ausléschung (vgl. (b))
0

richtig: erst Schnittpunkte von f und g bestimmen: x; = 7, dann auf einzelnen Intervallen integrieren

I 5 . x
/ Cosx—sinxdx—l—/ sinx — cosx dr = [sinaz—i—cosx}éf%— [—cosx—sinx}%
0 T
2 2
_ (2—\2[—1)+(—1+2—\2[) — 92 -9
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