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Vorwort

Dieses Skript ist aus einer sechsstiindigen Vorlesung ,Finanzmathematik” an der Fachrichtung
Mathematik der TU Dresden entstanden. Die erforderlichen mathematischen Grundkenntnisse in
MaR-, Integrations- und Wahrscheinlichkeitstheorie sowie in der Theorie der stochastischen Prozesse

sind im Anhang liberblicksartig aufgefiihrt.

Inhaltlich ist dieses Skript eng an die iibliche Standardliteratur (die jeweils zum Anfang des jeweiligen
Abschnitts genannt wird) angelehnt. Die Vorlesungen von Herrn Prof. Dr. Volker Nollau/ und Herrn
Dr. Lothar Partzsch an der TU Dresden zu Teilgebieten der Finanzmathematik haben ebenfalls
Eingang gefunden. Einen groRen Einfluss hatte auRerdem meine Tatigkeit bei der Maravon GmbH,

aus der sich eine Vielzahl praxisrelevanter Ergdnzungen ergeben hat.

Vom mathematischen Inhalt her basiert das vorliegende Skript — bis auf wenige Ausnahmen — somit
auf bereits vorliegenden Ergebnissen. Mein Eigenanteil beschrankt sich daher im Wesentlichen auf

die (hoffentlich) durchgehende Konsistenz der Darstellung.

Dresden, Oktober 2013 Jan Rudl

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0
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Notationen
e N:={1,2,
T
e Ir —
Tm
-zl =

- 0m:=(0,...,00 e R™,

}, No:=NU{0}, Ros:=][0,00), Rsp:=(0,00)
Y1
eR™ y= eR™ (meNN)
Ym
(T1y.v ey Tm)

1m:=(1,...,D)T e R™

-—x-y:= Z:ijj € R (,ibliches" Skalarprodukt)

-2y

>y

j=1
= z;>y; Vi=1,....m
= x>y NxFy

(d.h. fiir mindestens ein j € {1,...,m} ist z; > y;)

T>Y = w;>y;Vi=1,....m

An
o A=
Anl
- Az =
Al =
Ver. 3.0

max(x1,0)

max(x2,0)

max (2, 0)

Alm
e R (n,m e N):

Anm

Ain
€ R™  (i-te Zeile als Spaltenvektor)
Aim
Alj
: | e R™  (j-te Spalte)

Ay
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An Ana
-AT = ... | e R
Aim Apm
Al -x
- Aex = : € R" (,ubliches” Matrixprodukt)
A, x

— Zusammenhang zwischen Skalar- und Matrixprodukt: -y =2 ey
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Einfiihrende Bemerkungen

e Finanzmathematik (Mathematical Finance) — Disziplin der angewandten Mathematik, die
sich insbesondere mit der Analyse und dem Vergleich von Zahlungsstromen und der Ermitt-
lung theoretischer Barwerte (present values) von Finanzprodukten beschaftigt.

e Untergliederung in

— klassische Finanzmathematik (Zins-, Renten- und Tilgungsrechnung) und

— stochastische (bzw. moderne) Finanzmathmatik (Grundproblem: ,Fairer Preis” fiir
eine Aktienoption)

e Unterscheidung von stochastischer Finanzmathematik in

— diskreter Zeit (Grundmodell: Cox-Ross-Rubinstein- oder Binomialmodell) und

— stetiger Zeit (Grundmodell: Black-Scholes-Modell)

e Bendtigte theoretische Grundlagen: Stochastische Prozesse (insbesondere Martingale) sowie

Stochastische Differentialgleichungen
e Modellierung ist sehr wichtig!
e Geschichte:
— 1900: Dissertation ,, Théorie de la spéculation”, Louis Bachelier (1870-1946)

* erfuhr erst 50 Jahre spiter Anerkennung

* arbeitete mit Wiener-Prozessen (5 Jahre vor Albert Einstein!)

*

Preisformeln fiir Aktienoptionen wurden angegeben

* Bachelier Finance Society — Internationale finanzmathematische Gesellschaft
— 1908: ,, Theorie der Bdrsengeschifte”, Vinzenz Bronzin (1872-1970)

x ,vergessene” Arbeit, nahm in weiten Teilen des Black-Scholes-Modell vorweg

— 1973: Black-Scholes-Modell

* Standardmodell fiir die Bewertung von Aktienoptionen

* Annahme: Aktienkurse sind logarithmisch normalverteilt

* Originalarbeiten: Black, Fischer S.| (1938-1995) & Scholes, Myron S. (* 1941):
The Pricing of Options and Corporate Liabilities, Journal of Political Economy 81,
1973, S. 637-654
Merton, Robert C. (* 1944): Theory of Rational Option Pricing, Bell Journal of
Economics and Management Science 4, 1973, S. 141-183

* Merton und Scholes erhielten dafiir 1997 den Nobelpreis (Black war zu diesem

Zeitpunkt bereits verstorben).
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Kapitel 1

Klassische Finanzmathematik

1.1

Im Wesentlichen , Elementarmathematik”, aber hilfreich zum Verstandnis grundlegender Be-
griffe und Zusammenhinge in der Finanzmathematik

Wichtig fiir Rechnungs- und Versicherungswesen

Literatur: Jirgen Tietze, Einfiihrung in die Finanzmathematik [13]

Zinsrechnung
Wirtschaftswissenschaftliche Definition: Zins (interest) — Entgelt fiir ein liber einen be-
stimmten Zeitraum zur Nutzung iiberlassenes Sach- oder Finanzgut (Kapital)

Hier: Finanzgut (Kapital)
Laufzeit: Dauer der Kapitaliiberlassung

Zinszuschlagstermine: Zeitpunkte, zu denen die Zinsen fillig (und mit dem Kapital zusam-
mengefasst) werden
Ublich: jahrlich, halbjshrlich, vierteljshrlich, monatlich

Zinsperiode: Zeitraum zwischen zwei Zinszuschlagsterminen (bzw. dem Uberlassungstermin

des Kapitals und dem ersten Zinszuschlagstermin)

Nachschiissige Verzinsung: Zinsen werden am Ende der Zinsperiode gezahlt (im Folgenden
vorausgesetzt)

Vorschiissige Verzinsung: Zahlung zu Beginn der Zinsperiode

Verzinsungsarten: Lineare (einfache) Verzinsung (simple interest) — Zinsen werden

zeitanteilig berechnet und erst am Ende der Laufzeit dem Kapital zugeschlagen, d.h., in-

nerhalb der Laufzeit existiert kein Zinszuschlagstermin.

11
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Exponentielle Verzinsung (Zinseszins): (compound interest) — Zinsen werden nach jeder
Zinsperiode dem Kapital hinzugefiigt und selbst wieder verzinst, d.h., innerhalb der Laufzeit

existieren ein oder mehrere Zinszuschlagstermine.

Ubliche Bezeichnungen:

n € Rso  — Laufzeit (in Zeiteinheiten, iblicherweise Jahre)

KyeR — Anfangskapital (initial balance)

K,eR — Endkapital

ieR — Zinsrate (Zinssatz, interest rate), bezogen auf dieselbe Zeiteinheit

wie die Laufzeit
p := 100 - i — Zinsful}
Berechnung von K, bei gegebenen Ky, i,n: Aufzinsung (compounding)
Berechnung von K bei gegebenen K, i,n: Abzinsung bzw. Diskontierung (discounting)
Die Berechnung von Jahresbruchteilen erfolgt mit Hilfe sogenannter Zinsberechnungs-

methoden (day count conventions, sieche Abschnitt |A.1)). Die jeweils angewendete Zinsbe-

rechungsmethode muss ggf. explizit vereinbart werden.

1.1.1 Lineare und exponentielle Verzinsung

Berechnungsformeln fiir das Endkapital K,:

Lineare Verzinsung: | K®™P) = Kq.(1+i-n)

Zinseszinsrechnung: Kr(fomp) = Kop- (144"

Bei der Zinseszinsrechung heifit 1 + ¢ Aufzinsungsfaktor und i Diskontfaktor.
(3
Beispiel: Ky =100, i =5%
n 1 2 ) 10 15 20 30 40

KS™P) V105 110 125 150 175 200 250 300
KomP) 1105 110.25 127.62 162.89 207.89 265.33 432.19 704.00

Zahlungsreihe:
Endliche Folge von Zahlungen Ko 1, Koo, ..., Ko € R (k € N)

mit gemeinsamem Laufzeit-Ende n € R~( und jeweiligen Zahlungszeitpunkten ni, na, ...,
ng € [0, n]

(d.h. die jeweiligen Laufzeiten betragen n — ni,n —ng,...,n — ng).

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



1.1. Zinsrechnung 13

e Der Endwert einer Zahlungsreihe wird — in Verallgemeinerung des Begriffs Endkapital —

ebenfalls mit K,, bezeichnet.

e Berechnungsformeln fiir den Endwert K, einer Zahlungsreihe:

k
Lineare Verzinsung: | K{5™P) — Z Kom - (1 +i-(n— nm)>
m=1

k
Zinseszinsrechnung: Kffomp) = Z Kom - (1+ i)(n—nm)

m=1

e Beispiel: k =10, Ko, =100, np,=m—1(m=1,...,k), i=5%, n=10

(regelmaRige Zahlungen vom Jahr 0 bis zum Jahr 9 in Hohe von 100, gesucht ist der Wert

im Jahr 10)
. 10
K7(L51mp) = 100 - Z <1—|—i- (10—(771—1)))
m=1
10 10
= 100- Y (1+i-m) = 100-(10+i-2m)
m=1 m=1
10-11
B 10()~(10+i- ) = 100-(10+0.05.55) — 1275
10
Kleomp) - — 100.2(1+Z’)(10—(m—1))
m=1
10
4 1.05%0 —1
— 100- S 1.05™ £ 100-1.05- ———~ — 1320.
00 mZ::l 05 00+ 1.05 - ———— 320.68

1.1.2 Aquivalenz von Zahlungsreihen

e Aquivalenzprinzip der Finanzmathematik: , Zahlungsreihen diirfen nur dann miteinander
verglichen werden, wenn diese zuvor auf denselben Stichtag auf- bzw. abgezinst wurden.”

e Der Wert einer Zahlungsreihe zum Zeitpunkt ¢ € R wird mit K; bezeichnet. Man erhilt

diesen durch summandenweises Aufzinsen bzw. Diskontieren der Zahlungen Ko 1,. .., Ko .

1 k k-(k+1)

>om=

m=1
2 = m 1 = m q ae

> " =1 und 3 ¢" =L fir[g <1,

m=0 m=1

k k+1 k+1 k k k

1— —1 1— —1

Yt =T =% 1"und Y ¢"=q T =q L firlg#1
m=0 m=1

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0
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e Berechnungsformeln fiir den Wert K; einer Zahlungsreihe z. Ztpkt. ¢:

k k
i K
ineare Verzinsung: | K, Z om - (1+i-(t—nm))+ Z Ty
m=1,t>nm, m=1,t<nm,
k
Zinseszinsrechnung: K “™) = Z Kom - (14 4)t=7m)
m=1

3
= Z Kom - (1+ )7 (1 4 4)¢=m)

m=1

_ KT(Lcomp) . (1 + i)(t—n)

Der Wert zum Stichtag ¢ = 0 wird auch als Barwert (bzw. Gegenwartswert, present value)

bezeichnet.

Bemerkung: Bei der linearen Verzinsung ist — im Gegensatz zur Zinseszinsrechnung — die
Festlegung, dass die Zahlungen Ko 1, ..., Ko ausgehend von den jeweiligen Zahlungs-
zeitpunkten nq,...,ny (und nicht etwa von der Laufzeit n aus) aufgezinst bzw. diskontiert
werden, unbedingt erforderlich, da ansonsten die Ergebnisse abweichen kdnnen, wie das fol-

gende Beispiel zeigt:

Gegeben sei eine Zahlungsreihe mit Ky = 100, Koo = 200, n;y =0, ng = 2, n = 2 und
i =5%.

— Bei linearer Verzinsung betrdgt der Endwert KéSimp) =100- 1.1 4+ 200 = 310.
— Nun ist der Wert zum Zeitpunkt ¢ = 1 gesucht. GemaR obiger Formel ergibt sich

K™ =100 - 1.05 + 290 = 105 + 190.48 = [295.48
— Hatte man den Endwert 310 diskontiert, wiirde sich % =1295.24 | ergeben.

— Bei Diskontierung des Endwertes ist bei linearer Verzinsung das Ergebnis sogar abhangig
von der Laufzeit: Hatte man z.B. als Laufzeit n = 3 gewahlt, wiirde der entsprechende
Endwert K?Esmp) = 100-1.154-200-1.05 = 325 betragen. Dieser Wert auf den Zeitpunkt

t = 1 diskontiert ergibt % =1295.45|.

Definition 1.1 Zwei Zahlungsreihen heien dquivalent zum Stichtag t € R, falls sie zum
Zeitpunkt t denselben Wert besitzen.

Lemma 1.2 Sind zwei Zahlungsreihen zum Stichtag t € R &quivalent, so sind sie es bei
Anwendung der Zinseszinsrechnung auch zu jedem beliebigen anderen Stichtag t € R. Diese

Aussage gilt bei Anwendung der linearen Verzinsung nicht immer.

comp) zum Zeit-

Beweis: Gegeben seien zwei Zahlungsreihen mit den Werten IN(t(mmp) = f(t(
punkt ¢ € R. Fiir jeden beliebigen anderen Stichtag ¢ € R gilt dann analog zu obigen Formeln

Ist

Kécomp) _ Kt(comp) -(l—i-i)f_t _ Kt(comp) ) (1+i)£_t _ Ai(cornp)7
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d.h., die Zahlungsreihen sind auch zum Zeitpunkt ¢ € R dquivalent.

Das folgende Beispiel zeigt, dass dies bei Anwendung der linearen Verzinsung nicht immer

der Fall ist: Gegeben seien zwei Zahlungsreihen mit

und

il
Il

Ko1 = Koz = 150, 1 =0, fig =1,

2
Ko1 = Koo =100, Koz =115, 73 =0, fig =1, i3 = 2, 2.

>
Il

Fiir i = 10% ergibt sich fiir die jeweiligen Endwerte

K™ = 150-1.24150- 1.1 — 345 und

RSP = 100-1.24100-1.1+115 = 345,
d.h., die beiden Zahlungsreihen sind (bei Anwendung der linearen Verzinsung) zum Stichtag
t = 2 dquivalent. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 ergibt sich jedoch

K™ — 150 + 150 = 286.36 und

RS = 100+ 120 4+ 15 = 986.74,
d.h., die beiden Zahlungsreihen sind (bei Anwendung der linearen Verzinsung) zum Stichtag

t = 0 nicht dquivalent. ]

e Bemerkung: Bei Anwendung der linearen Verzinsung wird beim Vergleich von zwei Zah-

lungsreihen Gblicherweise der Tag der letzten auftretenden Zahlung, d.h. max{ max T,
m=1,....k

max ﬁm} als Stichtag gewahlt.

m=1,...k

1.1.3 Mittlerer Zahlungstermin

o Gegeben sei eine Zahlungsreihe mit den Zahlungen Ky 1, ..., Ko, den dazugehdrigen Zah-
lungsterminen nq, ..., ng, der Laufzeit n sowie der Zinsrate .
Die Summe
k
K =Y Kom
m=1

aller Zahlungen wird als nominelle Summe bezeichnet. Derjenige Zeitpunkt 7, fiir den der
Endwert einer Einmalzahlung in Héhe von K 3quivalent ist mit dem Endwert der gegebenen
Zahlungsreihe, wird als mittlerer Zahlungstermin (oder Zeitzentrum) bezeichnet.

e Bestimmungsgleichungen fiir den mittleren Zahlungstermin n:

k
Lineare Verzinsung: Z Kom-(1+i-(n— nm)) = K- (1 +i-(n— ﬁ))
m=1

k
Zinseszinsrechnung;: Z Kom - (1 +i)rmrm) = K (140
m=1

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0
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e Bei Verwendung der linearen Verzinsung l3sst sich die Bestimmungsgleichung durch elemen-

tare Umformung zu

k
ZK07m-(n—nm) = K-(n—n)

m=1
vereinfachen. Ist es zu bemerken, dass der mittlere Zahlungstermin bei linearer Verzinsung

unabhingig von der Zinsrate 1 ist.

1.1.4 Gemischte Verzinsung

e Im Folgenden wird der Einfachheit halber von einer Zahlungsreihe mit genau einer Zahlung

z. Ztpkt. 0 (d.h. von einem Anfangskapital Kj) ausgegangen.

e Fillt der Beginn oder das Ende einer Kapitaliiberlassungsfrist nicht auf einen Zinszuschlags-
termin, wird in der Bankenpraxis haufig die sogenannte gemischte Verzinsung angewen-
det. Dabei werden die anfallenden Zinsen vor dem ersten bzw. nach dem letzten Zins-
zuschlagstermin jeweils durch lineare Verzinsung berechnet. Zwischen dem ersten und

letzten Zinszuschlagstermin werden die Zinsen durch Zinseszinsrechnung bestimmt.

Bezeichnung: n € R.p - Laufzeit in Jahren (wie bisher)
t1 € [0,n] — erster Zinszuschlagstermin
to € [t1,m] — letzter Zinszuschlagstermin

e Endwert K, bei gemischter Verzinsung:

Kr(zmiX) = Ko-(1+i-t1)-(1+ Z’)tZ—tl . (1 +i-(n— t2)>

e Beispiel: Anfangskapital Ky = 100, Zinsrate i = 12%, Laufzeit n = 2 von Oktober bis

iiberndchsten Oktober, Zinszuschlagstermine am Jahresanfang

= t1 =0.25, t9 =1.25

— K™Y = 100 (1+0.12-0.25) - (14 0.12)! - (14 0.12-0.75)
= 100-1.03-1.12-1.09 = 125.74

e Zum Vergleich: Die iibliche Zinseszinsrechnung wiirde zu Kécomp) =100-1.122 = 125.44
fiihren (bei Zinsperioden kleiner als einem Jahr liefert die lineare Verzinsung stets hohere
Werte).

e Problem: Aquivalenzbetrachtungen sind — wie bei der linearen Verzinsung — vom gewihl-
ten Stichtag abhangig. AuBerdem beeinflusst eine ,Parallelverschiebung” der Laufzeit das
Ergebnis.

Beispiel: Wie oben, aber Laufzeit von Juli bis iiberndchsten Juli

— =05 t,=15 = K" = 100-1.06-1.12-1.06 = 125.84

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013
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1.1.5 Unterjahrige Verzinsung

Gibt es innerhalb eines Jahres mehrere Zinszuschlagstermine, spricht man von unterjahriger
Verzinsung (period compounding). Diese ist lediglich im Zusammenhang mit der Zinseszins-
rechnung von Bedeutung (da bei linearer Verzinsung stets das Anfangskapital als BezugsgroBe

gewiahlt wird).

Es ist zwischen der nominellen Zinsrate inom (nominal interest rate) und der effektiven

Zinsrate ioq (effective interest rate) zu unterscheiden.

f — Anzahl der unterjihrigen Zinszuschlagstermine
(iiblich: f = 2 — halbjahrlich, f = 4 — vierteljahrlich, f = 12 — monatlich)

Endwert K' ;ﬁmp) bei unterjahriger Verzinsung (Laufzeit n):

C
n,

K(Comp) - K 1 Inom fn
n,f - 0" + f

Beispiel: Ko =100, n =2, f =4, inom = 8%

4.2
= K™ = 100- (1 + 0408> — 100 (1.02)8 = 117.17
Zum Vergleich: Bei jahrlicher Verzinsung (f = 1) wiirde sich Kglomp) = 100 - (1.08)% =
116.64 ergeben.

Die nominelle Zinsrate stellt somit die Berechnungsgrundlage dar, aus der sich der jeweilige

Zinssatz Zn% fiir die Zinsperiode (Halbjahr, Quartal, Monat) ergibt.

Die effektive Zinsrate ist diejenige Zinsrate, die bei jhrlicher Verzinsung denselben Zins-

ertrag liefern wiirde. Es besteht demnach die Beziehung

inom f
(o) = e

4
Beispiel: Wie oben, f =4, inom = 8% = ieg = (1 + 008> -1 = 8.24%

1.1.6 Stetige Verzinsung

Ldsst man bei der unterjahrigen Verzinsung die Anzahl der Zinszuschlagstermine f unendlich

groB (und damit die Zinsperioden unendlich klein) werden, ergibt sich formal

i f }
lim <1+ nom) = ginom
f—o0 f

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0
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Die Verzinsung unter Verwendung dieses Aufzinsungsfaktor e»om wird auch als stetige Ver-
zinsung (continous compounding) bezeichnet.

Aufgrund der ,,angenehmen" Eigenschaften der e-Funktion (insbesondere beziiglich Differen-
zieren und Integrieren) wird die stetige Verzinsung insbesondere bei formal-mathematischen

Untersuchungen verwendet.

In diesem Zusammenhang wird die nominelle Zinsrate 0, auch als stetige Zinsrate (con-

tinuously compounded interest rate) oder Zinsintensitat bezeichnet.

Die dazugehdrige effektive (Jahres-)Zinsrate iog ergibt sich aus

erom = 14 i

Beispiel: Die zur stetigen Zinsrate i,0m = 8% gehdrige effektive Zinsrate ist ioq = €20®—1 =

8.33%.

Rentenrechnung

Unter einer Rente versteht man eine periodische Folge von Zahlungen. Mathematisch
ist dies eine Zahlungsreihe, deren Zahlungszeitpunkte eine arithmetische Folge mit der
Differenz § > 0 bilden, d.h., fiir die Folge der Zahlungszeitpunkte ni,...,ng, k € NU{oo},
gilt ny € Roy und 1 —npy = flirm e {1,...,k —1}.

Bemerkungen:

1. Die Zahlungen einer Rente werden als Raten bezeichnet.

2. Fir k = oo (und folglich auch unendlicher Laufzeit n) erhdlt man die sogenannte
ewige Rente (siehe Abschnitt [1.2.1]). Im Folgenden wird jedoch (zunichst) k& < oo

vorausgesetzt.

3. Im Folgenden werden j3hrliche Zinszuschlagstermine angenommen, die mit den Zah-
lungszeitpunkten der Rente iibereinstimmen, d.h. § = 1 und n; € {0,1}.

4. Im Fall von n,,, = m (m = 1,...,k) spricht man von einer nachschiissigen Rente,
im Fall von n,, = m — 1 von einer vorschiissigen Rente. In beiden Fillen betrigt
die Laufzeit n = k. Bei einer nachschiissigen Rente erfolgt die erste Zahlung z. Ztpkt.
1 und die letzte Zahlung z. Ztpkt. n, bei einer vorschiissigen Rente erfolgt die erste
Zahlung z. Ztpkt. 0 und die letzte Zahlung z. Ztpkt. n — 1.

5. Im Folgenden werden ausschlieBlich nachschiissige Renten betrachtet. Die entspre-
chenden Formeln fiir vorschiissige Renten ergeben sich aus den Formeln fiir nach-
schiissige Renten durch Abdiskontierung um eine Periode (d.h. Division durch 1 + 7).

6. Es kommt grundsatzlich die Zinseszinsrechnung zur Anwendung.

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013
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7. Die Zinsrate i ist konstant iliber die gesamte Laufzeit.

e Annahme: Zahlungen in gleicher Hohe R > 0

k
—> Endwert K, = ZKo,m-(l—Fi)("*”m)
mil n—1
= Y R-(1+)0™ = R- Y (1+z')m
m=1 m=0
— R-M: R'(l‘H‘) —1
(1 + Z) —1 7
K 1—(144)™™
= Barwert Ky = " —|R- ( +Z)
(1 + )" 7

1.2.1 Ewige Rente

19

e Annahme: Zahlungen in gleicher Héhe R > 0 erfolgen unendlich lange (n = k = o)

Endwert und Barwert ergeben sich als Grenzwerte der entsprechenden Werte der endlichen

Rente:
144" -1
Endwert K = lim K, = lim R-% — oo fir i>0
n—00 n—00 1
1—(1+¢)™" R
Barwert K§° = lim Ky = lim R-ﬂ =|=| fir >0
n—o00 n—o00 7 2

o Interpretation des Barwertes einer ewigen Rente: Der Barwert K§° entspricht genau demje-

nigen Betrag, der jahrlich Zinsen in Hohe von R erzeugt, denn es gilt K5°-i = R.

¢ Ubungsaufgabe: Bestimmen Sie den Endwert und den Barwert einer ewigen Rente fiir den

Fall ¢ < 0.

1.2.2 Renten mit veranderlichen Raten

e Arithmetisch veranderliche Rente:
Zahlungen Ky, == R+ (m—1)-d mit R>0 undd e R
— Ko,lzR, Ko,mﬁ_l—Ko,m:dﬂjr mE{l,...,k‘—l}(k‘E]N)

) — -d ..
= Endwert | K, = <R+ d) 4 —H? L nz’ (Ubungsaufgabe)
i i

e Geometrisch veranderliche Rente:
Zahlungen Ky, = R-(1+ Z'dyn)m_1 mit R >0 und igy, € R
idyn — Dynamik-Rate, 1+ igyn — Dynamik-Faktor

Ko m+1

— Kopi1 =R,
! KO,m

=1+igyn fir me{l,...,k -1} (k€ N)

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik
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(1+4)" — (1 + dayn)"

= Endwert | K, = R- —
i — idyn

fiir i # iqyn (Ubungsaufgabe)

Ubungsaufgabe: Bestimmen Sie den Endwert einer geometrisch verinderlichen Rente fiir

den Fall i = igyy.

Tilgungsrechnung

Mathematisch kann die Tilgungsrechnung als eine Variante der Rentenrechnung aufgefasst
werden, wobei der Barwert K der Rente der Hdhe einer zuriickzuzahlenden (zu tilgenden)
Schuld (z.B. Kredit oder Hypothek) entspricht.

Die Zahlungen Ko 1,..., Ko (k € IN) der Rente heiRen in diesem Zusammenhang Annui-
taten.

Im Folgenden werden — wie bei der Rentenrechnung — jahrliche Zinszuschlagstermine ange-
nommen, die mit den Zahlungszeitpunkten der Annuitdten iibereinstimmen. Die Laufzeit sei
n € IN (Jahre).

Charakteristisch fiir die Tilgungsrechnung ist die additive Aufspaltung der Annuitdten K ,,
(m=1,...,n) in einen Zinsanteil Z,, und einen Tilgungsanteil T,,,, d.h.
Kom = Zp+Tyn, m=1,...,n, mit
n m—1
> T = Ko, Zy = i-Ko und Zy = i- <K0— ZT])
m=1 j=1

Prinzipiell unterscheidet man zwei Tilgungsarten: Die Ratentilgung und die Annuitatentil-
gung.

Die Ratentilgung ist durch konstante Tilgungsanteile, d.h.
K
T = 20 fiir alle m = 1,....n
n

gekennzeichnet. Der Zinsanteil (und damit die Annuitdt) verringert sich somit von einem
Zahlungszeitpunkt zum n3chsten um 7 - =% Die Ratentilgung kann demzufolge als eine

n
arithmetisch verdnderliche Rente (s.0.) mit

K K
K()J = =0 +1i- Ky und d = —i- =0
n n

aufgefasst werden. Fiir den Endwert K, ergibt sich (siehe obige Formel)

1+i) —1 :
Ko = (ko) RSl

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013
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- K- ((1+i)”—1) YKy = Ko-(1+9)",
was dem Endwert der Schuld Ky z. Ztpkt. n entspricht.

e Die Annuitdtentilgung ist durch konstante Annuititen, d.h.

’Ko,m = A firalle m=1,...,n

gekennzeichnet. Aus obiger Endwert-Formel fiir Renten gleicher Hohe ergibt sich zur Bestim-

mung von A die Gleichung

AL ey
i
und folglich
_ . (149 .
A= Ky-i Atip—1 (1 #0).

¢ Ubungsaufgabe: Bestimmen Sie die Annuitit A bei Annuititentilgung im Fall ¢ = 0.

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0
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Kapitel 2

Stochastische Finanzmathematik in
diskreter Zeit

o Wesentlicher Unterschied zwischen klassischer und stochastischer Finanzmathematik: ,,Zah-
lungsstrome” (Verallgemeinerung von Zahlungsreihen auf ggf. stetige Zeit) sind stochasti-

schen Einflissen unterworfen

—>  Wert eines Zahlungsstromes zu einem Zeitpunkt ¢ € R ist ebenfalls stochastisch

e Modellierung der ,Wertentwicklungen" stochastischer Zahlungsstrome (,,Preisprozesse”) im

Rahmen sogenannter Marktmodelle
Wesentliche Komponenten eines Marktmodells:

e Zeithorizont n € R~ (entspricht der Laufzeit aus der klassischen Finanzmathematik)

e Menge von Handelszeitpunkten T C [0, n] mit {0,n} C T (entspricht den Zahlungszeit-

punkten einer Zahlungsreihe aus der klassischen Finanzmathematik)
e Zustandsmenge 2 # () — beschreibt mogliche ,,zukiinftige Szenarien"

e Menge von N + 1 (N € INy) Preisprozessen S°, ..., SV : T x Q — R (Verallgemeinerung
der Werte zu den Zeitpunkten ¢ € T einer Zahlungsreihe aus der klassischen Finanzmathe-
matik)

Bemerkungen:

e Den zukiinftigen Szenarien kénnen mit Hilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums (Q,f, IP)
Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.

e Dem Preisprozess S kommt in vielen Fillen eine Sonderrolle als , Diskontierungsprozess"

(dem sogenannten ,,Numéraire”) zu.

23
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In Verbindung mit einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) kann ein Preisprozess S als ein

stochastischer Prozess (St)t T mit S; : w € Q — S(t,w) € R aufgefasst werden (falls er
den (iblichen Messbarkeitsforcferungen genligt).

Die von einem Preisprozess S abgeleitete Funktion S(¢,.) : @ — R, t € T, heilt Preis zum
Zeitpunkt t. Der Preis zum Zeitpunkt n wird auch als (Europdisches) Auszahlungsprofil
bezeichnet, der Preis zum Zeitpunkt 0 auch einfach nur als Preis. In Verbindung mit einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q,}", IP) ist ein Preis zum Zeitpunkt t eine ZufallsgroRe.

Grundlegende Problemstellung: Geeignete Erginzung eines auf T x Q) (T C T) gegebenen
(,.zeitlich unvollstandig bekannten™) Preisprozesses zu einem (,,zeitlich vollstindig bekannten")
Preisprozess auf T x ) unter Beachtung eines geeigneten , Aquivalenzprinzips” (in Verallge-

meinerung der Aquivalenz von Zahlungsreihen aus der klassischen Finanzmathematik)

Klassifizierung von im Folgenden behandelten Modellen:

Modell T Q Preisprozesse

Einperioden-Marktmodell
mit endlich vielen Zustinden {0,n} Q] € N endlich viele

(Abschnitt [2.2
Einperioden-Marktmodell beliebig (auch
mit allgemeinem Zustandsraum {0,n} iiberabzihlbar endlich viele
(Abschnitt [2.3 unendlich)
Allgemeines
Mehrperioden-Marktmodell {0,1,...,n} beliebig endlich viele
(Abschnitt [2.4
Mehrperioden-Binomialmodell 0.1,....n} Qf = 2n 2 (ein Bond und
(Abschnitt [2.5 eine Aktie, s.u.)
Black-Scholes-Modell 0, ] belicbig 2 (ein Bond und
(Abschnitt [3.1 eine Aktie, s.u.)
Allgemeines zeitstetiges
Marktmodell mit 0.1

arktmodet mi bzw. beliebig endlich viele
stetigen Preisprozessen

[0, 00)

(Abschnitt [+.3)
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2.1 Finanzinstrumente und ihre Preisprozesse

Bemerkung: Es ist im Folgenden stets zwischen der mathematischen Definition und der wirt-
schaftswissenschaftlichen Interpretation zu unterscheiden. In der Literatur wird — aus mathe-
matischer Sicht — ein Finanzinstrument (Wertpapier, security, asset) haufig als ein Preisprozess
definiert. Hier jedoch wird ein Finanzinstrument als ein Tupel von charakteristischen Parametern
angesehen, aus denen sich dazugehdrige Preisprozesse bzw. Auszahlungsprofile ableiten lassen.

2.1.1 Basiswertpapiere

Basiswertpapiere sind dadurch gekennzeichnet, dass ihre Preisprozesse nicht in direkter (d.h. funk-
tionaler) Beziehung zu anderen Preisprozessen stehen. Sie weisen somit eine gewisse ,Eigenstan-
digkeit” auf.

2.1.1.1 Anleihe

Definition 2.1 Eine Anleihe (festverzinsliches Wertpapier, bond, loan) ist ein Ein-Tupel (g)p mit

g € Rxo. Der zugehdrige Preisprozess S(,, ist streng positiv und besitzt das Auszahlungsprofil

B
S(Q)B(n, ) =g

Bemerkung: Eine Anleihe ist demnach durch eine sichere (d.h. von w € € unabhangige) Aus-
zahlung zum Zeitpunkt n gekennzeichnet. Die charakteristische Zahl g wird als Nominalwert

(Nennwert, nominal amount, notional amount, face value, par value) bezeichnet.

2.1.1.2 Aktie

Eine Aktie (stock, share) besitzt keinen charakterisierenden Parameter und ist durch einen streng
positiven Preisprozess gekennzeichnet, dessen Auszahlungsprofil (im Gegensatz zur Anleihe) nicht

konstant ist.

Bemerkung: Bei dem Preisprozess einer Aktie handelt es sich um einen sehr allgemeinen Prozess,
der nicht nur fiir das Finanzinstrument , Aktie" spezifisch ist, sondern ebenso fiir die Preisent-
wicklung von Zinsen, Wahrungen (currencies) oder Rohstoffe (commodities) herangezogen werden

kann.

2.1.2 Derivative Wertpapiere

Derivative Wertpapiere (Derivate, derivatives) sind dadurch gekennzeichnet, dass ihr Preisprozess
(und insbesondere ihr Auszahlungsprofil) in einem funktionalen Zusammenhang zu dem Preisprozess

eines Basiswertpapiers steht.
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2.1.2.1 Futures/Forwards

Aus wirtschaftswissenschaftlicher Sicht handelt es sich bei Futures bzw. Forwardd'| um soge-
nannte unbedingte Termingeschéafte: Zwei Vertragsparteien verpflichten sich, ein bestimmtes
Finanzinstrument (z.B. Aktie oder Anleihe, aber auch W3hrungen oder Zinsraten) zu einem festge-
legten Zeitpunkt (Ausiibungszeitpunkt, Filligkeit, maturity) zu einem bei Vertragsabschluss fest-
gelegten Preis (der sogenannte Basispreis oder Ausiibungspreis, exercise price, strike (price)) zu
kaufen bzw. zu verkaufen. Der Kaufer eines Futures wird dabei als ,long position*, der Verkau-
fer als ,,short position* bezeichnet. Das zugrundeliegende Finanzinstrument heillt Basiswert oder

Underlying.

Der Kaufer (long position) eines Futures profitiert dabei in dem Fall, dass das Underlying zum
Ausiibungszeitpunkt einen héheren Wert als den vereinbarten Ausiibungspreis besitzt, da in diesem
Fall das Underlying zum geringeren Preis gekauft und zum héheren , Marktpreis” verkauft werden
kann. Der Verkiufer (short position) profitiert im genau gegenteiligen Fall.

Ublicherweise wird bei Futures der Ausiibungspreis dergestalt festgelegt, dass der Preis des Futures
(zum Zeitpunkt 0) Null ist.

Es folgt die mathematische Definition eines Futured?}

Definition 2.2 Ein Future ist ein Paar (U, I~(>F , wobei U eine Funktion U : Q — R (ge-
ut

nannt das Underlying) und K eine positive reelle Zahl (genannt der Strike) ist. Der zugehérige
Preisprozess S ; _ besitzt das Auszahlungsprofil
<U7K> Fut
S, N (n,.) == U()-K1,
()
Fut

wobei 1 die Eins-Funktion auf ) bezeichnet.

S
A

— K

Abbildung 2.1: Auszahlungsprofil eines Futures in Abhangigkeit vom Wert des Underlyings

LFutures und Forwards unterscheiden sich im Wesentlichen in der Art der Geschiftsabwicklung — der Futures-
Handel ist erheblich stdrker standardisiert und reglementiert als der Forwards-Handel. Aus mathematischer Sicht
ergeben sich daraus keine Unterschiede in der Behandlung.

2Da mathematisch zwischen Futures und Forwards nicht unterschieden zu werden braucht, wird im Folgenden
lediglich von Futures gesprochen.
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Bemerkungen:

1. Die obige Definition betrachtet einen Future aus der ,long position”, d.h. aus der Sicht

des Kaufers. Der Preisprozess aus Sicht des Verkiufers (der ,short position”) ware dann

(),

2. Im Folgenden gelte folgende Vereinbarung: Wenn nicht anders angegeben, werden Preispro-

zesse stets aus Sicht der ,long position* betrachtet.

3. Als Underlying werden iiblicherweise Auszahlungsprofile anderer Finanzinstrumente (beispiels-
weise einer Aktie) herangezogen.

4. Der Ausiibungszeitpunkt n eines Futures entspricht iiblicherweise dem Zeithorizont des jeweils
betrachteten Marktmodells.

5. Wie bereits oben erwihnt, wird bei einem Future iiblicherweise der Strike K so gewihlt, dass

S(U,f() 0) =0

Fut

gilt.

2.1.2.2 Europiische Call-Option

Bemerkung: ,Europiische” Wertpapiere sind dadurch gekennzeichnet, dass eine Auszahlung aus-
schlieBlich zum letzten Handelszeitpunkt n erfolgt. ,,Amerikanische” Wertpapiere kdnnen Auszah-
lungen zu jedem beliebigen Handelszeitpunkt ¢ € T realisieren. Der Handel mit Europdischen oder
Amerikanischen Wertpapieren ist — selbstverstandlich — nicht auf europaische oder amerikanische
Handelsplatze beschrankt.

Aus wirtschaftswissenschaftlicher Sicht hat der Kaufer (long position) einer Europdischen
Call-Option das Recht (aber im Gegensatz zum Future nicht die Pflicht), ein bestimmtes Finan-
zinstrument (underlying) zu einem festgelegten Zeitpunkt (Ausiibungszeitpunkt, Filligkeit, matu-
rity) zu einem bei Vertragsabschluss festgelegten Preis (Basispreis, Ausiibungspreis, exercise price,
strike (price)) zu kaufen. Demgegeniiber hat der Verkaufer (short position) einer Europaischen
Call-Option die Pflicht, auf Wunsch des Kiufers das Finanzinstrument zum Ausiibungszeitpunkt

zu dem festgelegten Preis zu liefern.

Bemerkungen:

1. Der Kaufer einer Call-Option wird sein Kaufrecht sicherlich nur dann ausiiben, wenn der
Wert des Underlyings zum Ausiibungszeitpunkt héher ist als der festgelegte Ausiibungspreis,
da in diesem Fall das Underlying zum geringeren Ausiibungspreis gekauft und zum hoheren

Marktpreis verkauft werden kann.
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2. Der Preis (z. Ztpkt. 0) einer Call-Option ist stets positiv, da das Auszahlungsprofil einer Opti-
on aufgrund des Wahlrechts stets nichtnegativ ist. Eine rational nachvollziehbare Bestimmung
des Preises einer Option war erstmals Anfang der 70er mit Hilfe der Black-Scholes-Formel
moglich (siehe Kapitel ,Stochastische Finanzmathematik in stetiger Zeit"). Das Problem der
Preisbestimmung fiir eine Option ist demnach als das grundlegende Ausgangsproblem der

modernen Finanzmathematik anzusehen.

Definition 2.3 Eine Europdaische Call-Option ist ein Paar (U, K ) . wobei U eine Funktion

U :Q — R (genannt das Underlying) und K eine positive reelle Zahl (genannt der Strike) ist.
Der zugehérige Preisprozess S ( ) besitzt das Auszahlungsprofil
UK

ECO

Abbildung 2.2: Auszahlungsprofil einer Europdischen Call-Option in Abhangigkeit vom Wert des
Underlyings

Bemerkungen:

1. Aus praktischer Sicht realisiert der Kaufer einer Call-Option erst im Fall U(w) — K >
S< ~) (0,w) Gewinn, d.h., wenn die tatsdchliche Auszahlung der Option z. Ztpkt. n
K

ECO

den Preis der Option z. Ztpkt. 0 iibersteigt. Der Wert K + S< ~) (0,w) wird auch als
UK

. . ECO
break-even-point bezeichnet.

2. Umgekehrt entspricht der groRtmdogliche Verlust aus Sicht des Kaufers genau dem Preis der
Option z. Ztpkt. 0 (ndmlich fiir den Fall, dass die Option im Fall U(w) < K nicht ausgeiibt
wird).

3. Selbst wenn der break-even-point noch nicht erreicht sein sollte, wird der Kaufer einer Call-
Option sein Kaufrecht im Fall U(w) > K stets ausiiben, um die Kosten fiir den Kauf der
Option ggf. wenigstens teilweise auszugleichen.
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out of the money falls U(w) <

4. Eine Call-Option heift { in the money falls U(w) >
at the money falls U(w) ~ f(
wobei ,, <" (,deutlich kleiner), ,>>" (,deutlich groBer”) und , =" (,ungefdhr”) mathematisch

nicht naher spezifiert sind.

5. Der Wert einer Option zum Zeitpunkt ¢ < n setzt sich zusammen aus dem sogenannten
inneren Wert, der sich aus dem Wert des Preisprozesses des Underlyings z. Ztpkt. ¢ im
Bezug zum Strike K ergibt, und dem sogenannten Zeitwert, der die zukiinftige Mdglichkeit

des positiven Gewinns bewertet.

2.1.2.3 Europédische Put-Option

Bei einer Put-Option handelt es sich um eine Verkaufsoption, Aus wirtschaftswissenschaftli-
cher Sicht hat der Kaufer (long position) einer Europdischen Put-Option das Recht (aber
nicht die Pflicht), ein bestimmtes Finanzinstrument (underlying) zu einem festgelegten Zeitpunkt
(Ausiibungszeitpunkt, Filligkeit, maturity) zu einem bei Vertragsabschluss festgelegten Preis (Ba-
sispreis, Ausiibungspreis, exercise price, strike (price)) zu verkaufen. Demgegeniiber hat der Ver-
kaufer (short position) einer Europdischen Put-Option die Pflicht, auf Wunsch des Kiufers das
Finanzinstrument zum Ausiibungszeitpunkt zu dem festgelegten Preis zu kaufen.

Bemerkung: Der Kaufer einer Put-Option wird sein Verkaufsrecht sicherlich nur dann ausiiben,
wenn der Wert des Underlyings zum Ausiibungszeitpunkt niedriger ist als der festgelegte Aus-
tibungspreis. In diesem Fall wird er das Underlying zum niedrigeren Marktpreis kaufen und dem

Verkaufer der Put-Option zum hoheren Strike verkaufen.

Definition 2.4 Eine Europaische Put-Option ist ein Paar (U, f() PO’ wobei U eine Funktion

U :Q — R (genannt das Underlying) und K eine positive reelle Zahl (genannt der Strike) ist.
Der zugehérige Preisprozess S ( ~> besitzt das Auszahlungsprofil
UK

EPO

S<Uj<) (n,.) = (Kl—U(.)>+

EPO

Abbildung 2.3: Auszahlungsprofil einer Europdischen Put-Option in Abhdngigkeit vom Wert des
Underlyings
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Bemerkungen:

1. Die Bemerkungen zu Europaischen Call-Optionen gelten analog auch fiir Europdische Put-

Optionen — jeweils von der anderen ,Seite” des Strikes aus gesehen.

2. Optionen und Futures dienen nicht nur spekulativen Zwecke, sondern eignen sich insbesondere

auch zur Absicherung (hedging) von Kursschwankungen.

3. Europiische Call- bzw. Put-Optionen werden (umgangssprachlich) auch als Plain Vanilla

Optionen bezeichnet.

4. Durch additive Kombination der Auszahlungsprofile zweier Europaischer Optionen (Call/Put
in long/short position) lassen sich weitere Auszahlungsprofile mit speziellen Eigenschaften

erzeugen (sogenannte Spreads oder Straddles).

Ubungsaufgaben:

1. Erlautern Sie das folgende Zitat von Serge DemoIiéreE]: ,Welcher Laie wird wohl je verstehen,
dass der Verkaufer der Verkaufsoption bei der Ausiibung der Verkaufsoption durch den Kaufer
der Verkaufsoption der Kaufer der von dem Kaufer der Verkaufsoption verkauften Wertpapiere

ist.

2. Informieren Sie sich in der einschlagigen Literatur iiber Spreads und Straddles und untersu-

chen Sie deren Eigenschaften.

2.1.2.4 Asiatische Optionen

Aus wirtschaftswissenschaftlichen Sicht 3hneln die Asiatischen Optionen den Europaischen
Optionen, wobei das Underlying aus dem Durchschnitt eines Preisprozesses S zu bestimmten
Zeitpunkten T C T gebildet wird.

Definition 2.5 Eine Asiatische Call- bzw. Put-Option ist ein Tupel (S, T, f() bzw. (S, T,

sCO

K ) , wobei S ein Preisprozess, T C T mit
AsPO

’TF’ < oo eine Menge von Handelszeitpunkten sowie

K eine positive reelle Zahl ist. Die zugehérigen Preisprozesse S <

o bzw. S,
S,T,K) <S,’]T,K)
AsCO AsPO

besitzen die Auszahlungsprofile

S, N (n.) = <l25(t,.)—l?1>+ =S N (n,.) bzw.
(s,qrx) T (ﬁ ) S(t,‘),K>

teT

AsCO teT peo
_l’_
s )= (F- ks sw)) = (n,)
- |T| L X
<S,T,K> o teT (m tgr St )’K> EPO

3derzeitiges Vorstandsmitglied der Landesbank Berlin
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2.1.2.5 Barrier-Optionen

e Auszahlungsprofile wie bei den Europiischen Optionen, wobei nur dann eine Auszahlung
erfolgt, wenn der zugrunde liegende Preisprozess S eine vorgegebene Schranke B erreicht

oder nicht

Dabei unterscheidet man folgende Varianten:

— Knock-out Optionen mit den Spezialfillen down-and-out (d&o) bzw. up-and-out

(u&o): Nullauszahlung, falls untere bzw. obere Schranke erreicht wird

— Knock-in Optionen mit den Spezialfillen down-and-in (d&i) bzw. up-and-in (u&i):

Nullauszahlung, falls untere bzw. obere Schranke nicht erreicht wird

— Jeweils Auspragungen als Call- oder Put-Option méglich

e Mathematische Beschreibung durch ein Tripel (S, B, I~(> (zugrundeliegender Preisprozess S

sowie B, K > 0) mit den jeweiligen Bezeichnungsindizes d&oCO, d&oPO, ..., u&iCO,
u&iPO und zugehdrige Preisprozesse mit den Auszahlungsprofilen (Auswahlﬂ

0 falls minS(t,.) < B 0 falls minS(t,.) < B
S(SBf() (n,.) = teT . _ teT
»B,K)agoco N 7T ~
S(n,.) — K1) sonst S -y (n,.) sonst
( (TL ) ) L (S(n")’K)Eco
0 falls max S(t,.) < B 0 falls max S(t,.) < B
L o teT _ teT
3(5737 )u&iPO (n,.) = - + =
(Kl — S(n, .)) sonst S(S(n,.)f{) (n,.) sonst
EPO

2.1.2.6 Lookback-Optionen

e Lookback-Optionen dhneln den Europaischen Optionen, wobei der (zufallsabhangige) Strike
durch das Minimum (bei einem Lookback Call) bzw. das Maximum (bei einem Lookback

Put) des Preisprozesses S des Underlyings bestimmt wird.

e Mathematische Beschreibung durch das Ein-Tupel (S)Lbco bzw. <S)pro (zugrundelie-

gender Preisprozess S) und zugehdrige Preisprozesse mit den Auszahlungsprofilen

S<S) (n,.) = S(n")_?éiqlrls(t") bzw. S<S) (n,.) = Il{lea%S(t,.)—S(n,.)

LbCO LbPO

*Dabei wird Existenz von rtnijlrl S(t,.) bzw. max S(t,.) vorausgesetzt.
5 €
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2.2 Einperioden-Marktmodell mit endlich vielen Zustanden
Literatur:

e Jiirgen Kremer, Einfiihrung in die Diskrete Finanzmathematik [7]

e Alison Etheridge, A Course in Financial Calculus [4]

Vereinfachungen des Modells gegeniiber der Realitat:

e Keine Transaktionskosten
e Keine Dividendenzahlungen
o Kauf/Verkauf von Finanzinstrumenten in beliebigen (reellwertigen) Stiickzahlen moglich

e Kein Preisunterschied zwischen Kauf und Verkauf (kein bid-ask-spread)

2.2.1 Grundlagen

Definition 2.6 Ein Einperioden-Marktmodell mit K € IN Zustdnden (Bezeichnung: EPMg )
ist ein Tupel (n, T,Q, 8%, ..., SN) mit

e Zeithorizont n € R+
e Menge von Handelszeitpunkten T = {0,n}

e Zustandsmenge Q) = {w,...,wg}, K € N

e N Preisprozessen S',..., SN : T x Q = R mit
SY0,)=by, ..., SN0,.)=by (b1,...,bx €R)
Bemerkungen:

1. Das EPMg enthilt alle wesentlichen Komponenten eines Marktmodells gemal den Bemer-
kungen am Anfang dieses Kapitels. In diesem speziellen Fall wird jedoch auf den Preisprozess
SY zur Vereinfachung der kommenden Betrachtungen verzichtet. Dessen Rolle als ,Diskon-

tierungsprozess' wird spater S! einnehmen.

2. Die Preisprozesse sind nicht auf die Preisprozesse von Basiswertpapieren (Aktien und Anlei-

hen) eingeschrankt.
3. Der konkrete Wert des Zeithorizonts n ist fiir die weiteren Betrachtungen nicht von Interesse.
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4. Die Werte b; ..., by sind die (auf Q2 konstanten) Preise der Preisprozesse z. Ztpkt. 0. Sie
lassen sich in einem Vektor

by

b = e RV
by
zusammenfassen.

5. Die Auszahlungsprofile der Preisprozesse (d.h. die Werte z. Ztpkt. n) lassen sich mittels einer
N x K-Matrix

DH DIK Sl(n,wl) Sl(n,wK)
D = : : = : : c RVxK
Dny ... Dngk SN(n,wy) ... SN(n,wr)
beschreiben.
6. Ein EPMp ist demnach ebenso durch ein Paar (b, D) mit b € RY und D € RV*K
bestimmt.
2.2.2 Portfolio und Wert eines Portfolios

Definition 2.7 Gegeben sei ein EPI\/IK<b, D) mit b € RN und D € RY*K . Dann heiBt ein

N-dimensionaler Vektor

hi
h = : e RV
hn

ein Portfolio. Fiir ein Portfolio h heifSt

Vo(h) == h-b = > hi-b € R
=1

der Wert des Portfolios h z. Ztpkt. 0 und

N
Vi(h) D' h 2 Dithi
Vi (h) = = = = DT eh ¢ RE
N
VnK(h) DK -h Z D;ih;
=1

der Wertvektor des Portfolios h z. Ztpkt. n.
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Bemerkungen:

. Wirtschaftswissenschaftlich bezeichnet ein Portfolio eine Sammlung von Finanzinstrumen-
ten, d.h., den Besitz einer bestimmten Anzahl von Finanzinstrumenten. Mathematisch von
Interesse ist dabei lediglich die jeweilige ,Stiickzahl” h; (i = 1,...,N) des zum Preisprozess

S’ gehdrenden Finanzinstruments (im Folgenden kurz als ,Finanzinstrument i bezeichnet).

. h; > 0 entspricht dem Kauf von h; Einheiten des Finanzinstruments ¢ z. Ztpkt. 0, h; < 0

dem Verkauf von —h; Einheiten des Finanzinstruments i z. Ztpkt. 0.

. Im EPMg findet keine Anderung des Portfolios statt, d.h., z. Ztpkt. n werden immer noch
dieselben Anteile von Finanzinstrumenten gehalten wie z. Ztpkt. 0.

. Vo(h): Kapital, das fiir den Kauf des Portfolios h aufzuwenden ist

Vo(h) < 0: Kapitaleinnahme in Héhe von —Vj(h) bei Zusammenstellung des Portfolios h z.
Ztpkt. 0

. VJ(h) (j = 1,...,K): Wert des Portfolios h z. Ztpkt. n im Zustand w; (Gewinn, der im
Zustand w; bei Verkauf des Portfolios h erzielt wird)

V,{(h) < 0: Zahlungsverpflichtung in Hohe von —V,{(h) im Zustand w; z. Ztpkt. n

2.2.3 Arbitrage und Arbitragefreiheit

o Wirtschaftswissenschaftlich bezeichnet eine Arbitrage die Moglichkeit eines risikolosen Ge-

winns.

e In der Realitdt existieren Arbitragen iiblicherweise nur kurze Zeit, da diese auf Preisun-
terschieden beruhen, die durch Marktmechanismen (verstarkter Kauf oder Verkauf) schnell
ausgeglichen werden.

e Von einem ,verniinftigen" theoretischen Marktmodell ist zu erwarten, dass es Arbitragen

ausschlielt.

e Der Begriff der , Arbitragefreiheit” wird sich im Folgenden als von entscheidender Bedeutung

fiir die Bestimmung eines ,verniinftigen” Preises fiir ein Finanzinstrument herausstellen.

Definition 2.8 Ein Portfolio h € RN heiBt eine Arbitrage im EPI\/IK<b, D), falls
Vo(h) <0 und V,(h) > 0%  ( Arbitrage Typ I")
oder

Vo(h) <0 und V,(h)>0%  (,Arbitrage Typ II)
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—Vo(h)
Voo (h)

d.h. > oK+

gilt. Ein EPM g (b, D) heilt arbitragefrei, falls in ihm keine Arbitrage existiert.

Bemerkungen:

1. Zur Interpretation: Liegt eine Arbitrage Typ | vor, braucht z. Ztpkt. 0 kein Kapital zum Erwerb
des Portfolios eingesetzt zu werden, und z. Ztpkt. n besteht keine Zahlungsverpflichtung,

wobei in mindestens einem zukiinftigen Zustand Gewinn erzielt wird.

Bei einer Arbitrage Typ Il wird z. Ztpkt. 0 eine Kapitaleinnahme beim Zusammenstellen des

Portfolios realisiert, und z. Ztpkt. n besteht keine Zahlungsverpflichtung.
2. Der moglicherweise nahe liegende Gedanke, eine Arbitrage allgemeiner durch
Vo(h) - 1% < Vy(h)

zu definieren, ist jedoch nicht sinnvoll: In diesem Fall wiirde in jedem EPMy, das eine An-
leihe enthilt, deren Preis (realistischerweise) geringer als der Nominalwert ist, eine Arbitrage

existieren.

Letztlich ist die Arbitragefreiheit dadurch gekennzeichnet, dass kein Preisprozess einen ande-
ren ,dominiert” (z.B. dass bei gleichem Preis ein ,giinstigeres" Auszahlungsprofil existiert).

Unter einer zusatzlichen Voraussetzung l3sst sich eine Arbitrage jedoch einfacher charakterisieren:
Lemma 2.9 Gegeben sei ein EPMg (b, D). Falls es ein Portfolio h, € RN mit
Volhy) > 0 und V,(hy) > 0
gibt, sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gibt in (b, D) eine Arbitrage.
(ii) Es gibt ein Portfolio h € RN mit
Vo(h) = 0 und V(h) > 0X.

Beweis: (i) = (i): Offensichtlich, da in (ii) ein Spezialfall der Arbitrage Typ | vorliegt.

(i) = (ii): Sei h € RY eine Arbitrage. Da aus Vy(h) = 0 sofort (ii) folgt, braucht lediglich
Vo(h) < 0 (und folglich V;,(h) > 0%, Arbitrage Typ II“) betrachtet zu werden.

Vo(h)
Vo(hy)

Wegen Vo(hy) > 0 (n.V.) gibt es in diesem Fall ein A > 0 (ndmlich A := — ), fiir das
Vo(h) +A-Vo(hy) = 0
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gilt. Wegen
Voh) £ A-Vo(hs) = b-h+A-b-h. = b- (h+>\h+) = Vo(h+ Ahy)
ist somit
Vo(h 4+ Ahy) = 0.
Es verbleibt demnach,
Vi(h+ Ahy) > 0X
zu zeigen: Wegen V;,(hy) > 0% und V,,(h) > 0% folgt dies jedoch unmittelbar aus
Vio(h+ X hy) = DTe (h+)\h+> — DT'eh+) DT eh.

= Vy(h)+_ X -V,(hy) > 0F,
( )+\>0, (hy)

>0K >0K

d.h., das Portfolio h := h + Ah. leistet das Gewiinschte. "

Bemerkung: Die Voraussetzung von Lemma ist insbesondere dann erfiillt, wenn (b, D) ein
Finanzinstrument i € {1,..., N} mit b; > 0 und D; > 0¥ enthilt: In diesem Fall leistet das Port-
folio by := (0,...,0,1,0,...,0)" mit der, 1" an der i-ten Stelle das Gewiinschte. Im Speziellen

gilt dies, wenn ein Finanzinstrument mit streng positivem Preisprozess vorliegt.

Das folgende Lemma enthilt eine fiir die weiteren Betrachtungen wichtige Folgerung aus der
Arbitragefreiheit eines EPM

Lemma 2.10 /n einem arbitragefreien EPMK(b, D) gi/ﬂ
ker DT 1 b, d.h. Vo(h) =0 fiiralle h € RN mit V,(h)= 0%,

Beweis: Indirekt: Angenommen, es gibe ein Portfolio h € R mit V,,(h) = 0%, aber Vj(h) # 0.
Fiir den Fall V5(h) < 0 wére dann h eine Arbitrage Typ Il, ansonsten wire —h eine Arbitrage Typ
[I. Widerspruch! ]

Bemerkung: Die Umkehrung dieses Lemmas gilt nicht immer: Insbesondere im Fall ker DT =

1
{0N} gilt stets ker DT L b, allerdings ist zum Beispiel fiir (b, D) mit b := und D :=
1

das Portfolio h := eine Arbitrage Typ .

Ubungsaufgabe: Finden Sie ein weiteres Beispiel fiir den Fall ker DT # {0V }.

5Zu Grundlagen der linearen Algebra siehe Abschnitt
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Die folgenden beiden Sitze stellen eine erste Beziehung zwischen der Arbitragefreiheit eines EPM g
(b, D) und der L&sbarkeit des linearen Gleichungssystems Dy = b her:

Satz 2.11 In einem arbitragefreien EPI\/IK<b7 D) gilt

b € ImD, d.h., esgibt einen Vektor ) € RX mit Dy =b.

Beweis: Aus der Arbitragefreiheit folgt gem3R Lemma b L ker DT Nun ist aber auch — siehe

BT und B2 -

ker DT | Im D und RN = ker DT @ Im D.

Daraus folgt, dass jeder Vektor, der orthogonal zu ker D7 ist, in Im D enthalten ist, so auch b.

Satz 2.12 Gegeben sei ein EPMK(b, D). Gibt es einen Vektor ) > 0%, fiir den Dy = b gilt,
so folgt daraus die Arbitragefreiheit von (b, D).
Beweis: Sei 1) > 0% eine Losung des LGS Dt = b. Dann gilt fiir jedes Portfolio h € RV

Vo(h) = b-h = bl eh = (Dey))T eh = (T eDT)eh
= ¢y e(D"eh) = - (DT eh) = ¢-V,(h).

Im Fall V,,(h) > 0% (,beinahe" Arbitrage Typ |) ergibt sich wegen ¢ > 0%
Vo(h) = - Vu(h) > 0,

d.h., in diesem Fall liegt keine Arbitrage vor.
Im Fall V;,(h) > 0% (,beinahe" Arbitrage Typ II) ergibt sich analog

Vo(h) = ¢-Vyu(h) > 0,

d.h., auch in diesem Fall liegt keine Arbitrage vor.

In allen anderen Fillen fiir V,,(h) kann offensichtlich ebenfalls keine Arbitrage vorliegen. "

Satz 2.13 (1. Fundamentalsatz) Ein EPMg (b, D) ist genau dann arbitragefrei, wenn eine L6-
sung 1 € RE des linearen Gleichungssystems D = b mit 1) > 0K existiert.

Beweis: Siehe Abschnitt [B.2

Bemerkung: Ein solcher Vektor ¢ > 0% heiRt Zustandspreisvektor (state price vector). Inter-
pretation erfolgt im nichsten Abschnitt.
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2.2.4 Replizierbare Auszahlungsprofile

Im Folgenden wird der Fall betrachtet, dass ein Wertvektor z. Ztpkt. n (z.B. das Auszahlungsprofil
einer Option) bekannt ist, nicht aber dessen Preis z. Ztpkt. 0. Entscheidend dabei ist zunachst die

Frage, ob es ein Portfolio gibt, das diesen Wertvektor ,,nachbilden” kann.

Definition 2.14 Gegeben sei ein EPM g (b7 D) mit b € RN und D € RNY*K . Dann heiBt ein
K -dimensionaler Vektor

ein Auszahlungsprofil (claim).

Ein Auszahlungsprofil c € RY heiBt replizierbar (erreichbar, absicherbar, attainable), wenn
ceImD”

gilt (d.h. 3h € RN, so dass c = DTh = V,,(h)).

Ein Portfolio h € RN, fiir das
c = Vu(h)

gilt, heibt replizierendes Portfolio (hedge) fiir das Auszahlungsprofil c.

Die Menge
H(e) = {h eRY |c= Vn(h)}

wird als Menge der replizierenden Portfolios von c bezeichnet.

Bemerkung: Gibt es fiir ein Auszahlungsprofil ¢ € R¥ ein replizierendes Portfolio h € R, lasst
sich fiir dieses Portfolio stets ein Preis Vj(h) z. Ztpkt. 0 angeben. Da das replizierende Portfolio
allerdings nicht eindeutig bestimmt sein muss, stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen
dann wenigstens der Preis von unterschiedlichen replizierenden Portfolios (selbstverstandlich fiir

dasselbe Auszahlungsprofil ¢ € RE1) eindeutig bestimmt ist.

Satz 2.15 Gegeben seien ein EPM K(b, D) und ein replizierbares Auszahlungsprofil ¢ € RX.
Dann sind folgende Aussagen adquivalent:

1. Fiiralle h, h e H(c) gilt Vo(h) = Vy(h).

2. Esgilt ker DT 1 b.
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Beweis: Sei h eine spezielle Losung von ¢ = DT h. Dann ist auch h + f fiir jedes f € ker DT
eine Lésung dieses LGS, da
D"e(h+f) = D'"h+D"f = D"h+0%X = D"h
ist. Somit gilt fiir alle h, h € H(c) stets
h —h € ker D”.
AuBerdem ist

Vo(h) = Vo(h) = b-(h—h) = 0

genau dann, wenn b L (h — h) gilt. Da h — h jeder beliebige Vektor f € ker D sein kann, folgt
daraus die Behauptung. "

Es zeigt sich, dass insbesondere die Arbitragefreiheit hinreichend fiir die Eindeutigkeit des Preises
eines Auszahlungsprofils ist:

Satz 2.16 (,Law of One Price”) Es seien (b, D) ein arbitragefreies EPM g mit Zustandspreis-

vektor 1) > 0K sowie ¢ € R¥ ein replizierbares Auszahlungsprofil. Dann gilt:
1. Sind sowohl h € RN als auch h € RV replizierende Portfolios von ¢, so ist

Vo(h) = Vo(h).
2. Fiir jedes Portfolio h € H(c) gilt
Vo(h) = ¢-c.

Bezeichnung: cy(c) :==1 ¢ (,Preis des Auszahlungsprofils c*)

3. Das erweiterte EPM g (l;, D) mit

b = b cRNtY und D = b c RIWVHDxK
CO(C) cr

ist ebenfalls arbitragefrei.

Beweis: ,1." ist eine direkte Folgerung aus Lemma und Satz[2.15]
Zu 2.: Wegen b = D) und ¢ = V,,(h) ergibt sich

Voth) = b-h = Dy-h = (Dey))  eh
= (" eD")eh = ¢ (D" eh) = ¥-Vu(h) = v-c
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. Wegen b = D7) und cy(c) = e ergibt sich sofort
D Devy b b
i - = = Y
c’ cl o) c- co(e)

d.h., 9 > 0% ist auch der Zustandspreisvektor des erweiterten EPM g (i), b) Daraus folgt gemal}

Satz [2.13| die Arbitragefreiheit von (l;, D). "
Bemerkungen:
1. Aus Aussage 2. ergibt sich insbesondere, dass der Preis eines replizierbaren Auszahlungsprofils

in einem arbitragefreien EPM g ohne Kenntnis des replizierenden Portfolios lediglich mit Hilfe

eines Zustandspreisvektors 1) >> 0 bestimmt werden kann.

. Mit Hilfe des Preises co(c) wird das Auszahlungsprofil ¢ zu einem Preisprozess SN+ mit

SN0, ) =co(e) und SNFl(n,)=¢

vervollstindigt. Eine Aufnahme dieses Preisprozesses in das EPM g ist ,,unschadlich” fiir die
Arbitragefreiheit.

Der Preis co(c) eines Auszahlungsprofils wird auch als fairer Preis bezeichnet.

Die Preisformel ¢o(¢) = 1 - ¢ ermdglicht eine unmittelbare Interpretation des Zustands-
preisvektors ¢: Da sich der faire Preis als Skalarprodukt aus dem Auszahlungsprofil und dem
Zustandspreisvektor ergibt, geben die Komponenten des Zustandspreisvektors somit an, mit
welchem Gewicht die Komponenten eines Auszahlungsprofils (d.h. die jeweiligen Auszahlun-
gen fiir die Zustdnde wy,...,wk) in den Preis dieses Auszahlungsprofils eingehen. Speziell

fiir die Auszahlungsprofile

0
1 0
1
m_ | @ (x)
C = y C = O s y C =
0
0 1
0

(d.h., c7) beschreibt eine Auszahlung in Hohe von 1 im Zustand w;, ansonsten eine Null-
Auszahlung) ergibt sich (Arbitragefreiheit vorausgesetzt) fiir ¢ = (¢, ..., vK)T

co(c?) = p-cV) =y (j=1,...,K).
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2.2.5 \Vollstandigkeit

Definition 2.17 Ein EPM K(b, D) heift vollstindig (complete), falls jedes Auszahlungsprofil
replizierbar ist, d.h., falls

ImD? = R¥
gilt bzw. DT surjektiv ist.

Satz 2.18 (2. Fundamentalsatz) Ein arbitragefreies EPM (b, D) ist genau dann vollstindig,
wenn der Zustandspreisvektor v € RX (d.h. die Losung des Gleichungssystems D1 = b mit
Y > 0K) eindeutig bestimmt ist.

Beweis: Nach Definition ist (b, D) genau dann vollstindig, wenn Im DT = R¥ gilt. Da allgemein
rgD = rg DT = dimIm DT

gilt, ist die Vollstandigkeit somit gleichbedeutend mit
rgeD = K,

d.h., D besitzt vollen Spaltenrang. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit der eindeutigen L&s-
barkeit des Gleichungssystems D1 = b unter der Voraussetzung, dass iiberhaupt eine L&sung
existiert. Diese Voraussetzung ist gemaR Satz durch die Arbitragefreiheit gegeben, die sogar
die Existenz eines Zustandspreisvektors 1) > 0% impliziert. n

Bemerkung: Aus obigem Beweis ist ersichtlich, dass die Vollstandigkeit des EPM (b, D) aquiva-
lent ist zu rg D = K. In einem vollstindigen EPM g muss daher stets N > K (,Es gibt mindestens

ebenso viele Finanzinstrumente wie Zustdnde") gelten, da andernfalls rg D < N < K wire.

2.2.6 Einperioden-Binomialmodell

Ein Beispiel fiir ein sehr einfaches EPM ist das sogenannte Ein-Perioden-Binomialmodell:

Definition 2.19 Ein EPM, <b, D) heit ein Einperioden-Binomialmodell mit den reellen Pa-
rameternd > 0, u > d, r > —1 und sg > 0, falls

1 147 14r
(v0) -
S0 d'S() u- So

ist.
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Bemerkungen:

1. Ein Einperioden-Binomialmodell besteht aus N = 2 Finanzinstrumenten und K = 2 Zustan-

den.

2. Das Finanzinstrument 1 ist eine Anleihe mit Preis 1 z. Ztpkt. 0 und dem konstanten Aus-
zahlungprofil (1 +r) - 12 z. Ztpkt. n.

3. r kann als Zinssatz interpretiert werden.

4. Finanzinstrument 2 ist eine Aktie mit Preis sg > 0 z. Ztpkt. 0 und den Werten d - s¢ im
Zustand wy bzw. u - sg im Zustand ws mit u > d > 0 z. Ztpkt. n.

5. ,u" steht fiir ,up” und ,,d" fir ,down".

Satz 2.20 Ein Einperioden-Binomialmodell mit den Parametern d,u,r und sg ist genau dann

arbitragefrei, wenn
u>14r >d
gilt. In diesem Fall ist es auch vollstindig.
Beweis: Wegen
detD = (1+7r)-u-so—(14+r)-d-so = so-(1+7r)-(u—d) > 0

ist das Gleichungssystem Dt = b stets eindeutig |osbar und besitzt die Lésung (Anwendung der

Cramer'schen Regel)

1 1+7r
det
1 So U-So
v o= det D
1+7r 1
det
d'So S0
1 U'So—SO‘(l-i-T)

so-(L4r)-(u=d) \ (147)-s9—d- s

1 u—(14r)
(I+7)-(u—4d) (1+r)—d

Die Arbitragefreiheit des Einperioden-Binomialmodells ist gemal Satz gleichbedeutend mit
1 > 0%, Wegen (1 +7) - (u—d) > 0 ist dies jedoch genau dann der Fall, wenn u > 1 + r und
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d < 1+ r ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Ldsung 1 ist das Einperioden-Binomialmodell in
diesem Fall gemiR Satz auch vollstandig. "

Bemerkung: In den Bedingungen fiir die Arbitragefreiheit in einem Binomimalmodell spiegelt sich
das ,Wesen der Arbitragefreiheit” wider: Der Wert der Aktie z. Ztpkt. n (0.B.d.A. wird so = 1
angenommen) muss — zustandsabhangig — sowohl groRer als auch kleiner als der Wert 1 + r der
Anleihe z. Ztpkt. n werden ,diirfen”, ansonsten wiirde ein Finanzinstrument das andere von der

Wertentwicklung her ,dominieren”.

Beispiel: Einperioden-Binomialmodell mit d = 0.9, v = 1.1, » = 0.05 und sy = 100:

. (b D) B 1 1.05 1.05
’ 100/ | 90 110
= 1 u—(1+r)) 1 [005)  [5/21
A7) (u=d) {147 —d 021 10.15 5/7
(siehe Beweis von Satz [2.20))
e Europiische Call-Option (U, f()ECO = (SQ(n, ),100>ECO
N+
_ (90-K) 0
Auszahlungsprofil ¢ = A+l =
(110 - &) 10
5/21 0
= Preis ¢o(c) = ¢-c = / :5—()%@
5/7 10 T T
5 . g _ 2
e Europaische Put-Option (U, K)EPO ( (n,.), 100)EPO
- +
_ (& -90) 10
Auszahlungsprofil ¢ = B | =
(& - 110) 0
_ 5/21| (10 50
= Preis ¢y(c) = ¢Y-c = . = — ~ 2.38
5/7 0 2l =/
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2.2.7 Wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtung und risikoneutrales Mal}
Gem3R Definition [2.6|ist ein EPM g (b, D) ein Tupel (n,T,Q,Sl, N .,SN) mit

e Zeithorizont n € R~

e Menge von Handelszeitpunkten T = {0,n}

e Zustandsmenge Q = {w1,...,wk}, K € N

e N Preisprozessen S',..., SV : T x Q — R.

Es gilt
SH0,w;) Stn,wy) ... St(n,wk)
b = : j=1,...,K) und D = :
SN0, w;y) SN(m,w1) ... SN(n,wr)
Notationen:

o Si = Sit,) firte Tundi=1,...,N

S
e S, = : — RN-wertiger Preisvektor z. Ztpkt. t € T
S
Jetzt: Zuordnung von Wahrscheinlichkeiten zu den einzelnen Zustidnden wq,...,wx € € durch

Einfiihrung eines Wahrscheinlichkeitsraumes (Q,}", IP) mit
o F=2%
o IP({w}) > 0 fiir alle w € Q2

Interpretation: P({w}) — Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines Zustandes w € §2
(empirisch oder subjektiv)

Bezeichnung: Physisches MaR (market measure, physical m., empirical m., natural m.,
actual m.)

Wird nicht zur Preisbestimmung verwendet!
Bemerkungen:
1. Die Preisprozesse S',..., S sind nun stochastische Prozesse.

2. Die Preisvektoren S und S,, sind zufillige R™-wertige Vektoren, wobei S auf  konstant
ist.
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3. Der Preis
Vo(h) = h- Sy
des Portfolios h € RN z. Ztpkt. 0 ist eine auf Q konstante ZufallsgroRe.

4. Der Wert
Vo(h)=h-S,

des Portfolios h € RY z. Ztpkt. n ist eine ZufallsgréRe, d.h., fir b € RY ist V,,(h) : @ — R.
Zwischen V,,(h) und dem bisherigen Wertvektor V;,(h) € R¥ besteht der Zusammenhang

Va(h)(w1)
Va(h) = '
Va(h)(wk)

5. Eine Arbitrage ist nun charakterisiert durch
Voh) < 0 und Vu(h)>0 und IP(Vn(h) > Vo(h)> > 0,

d.h., fir wenigstens ein w € Q gilt V,,(h)(w) > Vy(h). Spater in allgemeineren Modellen
wird fiir eine Arbitrage IP(Vn(h) > 0) > 0 gefordert werden. Dies entspricht dann lediglich
der , Arbitrage Typ I" aus Definition , aber nicht mehr der , Arbitrage Typ II“.

6. Ein Auszahlungsprofil ist nun eine ZufallsgréRe C :  — R (bisher ¢ € R¥).

7. Existenz eines Zustandspreisvektors ¢ = (11, ..., ¢x)T > 0K

—  Konstruktion eines WahrscheinlichkeitsmaBes Q : 7 — [0, 1] mit

vy -
Q({w;}) = Fj (G=1,....K) mit d =) 1) (2.1)
j=1

Bezeichnung: Risikoneutrales MaR (spiter auch: Aquivalentes MartingalmaR) (risk-
neutral measure, equivalent martingale m., fictitious m., artificial m.)
8. Preis des Auszahlungsprofils C"
K K
(C) == d-E®(C) = d- Y Clwy)-Q{ws}) = Doy Clwy) (2.2)
. =

J=1

9. Der Wert d > 0 kann als Diskontfaktor interpretiert werden, da d gleich dem Preis einer
Anleihe mit Nominalwert 1 (d.h. konstante Auszahlung in Hohe von 1 z. Ztpkt. n) ist.
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10. Der Preis eines Auszahlungsprofils in einem arbitragefreien EPM ist demnach der diskon-
tierte Erwartungswert des Auszahlungsprofils beziiglich dem risikoneutralen MaR.
Beispiel: Obiges Einperioden-Binomialmodell mit d = 0.9, u = 1.1, » = 0.05 und sy = 100 besitzt
5/21
5/7
= d = {1+ = 20/21

den Zustandspreisvektor 1) =

— Risikoneutrales MaB Q : 2 — [0,1] mit

_ﬂ_5/21_1 _@_ 5/7 _§
Qfen}) = d =20/ a1 "™ Qfe2)) = d 2021 4
e Europiische Call-Option (U, I~(> seo = (S,%, 100)ECO.

. 0 fir w = w1
Auszahlungsprofil  C:=C(w) =
10 fiir w = wy

50
— Preis ¢y(C) = d-EQ(C) = 20/21-(1/4-0+3/4-10) = — ~ 114
e e _ . " — 2 .
e Européische Put-Option (U, K)EPO (Sn, IOO)EPO.
i 10 fiir w = wy
Auszahlungsprofil P := P(w) =
0 firw=uwy
: 50
— Preis c¢y(P) = d-EQ(P) = 20/21-(1/4-10+3/4-0) = o~ 238
2.2.8 Put-Call-Paritat
Satz 2.21 Gegeben seien ein arbitragefreies EPMg (n, T,Q, S, ..., SN) sowie die replizierbaren

Auszahlungsprofile C bzw. P einer Europdischen Call- bzw. Put-Option mit demselben Underlying
Si (i € {1,...,N}) und Strike K € Roy. Dann gilt fiir die Preise co(C) bzw. co(P) dieser
Optionen die sogenannte Put-Call-Paritat

(C) — co(P) = Si—d- K,
wobei d der Diskontfaktor gemal ist.
Beweis: Fiir die Auszahlungprofile C' bzw. P gilt
o= (si- fﬂ)+ bow. P = (K1-5})"
Offensichtlich ist (siehe auch Abbildungen und
C-P =S —K1. (2.3)
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Aufgrund der Arbitragefreiheit des EPM existiert ein Zustandspreisvektor und somit ein risiko-
neutrales MaR @ sowie ein Diskontfaktor d > 0. Erwartungswertbildung und Multiplikation mit d

in fihrt zu
d-EQ(C)—d-EQ®(P) = d-E®(S)) —d- K -E?(1).
Dies ist aber gemiR gerade
co(C) —co(P) = St —d-K
(die konstanten Zufallsvariablen werden hierbei als reelle Zahlen betrachtet). "
Beispiel: Siehe oben mit ¢o(C) = 50/7, co(P) = 50/21, S = 100, K = 100 und d = 20/21:
co(C) — co(P) = 50/7—50/21 = 100/21 = 100-(1—20/21) = S2—d-K

Bemerkung: Mit Hilfe der Put-Call-Paritat lasst sich der Preis einer Put-Option aus dem Preis
einer Call-Option (und umgekehrt) berechnen, falls beide dasselbe Underlying und denselben Strike

~ St
besitzen. Beide Preise stimmen offensichtlich tiberein, falls K = FO gilt.

2.2.9 Diskontiertes Einperiodenmarktmodell

Definition 2.22 Gegeben sei ein EPMK(n,’E,Q,Sl,...,SN) bzw. (b, D) mit S > 0, d.h.
SHw) > 0 fiir allet € T und w € Q (der Preisprozess S* ist streng positiv), bzw. by > 0 und
Di1,...,D1x > 0. Dann heiBt das EPMK(n,’E,QQ’l, .. .,§N> bzw. (Q,Q) mit

St = % dh. Siw) = gti((‘:)) firallet e T undw e Q,  bzw.
1 . 1 ) )

b:=—b und D= —D (j=1,...,K)

~ b1 ~ 15

das dazugehdrige diskontierte Einperiodenmarktmodell, das Finanzinstrument 1 Numéraire
und der dazugehérige Preisprozess S' Diskontierungsprozess.

Bemerkung: In einem diskontierten EPM gilt S' =1 bzw. by = D1y = ... = D1x = 1.

Lemma 2.23 Gegeben sei ein EPMy <b, D) mit dazugehdrigem diskontierten EPMK(Q, Q).
Dann gilt:

1. Besitzt (b, D) einen Zustandspreisvektor 1) = (11,...,vx) > 0K, dann besitzt auch
(Q, Q) einen Zustandspreisvektor ¢ = (Y1, ...,VK) > 0K mit

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0



48 Kapitel 2. Stochastische Finanzmathematik in diskreter Zeit

2. Esgilt rgD = rgD.
3. Ist das dazugehdrige diskontierte EPM g arbitragefrei, so gilt fiir den Diskontfaktor

d = 1.

Beweis: Zu 1.: Der Zustandspreisvektor 1 > 0% ist eine Lésung des Gleichungssystems D1 = b.
Da es ein dazugehoriges diskontiertes EPMg gibt, muss demnach by, D11,..., D1 > 0 gelten.
Fir:=1,..., N ergibt sich daher

K K D
D Dijwy = b= Y ¥ '(%"DU) = b
— — Dy
j j
K
Dij D, b
. Z”-(w“) _ b
— Dy by 1
=l s Nee—— ~~
=Dij =¥ =bi

Somit gilt fir ¢ zum einen ¢ > 0%, zum anderen ist 1 eine Losung des Gleichungssystems
D = b, also ein Zustandspreisvektor fiir das diskontierte EPM.

Zu 2.: Die Spalten von D ergeben sich aus den Spalten von D durch Multiplikation mit einer
positiven reellen Zahl. Dies verdndert den Spaltenrang und somit den Rang der gesamten Matrix
nicht.

Zu 3.: Da das diskontierte EPMy arbitragefrei ist, gibt es einen Zustandspreisvektor ¢ >> o,
aus dem sich — analog zu den Betrachtungen fiir ein nicht diskontiertes EPMy — ein risikoloses
MaRk @ sowie ein Diskontfaktor d konstruieren ldsst, so dass fiir jedes in (Q, Q) replizierbare
Auszahlungsprofil C

c(C) = d-E~(C) (2.4)

gilt. Insbesondere fiir C = S} =1 ergibt sich aufgrund der Arbitragefreiheit co(C) = S§ = 1 und
folglich d = 1. "

Aus den Aussagen 1. und 2. dieses Lemmas ergeben sich unmittelbar die beiden folgenden Satze:

Satz 2.24 Ein EPMg ist genau dann arbitragefrei, wenn das dazugehérige diskontierte EPM g

arbitragefrei ist.

Satz 2.25 Ein EPMg ist genau dann vollstindig, wenn das dazugehérige diskontierte EPM
vollstandig ist.
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2.3 Einperioden-Marktmodell mit allgemeinem Zustandsraum
Literatur:

e Hans Follmer und Alexander Schied, Stochastic Finance. An Introduction in Discrete Time

[5]

Es gelten weiterhin — wie beim EPM g — folgende Vereinfachungen des Modells gegeniiber der
Realitat:

o Keine Transaktionskosten
e Keine Dividendenzahlungen
e Kauf/Verkauf von Finanzinstrumenten in beliebigen (reellwertigen) Stiickzahlen méglich

e Kein Preisunterschied zwischen Kauf und Verkauf (kein bid-ask-spread)

2.3.1 Grundlagen

Definition 2.26 Ein Einperioden-Marktmodell (mit allgemeinem Zustandsraum) (Bezeichnung:
EPM) ist ein Tupel <n,’]I‘, (Q,]-‘,IP),SO,...,SN> mit

e Zeithorizont n € R
e Menge von Handelszeitpunkten T = {0,n}
e Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]—" , IP) mit

— nichtleerer Zustandsmenge ()

— o-Algebra F, die die verfiigbare Information bzw. Gesamtheit aller beobachtbaren
Ereignisse zum Zeitpunkt n beschreibt

— Wahrscheinlichkeitsmal 1P, das die (empirischen oder subjektiven) Wahrscheinlichkeiten
fiir das Eintreten eines Ereignisses F' € F beschreibt (,, physisches MaR")

e N + 1 nichtnegativen Preisprozessen SV, ... SN : T x Q — Ro, mit

- 8%0,.) konstant (i =0,...,N)  und
- S%(n,.) F-messbar (i =0,...,N)

sowie

- S89%.,.)>0.
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Bemerkungen:

1.

Gegeniiber dem EPMy ist dieses Modell in Bezug auf den Zustandsraum Q allgemeiner,
in Bezug auf die Preisprozesse, fiir die hier Nichtnegativitdt gefordert wird, allerdings nicht.
Dessen ungeachtet besteht natiirlich die Moglichkeit, Auszahlungsprofile in ihren Positiv- und

Negativteil aufzuspalten und diese als zwei eigenstandige Prozesse dem Modell hinzuzufiigen.

Die Preisprozesse sind aufgrund der Messbarkeitseigenschaft stochastische Prozesse auf
(Q,]—", IP).

Das EPM enthilt (im Unterschied zum EPMg) N +1 (und nicht nur N') Finanzinstrumente.
Das Finanzinstrument 0 ist von Anfang an gegeniiber den iibrigen Finanzinstrumenten durch
die Positivitat herausgehoben und besitzt die Funktion eines Numéraires bzw. der zugehdrige

(streng positive!) Preisprozess S° die Funktion eines Diskontierungsprozesses.

Ein einfacher Diskontierungsprozess ist beispielsweise
s%0,.) =1 und S%n,.) = 147
mit ,Zinssatz" r > —1 (wobei lediglich » > 0 wirtschaftlich sinnvoll ist).

Die Nichtnegativitat sichert (zusammen mit der Messbarkeitseigenschaft) die Existenz der
Integrale EF (So(n, )), U O (SN(n, )) Diese konnen allerdings den Wert +o00 anneh-
men.

Bezeichnungen:

Si = Sit,.) firte Tundi=0,...,N (s.0.)
S
Sy = : — RN+ wertiger (zufilliger) Preisvektor z. Ztpkt. t € T
St
Si
S0 = : — R¥-wertiger (zufilliger) Preisvektor z. Ztpkt. t € T
St
(ohne Diskontierungsprozess!)
9= - diskontierter Preisprozess fir i =0,..., N
S
S = : — RN*l.wertiger diskontierter (zufilliger) Preisvektor z. Ztpkt. t € T
St
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Si
e S0 = : — RN-wertiger diskontierter (zufilliger) Preisvektor z. Ztpkt. t € T
Sy
Bemerkung: Da die ZufallsgroRen SO, ..., SY bzw. S9,..., S konstant sind, werden sie im

Folgenden — wo zweckmiRig — als (nichtnegative) reelle Zahlen betrachtet.

2.3.2 Portfolio und Arbitrage

Definition 2.27 Gegeben sei ein EPM (n,’]T, (Q,}", IP),SO, .. .,SN). Dann heit ein N + 1-

dimensionaler Vektor

ho
h = : e RNT!

hn
ein Portfolio und ein N-dimensionaler Vektor

hi

das (ggf. dazugehérige) verkiirzte Portfolio.
Fiir ein Portfolio (bzw. verkiirztes Portfolio) h bzw. h™° heiRt

Vith) == h-S;  bzw. V%R = 0.8

der Wert des Portfolios (bzw. verkiirzten Portfolios) h bzw. h™° z. Ztpkt. t € T. Die
dazugehérigen diskontierte Werte sind

Vih) == h-S;  bzw. V%R = 0.8

Bemerkung: Fiir ein Portfolio h € RV*! sowie dessen dazugehdriges verkiirztes Portfolio =" €
RN gilt firt € T

Vith) = V%R ) +ho-S)  und  Vu(h) = V;°(h™°) + ho (2.5)
sowie
Vi(h Vv, o%h0
Vi(h) = iéo) und Y O(RTY) = 5(,0 )
t t
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Definition 2.28 Ein Portfolio h € RNt heilt Arbitrage im EPM, falls
Vo(h) <0, Vo(h)>0 P-fs. und ]P(Vn(h) > o) >0 (2.6)
gilt. Ein EPM heiBt arbitragefrei, falls in ihm keine Arbitrage existiert.

Bemerkungen:

1. Eigenschaft (2.6)) ist aufgrund der strengen Positivitdt des Diskontierungsprozesses dquivalent

Zu

V,(h) <0, V (h)>0 P-fs. und P<yn(h) > o) > 0. (2.7)

2. Der Begriff der Arbitrage im EPM ist konsistent mit dem Begriff , Arbitrage Typ | gemal
Definition im EPMy, nicht jedoch mit dem Begriff , Arbitrage Typ I im EPM. Aller-
dings existiert wegen des Numeéraires und Lemma im EPM zu einer ,Arbitrage Typ I
immer auch eine ,Arbitrage Typ II", so dass der Begriff der Arbitragefreiheit konsistent mit
demjenigen im EPM ist.

Aus folgendem Lemma ist ersichtlich, dass sich eine Arbitrage auch allein mit Hilfe eines verkiirzten

Portfolios charakterisieren |3sst.

Lemma 2.29 /n einem EPM gibt es genau dann eine Arbitrage, wenn es ein verkiirztes Portfolio
h=0 e RN gibt mit

ViR > ViO%h ) P-fs.  und IP(L/_O(h_O)>L/O‘O(h_O)) > 0. (2.8)

~nNn n

Beweis: =: Sei h € RV*! eine Arbitrage. Somit gilt gem3R
V,(h)<0, V (h)>0 P-fs. und IP(l/n(h) > o) > 0.

~ n —

Wegen ({2.5)) erhilt man fiir das Portlio h und dessen dazugehériges verkiirztes Portfolio h " € RN

IA
IN

Voh) =% +ho < 0 = V;°h% < —hp  und
V,(h)=Y.2%h " +hy >0 Pfs. = V,;°%r% > —hy PAfs

und folglich zunichst

V,o(h™% > V(R0 P-fs.

~n

Weiter ergibt sich wegen V' (k) <0

= P(V,(B) > V()

P(V,°h™) > V%) = P(V,°h™) +ho > V(™) + ho)

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



2.3. Einperioden-Marktmodell mit allgemeinem Zustandsraum 53

> P(yn(h) > 0) >0 nV.

«=: Sei nun h=% € RY ein verkiirztes Portfolio mit den Eigenschaften 1’ Dieses lasst sich
durch

zu einem (nicht verkiirzten) Portfolio h € RN *! erginzen. Dieses Portfolio ist aber eine Arbitrage,

da zum einen
Vo(h) = V(W) +ho = Vi°(h%) - V%R0 =0
und zum anderen

Va(h) = V,°(h7%) +ho = V,;°(h7°) = V% (h™0)

n n

gilt. Letzter Ausdruck ist n.V. IP-f.s. nichtnegativ und mit positiver Wahrscheinlichkeit positiv. =

Bemerkung: Anhand von Lemma lasst sich auBerdem das ,Wesen der Arbitrage” treffend
charakterisieren: In einem diskontierten Modell ist der Wert des (diskontierten) Diskontierungs-
prozesses sowohl zum Zeitpunkt 0 als auch zum Zeitpunkt n konstant Eins. Somit stellt jedes
aus den iibrigen Finanzinstrumenten gebildete Portfolio, das mit positiver Wahrscheinlichkeit einen
Wertzuwachs ohne das Risiko eines Verlusts erfdhrt, eine Arbitrage dar, da dieses Portfolio die

Wertentwicklung des Diskontierungsprozesses dominiert.

Wie im EPM g wird sich zeigen, dass die Arbitragefreiheit in enger Verbindung zu einem sogenann-
ten risikoneutralen MakR steht, das im Folgenden definiert wird.

Definition 2.30 Gegeben sei ein EPM (n, T, (Q,]—", IP) S0 ,SN>. Ein Wahrscheinlichkeits-
mal Q auf (Q, F ) heiBt risikoneutrales MaB, falls es folgende Eigenschaften besitzt:

1. Q ist dquivalent zu P, d.h.

Q<P und P< Qff

2 EQ<§n> — So, d.h.

SN s
EQ(S’%) = S—é) firi=0,...,N. (2.9)

®Fiir alle F € F gilt P(F) = 0 <= Q(F) = 0.
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Bemerkungen:

1. Die Aquivalenz der MaRe P und @ war im EPMy natiirlicherweise gegeben, da dort P auf
allen Elementarereignissen {w} mit w € € eine positive Wahrscheinlichkeit besal. Dies wird
im EPM nicht vorausgesetzt. IP braucht nicht einmal fiir Elementarereignisse definiert zu sein

(ndmlich falls diese nicht zur o-Algebra F gehdren).

2. Aufgrund der Aquivalenz der MaRe IP und Q ist jede Arbitrage beziiglich IP auch eine Arbitra-
ge beziiglich Q (und umgekehrt), da bei der Definition der Arbitrage lediglich die Nullmengen

von IP eine Rolle spielen.

3. Die Existenz des Erwartungswertes E® (Qn) (ggf. mit Wert 400 in einzelnen Komponenten)
ist durch die Nichtnegativitdt und Messbarkeit der Preisprozesse gesichert. Aus Eigenschaft
folgt allerdings auch insbesondere, dass der Erwartungswert EQ (,Sn) endlich ist, d.h.,
S, ist Q-integrierbar.

4. Die charakterisierende Eigenschaft des risikoneutralen MaRes, dass der erwartete diskontierte
zukiinftige Wert eines Portfolios gleich dem diskontierten heutigen Wert dieses Portfolio ist,
zeigt gewissermalen die ,Neutralitat” bzw. ,Fairness” dieses MaRes. Diese Eigenschaft war
bereits im EPMg in (2.4 erkennbar.

Satz 2.31 (1. Fundamentalsatz) Ein EPM (n,T, (Q,]—', IP),SO, . ,SN> ist genau dann ar-
bitragefrei, wenn ein risikoneutrales MaR existiert. In diesem Fall gibt es ein risikoneutrales Ma&,

das eine beschrankte Dichte beziiglich P besitzt.

Beweis: <: Nach Voraussetzung existiere ein risikoneutrales Mal . Angenommen, es gebe im
EPM eine Arbitrage h € RV*!. Fiir diese gilt — gemiR obiger Bemerkung — nicht nur beziiglich
P, sondern auch beziiglich Q

V,(h) <0, V, (h)>0 Qfs. und Q(lfn(h) > o) > 0.

~ n jti

Da Q ein risikoneutrales MaR ist, ergibt sich

N N N
Voh) = Y h-S = 3 h-E9(s)) = E%Zhi-ﬁ;) - (v, ).
=0 =0 i=0

Insbesondere ist also V' (h) Q-integrierbar und es gilt (da h als Arbitrage angenommen wurde und
somit V' (h) <0 ist)

EQ<ynUw) < 0.
Nun ist aber auch V (h) >0 Q-f.s. und Q(l/n(h) > 0) > 0. Daraus wiederum folgt

EQ<yﬁUw) > 0.
Widerspruch!
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=—: Siehe Anhang

Bemerkungen:

1. Satz[2.31]gilt auch unter der allgemeineren Annahme, dass der Preisvektor Sg € RV*! zum
Zeitpunkt t = 0 sowie die Portfolios h € RN*! nicht konstant, sondern zufillig und messbar
beziiglich einer o-Algebra Fy C F sind (obiger Satz stellt dann einen Spezialfall fiir den
Fall 7o = {0,9Q} dar). Allerdings sind die dazugehérigen Uberlegungen um ein Vielfaches
aufwandiger, siehe Follmer/Schied [5]. Eine solche allgemeinere Aussage fiir ein EPM wird
jedoch im Rahmen des Mehrperioden-Marktmodells bendtigt.

2. Satz gilt nicht immer, wenn anstatt einer endlichen Anzahl von Preisprozessen eine
abzihlbar unendliche Anzahl S°, S, ... verwendet wird, wie das folgende Beispiel zeigt:

Sei Q =NN, F = 2(Q) und P ein Wahrscheinlichkeitsmal mit P({w}) > 0 fiir alle w € Q.
Fiir die Preisprozesse S°, S, ... gelte

SO =1 (d.h., die diskontierten stimmen mit den undiskontierten

Preisprozessen iiberein),

Sp=82=... =1 (d.h., die Preise zum Zeitpunkt 0 sind gleich Eins),
0 w=1
Siw) = {2 w=it+1 (=12...)
1 sonst

Die Preisprozesse zum Zeitpunkt n lassen sich demnach als unendlich-dimensionale Vektoren
der Form

Sy = , S2 o=

e = =N O
e e C =
=N O =

darstellen. Fiir ein Portfolio h = (hg, h1, ho,...)T € R* ist dann

Voh) = Y hi-S§ = > hi  sowie (2.10)
1=0 =0
> A Vo(h) — h firw=1
Valh)(w) = Y hi-Si(w) = o) = (weQ).
i—0 Vo(h) — hy + hy—1 sonst
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Zunichst wird gezeigt, dass dieses Modell arbitragefrei ist. Eine notwendige Bedingung fiir
eine Arbitrage h ist

Vo(h) <0 und  Vp(h) > 0

(wegen SO = 1 geniigt es, die undiskontierten Werte zu betrachten; auRerdem braucht
Vi (h) > 0 nicht P-f.s. zu gelten, da alle Elementarereignisse n.V. positive Wahrscheinlich-

keiten besitzen).

Ist Y h; = 0o bzw. —oo, ergibt sich wegen (2.10]) sofort Vy(h) = V,,(h) = co bzw. —oo,
i=0
so dass in diesem Fall die notwendige Bedingung niemals erfiillt sein kann. O.B.d.A. wird

deswegen

o0
Zhi < 0
i=0
angenommen. Aus ([2.10) ergibt sich dann

—hy firw=1
Va(h)(w) = V(h) = (weQ).
—hy 4+ hy—1  sonst

Aus der notwendigen Bedingung folgt V,,(h) — Vp(h) > 0 und somit
h1 <0 sowie he < hey—1 firw>1,

o0
also 0 > hy > he > ... . Da > h; als konvergent vorausgesetzt wurde, muss demnach

=0
ho, h1, ... eine Nullfolge sein. Dies ist nur fiir das Portfolio h = 0 erfiillbar, das aber keine
Arbitrage ist. Demnach ist das Modell arbitragefrei.

In diesem Modell gibt es aber kein risikoneutrales WahrscheinlichkeitsmaR @ mit EQ(S,,) =
So = 1%, denn fiir 7 > 1 ist

EYS,) = Yo Siw)-Qw)) = Y Qwh) + Qi +1}) - Q({i})
=1 w=1

= 1 Qi+ 1)) - Q).
Wegen EQ(S?) = Si = 1 folgt daraus
Qi +1}) = Qi)

fiir i > 1. Da aber Q({w}) > 0 fir alle w € Q vorausgesetzt wurde, wiirde daraus

= ) Q({w}) =

folgen, d.h., Q wire kein WahrscheinlichkeitsmaR. Widerspruch!
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2.3.3 Replizierbarkeit und Volistandigkeit
Definition 2.32 Gegeben sei ein EPM <n, T, (Q,J—", IP),SO, A SN). Dann heit eine reellwer-
tige ZufallsgréBe C' auf <Q, F, IP> ein Auszahlungsprofil (im EPM ) und die ZufallsgréBe

C
Q::ST%

das dazugehorige diskontierte Auszahlungsprofil.

Ein Auszahlungsprofil C' heiBt replizierbar, wenn es ein Portfolio h € RN*! gibt, so dass
C = Vy(h) P-fs. bzw. ¢ =V (h) P-fs

gilt. Ein solches Portfolio heiit replizierendes Portfolio fiir das Auszahlungsprofil C.

Die Menge
H(C) = {h e RN | O =V, (h) IP—f.s.}
wird als Menge der replizierenden Portfolios von C' bezeichnet.

Satz 2.33 (,,Law of One Price”) Es seien (n, T, (Q,]:, IP),SO, R SN) ein arbitragefreies
EPM sowie C ein replizierbares Auszahlungsprofil. Dann gilt:

1. Sind sowohl h € RN+ als auch h € RN 1! replizierende Portfolios von C, so ist

Vo(h) = Vo(h).

2. Unabhéangig von der speziellen Wahl eines risikoneutralen MaBes Q gilt fiir jedes Portfolio
he HC)

Vo(h) = 5§ -E%(Q).
Bezeichnung: co(C) :=S)-E®(C) (,Preis des Auszahlungsprofils C*)
3. Das erweiterte EPM (n, T, (2, F,P),8%,..., SN, VL) mit
SNt = ¢o(C) und SNT! .= C

ist ebenfalls arbitragefrei.

Beweis: Zu 2.: Die Arbitragefreiheit impliziert die Existenz eines risikoneutralen Males @, fiir das
gemal Definition

EQ(S.) = So
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gilt. Insbesondere ist EQ (.Sn) endlich. Fiir jedes Portfolio h € RV*! gilt daher zum einen

h-EQ(Sn) - EQ<h-§n) = EQ(,Y (h)),

n

zum anderen

h-EQ(S,) = h-So = V(h),
also

<0 n

V (h) = EQ<1/ (h)). (2.11)

Insbesondere ist demnach Yn(h) fiir jedes h € RNV*! Q-integrierbar.
Ist nun h ein replizierendes Portfolio fiir das Auszahlungsprofil C, d.h. gilt

C = V,(h) P-fs. bzw. C =V (h) PAs,
so folgt daraus die Q-Integrierbarkeit von C sowie
EQ (Q) — EQ (yn(h)) — V,(h) undsomit  Vy(h) = S3-E® (Q)
Diese Uberlegungen gelten unabhingig von der speziellen Wahl des risikoneutralen MaRes Q.
Zu 1.: Wegen 2. gilt fiir jedes replizierende Portfolio h € RV*1
Vo(h) = S§-EQ(C)
unabhingig von der speziellen Wahl von h.
Zu 3.: Fiir die ersten N + 1 Preisprozesse gilt
EQ(gjL) =S (i=0,...,N).
Fiir den N + 2-ten Preisprozess SNV*t1 gilt wegen 2.
BQ(s2H) 58 = a(C) = s+,
also ebenfalls
EQ <§711V+1> _ §(1)\/+1'

Somit ist @ auch fiir das erweiterte EPM ein risikoneutrales MaR und das erweiterte EPM gemaR

Satz arbitragefrei. "

Bemerkung: Die Q-Integrierbarkeit von C' (oder wenigstens die Existenz des Integrals EQ(C) -
ggf. mit Wert 00) ist nicht immer gesichert, da aus der Existenz eines risikolosen MaRes Q zwar
die Endlichkeit von E® (§n> nicht aber die Endlichkeit von EQ (Sn) folgt.
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Definition 2.34 Ein EPM heit vollstdndig, falls jedes Auszahlungsprofil replizierbar ist.

Satz 2.35 (2. Fundamentalsatz) Ein arbitragefreies EPM ist genau dann vollstandig, wenn das
risikoneutrale Mal eindeutig bestimmt ist. In diesem Fall ist dim £° <Q7 F, ]P) < N+1.

Beweis: =—>: Die vorausgesetzte Arbitragefreiheit sichert die Existenz eines risikoneutralen Ma-
Res Q. Ist das EPM dariiber hinaus noch vollstandig, ist jedes Auszahlungsprofil C' replizierbar,
also insbesondere auch das Auszahlungsprofil C = 14 - SO fiir ein beliebiges A € F. Fiir jedes

risikoneutrale MaR @ ergibt sich zum einen
E(C) = E%La) = Q(4).

zum anderen gem3aR Satz [2.33]

Q _ CO(C)
und somit
_ «(0)

Aufgrund der Eindeutigkeit des Preises ¢y (C) ergibt sich daraus die Eindeutigkeit des risikoneutralen
MaBes Q, da die Funktionswerte Q(A) (fiir ein beliebiges, aber festes A € F) nicht von der

speziellen Wahl des risikoneutralen MaBes Q abhdngen.

<=: Siehe Anhang [B.7] u

Bemerkung: Die Eigenschaft dim £° (Q,]-', IP) < N + 1 kann dahingehend interpretiert werden,
dass — analog zum EPMg - in einem arbitragefreien und vollstandigen EPM die , Feinkornigkeit"

des Zustandsraums ) nicht groRer als die Anzahl N + 1 der Finanzinstrumente im Modell ist.
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2.4 Allgemeines Mehrperioden-Marktmodell

Es gelten weiterhin — wie beim EPM - folgende Vereinfachungen des Modells gegeniiber der
Realitat:

e Keine Transaktionskosten
e Keine Dividendenzahlungen
e Kauf/Verkauf von Finanzinstrumenten in beliebigen (reellwertigen) Stiickzahlen moglich

e Kein Preisunterschied zwischen Kauf und Verkauf (kein bid-ask-spread)

2.4.1 Grundlagen

Verallgemeinerung gegeniiber dem Einperioden-Marktmodell:

e Betrachtung von n + 1 (n € IN) Handelszeitpunkten ¢t = 0,1,...,n

e Wie im EPM sei ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) gegeben. Jetzt:

Beschreibung des (zeitlichen) Informationsverlaufs (bzw. des Informationszuwachses) in den
Handelszeitpunkten ¢ = 0, ..., n mit Hilfe einer (zeitdiskreten) Filtration (]—}) , d.h.
t

=0,...,n

einer Folge Fo, ..., F,, von Unter-o- Algebren von F mit

FoCFiC...CF,CF.

Alternative Bezeichnung: F; — Menge der z. Ztpkt. t € {0,...,n} beobachtbaren Ereig-

nisse (observable events)

Bemerkung: Die o-Algebra F( der z. Ztpkt. 0 beobachtbaren Ereignisse ist in Verbindung mit
dem WahrscheinlichkeitsmaR P durch folgende Eigenschaft ausgezeichnet.

Annahme: Das Wahrscheinlichkeitsmall P ist auf F trivial, d.h.
P(A) € {0,1} fiir alle A € Fo.
Bemerkungen:

1. P ist auf Fy trivial.
<~  ist ein Atom von (Q,FO,IP>.

<= Alle Fy-messbaren ZufallsgroRen sind P-fast sicher konstant.

2. Auf der trivialen o-Algebra {(D, Q} sind alle Wahrscheinlichkeitsmale trivial.

3. Ist X eine Fyp-messbare ZufallsgroBe und P auf Fj trivial, so ist X integrierbar und es gilt
X =EX Pfs..
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4. Ist X eine integrierbare ZufallsgroBe auf (Q, F, ]P), so gilt
E(X | ]-"0> —EX P-fs. (2.12)
fir jede Unter-o-Algebra Fy, auf der P trivial ist.

Definition 2.36 Ein Quadrupel (Q, F, <.7-"t) ) IP) mit obigen Eigenschaften ((]—"t) .
t=0,...,n t=0,...,n
ist eine Filtration und P ist trivial auf Fy) heit (zeitdiskreter) filtrierter Wahrscheinlichkeits-

raum.

Beispiel: Periodenanzahl n = 3, in jeder Periode sollen sich jeweils 2 neue , Entwicklungsmdglich-

keiten" ergeben:

| | | .
| | | >t

|
|
0 1 2 3

Q= {w,w}? = {(@17@2,@3) | 01,9, w3 € {W17W2}}

F =29

[ ] ]:0: Q}

{0,
o Fi = {W,Q,{(W17w1,w1)7(w17w1,w2)7 {(wa, w1, w1), (w2, wr, wa), }

(UL)l,CL)Q,Wl), (UL)l,CL)Q,WQ)}, (CL)Q,WQ,OJl), (CL)Q,WQ,OJQ)}

= Fl =: FQ
= O'(Fl,FQ)

(F1 — 1. Komponente ist wy, F» — 1. Komponente ist ws)

=: F11 =: F12

(w2, w1, w1), (w2, wr,w2) ¢, 9 (W2, w2, w1), (w2, wa, w2)

o Fp= J({(wl,wl,wl), (wl,wl,wQ)}, {(wl,wg,wl), (wl,wg,wg)},
{ A J

)

~
= F2’1 = F2,2

(F;; — 1. Komponente ist w;, 2. Komponente ist w;)
o fg =F
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Definition 2.37 Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (}'t) , IP). Ein

t=0,...,n

auf (Q, F, IP) heiBt adaptiert an die Filtration (.7-})
wenn X; Fi-messbar fiir alle t E{O, ...,n} ist.

stochastischer Prozess <X t)

Beispiel: Gegeben sei der filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum aus obigem Beispiel. Fiir einen an

(.7-}) o s adaptierten stochastischen Prozess (Xt> , gilt dann
t=0,..., .

[RARS}

e Xy = const

e Xi(w)=fifirweF; (i=1,2, fi,f2 €R)
(d.h., X7 ist jeweils konstant auf F; und F3)

o Xo(w)=fi,jfirweFy,(i,j=12, fij€R)

e X3 beliebig

Definition 2.38 Ein Mehrperioden-Marktmodell (MPM ) ist ein Tupel (n, T, (Q, F, (]—"t> ,
t

=0,...,n

IP),SO,...,SN> mit

e Zeithorizont n € IN

Menge von Handelszeitpunkten T = {0,1,...,n}

filtriertem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (.7-}) o IP) mit P trivial auf Fy
t=0,...,n

N + 1 nichtnegativen, an (]—}) adaptierten Preisprozessen
t

=0,...,n

SO SN T xQ =Ry  mit  S%,.) > 0.

Bemerkungen:
1. Da P trivial auf Fj ist, sind samtliche Preise z. Ztpkt. 0 IP-f.s. konstant.

2. Der Zeithorizont n gibt — im Unterschied zum EPM — keinen realen Zeitpunkt an, sondern
ist als Index eines realen Zeitpunkts zu interpretieren. Dies ermdglicht es, den realen Endzeit-
punkt zu fixieren, wihrend die Anzahl an Handelszeitpunkten n + 1 variieren (und fiir asym-
ptotische Betrachtungen sogar gegen Unendlich gehen) kann. Fiir n = 1 und Fy = {0,Q}
ergibt sich dann als Spezialfall ein EPM.

3. Das Finanzinstrument 0 besitzt — wie beim EPM — die Funktion eines Numéraires bzw. der
dazugehdrige (streng positive) Preisprozess S° die Funktion eines Diskontierungsprozesses.

Ein einfacher Diskontierungsprozess ist beispielsweise

Sy =(1+r)t mit >0 und te€{0,...,n}.
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Bezeichnungen (analog zum EPM fiir t € {0,...,n} und i € {0,...,N}):

Sy Si
o S! = Sit,.), S := o, 870 =
St S
. Sy St
e =2 s || s =
S Sy

2.4.2 Portfolio, Handelsstrategie, Arbitrage

Definition 2.39 Gegeben sei ein MPM (n,T, (Q, F, (.7-}) , IP), SO SN>.

t=0,...,n
e Dann heilt eine Fi-messbare RN*1-wertige ZufallsgréBe H Portfolio z. Ztpkt. t € {0, ...,

e Ein an (]-'t) (man beachte n — 1 anstatt n!) adaptierter RN*'-wertiger stochas-

t=0,...,n—1

tischer Prozess H = (H t) ) (auch hier n — 1!) heit Handelsstrategie.

t=0,...,n—
e Das — analog zum EPM — zu einem Portfolio H z. Ztpkt. t € {0,...,n} dazugehdrige
verkiirzte Portfolio z. Ztpkt. t H™C ist eine Fi-messbare RY -wertige ZufallsgroRBe.

e Die zu einer Handelsstrategie H = (H t) gehérige verkiirzte Handelsstrategie ist
t=0,...,n—1
. : . . —=—0 _
ein an <.7-}) adaptierter RY -wertiger stochastischer Prozess H = <H " 0) .
t=0,...,n—1 t=0,...,n—1
Bemerkungen:
o Ist H = (Ht) eine Handelsstrategie, so sind H; Portfolios z. Ztpkt. ¢ =0, ...,
t=0,...,n—1
n—1.

e Fiir n = 1 werden die Bezeichnungen Portfolio und Handelsstrategie synonym verwendet.

Definition 2.40 Fiir ein Portfolio (bzw. verkiirztes Portfolio) H = (H°, H' ..., H™M)T bzw.
H = (H',..., HNT 2. Ztpkt. t € {0,...,n} heibt

N N
ViiH):=H-S;=Y H-S bw. V;°H ") :=H".8°=> H'.5
=0 =1

der Wert des Portfolios (bzw. verkiirzten Portfolios) H bzw. H™° z. Ztpkt. t.
Die dazugehdérigen diskontierten Werte sind

N —0 N
Vi(H) i gi oy pr0y . Vi O(H) .
Yt(H)::T?:E H'-S' bzw. V;°(H 0)¢:t57?:§ H'- S,
1=0 i=1
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Bemerkungen:

e Graphische Veranschaulichung der Wertinderung fiir eine gegebene Handelsstrategie H =
(Ho, . -;Hn—1> .

Vo(Ho)  Vi(H1)  Va(Ho) Vi1 (Hp1)
| | | | |
0 1 2 n—1 n
Vi(Ho)  Va(H1) Vi1 (Hp—2) Vo(Hp-1)
e Die Portfolios kdnnen zu den Handelszeitpunkten t =0, ..., n — 1 zunichst beliebig veran-

dert werden. Es ist jedoch ,verniinftig" zu fordern, dass diese Verdnderungen den Wert des
Portfolios unverandert lassen, d.h., es sollte weder Geld ,von auBen" zugefiihrt bzw. ,,nach au-
Ben" abgefiihrt werden. Mit anderen Worten: Die Portfolios sollen lediglich ,,umgeschichtet”

werden. Diese Eigenschaft wird in der folgenden Definition ausgedriickt.

Definition 2.41 Eine Handelsstrategie H = (H t) heiBt selbstfinanzierend, falls
t=0,...,n—1

Vt(Ht_1> = Vt(Ht) P-fs. firt=1,...,n—1 (2.13)
gilt.
Bemerkung: Eigenschaft (2.13) ist dquivalent zu

l/t(Ht—1> = Yt(Ht) Pfs. firt=1,...,n—1.

Definition 2.42 Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (H t) . . heilSt Arbitrage
t=0,...,n—
im MPM, falls
Vo(Ho) <0, Va(Hy 1) 20 Pofs. und P(Vo(H, o) > 0) >0 (2.14)

gilt. Ein MPM heit arbitragefrei, falls in ihm keine Arbitrage existiert.
Bemerkungen:

e Eigenschaft (2.14) ist dquivalent zu

V(Ho) 0, V (Hy 1) 20 Pfs. und PV (H, 1) >0) >0, (2.15)

e Obige Definition von Arbitrage im MPM ist konsistent mit derjenigen im EPM,

Analog zum EPM l&sst sich auch im MPM eine Arbitrage mit Hilfe einer verkiirzten Handels-

strategie charakterisieren.
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Lemma 2.43 Die folgenden Aussagen sind in einem Mehrperioden-Marktmodell M = <n, T,
(Q, F, <]:t) , ]P), SO, SN> aquivalent:
t=0,...,n

(a) M ist nicht arbitragefrei.

(b) Es gibt einen Zeitpunkt t € {0,...,n — 1} und ein verkiirztes Portfolio H=° z. Ztpkt. t, so
dass

—0 (70 —0( g7 -0 —0 (70 —0( g7 -0
VO (H™) > V% (H ) P-fs. und IP<1/t+1(H ) >V, O(H ))>0 (2.16)
gilt (,,Ein-Perioden-Arbitrage"”).

(c) Es gibt einen Zeitpunkt t € {0,...,n — 1} und ein beschrinktes verkiirztes Portfolio H ~°
z. Ztpkt. t, so dass (2.16) gilt.

(d) Es gibt eine Arbitrage H = (HO, Hi,... ,Hn_1> in M mit V(Ho) = 0, deren dazuge-
hérige verkiirzte Handelsstrategie H " beschrankt ist.

Beweis: Siehe Anhang[B.§|

Bemerkung: Die Eigenschaft der Arbitragefreiheit wird im Folgenden — in Verallgemeinerung der
Ergebnisse aus Abschnitt — mit Hilfe eines risikoneutralen MaRes (bzw. dquivalenten Martin-
galmaRes) Q auf (Q, F, IP) charakterisiert werden.

Definition 2.44 Ein stochastischer Prozess X = (Xt) auf einem filtrierten Wahrschein-

t=0,...,n

lichkeitsraum (Q,]—' , (.Ft)tzo K Q) heiBt (Q-)Martingal beziiglich (.7-}>t , falls er folgen-

yerny =0,...,n

de Eigenschaften besitzt:

1. X ist adaptiert an (]—"t) .
t=0,...,n

2. EQ(|Xy|) < oo fiirallet=0,... n.

3. BEQ(X, | Fs) = X, Q-fs. firalles <t, s,t€{0,...,n}.
Bemerkungen:

e Zur Einfiihrung in bedingte Erwartungen siehe Anhang[B.9|

e Ein Martingal ist die mathematische Beschreibung eines ,fairen Spiels".

-----

SO ..., SN'). Ein Wahrscheinlichkeitsmal Q auf (Q,]—") heilt dquivalentes MartingalmaR,
falls es folgende Eigenschaften besitzt:
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1. Q ist dquivalent zu IP.

2. Der RN*1_wertige diskontierte Preisvektorprozess (5 t) ist ein Q-Martingal, d.h.

t=0,...,n

S’L
EQ<SO |]-'> 50 Q-fs. firalles <t, s,t€{0,...,n},1€{0,...,N}.
Bemerkungen:

1. Ein dquivalentes Martingalmal ist — ebenso wie das physische MaR P — trivial auf Fy.

2. Im EPM gilt gemaR (2.11)) fiir jedes Portfolio h € RN !

EQ(V,(h) = V().

n ~0

Unter gewissen einschrankenden Voraussetzungen gibt es auch im MPM eine analoge Aussage
fiir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.46 Gegeben seien eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = <H o, Hq,..., H n_1>

. . v . . ==—0 SV
mit P-f.s. beschrankter dazugehdriger verkiirzter Handelsstrategie H ~ sowie ein dquivalentes
Martingalmal Q. Dann gilt

BV, (Ho1)) =V, (Ho) Q-Fs..

Beweis: Allgemein gilt mit H, := (H?,..., HN)T firt € {0,...,n — 1}

V (Hp-1)
n—2
= Vy(Ho)+ > (V,, (Ht) = V,(HD)) + (V, (Ho) =V, (Hoon))
(,T'Iizleskopsumme“)
= V,(Ho)+ ”221 (Vt+1(Ht) Vt(Ht)) (selbstfinanzierend)
i
= V,(Ho)+ ZHt (841 =8
1 N
= V(Ho)+> > Hi-(S, -5
=0 i=0
Wegen 5? =1firt =0,...,n kann der Summand fiir i = 0 weggelassen werden. Somit ist
n-1 N
V (Hyp) = V(Ho)+Y Y Hi-(S, —5) Qfs.. (2.17)
=0 i=1

Seiie{l,...,N}.
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e Firte{0,...,n}ist ,S; € £Y(Q), da Q als dquivalentes MartingalmaR vorausgesetzt wurde
und folglich EQ|§1| < oo gilt.

e Fiirt € {0,...,n — 1} ist gemiR Voraussetzung H; € L>®(Q).

e Demnach ist EQ‘HZ (Si+1 §i)‘ < oo fur t € {0,...,n — 1} (siehe Abschnitt [B.4.6]),

und gemiR Eigenschaft[7]von bedingten Erwartungen (siehe Abschnitt[B.9) gilt aufgrund der
Fi-Messbarkeit von H;}

EQ(H;' (s, - §;§)|ft) - Hf-EQ(Si+1—§i\Ft> Q-fs. (2.18)

e Da (5;) . ein Martingal beziiglich Q ist, gilt
t=0,...,n

EQ<Sl+1]}}> — S0 Qfs. firte{0,...,n—1}

t

und somit

EQ(S;H—ﬁi]}}) — 0 Qfs. firte{0,....,n—1},

also — wegen ([2.18)) -

EQ(H;' (S, — §;§)|ft) = 0 Qfs. firte{0,...,n—1}.

o Wegen Eigenschaft[5| von bedingten Erwartungen ergibt sich demnach fiir ¢ € {0,..., n—1}

EQ (HZ (S;H 5;’) ‘ ]-“0) = E® <EQ (HZ (Sf€+1 —§i) ’E) \fo)

= 0 Qfs.. (2.19)

Aus (2.17)) ergibt sich mit (2.19) sowie den Eigenschaften [4 und [1] von bedingten Erwartungen

E2(V, (Ho) | Fo)
n—1 N

EQ<V (Ho) |f0) ZEQ<Ht t+1—§§)|fo)
t=0 i=1

— V,(Hy) Qfs.
und schlieBlich wegen (2.12))

BV, (Ho1)) = V,(Ho) Qfs..
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Satz 2.47 (1. Fundamentalsatz) Ein Mehrperioden-Marktmodell ist genau dann arbitragefrei,
wenn ein dquivalentes Martingalmal existiert. In diesem Fall gibt es ein dquivalentes Martingalmab,
das eine beschrinkte Dichte beziiglich IP besitzt.

Beweis: <—: Indirekt: Angenommen, es existiert ein dquivalentes Martingalmal Q, aber das Modell

ist nicht arbitragefrei. Gem3R Lemma [2.43| existiert dann eine Arbitrage H = (HO, Hq, ...,

Hn,l) mit l/O(HO) = 0, deren dazugehorige verkiirzte Handelsstrategie A beschrinkt ist.
GemiR Lemma [2.46] wire dann

BV, (H,1)) = V,(Ho) = 0. (2.20)
Da aber H eine Arbitrage ist, gilt

V (H,1)>0 P-fs und ]P(yn(Hn_l) > 0) >0,
was aufgrund der Aquivalenz von P und Q gleichbedeutend ist mit

V (Ho1)>0 Qfs. und Q(yn(Hn,l) > 0) > 0.
Daraus folgt aber

BV, (H,o1) > 0,

was ein Widerspruch zu ([2.20]) ist.

= Siehe Anhang

2.4.3 Replizierbarkeit und Vollstandigkeit

Definition 2.48 Eine ZufallsgréBe C auf (Q, F, IP) heit Europdisches Auszahlungsprofil.
Ein Europdisches Auszahlungsprofil C' heilt Derivat, wenn es messbar ist beziiglich der von den

Preisprozessen S°, ..., S erzeugten o-Algebra. Die dazugehérige ZufallsgroBe
C
C = —

heilt diskontiertes Europaisches Auszahlungsprofil.

Bemerkung: ,Europiische Wertpapiere” sind dadurch gekennzeichnet, dass eine Auszahlung aus-
schlieRlich am Ende der Laufzeit (hier: Handelszeitpunkt n) erfolgt. ,Amerikanische Wertpapiere"
konnen Auszahlungen zu jedem beliebigen Handelszeitpunkt t = 1,... n realisieren.
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Definition 2.49 Ein Europdisches Auszahlungsprofil C heiBt replizierbar, falls eine selbstfinan-

zierende Handelsstrategie H = (H ¢ existiert, so dass
t=0,...,n—1

Vo(Hp—1)=C P-fs, (2.21)
gilt. Eine solche Handelsstrategie heilt replizierende Handelsstrategie.
Bemerkungen:
1. Eigenschaft ist gleichbedeutend mit

vV (Hn—l) :Q IP—f.S. .

~n

2. Die Eigenschaft der Replizierbarkeit ist im MPM nicht ,stark genug, um ein ,Law of One
Price” analog zum EPM zu liefern. Deswegen wird im Folgenden die dafiir erforderliche

Eigenschaft der starken Replizierbarkeit eingefiihrt.
Definition 2.50 Ein Europdisches Auszahlungsprofil C' heilt stark replizierbar, wenn

+ +
(a) sowohl sein Positivteil Ct := (C) als auch sein Negativteil C~ := ( - C) replizierbar
sind

oder
(b) es eine C replizierende Handelsstrategie H = (H t) gibt, so dass die dazugehérige
t
verkiirzte Handelsstrategie "= (H ; 0) . ) P-f.s. beschrankt ist.
t=0,...,n—
Bemerkungen:

e Aus der Replizierbarkeit von C folgt nicht immer die Replizierbarkeit von C* und C~: Sei

beispielsweise N = 1 sowie SO = 1 und

2 firw=w;
Syll(w) = 0 firw=w>

1 sonst

fiir zwei ausgewahlte wi,wa € Q mit {w1}, {wa2} € F und P({w1}), P({wa2}) > 0. Dann ist

1 fir w = wy
Clw) = =1 fiirw=ws
0 sonst
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wegen C' = S} — SY replizierbar, aber weder

1 ﬂ]rw:wl 0 fﬂrw:CU1
CT(w) = {0 firw=wy noch C (w)=<1 fiirw=ws
0 sonst 0 sonst

(jede Handelsstrategie erzeugt Vielfache von S} plus einer Konstanten).

Sind andererseits sowohl CT als auch C~ replizierbar mit den dazugehdrigen replizierenden
Handelsstrategien H' bzw. H ,soist H := H -H (,—" ,,punktweise") die replizierende
Handelsstrategie fiir C = C* — C~.

e Hinreichend fiir die starke Replizierbarkeit im Sinne von (b) ist beispielsweise die Endlichkeit
T ,
des Grundraums €2, da dann jedes Portfolio H = (HO, . ,HN> durch  max LHZ(w))
weNie{0,...,N
beschrankt ist.

e Das Portfolio Hy ist aufgrund der Fy-Messbarkeit IP-f.s. konstant und somit P-f.s. be-

schrankt, weswegen dies nicht explizit gefordert werden miisste.

e Die angegebenen Eigenschaften sind hinreichend fiir die Integrierbarkeit der diskontierten
Werte (l/l(Hl), o Vo (Hp), l/n(Hn,l)) beziiglich eines dquivalenten Martingal-

~n—1
maBes Q.
Unter Verwendung der starken Replizierbarkeit kann Lemma verallgemeinert werden:

Lemma 2.51 Es seien Q ein dquivalentes Martingalmall, C' ein stark replizierbares Europdisches

Auszahlungsprofil und H = (H t) o ) die dazugehérige replizierende Handelsstrategie. Dann
ist der Prozess V = (’Vt>t:0 ..... = (yO(HO), e ,yn_l(Hn_l),l/n(Hn_l)> ein Q-Martingal

beziiglich (]—"t)

t=0,...,n

Beweis: Siehe Anhang

Satz 2.52 (,,Law of One Price”) Gegeben seien ein arbitragefreies MPM sowie ein stark repli-

zierbares Europdisches Auszahlungsprofil C. Dann gilt:

1. Sind sowohl H = (Ht>
t=0,...,n— B
strategien von C, so ist Vo(Ho) = Vo(Hp) Q-fs. .

, als auch H = (I:It> replizierende Handels-
t=

=0,...,n—1

Bezeichnung: c¢y(C) := E® (VO(H 0)) (,,Preis des Europdischen Auszahlungsprofils C'*)
2. Unabhéngig von der speziellen Wahl eines dquivalenten MartingalmaBes Q gilt

co(C) = E?(S)) - EX(Q).
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=Y,...,n

3. Das erweiterte MPM (n, T, (Q, F, (]—})t , IP), SO, ..., 8N, SN+1> mit

SN = ¢o(C) und  SNH = 5P EQ(Q | .7-}) (t=1,...,n)
ist ebenfalls arbitragefrei.

Beweis: Zu 1.: Mit Lemma ergibt sich:

1. C ist Q-integrierbar, da C' replizierbar und V. (H 1) integrierbar ist (aufgrund der Q-
Martingaleigenschaft von (’V’f)tfo ).

2. Esist
EQ(yn(Hn_l)\}}) - EQ<Q]]-}> - ]ft<Ht> P-fs.
fiir t € {0,...,n — 1}, also insbesondere
EQ(Q\]-“O) - yO(H0> P-fs.
und somit

EQ<Q> - V0<H0> P-fs. . (2.22)

Da der Erwartungswert E® (Q) nur von dem Auszahlungsprofil C', nicht aber von der speziell
gewahlten replizierenden Handelsstrategie abhdngt, ist somit Aussage |1 von Satz gezeigt.

Zu 2. — Teil 1: Die Existenz des ,undiskontierten” Erwartungswertes EQ(C) ist im Allgemeinen
nicht gesichert. Es gilt allerdings (siehe (2.22))

EQ(Vo(Ho) | o) = EQ(S§-V,(Ho) | Fo) = S8 -V, (Ho)
= SU.EQ (g) P-f.s.
Die Bildung des unbedingten Erwartungswertes auf beiden Seiten fiihrt zu

«(C) = EVy(Ho)) = E(S))-EQ(C).

Zu 3.: Ist Q ein &quivalentes Martingalmal in einem arbitragefreien MPM (n,T, (Q, F,
(]—"t) o SO, SN> und C ein stark replizierbares Europaisches Auszahlungsprofil, so
t=0,...,n

ist Q auch in dem erweiterten MPM (n,"lf, <Q, F, (.7-}) , ]P), SO0 ..., SN, SN+1) mit

SN = ¢o(C) und SN :zsg-EQ(gm) (t=1,...,n)
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ein dquivalentes Martingalmall, da der diskontierte Prozess (§£V+1)t=0,...,n mit §év+1 — EQ <Q>

(EQ (g) — EQ@ (g | ]-"0) P-fs.) und SV*! = EQ (Q | ]-"t), te {1,...,n}, gemiR Lemma
ebenfalls ein Q-Martingal ist. Damit ist Aussage [3| von Satz gezeigt.

2.51

Zu 2. — Teil 2: Der Preis ¢o(C) = E®(S)) - EQ(C) eines stark replizierbaren Europischen
Auszahlungsprofils C ist eindeutig bestimmt und hingt insbesondere nicht von der konkreten Wabhl

des dquivalenten Martingalmales ab, denn jeder andere Preis fiihrt zu einer Arbitrage, wie folgende

Uberlegungen zeigen:

e Fall 1: Seien ¢ > co(C) ein anderer Preis fiir das Auszahlungsprofil C' und der RV 1-wertige

Prozess H = (Ht> eine replizierende Handelsstrategie fiir C' im nicht erweiterten
t=0,...,n—1
MPM.
o Die RV +2 wertige selbstfinanzierende Handelsstrategie H~ = (Hf) im erweiter-
t=0,...,n—1

ten MPM, definiert fir ¢t € {0,...,n — 1} durch

HY @—;g)(c)

) 0
H; = + :

HY 0

0 —1

(Idee: ,Billig kaufen, teuer verkaufen”, d.h., kaufe zum Zeitpunkt O die replizierende Han-
delsstrategie zum Preis ¢o(C'), verkaufe Finanzinstrument N 4 1 zum Preis ¢ und lege die

Differenz in dem Numeéraire an), ist eine Arbitrage im erweiterten MPM:

Der Wert von H{ im erweiterten MPM zum Zeitpunkt 0 ist wegen ¢o(C) = VO(HO) P-fs.

¢ — C()(C)

5’8 = 0 P-fs..

Vo(Ho) — &+ 50

Der Wert von H;_l im erweiterten MPM zum Zeitpunkt n ist wegen Sflv“ =V, (Hn_1>
IP-f.s. und der Positivitdt des Numéraires

_ oN+1 o'é—CO(C) _ Sii
Va(Hoor) = S04 S0 — =

- (6700(0)) > 0 Pfs. .
Fall 2: Sei nun ¢ < ¢o(C) ein anderer Preis fiir das Auszahlungsprofil C. In diesem Fall

ist die Handelsstrategie H~ = (Hf) im erweiterten Marktmodell, definiert fiir
t=0,....n—1
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t €{0,...,n— 1} durch

g co(C) —¢
o
H; = : + :
—H{Y 0
0 1

(Idee: Verkaufe zum Zeitpunkt O die replizierende Handelsstrategie zum Preis ¢y(C'), kaufe
Finanzinstrument N + 1 zum Preis ¢ und lege die Differenz in dem Numéraire an), eine
Arbitrage im erweiterten MPM.
Damit ist Aussage [2] von Satz gezeigt. L]
Bemerkung: Ist C' F,,-messbar, so ist S¥ ! = §0.EQ (S%L | Fn) = C. Allerdings ist C' aufgrund

der Replizierbarkeit ,P-f.s. F,,-messbar”, so dass allgemein SN+ = C P-fs. gilt.

Lemma 2.53 Hingt in einem arbitragefreien MPM der Preis ER(C) eines diskontierten Europai-
schen Auszahlungsprofils C' nicht von der speziellen Wahl des dquivalenten MartingalmaBes @) ab,

so ist das Europdische Auszahlungsprofil C' replizierbar.
Ohne Beweis.

Definition 2.54 Ein MPM heilt vollstdndig, falls jedes Europaische Auszahlungsprofil replizierbar

ISt.

Bemerkung: Sind alle Européische Auszahlungsprofile replizierbar, so sind es auch die jeweiligen
Positiv- und Negativteile, d.h., in einem vollstindigen Mehrperioden-Marktmodell sind alle Euro-

paischen Auszahlungsprofile stark replizierbar.

Lemma 2.55 Ein arbitragefreies Mehrperioden-Marktmodell ist vollstandig, wenn jedes P-f.s. be-
schrinkte diskontierte Europdische Auszahlungsprofil replizierbar ist.

Ohne Beweis.

Satz 2.56 (2. Fundamentalsatz:) Ein arbitragefreies MPM ist genau dann vollstindig, wenn das
dqgivalente Martingalmall eindeutig bestimmt ist.

Beweis: =—>: Analog zum Beweis von Lemma im EPM.

<=: Ist Q ein eindeutig bestimmtes dquivalentes Martingalmal}, so existiert fiir jedes IP-f.s. be-

schrinkte diskontierte Europaische Auszahlungsprofil C' der Preis E2(C) und dieser ist eindeutig
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bestimmt. Gemalk Lemma ist C dann replizierbar und gemaR Lemma ist das arbitragefreie
MPM vollstindig. "

Bemerkung: Es lasst sich auBerdem zeigen, dass in einem arbitragefreien MPM die Eindeutigkeit

des dquivalenten MartingalmaRes @ dquivalent dazu ist, dass jedes Q-Martingal M = (Mt) .
t=0,...,n

dargestellt werden kann als

t—1
M, = My+> H,- (8§, —8S,) Pfs firte{l,. .. n} (2.23)
s=0
(siehe dazu auch (B.27))), wobei H = (Ht> . . eine Handelsstrategie ist. Dies ist die diskrete
t=0,...,n—
Version des sogenannten Martingaldarstellungssatzes, der sich — bei geeigneter Definition eines
t—1

.diskreten stochastischen Integrals” — auch als , M, = M, + | H, dS," schreiben Iasst.
0
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2.5 Mehrperioden-Binomialmodell

Spezialfall eines Mehrperioden-Marktmodells mit folgenden Annahmen:
e 2 Wertpapiere, d.h. N =1
e Das Numéraire ist nichtzufillig und bestimmt durch einen Zinssatz r > —1.

e Die Wertentwicklung des Wertpapiers 1 erfolgt, ausgehend von einem Startwert sy > 0 und
bestimmt durch zwei Faktoren u (,up”) und d (,down”) mit « > d > 0, gemaR folgenden

Pfaden:
SO - ’LL3
S0 - ’LL2
S0 - u s - u?d
S0 < 8o - ud
so-d sg - ud?
S0 - d2
So - d3
I i I I [t
0 1 2 3 n

Definition 2.57 Ein MPM <n,']T, (Q, F, (]—"t) ) IP), S0, Sl> mit zwei Finanzprodukten
t=0,...,n

heilt (Mehrperioden-)Binomialmodell oder CRR- (Cox-Ross-Rubinstein-) ModeIE] mit n Perioden,
wenn es — in Abhangigkeit von den Parametern d, u, » und so mit r > —1, u > d > 0 und sg > 0

— folgende Eigenschaften besitzt:

o O ={u,d}"
o F=2%
e 7y ={0,Q}, F = U({le,...,wt eF wi,...,w € {u, d}})
mit Fl, . w, = {(wl,...,wt,...,wn)eQ:ws:ws vs:1,...,t} firalle t=1,....n
. IP({w}) > 0 fir alle w € Q
e SP=(1+r)firallet=0,...,n
w-SE (Wi, ... wy) fiirw, =u
e S} = s, SHwiy oy why e wy) = -1(@r ) !
d-Stq(wiy...,wy) firw =d
= w St (wi,...,wy,) firallet=1,....n

"Cox, J., Ross, S., Rubinstein, M., Option pricing: a simplified approach, J. Financial Economics 7 (1979),
229-263
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Bezeichnung: (n, d,u,r, 50)

Bemerkungen:
o Esgilt ]-'t:a(Sé,...,Stl) fur alle t =0,...,n sowie F,, = F.

e Zum Zeitpunkt t = 1,...,n nimmt S} genau t + 1 verschiedene Werte an, und zwar ist fiir
(Wi,...,wp) € Q

t
SHwi, ... Wiy wp) = 30~H ws = so-uP®.d O mit k(t) = Hs e{l,...,t} 1wy = u}’
s=1

Satz 2.58 Ein CRR-Modell (n, d,u,r, so) ist genau dann arbitragefrei, wenn
d < 1+r < u

gilt. In diesem Fall ist das CRR-Modell vollstandig und das eindeutig bestimmte dquivalente Mar-
tingalmal QQ besitzt folgende Eigenschaften:

Sl
1. Die Quotienten ;;;1, t=0,...,n— 1, sind stochastisch unabhangig beziiglich Q.
2. Das Wahrscheinlichkeitsmall Q ist bestimmt durch den Parameter q := —w—d und es
gilt
Sl
Q( ;§1:u> = ¢ firallet=0,...,n—1 (2.24)
sowie
Q({(Wh . ’wn)}> - q|{t:wt:u}| . (1 _ q)\{t:wt:d}\. (2_25)

Beweis: Siehe Anhang

2.5.1 Preise von Europaischen Auszahlungsprofilen im CRR-Modell

Bemerkungen:

o Wegen F = F, = 0(5’6, cee S}l) ist jedes Europaische Auszahlungsprofil C'im CRR-Modell

ein Derivat. Fiir das zugehorige diskontierte Europaische Auszahlungsprofil C' gilt

C
C = —
= (1+r)n

e Aufgrund der Endlichkeit des Zustandsraums 2 ist jede ZufallsgroBe im CRR-Modell inte-
grierbar.
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o Wegen P({w}) > 0 fiir alle w € Q gibt es — auer der leeren Menge — keine P-Nullmengen.
Somit gelten insbesondere Beziehungen zwischen bedingten Erwartungen nicht nur P-fs.,
sondern sogar punktweise fiir alle w € Q.

e In einem arbitragefreien CRR-Modell mit dem (eindeutig bestimmten) dquivalenten Martin-

galmaR @ ist der Preis eines Europaischen Auszahlungsprofils C

E%(C)

CO(C) = EQ(S(()))'EQ(Q> = m

Der dazugehdrige diskontierte Preisprozess V¢ = (1/57 .. ,y§> mit

Ve = EQ(CIR) (t=0.....n)

t

ist ein Q-Martingal. Speziell ergibt sich

A CIED,
,L/vt — (1+r)n (tZO,...,n)
bzw. fiir den undiskontierten Preisprozess V¢ = (VOC, el Vf)
c ER (C | ft)
und somit

Ve =¢ VS =C und VS =V =c(C).

~ <0
o Wegen (|2.25)) ist mit ¢ = Ltr—d
u—d
EQ(C) = / CdQ
= Z C(wla"wwn)'Q({(wb'"?wn)})
(wye..s0n ) EQ
= Z Clwi,. .. wn) - glter=ull (1 — g){twi=d}] (2.26)
(w1y-..,0n ) EQ

Damit ist es moglich, den Preis jedes Europdischen Auszahlungsprofils C' zu bestimmen.

e Hingt das Europiische Auszahlungsprofil C' lediglich von S} und nicht von der gesamten
Vorgeschichte" S{,..., S | ab (beispielsweise wie bei den ,einfachen” Europiischen Call-
und Put-Optionen), kann C' ebenso wie S} lediglich n + 1 verschiedene Werte Cy, ..., C,
— in Abhidngigkeit von der Anzahl der ,up”-Bewegungen — annehmen, d.h.

Cwiy...,wp) =Cy fir k= ‘{t:wt :u}‘
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Da es genau (}) verschiedene Pfade gibt, bei denen genau k ,up“-Bewegungen auftreten,
vereinfacht sich in diesem Fall die Formel (2.26]) zu

0) = 3¢ (Z) g (1= g (2.27)
k=0

Lemma 2.59 Gegeben seien ein arbitragefreies CRR-Modell mit dem aquivalenten Martingalmald
Q und ein Européisches Auszahlungsprofil C. Der (diskontierte) Preisprozess V bzw. V< — und

EQ(C
somit der Preis CO(C’) = (1+()) VC V¥ - lasst sich folgendermalen rekursiv bestimmen:
r
Firt=n—-—1,n— ,0 ist
) 14+r—d
l/tc(w) = q -Yﬁl(wf+1) +(1-4q) ‘Yﬁl(wfﬂ) mit q = Tu—d (2.28)
C C d
baw. VC(w) — q- Vi (W) + (1 —q) - Vit (wiyy) (2.29)
1+r
fiir alle w € €2, wobei sich wy', | bzw. wy', | jeweils dadurch ergeben, dass bei w = (wy, ... ,wy,) die
t + 1-te Komponente gleich v bzw. d gesetzt wird, d.h.
Wity = (Wi, W Uy Wig2, .., wp)  bzw wa = (W1, W dy W2, - -« Wh).

Die Initialisierung erfolgt durch VC C bzw. VE = C.

Beweis: Aufgrund der Martingaleigenschaft von (yoc, e ,1/5) ist

Ve = EQ( t+l|ﬂ) (t=0,...,n—1),
dh.

c _
/l/t dQ —/ t+1dQ fir alle A € F;.

A A

Da die o-Algebra F; von den Mengen F,,, . mit wi,...,w; € {u,d} erzeugt wird (siehe Defi-
nition , ist l/'f auf den Mengen F,,, . ., konstant. Somit gilt fiir eine beliebige, aber feste
Menge F,

1y Wt

/ l/'tc dQ = lftc(wl, e W Uy, U) Q(th.,,w). (2.30)

C _ C
/l/t+1dQ - /~t+1dQ / t+1dQ +/ t+1dQ

- Yg_l(wla e, W Uy .. ,’LL) . Q(th...,wt,u) + Vgl(wla e ,Wt,d, e 7d) : Q(le,...,wt,d))
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woraus wegen (|2.25])

/ ¢ dqQ (2.31)
le ..... wi
= Q(le,“, ) (q Vt+1(w1’ e WUy u) F (L —q) Vtil(wl’ e wid, . .,d))
folgt. Aus (2.30)) und (2.31]) ergibt sich (2.28) und daraus unmittelbar (2.29). n

Lemma 2.60 Gegeben seien ein arbitragefreies CRR-Modell mit dem aquivalenten Martingalmal8
Q und ein Europdisches Auszahlungsprofil C mit dem (diskontierten) Preisprozess V' bzw. V.

— T
Die replizierende Handelsstrategie H = (H t) . ) mit H; = (H?, Htl) ist bestimmt durch
t=0,...,n—

Vi~V VG -VO (1)

H = —H = und (2.32)
' Sy =S, St —S-(1+)
VC’ _ Hl X Sl
0o _ yC 1. ol _ Vi t 9t _

H = V/-H -§ = BT (t=0,...,n—1). (2.33)
Beweis: Fiir eine replizierende (und damit auch selbstfinanzierende) Handelsstrategie gilt allgemein
Wegenﬁé:...:ﬁizl

C c _ _ 1 1
Via— Yy = He (St+1—§t) - (St+1_§t)
firt=0,...,n — 1, woraus unmittelbar
c c Vi ve
H — Vt+1 fYt . (1+trJStl+1 - (1+tr)t . Vt+1 V;tc ~(T+7)
t — 1 1 — Sl gl - 1 _ ql,
Sn =S ey S %)

folgt. Es ist allerdings zu zeigen, dass dieser Ausdruck F;-messbar ist trotz der auftretenden Fj -
messbaren ZufallsgroBen.
Fir w = (w1,...,wn) € Q ist wegen ([2.29)

V(W) = VO (w) - (1+7) Vi1 (w) — (q V1wt + (1= 0) V(i)

Sti1(w) = Sfw) - (1 +7) w1+ S} (w) = Sj(w) - (1+7)

Fiir w = wy!, | ergibt sich daraus

Vgl(wz}fﬂ) - (q : Vt%(wfﬂ) +(1—q)- Vz&%(“fﬂ)) _ 1—gq ‘Vgrl(wtuﬂ) — Vgl(wfﬂ)
u- SE(wiy 1) = Stwiy) - (1+7) u—(1+r) SHw) ’

.. _ d
fur w = Wit

Vi) = (4 Vi) + (- 0) - Vi (i) L a VS - Vi)
d- Sl(wngl) —Sg(wf+1) (147) d—(1+r) SHw)
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147 .
Wegen ¢ = ;d erh3lt man zum einen
u

l-¢  u—d—-(1A47r)+d 1

u—(1+r) (u—d)(u—(l—i—r)) Cu—d’

zum anderen
—q d—(1+r) 1

d—(1+r) (u—d)(d—(1+r)) u—d’

so dass sich in beiden Fillen

V(W) =V (w) - (1 +7) _ Vi) = V& (win)

St (w) = S (w) - (1+7) Si(w) - (u—d)
ergibt. Da sowohl V¢, (wi ;) als auch V,§;(wf, ) lediglich von (wi,...,w;) abhingen, ist der
Ausdruck

VS —VE - (L+7)
51;1+1_St1'(1+7“)

= H}

somit F;-messbar.

Die Behauptung (2.33]) folgt direkt aus

VY = H;-S, = H-S)+H}-S; = H+H-5,.

ve —y¢
Bemerkung: Der Ausdruck Ht1 = gtfi:si kann als ,diskrete Ableitung” des diskontierten Wer-
S8
tes eines Auszahlungsprofils nach dem einzigen im CRR-Modell enthaltenen ,echt stochastischen”
Wertpapier verstanden werden. Eine wie hier auf einer Ableitung basierende replizierende Handelss-

trategie wird auch als Delta Hedge bezeichnet.

Beispiel: CRR-Modell (n,d,u,r, so) = (2,0.9,1.1,0.05,100)

l+r—d  1.05-009
— g = - — 075
4 w—d 0.2

(Wahrscheinlichkeit einer ,,up"-Bewegung unter dem risikoneutralen MaR)

Wertentwicklung von S*:

121
0.75~ 110

100 < 99
0.25™~ 90

81

So Si S
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e Europiische Call-Option (S31,100)gco:

21
?
? < 2 0
?
0
co(C) Ve C

Rekursive Berechnung (t = 1):

21
Cluu)+(1—q)-Clu,d) _ 0.75:2140.25:0 _
15 4-Clu,u) 1(Mq) (ud) _ 0752140250 _ 15
? 0
0
0

t=0:

21
15

10.71< 0
0

0

e Europiische Put-Option (S3,100)gpo:

0
0.24

1.42 < 1
5.24

19

e Asiatische Call-Option

/N

St{1,2}, IOO)A . (Auszahlung pfadabhangig!):

155 B0 —1155

- < 12.14 < 15 99+2110 — 104.5
. 99+90
0 < 0 % =945

0 99—581 =90
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e Barrier Optionen: Up-and-out Put-Option (51,105, 100) :
u&oPO

0
0 < ) .
0 Obere Schranke tiberschritten!
1.25 1
5.24 <i::
19

e Lookback Call-Option (Sl>LbCO:

21 min : 100

15 < 0 min : 99
12.25 9 ]
6.43 < min : 90

0 min : 81

2.5.2 Konvergenzeigenschaften des CRR-Modells

Wird ein Endzeitpunkt T > 0 fest vorgegeben und die Periodenanzahl n des CRR-Modells erhoht,
lisst sich zeigen, dass unter bestimmten Annahmen die Verteilung von S! gegen eine logarithmi-
sche Normalverteilung konvergiert. Dies kann auch fiir die Herleitung expliziter Bewertungsformeln

(beispielsweise die ,Black-Scholes-Formel”) fiir bestimmte Finanzprodukte verwendet werden.

Definition 2.61 Fiir die Parameter T > 0 (Endzeitpunkt), # > —1 (Zinssatz) und ¢ > /T -
‘ln(l + 'F)‘ (Volatilitat) sei eine Folge von CRR-Modellen

(n,dow,uow,row7so)n:1gpu

mit
o (M) .= (1 —i—f’)T/” -1
o u™ = e"VT/n ynd
o dM .= ef"\/ﬂ

(Bezeichnung: Folge konvergierender CRR-Modelle) gegeben. Die dazugehdrigen Preisprozesse wer-
den mit S0 und S bezeichnet.

Lemma 2.62 Fiir eine Folge konvergierender CRR-Modelle gemaB Definition gilt

1. SV(L")O =1+ f)T fiir alle n € IN, d.h., die Diskontierungsprozesse besitzen in allen betrach-
teten CRR-Modelle zum Endzeitpunkt denselben Wert.

2. Fiir n € IN ist jedes CRR-Modell (n, d™ () () so) arbitragefrei.
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Beweis:

1. Wegen St(n)o = <1 + r("))t und 147 = (1+7)7/™ ist
S0 = (1+ r<n>)" = (a+ f)T/")” = a+)7.
2. Wegen Satz [2.58| geniigt es,
u™ > 140 > g
fiir alle n € IN zu zeigen. Zunichst erhalt man

u™ > 1+ 7™ > d™
eoVI/n > (1+'F)T/n > e~oVT/n

<~

— o-/T/n > L.m@1++#) > —0o-/T/n

= o >+\/T/n-In(14+7)> —0

<= o > JI/n-In(l+7) AN o > —/T/n-In(1+7)
VIT/n-In(1+7) firln(1+7)>0

<~ O
—/T/n-In(1+7) firln(147) <0

— o > /T/n-|In(1+7)

Aus o > VT - |In(1++#)| folgt o > \/T/n - |In(1+#)| fiir alle n € IN und damit die
Behauptung. "

Lemma 2.63 Fiir n € IN bezeichne Q™ das 3quivalente MartingalmaR fiir das CRR-Modell
(n, d("),u(”),r("),so), das bestimmt ist durch den Parameter

14 — g
g™ =" -
um — dm)

(siehe Satz 2.58). Dann gilt

1
1. lim ¢ = 3

n—oo

n—oo 2

2
2. lim EQ™ <ln 5’7(:1)1) =Insg+T- <ln(1 +7) — U)

3. lim VarQ(n) <ln Sfln)l) =02.T

n—oo

Beweis:
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1. Mit z := /T'/n und der Regel von Bernoulli-de I'Hospital erhadlt man

(n) (n) T/n _ ,—0o+/T/n
lim ¢™ = lim 1+ —d™ = lim ( r) ©

n—00 n—oo M — dn) n—00 T/n _ —U\/T/TL

2
. (1 + 7:)1: — e 0%
=1
zliIol e0T _ o~ 0T

B hm(l—kr)z In(1+7)2z +0e 7% 1
20 0e’r 4 ge=o% 2

n (n)1
2. Wegen S( =350 - H S ist

i
n (n)l
InS™M' = Insg+ Zln o
=1 Si1
S(n)l
Da die Quotienten firt =1,...,n identisch zweipunktverteilt sind, ergibt sich
B,
(n)1
2 [ 14 St(n)l — ™ ™ 4 (1 _ q<n>) o 4™
Si-1

1
= ¢ a4 (1 - q(n)) Inu™
= ¢ . Inu™ — (1 - q(n)) - Inu™

= lnu®. (gqm) _ 1)
und somit
EQ™ <ln S’,(l”)l) = Insg+n-Inu™ . <2q(”) - 1) .

Weiter erhalt man

nlglgon Anu™ - <2q(”) — 1)

(n) _ 4(n)
N T3 <2.1+7"d B 1)

T 1 Nz2  —ox
= Iim-aaz'<2-( +7) ¢ —1>

eo’x — e*O’ﬁ

_ To 2(1+47)" —e 0% — o7
= lim—-

zl0 T edT — e~ 0%
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Okt.

_ To.lim (14 7)*" — cosh(oz)

0 x - sinh(ox)
o\ 2 . .

. To.lim (14+7)* In(1 4 7)2z . o sinh(ox)

0 xo - cosh(ox) 4 sinh(ox)

(14 7)*" In(1 + 7) (4352 In(1+7)+ 2) — o2 cosh(ox)
= To-li
7 20 xo? - sinh(ox) + 20 - cosh(oz)
_ Ty 2In(1 +7) — o
20

= T (1n(1+f)022>

und somit die gewiinschte Aussage.

3. Wegen
S ) _ 1 g™
In S = nd® + (Inu®™ —md™ ) 1 on gon_ o,
ist
(n)1 2
Var@"” (ln ?(n)l) = (ln u™ —In d(”)> g™ . (1 - q("))
t—1

= (2 lnu(")>2 4 (1 g™)

_ 4<lnu(")>2 g (1)
und somit — wegen der Unabhingigkeit der Quotienten —
VarQ(n) <ln Sfl”)l) = 4n - <1nu(”))2 . q(") . (1 — q("))
_ i <1nea\/TW>2 g (1= ¢)
— 4027 ™. (1 _ q(n)>'
Es ergibt sich schlieRlich

lim Var®" (ln 57(1”)1> = lim 40°T - q(") . (1 — q(”)>

n—o0 n—o0

— 40T lim ¢™ lim (1 —q(“)> — 2T,

n—oo n—oo

2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik
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Satz 2.64 Die Verteilungen von In S,(Ln)1 konvergieren unter Q™ fiir n — oo schwach gegen
2

eine Normalverteilung mit den Parametern Insg 4+ 7T - <1n(1 +7) — U2> und ov/T, d.h., die

Verteilungen von &(L”)1 konvergieren gegen eine logarithmische Normalverteilung, also gegen die

Verteilung von

oWr+T- (ln(l-l—f)—%)
Sp - € s

wobei Wr eine Normalverteilung mit Parametern 0 und /T besitzt.

Beweis: Die Aussage ergibt sich als Verallgemeinerung des zentralen Grenzwertsatzes. Die Para-

meter erhilt man aus Lemma 2.63 n
Bemerkung: Wird anstatt eines diskreten Zinssatzes 7 ein stetiger Zinssatz 7 verwendet (d.h.

. R . . . . . ocWr+T- (f—é)
e"” =1+ 1), ergibt sich als Grenzverteilung die Verteilung von s - e .
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Kapitel 3

Stochastische Finanzmathematik in

stetiger Zeit: Das
Black-Scholes-Modell

Literatur:
e Alison Etheridge, A Course in Financial Calculus [4]
e Albrecht Irle, Finanzmathematik [6]

e René L. Schilling und Lothar Partzsch, Brownian Motion [9]

3.1 Grundlegendes zum Black-Scholes-Modell

Es gelten weiterhin — wie beim MPM - folgende Vereinfachungen des Modells gegeniiber der
Realitat:

e Keine Transaktionskosten

e Keine Dividendenzahlungen

o Kauf/Verkauf von Finanzinstrumenten in beliebigen (reellwertigen) Stiickzahlen moglich

e Kein Preisunterschied zwischen Kauf und Verkauf (kein bid-ask-spread)
Definition 3.1 Ein Black-Scholes-Modell ist ein Tupel <1r, (2 7. P), s, sl), das durch die
Parameter T, v, o, ;1 und so bestimmt ist, mit

e Zeithorizont T' > 0

e stetige Zinsrate r > (0

87
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e \olatilitit o > 0
e Drift p € R
e Startwert so > 0
sowie
e Handelszeitraum T = [0, T
e Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP)

e Preisprozess einer Anleihe SY = e™ t € T

2

(e
eUWt77-t,

e Preisprozess einer Aktie S} = sq - et -
wobei (W)t ein Wienerprozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum <Q, F, IP) ist.
Bemerkungen:

1. Analog zum zeitdiskreten Mehrperiodenmodell sollen im Folgenden Begriffe wie

e (selbstfinanzierende) Handelsstrategie

Arbitrage

Replizierbarkeit

Vollstandigkeit

Aquivalentes MartingalmaR

definiert und deren Zusammenhinge untereinander untersucht werden.

Es wird sich zeigen, dass der Begriff der ,selbstfinanzierenden Handelsstrategie” und die
damit zusammenhingenden Begriffe Arbitrage, Replizierbarkeit und Vollstandigkeit prinzipiell
schwieriger zu handhaben sind als im zeitdiskreten Modell.

Deswegen wird zunichst der Begriff des , Aquivalenten MartingalmaRes" und dessen Bedeu-

tung fiir die Festsetzung eines fairen Preises ausgesuchter Finanzprodukte untersucht werden.

2. Grundlegend fiir die Eigenschaften des Black-Scholes-Modells sind die Eigenschaften des
Wienerprozesses, auf den im Folgenden als erstes eingegangen werden wird.

3. Der Preisprozess der Aktie ist Losung der stochastischen Differentialgleichung

dS;

—_— = udt+0’th (31)
St

(wird spater mit Mitteln der stochastischen Analysis gezeigt).

Diese Differentialgleichung kann aber bereits jetzt durch folgende Uberlegungen motiviert

werden:
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e Zweidimensionale Taylor-Formel fiir eine unendlich oft (partiell) differenzierbare Funktion
S:U — R, U C R? offen, (x,t), (x9,t9) € U:

S(z,t) S(zo,to) + Sz(zo, to) - (x — xg) + Se(xo,to) - (t —to) +
% . <Sm(a:0,t0) . (LU — $0)2 +2- Sxt(xo,to) . (l‘ — xo) . (t — to) +

1
Sti(wo, to) - ( — t0)2> R (S”r(xo,tO) (= w0)* 4.

Abbruch nach der 2. partiellen Ableitung S,.,:

S(x,t) =~ S(zo,to) + Sx(wo,t0) - (x — x0) + St(z0,t0) - (t —to) +

1
3 Sz (w0, to) - (x — x0)?

Alternative Schreibweise mit z := z + Az, t = t + At, zg := z und tg = ¢
(Aa;,At>0,(a:+Ax,t+At)eU>:

Sz + Ax,t+ At) ~ S(z,t)+ Sy(z,t) - Ax + Se(z,t) - At +

S
1 2

02
Anwendung auf S(z,t) := sg - e - e 2 (damit ist S(Wy,t) = S}) mit S, = o -,
St:(u—%z)-Sund Spe =02+ S:

2
S(x+ Az, t+ At) ~ S(z,t)+o0-S(x,t) - Ax + (u— 02> - S(x,t) - At +

0.2

5 S(x,t) - A%z

Mit AS(z,t) := S(x + Ax,t + At) — S(x,t) ergibt sich
2

AS o o?
— = Ax + — — At + —A?
S gar <,u 2 > t 2 v

Mit x := Wy und Az := AW, := Wipay — Wy erhilt man weiter formal

AS o2 o2
— =~ oAW —— A — AW
g o ¢+ (,u 5 ) t+ 5 t

und wegen E <A2Wt> = Var (Wt+At — Wt) = At (Erlauterung siehe unten)
A 2 2
?5 ~ oAW, + (u - "2>At+ %At = uAt+ cAW,,

was strukturell der stochastischen Differentialgleichung (3.1)) entspricht.
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3.1.1 Der Wienerprozess

Definition 3.2 Sei T = [0,7] bzw. T = [0, 00). Ein stochastischer Prozess W = (W;)er liber
einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) heift ein Wienerprozess (im Zeitintervall T), falls er

folgende Eigenschaften besitzt:
(a) Wo(w) =0 fiir alle w € Q
(b) Fiir eine beliebige Folge 0 =ty < t1 < ... <ty (n € N,t, € T) sind die ZufallsgréBen
Wy, — Wiy Wiy =Wy, ooy Wi, = W4,
unabhingig.
(c) Fiir beliebige s,t € T mit s <t ist
Wi — W, ~ N(0,t —s),
d.h., W; — Wy ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz t — s.

(d) t — Wy(w) ist stetig fiir alle w € Q, d.h., W besitzt stetige Pfade.
Bemerkungen:

1. Der Namensgeber des Wienerprozesses ist der amerikanische Mathematiker [Norbert Wiener
(1894-1964). lhm gelang 1923 der erste Existenzbeweis fiir diesen Prozess.

2. Der Wienerprozess wird oft auch als Brown’sche Bewegung bezeichnet (wobei dann iibli-
cherweise die Bezeichnung B, anstatt W, verwendet wird). 1827 beobachtete der schottische
Botaniker Robert Brown| die irreguldren ,zitternden” Bewegungen von Pflanzenpollen in ei-
nem Wassertropfen, die durch StéBe der Wassermolekiile erzeugt werden. Bekannt wurde der
Wienerprozess durch eine Arbeit von Einstein 1905, wobei er von Bachelier bereits 1900 in

seiner Arbeit Uber Finanzmarkte verwendet wurde.

3. Die ZufallsgroBen Wy — W5 (t,s € T, s < t) werden auch als Zuwachse bezeichnet. Diese
Zuwachse sind gemaR (b) nicht nur unabhingig, sondern gemaR (c) auch stationdr, d.h.,
die Zuwachse hdangen nur von der Differenz ¢ — s und nicht von den konkreten Werten fiir ¢

und s ab. Bezeichnung:
Wiy —=Ws ~ Wipn — Wi

firt,s,t+h,s+h € T. Somit ist der Wienerprozess ein Lévy-Prozess (Paul Lévy: franzdsi-
scher Mathematiker, 1886-1971), d.h., ein Prozess mit unabhingigen, stationdren Zuwachsen,
dessen Pfade rechtsseitig stetig sind und linksseitige Limites besitzen (,,cadlag’).

4. Wy ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢ (siehe (c) mit s = 0).
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5. Die Verteilung des Zuwachses W, — W (t,s € T, s < t) besitzt die Dichte

1 __a®
Pios: T F ——————e 2=,
’ 27(t — s)

6. Fiir beliebige t,s € T (es muss nicht notwendigerweise s < t gelten) erhilt man fiir die
Kovarianz von W; und W,

cov (Wy, Wy) = min(s, t),

denn fur den Fall s <t erh3lt man

cov (W, W) = E((WS _EW,)- (Wt—EWt)> :E<W5~Wt)

- E(Ws (W, — Ws)) FEW2 "M By B (W, — W)+ Var (W)
= 0:-0+s,

fir den Fall s > ¢ analog cov (W, W;) = t.

Der n-dimensionale Vektor (W;,,..., W, ) mit 0 < t; < ... < t, und ¢, € T besitzt
demnach eine n-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 0" und Kovari-

anzmatrix K = (K;j); j=1,..n mit K;; = min(¢;,¢;). Die dazugehorige Dichte ist demnach

1
(2m)™ - det K

. e—%(xl,..‘,mn)T-K’l‘(zl,...,zn)

f(thﬂ'“’th): (‘/Ela"'vl'n) —

Ein Wienerprozess ist somit ein Gaullprozess (d.h. ein stochastischer Prozess, dessen end-
lichdimensionale Verteilungen (mehrdimensionale) Normalverteilungen sind) mit der Mittel-
wertfunktion ¢t — EW; = 0 und der Kovarianzfunktion (s,t) — cov (W,, W;) = min(s, t)
(s,t €T).

7. Alternativ kann zur Bestimmung der endlichdimensionalen Verteilungen von W man von der
Verteilung des n-dimensionalen Vektors der Zuwachse (Wi, , Wy, — Wy, ... , Wy, — Wi )

mit 0 < t; < ... < t, ausgehen, dessen Kovarianzmatrix eine Diagonalmatrix D mit den
Elementen t; —t;—1 (i =1,...,n, to := 0) ist und dessen Verteilung somit die Dichte
1 o2
f(th,Wtfwtl,...,wtnfwtn_l)1 (1,...,20) — nl '6_55 i
%%)”'il:[l(titil)

besitzt. Die lineare Transformation mittels der n x n-Matrix
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fihrt dann zu

W, Wy,
W, Wi, — Wy

& =A- tzl h sowie K=A-D- AT
th th - th—l

8. Ein Wienerprozess ist ein Markovprozess (Andrej Markov: russischer Mathematiker, 1856-
1922), d.h., ein Prozess mit der Eigenschaft

P(W, € B|Wy,u<s)=P(W,cB|W,) Pfs.
fir Be€ Bund s,t € T, s <t (,gedichtnisloser Prozess"). Dariiber hinaus ist er homogen,

d.h., die Ubergangsdichte

1 _(e—y)?

s,t,x,y) = ————=-e 209 W P(Wy =y | Wy =)
p( y) e 3) ( W=y )>

mit s,t € T, s < t, z,y € R hangt lediglich von der Differenz ¢ — s und nicht von den
konkreten Werten von s und ¢ ab (dies entspricht der Stationaritit der Zuwachse). Die Dichte
der Verteilung des Vektors (Wy,, ..., Wy, ) mit 0 < t; < ... < t, und t, € T l3sst sich dann
auch als Produkt der Ubergangsdichten

n
foveg iy s @ewn) e [ p(ticasti mioa, ) (3:3)
i=1
ol (z;—zi—1)
— 1 . e_% z; tliti*ll
n
@m)™ - TL (6 — tie1)
i=1
mit tg = 0 und zg := 0 angeben. Diese Dichte unterscheidet sich von der Dichte der

Zuwichse lediglich in dem Ausdriicken ,,(x; — a:i_l)Q“ anstatt a:? im Exponenten.

9. Es gibt mehrere Existenzbeweise fiir den Wienerprozess (siehe Vorlesung , Stochastische Pro-

zesse'):
e Satz von Kolmogorov: , Kanonische Konstruktion” eines stochastischen Prozesses, des-
sen endlichdimensionale Verteilungen bekannt sind

o Lévy-Ciesielski-Darstellung mit Hilfe geeigneter Reihendarstellungen (Zbigniew Ciesiel-
ski: polnischer Mathematiker, *1934)

e Lévys Polygon-Approximation

e Wiener-Ansatz iiber trigonometrischen Reihen
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e Donskers Invarianzprinzip (Monroe D. Donsker: amerikanischer Mathematiker, 1925-
1991): Approximation durch stiickweise lineare Pfade (theoretische Grundlage fiir Si-

mulationen, s.u.)

Lemma 3.3 Der Wienerprozess W = (W) besitzt folgende sogenannte Invarianzeigenschaf-

ten:

1

(—=W)ier ist ein Wienerprozess (,,Spiegelungsinvarianz”).

[0, 00) fir T = [0, 00)

) ist ein Wienerprozess fiir alle ¢ > 0
0,c2-T] fir T =1[0,T]

(C : Wt/CQ)teﬂT mit T =

(.,Skaleninvarianz").

(t - Wiser mitt- Wy :=0 fiirt = 0 und T = [0, 00) ist ein Wienerprozess (,,Projekti-

onsinvarianz").
(Wr_y — Wr)ier ist fiir T = [0, T] ein Wienerprozess (,Invarianz bei Zeitumkehr").

[0, 00) fir T = [0, 00)

(Wise — We),oro mit T =
rer 0,7 —d fir T=0,T]

ist ein Wienerprozess fiir c € T

(,,Erneuerungseigenschaft”).

Beweis: Siehe Vorlesung ,Stochastische Prozesse"

Lemma 3.4 Die Pfadet — Wy(w) eines Wienerprozesses W = (W) et sind fiir P-fast alle w € Q

nirgendwo differenzierbar.

Beweis: siehe Anhang

Bemerkung: Aufgrund der Nichtdifferenzierbarkeit der Pfade des Wienerprozesses ist ein auf den
Wienerprozess aufbauendes Differentialkalkiil (wie fiir die stochastische Differentialgleichung
bendtigt) problematisch. Tatsachlich wird sich zeigen, dass stochastische Differentialgleichungen
wie lediglich eine Schreibweise fiir stochastische Integralgleichungen sind.

Weitere , pathologische” Eigenschaften des Wienerprozesses:

Fast alle Pfade sind Holder-stetig| fiir o < 1/2, aber nicht fiir « = 1/2, insbesondere sind sie
nicht Lipschitz-stetig (d.h. Holder-stetig fiir « = 1).

Fast alle Pfade sind nirgends monoton.
Die lokalen Maxima fast aller Pfade liegen dicht.

Jede reelle Zahl wird fast sicher unendlich oft erreicht. AuBerdem wird fast sicher immer

wieder zur Null zuriickgekehrt.
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3.1.2 Simulation eines Wienerprozesses und einer geometrischen Brown’schen
Bewegung

e Zur Simulation des Pfades eines Wienerprozesses W = (W;)er wird eine Folge 71, Zs, . ..
von unabhangigen und identisch standardnormalverteilten ZufallsgréBen benétigt. Die Erzeu-
gung entsprechender Zufallszahlen wird in Abschnitt beschrieben.

e Fiirt € T und n € IN gilt allgemein

W= 3 (Wi

n
i=1

(,, Teleskopsumme™). Da die ZufallsgréBen (Wi'.t — Wﬂ.t> unabhingig und identisch nor-
malverteilt sind mit Erwartungswert Null und Varianz ¢/n, gilt demnach bei Verwendung

einer Folge Z1, Z5, ... von unabhingigen und standardnormalverteilen ZufallsgroRen

Wi~ tfne) Zio bzwe Wiy ~ W, +3/t/n-Z;
i=1

Mit § := 6(t,n) := t/n erhdlt man somit fir i =1,...,n
Wis ~ W(z’—l)-6 +5- Z;.
e Wird nun zwischen den ,,Zwischenpunkten”
n
0, V321, Vo (Zy+ Zo), ..., V6> Z
i=1
linear interpoliert und geht n — oo, so lasst sich zeigen, dass diese Pfade gegen die Pfade
eines Wienerprozesses konvergieren (Donskers Invarianzprinzip).
e Zur Simulation der Pfade des Preisprozesses der Aktie (S})ieT im Black-Scholes-Modell mit
Stl = S0- ettt . eaWt—a—;t

kann nun die Simulation eines solchen Wienerprozesses verwendet werden. Mit obigen Be-

zeichnungen ist

n
S} o~ s e/t ea'\/g};; A s - e/t Hem/g-Zi
i=1
n
— s Hea-\/g-Z¢+5-(u702/2)
i=1

bzw.

SZ15 ~ S(11—1)5 . eg'\/g'Zi‘i’é-(,LLng/Q)
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e Aufgrund der multiplikativen Konstruktion wird der Preisprozess der Aktie (S});er auch als
geometrische Brown’sche Bewegung mit Drift © € R, Volatilitdit ¢ > 0 und Startwert
sp > 0 bezeichnet.

o Die liblicherweise verwendete Zeiteinheit ist ,,Jahre"”.

3.1.3 Martingaleigenschaften des Wienerprozesses

Definition 3.5 Essei (Q,F, <]—}) T,]P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, d.h., (Q,]:, IP)
te

ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und (]-'t> T eine Filtration, d.h. eine Familie von Unter-o-Alge-
te
bren 7y C F fiirt € T mit

Fs C Fi fiir s <t, s,t € T.

Dann heiBt ein stochastischer Prozess X = <Xt) auf diesem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
teT

ein (P-)Martingal beziiglich (.7-}) o falls er folgende Eigenschaften besitzt:
te

1. X ist adaptiert an (ft) T d.h. X; ist F;-messbar fiir alle t € T.
te
2. E(|Xy]) < oo firallet € T.

3. E(X; | Fs) =Xs P-fs. firalles <t, s,t €T.
Bemerkungen:

1. Ein Martingal ist die mathematische Beschreibung eines ,fairen Spiels”: Wird die Filtration
als die zeitliche Entwicklung der zur Verfiigung stehenden Information interpretiert, besagt
Eigenschaft 3., dass die beste ,Vorhersage” des zukiinftigen Wertes des betrachteten Prozes-
ses der derzeitige Zustand des Prozesses selbst ist, dass also ,im Mittel” keine Verbesserung
oder Verschlechterung des derzeitigen Zustands zu erwarten ist.

2. Insbesondere gilt fiir ein Martingal X = (Xt) aufgrund der ,Tower property” (siehe

teT
Anhang ©
EX, = E(Xt | {O,Q}) - E(E(Xt | Fo) | {O,Q}) = EX, firalleteT,
d.h., der Erwartungswert hingt nicht von ¢ ab.

3. Eine lineare Transformation eines Martingals ist aufgrund der Linearitdt der bedingten Er-

wartung wiederum ein Martingal.

Wegen der Martingaleigenschaft ist der Wienerprozess und einige seiner Transformationen in be-

sonderem MaRe zur Beschreibung von ,fairen Spielen” (wie z.B. ein Finanzmarkt) geeignet.
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Lemma 3.6 Essei W = (Wy)ier ein Wienerprozess iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,

IP) und (]-"t)t T die dazugehérige natiirliche Filtration, d.h. F; = U(WS, 5 € [O,t]). Dann gilt:
€
(a) (Wi)ier ist ein Martingal beziiglich (]:t)te"ﬂ“
(b) (W2 —t)er ist ein Martingal beziiglich (]—'t) T
te

(c) (e“Wt_%“Qt)teT ist ein Martingal beziiglich (ft)t T fiir alle a € R.
€

Beweis: Eigenschaft 1. eines Martingals ist aufgrund der Konstruktion von (]—}) T erfillt. Zu
te

Eigenschaft 2. ergibt sich, da W} normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢ ist:

(a) Esgilt
r 1 z? 7 1 T
E(W = /x--e_%dx:2/:v- -e” 2t dx
i) = | [
5 T 2 ) t
= S fre T dz (Subst. z = &> = da = Ldz)
T
0
\/700 . 2t BRES 2
= — [t-e77dz = —-[—e] = 4/— < o©
Tt ™ 0 s
0
fir alle t € T.
(b) Es gilt

E(|Wt2—t|) < E(Wt2>+t = % <

fiir alle t € T. Da W;/+/t standardnormalverteilt ist, ist dariiber hinaus W32/t x2-verteilt
mit Freiheitsgrad 1 (eine Summe von n unabhingigen standardnormalverteilten Zufallsgro-
Ben besitzt eine y2-Verteilung mit Freiheitsgrad n). Der Erwartungswert einer x2-verteilten
ZufallsgroRe gleich der Anzahl der Freiheitsgrade.

(c) Da die ZufallsgréRe a - Wy — $a*t normalverteilt ist mit den Parametern

1 1
w = E (a W — 2a2t> = ——d%t und

1
o = Var (a-Wt - 2a2t> = Var(a-W;) = d’t,

. Wi—La? T g .
ist ¢@Wt=297 |ogarithmisch normalverteilt (siche Anhang ) mit den Parametern p; und

o?. Somit ist

dt
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(dass dieser Erwartungswert nicht von ¢ abhangt, sollte nicht tiberraschen; im Gegenteil: Dies
ist eine notwendige Bedingung fiir die Martingaleigenschaft — siehe obige Bemerkung).

Es verbleibt, Eigenschaft 3. zu zeigen:

(a) Fir s < t, s,t € T, ergibt sich wegen der Unabhangigkeit von W; — Wy von Fs und der
Fs-Messbarkeit von Wy

B(Wi|F) = B(Wo+ (W - W,)| F)
= B(W. | R)+E(Wi-W, | )
= W,+E(W,-W,) = W,
(b) Fiir s < t, s,t € T, ergibt sich wegen der Unabhingigkeit von W, — W, von F;, der F,-

Messbarkeit von Wy (,, Taking out what is known", sieche Anhang und der N(0,¢ — s)-
Verteilung von W, — W

B(WE-W2|F) = E(( )2+ (W, Ws)|f3>

_ ((Wt W5>2 >+2E(WS-<Wt—WS>!}"S>
B( (W - )2>+2W B(W, - W, | %)
( )

LW, - E(Wt W) = t—s,
= =0

also
B(W2-t|%) = B(W?IFA)-t+w2-E(W?|F)
= B(WZ—W2|F)—t+ W2 = (t—s)—t+W?

_ 2
= W, —s.

(c) Fir s < t, s,t € T, ist a - (W; — Ws) normalverteilt mit den Parametern y = 0 und
2 Wy —W,

02 =a?- (t —s), somit ist e%( s) log-normalverteilt mit dem Erwartungswert
E (ea-(wﬁws)> _ ot S ghat(t-s)
Es ergibt sich daher
E (eaWt—%aQt | ]_—s)
_ ot (ea-(WthSJrWS) ‘]_—s) B TN (eaWS @ (Wi=W5) Ifs)
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— e—%QQt . eaWs ) (eCL.(Wt—WS) | fs) — eaWs—%QQt .E (ea-(Wz—Ws))

aWSflaQS

1 1
— eawsfiazt_eiaz(tfs) — e 5

Bemerkungen:
1. 2 . . . .
1. Der Prozess (e?"Wt~2%°%),cr wird auch als Exponentialmartingal bezeichnet.

2. Im Black-Scholes-Modell wird der Preisprozess einer Aktie durch den Prozess (S})ier mit

2
2 [ < _— .
Stl = 50- e“t . ethi%t — eth ( 2 #) Finso

mit Drift © € R, Volatilitdt o > 0 und Startwert sy > 0 beschrieben. Da die ZufallsgroRe

0_2
O'Wt— ?—/.L 't+hl$0
2 Qt

. . . 2 .
eine Normalverteilung mit Erwartungswert p; = Insg — (% — ,u) -t und Varianz o; = o
besitzt, ist S} somit log-normalverteilt mit dem Erwartungswert

2 2
o lnsr(%*#) 425t

ES} = eT2 = e = 50 - et

Insbesondere ist der Preisprozess der Aktie selbst (d.h. eine geometrische Brown'sche Be-
wegung) nur fiir den Fall 4 = 0 ein PP-Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration des

Wienerprozesses.
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3.2 Das dquivalente Martingalmall im Black-Scholes-Modell

Wie oben bereits erwdhnt, soll die Preisfindung im Black-Scholes-Modell zunichst iiber ein dqui-
valentes Martingalmall erfolgen, dass analog zu dem im zeitdiskreten Mehrperioden-Marktmodell
definiert ist. Aufgrund der Interpretation eines Martingals als , faires Spiel” ist diese Vorgehenswei-
se plausibel, wobei der Zusammenhang zwischen dem &dquivalenten MartingalmaR und der (bisher
weder definierten noch behandelten) Arbitragefreiheit des Black-Scholes-Modells erst spater unter-

sucht werden wird.

Definition 3.7 Gegeben sei ein durch die Parameter T, r, o, u und so bestimmtes Black-Scholes-
Modell (T, (Q, F, IP), S0, S ). Ein Wahrscheinlichkeitsmal Q auf (Q,]-") heiBt dquivalentes
Martingalmal im Black-Scholes-Modell, falls es folgende Eigenschaften besitzt:

1. Q ist dquivalent zu P, d.h., Q und P besitzen dieselben Nullmengen.

2. Der diskontierte Preisprozess der Aktie <§ t) T mit
te

Si

2
— It (p—r)-t . eO’Wt—%t

= Sp-¢€

ist ein Q-Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration des Wienerprozesses (.7-}) T d.h.
te

E® <§t | .7-"3) =S8, Qfs firalles<t, s,;teT,

Bemerkungen:

1. Gilt p =, so ist der diskontierte Preisprozess der Aktie ein Exponentialmartingal und somit
IP bereits ein dquivalentes MartingalmaB. Da der Erwartungswert des Preisprozesses der Aktie
z. Ztpkt. t sg - e#! ist, bedeutet dies, dass sich der Preisprozess der Aktie im Mittel wie der
Preisprozess der Anleihe verhilt. In der Praxis wird hdufig von dieser Annahme ausgegangen,
so dass fiir die Preisfindung in diesem Fall das ,,natiirliche gegebene” MaR IP selbst verwendet

wird.

2. Ist u # r, so wird im Folgenden ein dquivalentes MartingalmalR @ konstruiert, beziiglich
dessen sich der Preisprozess der Aktie und der Preisprozess der Anleihe im Mittel gleich
verhalten. Insbesondere wird sich zeigen, dass W = (Wt) T mit

te

W, = Wt+u-t furteT
o

ein Wienerprozess beziiglich @ ist, da sich in diesem Fall

n—r

Wy = W, — ot
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und somit
S = so- e(,ufr).t . eaW,gf%t = so- e(p,fr)-t . eaWt—(,ufr).tfét
2y
~ 02
= SO . eUWt_Tt (34)

ergibt, d.h., durch den Malwechsel erfolgt eine ,Verschiebung" des Wienerprozesses, die dazu
fiihrt, dass sich der Preisprozess der Aktie im Mittel wie der Preisprozess der Anleihe verhilt.
Die theoretische Grundlage dafiir liefert der folgende Satz, der ein Spezialfall des Satzes von
Girsanov darstellt (Igor Wladimirowitsch Girsanov, 1934-1967, russischer Mathematiker).

Es wird spater noch gezeigt werden, dass das dquivalente Martingalmal im Black-Scholes-
Modell eindeutig bestimmt ist. Im Folgenden wird daher bereits von ,dem" &quivalenten

Martingalmall gesprochen.

Satz 3.8 Esseien W = (Wy)ier (T = [0,T]) ein Wienerprozess iiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, IP) und a € R eine reelle Zahl. Seien weiter

1.2
LT = e—aWT—iaT

eine ZufallsgréBe auf (Q,]—' , ]P) sowie P ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (Q, ]-") mit der Dichte
Lt beziiglich P, d.h.

P(A) = /LTdIP fiir alle A € F.
A

Dann ist der Prozess W = (Wt) mit

teT

Wt = Wi+a-t firteT

ein Wienerprozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]—" ) I~P).

Beweis: Zu zeigen ist:

(a) Wo(w) = 0 fiir alle w € Q

(b) Fiir eine beliebige Folge 0 =ty < t; < ... <t, (n € N,t, € T) sind die ZufallsgréBen

Wi, — Wagy Wiy = Wey, ooy Woy = Wi,

beziiglich P unabhingig.

(c) Fiir beliebige s,¢ € T mit s < t ist W; — W, ~ N(0,¢ — s) beziiglich P.

(d) t — Wi(w) ist stetig fiir alle w € Q, d.h., W besitzt stetige Pfade.
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Zu (a): Es gilt Woy(w) = Wo(w) +a-0 = Wy(w) = 0 fiir alle w € Q, da W ein Wienerprozess ist.
Zu (d): W besitzt stetig Pfade, somit auch .

Zu (c): Die Zuwachse W; — W, sind auch beziiglich P (hier noch nicht P!) normalverteilt, und

zwar mit Erwartungswert a - (t — s) und Varianz ¢t — s, denn

Wy—W, = Wy—Ws+a-(t—s) ~ N(a-(t—s),t—s)

Zu (b): W besitzt unabhingige Zuwichse beziiglich P (hier noch nicht P!), da

Wiy, = Wiy +a-(t1 —to), We, = Wi, +a-(ta—t1), ..., We, = Wi, | +a- (tn —tnh—1)
und somit auch

Wi — Wiy Wiy = Way, ooy, Wop — Wi,

unabhingig beziiglich P sind.

Es verbleibt zu zeigen, dass W beziiglich P unabhingige Zuwichse mit
Wi =W, ~ N(0,t =)

fir s,t € T mit s < t besitzt. Dies geschieht, indem die endlichdimensionalen Verteilungen des
Vektors (th, e ,th> beziiglich P mit 0 < t; < ... < t, < T (n € IN) betrachtet werden.
O.B.d.A. sei t,, = T, denn fiir den Fall ¢,, < T kann noch ein zusatzlicher Zeitpunkt ¢,11 := T
eingefiihrt werden. Mit ¢ := 0 ergibt sich fiir Borel-Mengen By,..., B,

]P(theBl,...,theBn) - / Ly dP
{theBl,...,theBn}
_ o~ aWr—5a°T qpp
{theBl,...,theBn
= e~ aWr+5a’T gp (Ubergang zu Wop, Wp=Wp —a- T)
{theBl,...,theBn}

nogo -
%aQT—a- Zl (Wfi W, 1)
= e =

dP (Teleskopsumme, t, = T, ty = 0)

{th eBlv"'7th eBn}

n
1.2
L T—a~Z$'—LL“,
2(1 [ i—1 .
— e i=1 dP, .- N (T1,..., @ mit zg 1=
/ (Wh...,wn)( 1o Tn) 0:=0
Bi1X...xBp,

(Transformationssatz, Ubergang zur Verteilung)
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Fiir weitere Untersuchungen wird nun die Verteilung der Zuwichse Wy, — Wy, ..., Wy, — Wi,
betrachtet. Die Transformation zwischen th, .. .,th und den Zuwéichsen geschieht mittels der
Matrizen
1 0 0 0
1 0 -1 1 0 0
A= bzw. A™'=]0 -1 1 0
1 1
0 0 -1 1

(siehe dazu auch (3.2)) in Bemerkung[7] zu Definition [4.1.3), denn es ist

X1 X1 x1 x1
X2 T2 — X1 T2 — X1 _ Z2
= A bzw. = Al
TIn Ip — Tp—1 Ip — Tpn—1 In

fir z1,...,z, € R. Mit

1.2

sa*T—a- ) 2

2@ 2. %i
g: (z1,...,2p) ER" — e i=1

erhalt man

P(th € By, .. .,th S Bn)
= / g (A_l(l'l, cee :L‘n)> dIP(Wl,...,Wn) (1, 2n)
31><...><Bn:A(A_1(Bl><...><Bn))

(Transformationssatz,
= / 92155 2n) dIPA,1 (Wl,...,Wn> (21,---,2n)  Ubergang zur Verteilung
A~Y(B1x...xBy) der Zuwachse)

— =1 - - ~ ~
/ e dIP(ththo,...,th,lszn) (21,1 2n)
A~ Y(By1x...xBy)

Da die Zuwichse Wy, — Wy,_, (i = 1,...,n) beziiglich P unabhingig und normalverteilt mit
Erwartungswert a - (¢; — t;—1) und Varianz (t; —t;_1) sind (s.0.), besitzt IP< -

th 7Wt07...,th_17th)
beziiglich A", dem Lebesgue-MaR auf B(R"™), die Dichte

f(thfwt(J’.'.’th_lthn) o (zyo,z) € R Hf(Wti_Wti_l)(zi)

=1
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2
n (z;—a-(t;—t;_q1)
1 -y 3 Lemslrnon)

— -e =1

Somit ist

2
zi_a'(ti_ti—l))

—_

1
2 y i ) ti—t;_
= . /e i=1 i=1 et dA (2,

s

(ti — ti—l) A~Y(B1x...xBp)

\/ (2m)n -

Fiir den Exponenten ergibt sich

1

2
1, " 1 — (ti —tiz 1))
Zad®T — a - 4
2a a ;zz 22 » _tz )
1 9 " 1 — 2-2—2ZZ'CL i—ti_1)+a2(ti—ti_1)2
e — T_ . L )
2? “ ;ZZ QZ t; —ti—1
1, - I~ 22 )
P— —_— _ . f— — Z —_— — —_
= 2aT a Zzz Qth—tll—i_a Zzz az ti—1)
i=1 =1 =1
=T
_ 1~ 7
24 ti—tia

103

7zn)

Da das Lebesgue-Mal A" invariant gegeniiber linearen Transformationen A mit det A = 1 (und

somit auch invariant gegeniiber linearen Transformationen A~! mit det A™! = 1) ist, ergibt sich

mit

h: (z1,...,2p) € R" — e

durch Riicktransformation

P(th € By,..., th € Bn) . (271’)” . H(tl — ti—l)

i=1
= / h(ziy .o zn)dA (21, ..., 2n)
B1>< .XBn)
= / 21,...,zn)dA_1 ()\”) (z1,- -y 2n)
B1>< .XBnr)

_ / h (A*l(xl,...,xn)> ANY(z1, ..., xn)

A(A"Y(B1x...xBy))
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n(w—wi1)?

1
-5 i
= e 2 &ttt d)\n(.fEl, . ,.Tn)
BiX...XxBp,
und somit
P(th S Bl, . ,th c Bn)
- (1)
1 -3y
— /e 21,:1 ti—t;_q d)\n(xl’ ’xn)
n
\/(27r)n' H(tz —t; 1) B1x...xBy,
=1
Die Funktion
n (zi_zi71)2
1 -1y S
fi(x1, .. 2n) €ERY — e 2 it
n
\/(27T)n Tt —ti1)
=1

ist aber gerade die Dichte der endlichdimensionalen Verteilung eines Wienerprozesses in der Mar-
kovschen Darstellung (siehe ([3.3)) in Bemerkung [8] zu Definition [4.1.3). "

Satz 3.9 In einem Black-Scholes-Modell mit Zinsrate r > 0, Drift € R, Volatitit o > 0 und

einem Wienerprozess W = (Wt)t T,']P = [0, T}, iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum <Q,]—" ) IP>
€

ist durch

—T —_T 2
Q(A) = / LedP mit Ly = ¢ o Wr-3(455)T

A

ein dquivalentes Martingalmall gegeben.

Beweis: Wegen Ly > 0 sind Q und P dquivalent. AuBerdem ist gemall Satz der Prozess

e (i)

Wt = Wt+'u_r‘t, teT,
(o2

ein Wienerprozess liber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]:, Q). Aus 1) in obiger Bemerkung

teT

ergibt sich dann, dass der diskontierte Preisprozess der Aktie (§t> ein Martingal beziiglich
Q) ist. (]
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3.3 Bewertung von pfadunabhingigen Optionen

Zusammenfassung der bisherigen Ergebnisse:
e Ein Black-Scholes-Modell <’]T, <Q, F, IP), S0, Sl> ist bestimmt durch die Parameter

— Zeithorizont T > 0,

Zinsrate 7 > 0,

Volatilitdt o > 0,
— Drift p € R und

— Startwert sg > 0.

e Der (deterministische) Preisprozess der Anleihe ist S° = (S?) T mit
te

der Preisprozess der Aktie ist S1 = (S})t T mit
€

2
_o.
Stl — so-e“t-e(’Wi 5 t7

105

wobei W = (W})er ein Wienerprozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, ]P) ist.

e Beziiglich des dquivalenten MartingalmaBes Q im Black-Scholes-Modell besitzt der Preispro-

zess der Aktie die Darstellung

< 2
_a”.
Stl = 50 - et . eUWt 5 t’

wobei W = (Wy)ier ein Wienerprozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]-', Q) ist.

Es gilt

Wt:Wt%—?'t (tET).

Plakativ gesprochen, ,tauscht” das dquivalente Martingalmall @ die Drift u des Aktien-

preisprozesses gegen die Zinsrate r des Anleihenprozesses aus. Der diskontierte Aktien-

preisprozess S = <§t) mit
teT

Wi—9
§t = SO'eU gt

ist ein Q-Martingal beziiglich der natiirlichen Filtration (.7-}) sowohl| des Wienerprozesses

teT

W beziiglich P als auch des Wienerprozesses W beziiglich Q (beide Prozesse unterscheiden

p=r

sich voneinander lediglich in dem deterministischen Ausruck ,, >

natiirlichen Filtrationen erzeugen).

-t", so dass sie dieselben
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e Analog zum zeitdiskreten Mehrperioden-Marktmodell wird im Folgenden eine Preisfestset-
zung (,,Bewertung") fiir ein gegebenes (Européaisches) Auszahlungsprofil C' durch Erwartungs-
wertbildung mit dem dquivalenten MartingalmaR Q unter Beachtung der Diskontierung vorge-

nommen. Eine Rechtfertigung dieser Vorgehensweise iiber die Arbitragefreiheit erfolgt spater.

3.3.1 Auszahlungsprofile und Wertprozesse

Definition 3.10 Gegeben sei ein Black-Scholes-Modell <’ﬂ“, (Q, F, ]P), SO Sl> mit dem aqui-

valenten Martingalmal Q und der natiirlichen Filtration (.7-}) eines Wienerprozesses W .
teT

Eine ZufallsgréBe C auf (Q, F, IP) mit

EQ (]C‘ |) < 00
heiBt Europaisches Auszahlungsprofil.
e Ein Europaisches Auszahlungsprofil C heit Derivat, wenn es Fp-messbar ist.

e Ein Derivat C' heilt pfadunabhingig, wenn es eine Funktion h : (0,00) — R gibt, so dass
C = h(S}) gilt, ansonsten pfadabhéngig.

e Die ZufallsgroBe

C = Eo = C.e'T
ST

heiBt diskontiertes Européisches Auszahlungsprofil.

e Der Prozess VC = (VC)er bzw. V¢ = (Yf)teT mit
ve = BQ(C|R) = T EY(C|R) baw
‘/;JC = S? . L/tc — efT(T*t) EQ (C’ ’ Ft)

heit Preisprozess (oder Wertprozess) bzw. diskontierter Preisprozess (oder Wertprozess)

des Europdischen Auszahlungsprofils C.

o Der Wert
c(C) == E?(C) = V§ = v

heiBt Preis des Europdischen Auszahlungsprofils C.
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Bemerkungen:

1. Hier wird — im Gegensatz zum zeitdiskreten Mehrperioden-Marktmodell — die absolute Q-
Integrierbarkeit des Europdischen Auszahlungsprofils C' vorausgesetzt. Da der Diskontierungs-
prozess (d.h. der Preisprozess der Anleihe) im Black-Scholes-Modell deterministisch ist, ist
dies gleichbedeutend mit der Integrierbarkeit des diskontierten Europaischen Auszahlungs-

profils C. AuRerdem ist dadurch die Existenz des Wertprozesses V¢ gesichert.

2. Fiir ein Derivat C gilt Vr_,g = C bzw. L/g = (. AuRerdem sind V€ bzw. Yg konstant, da
gemil Definition des Wienerprozesses Wy = 0 und somit Fy = {0, Q} ist.

3. Der diskontierte Wertprozess V¢ ist ein Q-Martingal beziiglich (]—"t) T Wegen der ,, Tower
te
property” gilt ndmlich fiir s,t € T und s < ¢

B(vC | F) = EQ<EQ(QIE) |fs) = B%(C|7) = v

Eine Erweiterung des Black-Scholes-Modells um den Wertprozess V¢, d.h. eine Betrachtung
von <T, (Q, F, IP), S0, St VC>, verindert das dquivalente MartingalmaR @ nicht.
3.3.2 Bewertung eines pfadunabhingigen Derivats
Lemma 3.11 Es sei C ein pfadunabhangiges Derivat in einem Black-Scholes-Modell <’IF,

(Q, F, IP), S0, Sl> mit C = h(SLt), dem &quivalenten MartingalmaR Q und der natiirlichen

Filtration (E) T eines Wienerprozesses W . Dann gilt
te

C firt=T

B <C | ]:t) - mit
a(S}) firte[0,T)
o) = [1{ee ) i,

firt € [0,T) und z € Rxyp.

Beweis: Fiir t = T ist EQ (C’ \ .7-"T> = C klar, da C ein Derivat und somit Fpr-messbar ist. Fur
t € [0,T) ergibt sich

_ 1Q 1 _ 1wQ(p (50 . qt 1
EQ(C\ft) — E (h(ST)|]-“t> ~- E <h(s§.st) \]—"t) (S} > 0)
~ E° <h(e"‘<WT—Wt>+<T—t>'<u—§U2>.S}) \ﬁ)
= EQ® <h(e”'(WT_WtH(T_t)'(”_5‘72) Stl) | ft> (Ubergang zu W, d.h. pn — )

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0



108 Kapitel 3. Stochastische Finanzmathematik in stetiger Zeit: Das Black-Scholes-Modell

Da S} F;-messbar und W — W; unabhingig von F; ist, erhilt man gemaR Satz (siehe Anhang
C.4)

EQ(CIR) = a(sh mit gl@) = EQ<h<x-e"'(WT_WtH(T—t)‘(T—§U2))>

Aufgrund der Normalverteilung von W — W; ergibt sich weiter

o- Tf-WTiwt T—t)-(r—x02 Vo —W
g(x) = EQ<h(as~e VIme St s >)> (Y2 N(0, 1))

_ 1 r oT—tut(T—t)-(r—1o2 12
— \/ﬂ'_/h@‘e ( 2 ))-e 2% du

Bemerkung: Fiir ¢ = 0 ergibt sich insbesondere wegen S} = s

EQ (C) = \/12? -_/Ooh(so e” T’U+T'(T_%02)) e~ 3% du.

AuRerdem erhilt man aus obigem Lemma direkt den (diskontierten) Wertprozess V¢ = (V,%);er
bzw. VC = (VO)ser iiber VE = e "(T=0) . EQ <C | ]—"t> bzw. VO = ¢7 . EQ (C | }‘t).

3.3.3 Black-Scholes-Formel fiir Europédische Optionen und Put-Call-Paritat

Satz 3.12 Gegeben seien ein Black-Scholes-Modell <T, (Q, F, IP), S0, Sl> mit dem 4quiva-

lenten Martingalmal Q, der natiirlichen Filtration (ﬂ) T eines Wienerprozesses W sowie eine
te

Européische Call-Option (S%, K ) o mit Strike K > 0 und Auszahlungsprofil
N+
C = (S% - K) .
Dann gilt fiir t € [0,T)

EQ (C | .7-}) = S}.en(Tb. <I><ut(Stl) +o-vT — t) - K- @(ut(Stl)> mit

ut(l‘) = ' (fL’ S R>0),
wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung bezeichnet.

Beweis: Eine Européische Call-Option ist ein pfadunabhéngiges Derivat, so dass Lemma mit

(01 7) = a(sh. b = @-K)F  und
g(x) = \/12? /h<m-e0' Tft-qu(Tft)-(Tf%(ﬂ)) o gy
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o0 +
_ / (x.eg' T—t‘"+<T—t>'(T—502)_f<> cem 2% du (3.5)
V2r

(x € Rso) angewendet werden kann. Es verbleibt demnach zu zeigen, dass

g(z) = - T, <I><ut($) +0- m) - f(-@(ut(:c)>

ist. Der Ausdruck in den Klammern in (3.5)) ist genau dann positiv, wenn

. _t. ) (r—L152 ~
.TC'GU T—t-u+(T t)(r 20) > K,

also

a-\/ﬁ-qu(T—t)-(r—;a?) > ln(f()

x

und somit

u > T = —u(x)
gilt. Man erhilt
1 T o T—t~u+(T—t)~<r—la2) -~ _ 1,2
gi(x) = ——- T-e 7)) K )-e 2" du
V2T / <
—u¢(z)
1 7 1 2 ~ 1 7 1,2
_ r(T—t) —>(u—o/T—t) o —su
= x-e — e 2 du— K+ - —- e 2" du
V2T / V2T /

—ut(x) —ut(z)

(Integrale iiber Dichten von Normalverteilungen)

= g0, (1—@<—ut($)—a- T—t)) - K- (1—(I)<—Ut($))>

= g.e"T. (ID(ut(a:) +o- VT — t> - K- <I><ut(:1:)>
(®(2) =1—P®(—2) fir z € R).
Bemerkungen:

1. Fiir den Wertprozess V¢ = (V);er des Auszahlungsprofils C' einer Europiischen Call-
Option mit Strike K ergibt sich somit wegen Ve = e 7(T-1) . EQ (C’ | ]-"t)

Ve = 5§-q><ut(5§)+a- T—t> —e—“T—t)-K@(ut(s;)).

Der Preis ¢o(C) des Auszahlungsprofils C' einer Europaischen Call-Option mit Strike K
(..Black-Scholes-Formel") ist demnach

c(C) = V£ = 50-<I><u*+a-\/f>—e_TT-f(-<I><u*>
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mit

(r—3%0?)-T—In (g)

u* = wup(sg) = . 3.6
0( 0) o - \/T ( )
2. Wegen In <‘§§) =—In (5) , t €10,1), ergibt sich die alternative Darstellung
t
ln(é)—&—(r—&—éo%-(T—t) ~ ln<i§>+(r—éa2)-(T—t)
V;C - Stl @ oIT—t e*T(T*t) Ko o/ T—t
Fiir t = 0 wird h3ufig auch die Darstellung
C()(C) = S0 - (I)<d1> — e_rT . R . @(dg)
mit
In (%) +T-(r+ %02) T
dy = und do == dy—o-VT 3.7
' o T 2 1 (3.7)
verwendet.

3. Analog zum zeitdiskreten Fall (siehe Satz [2.21)) ergibt sich die Put-Call-Paritat

co(C) —co(P) = sp—e T - K, (3.8)
wobei
. +
P = (K-st)

das Auszahlungsprofil einer Europaischen Put-Option (SZIF,IN() PO ist.

Die Put-Call-Paritat lasst sich folgendermaBen herleiten: Fiir die Auszahlungsprofile C' und
P gilt (siehe auch Abbildungen 2.2/ und

C-P = SL-K-1,

wobei 1 die konstante Funktion w € Q +— 1 bezeichnet. Die Bildung von bedingten Erwar-
tungen beziiglich Q auf beiden Seiten von (3.8) fiihrt zu

EQ(C | ]-"t) —EQ<P | ]-"t> - EQ(S; | ]-'t> ~K-1,
fir t € T. Da Q das dquivalente MartingalmaB ist, gilt

.Ft) = eTT'EQ<§T|]:t>

Sr
St

EQ(S% | ]-"t> - S%-EQ<
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und somit

EQ (C | }‘t) ~EQ (P | ]—'t) = oT0. 61 _[.1.
Wegen V¢ = e (11 . EQ (C’ | .B) fiihrt Multiplikation mit ¢="(7=% zy

ve—vlP = st —emTD K 1, (3.9)
woraus sich fiir t = 0 die Put-Call-Paritat ergibt.

4. Der Preisprozess V¥ = (th) einer Europiischen Put-Option (S%,f() mit P =
tem EPO

. +
(K — Silp) lasst sich nun aus der Put-Call-Paritit in der Darstellung 1} herleiten: Fiir
t €[0,T) (V£ = P ist klar) ergibt sich

V}/P _ ‘/;SC _ Stl +e*T(T*t) K1
= S @(ut(sb Yo VT = t) e TR @(utw;)) — Sl e T R

- e_T(T_t)-.f(-(1—<I><ut(5t1)))—Stl-(l—q)(ut(Stl)—ka- T—t>>

- e_T(T_t)'IN(-‘I)<—ut(StI)> fsg-cp(fut(sg) —o- T—t).
Firr t = 0 erhalt man daraus

c(P) = e*TT-KV(P(—u*)—so-q)(—u*—a-ﬁ)

- e_TT.IN(wI)(—dg)—so-(I)(—dl)

mit u*, di und d2 wie in (3.6) und ({3.7) angegeben.
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3.4 Sensitivitaten

Die Sensitivitdten geben die ,Empfindlichkeit” des Preises eines Auszahlungsprofils gegeniiber An-
derungen von Preisparametern an und entsprechen mathematisch den partiellen Ableitungen nach
den jeweiligen Parametern (wobei die Existenz der jeweiligen partiellen Ableitungen vorausgesetzt
wird). Im Folgenden wird daher der Preis VOC eines Auszahlungsprofils C' zum Zeitpunkt 0 als
Funktion vom Startwert s der zugrundeliegenden Aktie, der Volatilitdt o, des Zeithorizonts T' und

der Zinsrate r angesehen, d.h.
VOC = VOC(SO,U, T,r).

Es sei angemerkt, dass eine Anderung dieser Parameter auch den Ubergang zu einem anderen

Black-Scholes-Modell bedeutet.

Aufgrund der Bezeichnung der partiellen Ableitungen mit griechischen Buchstaben heillen die Sen-
sitivitdten auch ,, The Greeks'. Die wichtigsten von ihnen sind im Folgenden aufgefiihrt:

C
1. Delta A = il
880
0A 2?vVe
2. G = _— = 0
amma D5 952
C
3. Vega v o= 8(;2 (eigentlich ,,ni"!)
ove o ) : .
4. Theta © = aT) (Sensitivitat gegeniiber Laufzeitverkiirzung!)
ovE
5. Rh = 0
© or

3.4.1 Sensitivititen von Europaischen Call- und Put-Optionen

Ausgehend von dem Preis VC' des Auszahlungsprofils C' einer Europiischen Call-Option mit Strike
K, d.h.

VE = VE(so,0,T,r) = sp- <I><d1) e TR @(dg)
mit

In (%0) +T - (r+ 302
dy = di(so,0,T,1) = und
o-VT
dy = da(so,0,T,7) = di —o-VT,

S . : 12 . . : :
ergibt sich zunadchst, wobei ¢ : z +— \/% .e2%" die Dichte der Standardnormalverteilung bezeich-

net,

P(dy) —L(d2-d2) _ e—%(d?—(dl—@ﬁ)Q) —1(2d1-0VT—02T)

= e 2 = e
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_ o dioVTHEe? T _ ~In(so/K)—rT _ (eln(so/f()>_1 Y
und somit
s0-o(d) —e T K - ¢(dy) = 0. (3.10)
Damit ergibt sich fiir die Sensitivitaten:

1. Fiir das Delta A® einer Europaischen Call-Option erhilt man

ove ad - ad
c - % _ L gar el . Y02
AC = o = ®(dy) + so Foc o(dy) —e K T d(ds)
~—~
_ 94
_850
Ody —rT
= @(d)+ G5 (s0-6ld) — T K 6(da)) = ®(d1) > 0.
S0

= o siehe ((3.10)

Fiir das Delta A der entsprechenden Europaischen Put-Option ergibt sich wegen der Put-
Call-Paritit V¥ = V& —sg+e'T . K

ovE  oavge
P 0 0 _ — — —_P(—
AP = T = Gl = ) -1 = (1 <I>(d1)) ®(—dy) < 0.

Das heilt, bei steigendem sq steigt der Preis einer Call-Option und sinkt der Preis einer
Put-Option. Das ist plausibel, da ein hoheres sy eine groBere Wahrscheinlichkeit nach sich

zieht, dass der Preis der Aktie am Laufzeitende ebenfalls hoher ist, was vorteilhaft fiir den
Call und nachteilhaft fiir den Put ist.

2. Fiir das Gamma T'C einer Europiischen Call-Option erhilt man

IAC ddy 1 1 1
re = = = . ¢d) = = ——- - o(d
850 880 ( 1) K SO/K O"\/T ¢( 1)
_ _ed)_ o,
S0 - T

fiir das Gamma I'” einer Europaischen Put-Option wegen A” = ®(d;) — 1 ebenfalls

po_ po _ _0d)
== T

> 0.

Das heifit, bei steigendem s steigt das Delta sowohl einer Call- als auch einer Put-Option.

Das ist plausibel, da eine konvexe Veranderung des Preises sy der Aktie eine verstirkende
Wirkung auf das jeweilige Delta besitzt.
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3. Fiir das Vega v einer Europiischen Call-Option erhilt man

8VC od ~ od
€= 20 = 5 Tl ig(dy) —e T K 22 (dy)
Oo 0o 9a
~~
=% _yT
0dy

= —-— (So . ¢(d1) — e_rT . K . ¢(d2)> —|—\/T . e_”T . K . (JS(dg)

0o
= 0 siehe ((3.10)
= VT - K. ¢(dy) > 0,

fiir das Vega v” einer Europdischen Put-Option wegen der Put-Call-Paritit V¥ = V& —
so+e T . K ebenfalls

vP= 08 = VT 7T K- ¢(dy) > 0.

Das heillt, bei steigendem o steigt sowohl der Preis einer Call- als auch einer Put-Option.
Das ist plausibel, da ein groBeres o extremere Preise der Aktie am Laufzeitende nach sich

zieht, was fiir beide Optionstypen vorteilhaft ist.

4. Fiir das Theta ©F einer Europiischen Call-Option erhilt man

@C _ 8‘/OC
o(-T)
_ ddy —rT 7 —rT | ddy
= S0 8(—T> . qb(dl) r-e K (I)(dg) (& K 6(—T) Qb(dg)
——
_ dy—o/=(=T) _ _ady b o
a(-T) o(=T) ' ovT
adl —rT —rT g
— . . —e K. T K (r. P .
9T (so o(dy) —e ¢(d2)> e (r (do2) + WV ¢(d2)>
= 0 siehe ((3.10)
—rT | 72 o —rT 7
= —e K r-®(da) — - e - K- o(d
= s0-¢(d1) siehe ((3.10))
_ o B(d)
C TR By D)
e r-®(dy) 2 T
fir das Theta ©F einer Europiischen Put-Option wegen der Put-Call-Paritit V" = VOO —
50+ D) R
P _ C P o/ A R o A XS _ _SO'U.(b(dl)
07 = OY+r-e K = —e Kr((b(dg) 1) > T
_ o B(d)
— ™. K.r . ®(—d _7800(;5(1.
e r- ®(—ds) 2T
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Das heillt, bei abnehmender Laufzeit T sinkt der Preis einer Call-Option. Das ist plausibel,
da der Preis der Aktie dann nicht mehr so viel ,,Zeit" hat, sich in vorteilhafte Extrembereiche

zu bewegen.

Bei einer Put-Option hdngt das Verhalten bei abnehmender Laufzeit T' aufgrund der Be-
schrankheit des Gewinns sehr stark vom aktuellen Preis der Aktie sy ab: Ist sg nahe bei
Null, kann der Gewinn kaum mehr vergroert werden, so dass eine kiirzere Laufzeit die
Wahrscheinlichkeit erhoht, dass der Preis der Aktie in der vorteilhaften Region (nahe Null)
verbleibt.

5. Fiir das Rho p® einer Europiischen Call-Option erhilt man

ove od . od
oC = 877‘3 = 30-8—?}-¢(d1)+T e T K ®(dy)—e' T K 8—: - (ds)
~~
_ 94
- Or
8d1 —rT —rT 72
= ﬁ'<80'¢<d1)_e K¢(d2>> +T-e K- ©(dy)

= 0 siehe ({3.10)
= T-¢e"T.K.-®(dy) > 0,

fiir das Rho p” einer Europiischen Put-Option wegen der Put-Call-Paritat Vi’ = VOC — S0+

e—'rT K

o = pf-T.¢eT. K = T-efTT-R'-<<I>(d2)—1>
= —T-¢e".K.®(-dy) < 0.

Das heilt, bei steigendem r steigt der Preis einer Call-Option und sinkt der Preis einer Put-
Option. Dieser Effekt ist nicht unmittelbar einsichtig. Aus Sicht des Strikes ist allerdings
folgende Interpretation moglich: Ein Betrag in Héhe von K zum Zeitpunkt T besitzt heute
den Wert e"T . K. Wird r erhdht, sinkt somit e "7 - K und die Differenz sg — e "1 - K
wird groBer. Dies bedeutet fiir den heutigen Zeitpunkt einen Vorteil fiir die Call-Option und

einen Nachteil fiir die Put-Option, der sich auch preislich auswirkt.
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3.5 Parameterschitzung im Black-Scholes-Modell

Von den fiinf Parametern des Black-Scholes-Modells (Zeithorizont 7' > 0, Zinsrate r > 0, Volatili-
tat o > 0, Drift u € R, Startwert so > 0) brauchen lediglich die Zinsrate > 0 und die Volatilitat

o > 0 geschatzt zu werden, denn
e der Zeithorizont T ist vorgegeben,

e die Drift 1 wird bei Verwendung des dquivalenten Martingalmales durch die Zinsrate r ersetzt

und

e der Startwert s entspricht dem aktuellen Wert der betrachteten Aktie.

3.5.1 Schatzung der Zinsrate r

Die Zinsrate r wird im Black-Scholes-Modell als konstant angesehen. Dies ist in der Realitdt nicht

gegeben. Neben der zeitlichen Anderung hingt die Zinsrate auBerdem von

o der (Wahrungs-)region (EUR, US-Dollar USD, Britisches Pfund GBP, Schweizer Franken
CHF, ...) und dem

o Filligkeitszeitpunkt ab: Ublicherweise ist die (nominelle) Zinsrate fiir kurzfristige Laufzeiten
niedriger als fiir langere Laufzeiten. Die Kurve, die die Zinsrate in Abhangigkeit von der

Laufzeit angibt, wird |Zinsstrukturkurve (term structure, yield curve) genannt.

Da die Zinsrate r im Black-Scholes-Modell der Zinssatz einer risikolosen Anleihe (d.h. einer nicht
mit dem Risiko des Zahlungsausfalls behafteten Anleihe) ist, wird sie auch als risikolose Zins-
rate (risk free interest rate) bezeichnet. Ublicherweise wird die risikolose Zinsrate von geeigneten
Staatsanleihen (d.h. von deutschen Staatsanleihen fiir den EUR-Bereich, von amerikanischen fiir
den USD-Bereich oder von britischen fiir den GBP-Bereich) abgeleitet.

Fiir die Ermittlung der Zinsrate r kann folgende Vorgehensweise angewendet werden:

e Da die Zinsrate (im Gegensatz zum Black-Scholes-Modell) laufzeitabhingig ist, sollte als

Referenzlaufzeit der Zeithorizont T' verwendet werden.

e Fiir verschiedene Wihrungsregionen gibt es Ubersichten iiber Zinsraten fiir , quasi-risikolose"
Produkte (dies sind im Allgemeinen Staatsanleihen ,solider” Lander) in Abhangigkeit von der
Laufzeit, z.B.

https://www.boerse-stuttgart.de/de/toolsundservices/zinsstrukturkurve/zinsstrukturkurve.html
http://finance.yahoo.com/bonds/composite_bond_rates

http://www.yieldcurve.com/marketyieldcurve.asp
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e Da die Zinsrate lediglich fiir bestimmte Laufzeiten (Wochen, Monate, Jahre) angegeben sind,

muss die fiir die Laufzeit T' benétigte Zinsrate ggf. durch Interpolation bestimmt werden.

Als Methoden kommen dafiir unter anderem in Frage:

— Lineare Interpolation
— Kubische Splines
— Nelson-Siegel-Methode: Die Zinsrate i(7") in Abhadngigkeit von der Laufzeit 7" wird

beschrieben mittels einer Funktion
1— e—T/T 1— e—T/T
(T) = P B
i(T) Bo + B T/ + B2 ( T/ e :
wobei die Parameter (g, 51, B2 und 7 durch geeignete Methoden aus den vorhandenen
Punkten der Zinsstrukturkurve geschatzt werden (z.B. durch die Methode der kleinsten
Quadrate). Dabei besitzen die Parameter folgende Interpretation:
* [y: Langfristige Zinsrate
% 1. Kursdifferenz zwischen lang- und kurzfristigen Zinsen (,,spread”)
* [(o: Kriimmungsparameter zur Modellierung der mittelfristigen Zinsen

* 7: ,Abklingparameter” fiir extreme Laufzeiten (d.h. ' — 0 bzw. T' — o0)

— Svensson- bzw. erweiterte Nelson-Siegel-Methode: Analog zur Nelson-Siegel-Methode

wird die Funktion

: 1—e T/ 1—eT/m 1 —e T/
iuT) = 50+ﬁ1'T7+52‘ < —e T/m +B3 | ———— — e T/

Okt. 2013

/1

mit den zusatzlichen Parametern (3 und 7o (sowie 71 anstatt 7) verwendet. Diese

T/Tl T/TQ

Methode wird von der Deutschen Bundesbank angewendet (siehe dazu auch http:

//www.basiszinskurve.de/svensson-parameter.html ).

Bei der so ermittelten Zinsrate i(T") handelt es sich iiberlicherweise um eine nominelle
Zinsrate. Da in sehr vielen Lindern unterjihrige Zinszuschlagstermine (z.B. zwei oder
vier in den USA und im UK) iiblich sind, muss ggf. zunachst die effektive Zinsrate ig
mittels

i f
<1+ (;_’)> = 1+ieffa

wobei f die Anzahl der jahrlichen Zinszuschlagstermine bezeichnet, bestimmt werden
(siehe Abschnitt [1.1.5) und diese in die im Black-Scholes-Modell verwendete stetige

Zinsrate r mittels

r

e = 141t

iberfiihrt werden (siehe Abschnitt [1.1.6]). Zusammengefasst ergibt sich demnach

Oy
r—f1<1+f>.
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3.5.2 Schatzung der Volatilitit o

Die Volatilitat o beschreibt im Black-Scholes-Modell die Standardabweichung des logarithmierten
Preisprozesses der Aktie auf Jahresbasis: Es ist niamlich

2
InSgZIDSO+J-Wt+<M—2>'t, te'l,

und somit
Var (ln S}) = Var(o-W;) = o*-t.

Dies gilt sowohl bei Verwendung des ,natiirlichen” Males IP als auch bei Verwendung des dquiva-
lenten MartingalmaRes @, da beim Ubergang von P zu Q lediglich die (deterministische) Drift y
durch die Zinsrate  und der Wienerprozess W beziiglich P durch einen Wienerprozess W beziiglich
Q ersetzt wird.

Zur Schatzung von o konnen grundsatzlich zwei unterschiedliche Verfahren verwendet werden:
1. Schédtzung aus historischen Preisdaten (fiihrt zur sogenannten historischen Volatilitat)

2. Schéatzung aus den Preisen bereits vorhandener Optionen fiir dieselbe Aktie (fiihrt zur soge-
nannten impliziten Volatilitat)

3.5.2.1 Historische Volatilitat

Lemma 3.13 Gegeben seien ein Black-Scholes-Modell <’JI‘, (Q, F, ]P), S0, Sl> mit Volatilitt

o undn+1 (n € IN) dquidistante Zeitpunkte ty, ..., t, € T mitty < ... <t, sowie § :=t; —t;_1

fir allei =1,...,n. Dann ist
X J R N2
(U Un) = 5 n_1;<UZ-—U) mit
i 1o
Ui = In Stl-tl und U = EZU’
i— =1
ein erwartungstreuer Schatzer fiir o2.
Beweis: Es wird gezeigt, dass Uy, ..., U, unabhingig und identisch verteilt mit
Var (U;) = o026
fir alle s = 1,...,n sind. Dann folgt aus einem Standardresultat der Mathematischen Statistik,

dass die korrigierte Stichprobenvarianz

Tzilfz([]l._[])2

=1
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ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2 - § ist, d.h., dass

b ni1zn:(U"_U>2 =00

i=1

gilt. Fir U; (i = 1,...,n) erhdlt man

Sl sn - Wi H(p—%5)t:
Ui = In L = In 0 5
O-Wfi_l"'(ﬂ_%)'ti—l

St
Sp-¢€
o2
= o- (Wti - Wt¢,1> + (ti—tic1) - | — >
o2
= U'(Wti_Wti—(S)_}'é' ,LL—? :
Da die Differenzen Wy, — W, _s fiir i = 1,...,n unabhdngig und identisch normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz § sind, sind daher auch Uy, ..., U, unabhingig und identisch nor-
malverteilt mit Erwartungswert - (M — %2) und Varianz 026 beziiglich P bzw. mit Erwartungswert
- (r — %2> und Varianz o2 - § beziiglich Q. "
Bemerkungen:
1. Der Schitzer 6%(Uy,...,U,) ist zwar ein erwartungstreuer Schitzer fiir o2, allerdings ist

/62Uy, ...,U,) kein erwartungstreuer Schatzer fiir die Volatilitdt o, denn aus der Jen-
sen’schen Ungleichung ergibt sich, da die Wurzelfunktion konkav ist:

E( &Q(Ul,...,Un)> < \/E<&2(U1,...,Un)) _—

Das heilt, der Schatzer \/62(Uy, ..., U,) unterschitzt die tatsichliche Volatilitat o. Aller-
dings l3sst sich zeigen, dass er asymptotisch erwartungstreu ist. Ein erwartungstreuer Schitzer

(unter der Annahme der Normalverteilung) fiir die Volatilitdt o ist beispielsweise
T (L—l n
1 N2
\/;. 72) . Z <Uz’ — U) ,
V2T (%) i1

wobei I' die I'-Funktion bezeichnet (siehe ,Schatzer fiir Standardabweichung).

2. In der Praxis wird — trotz der Verzerrung — meist

V& (U, ... Uy = \[15 ! Zn:(Ui—U>2
=1

n—14%
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als Schatzer fiir die historische Volatilitat verwendet, wobei die Zeitdifferenz § iiblicherweise

»ein Handelstag” ist. Um eine Unterschatzung der Volatilitdt zu vermeiden, ist auch

als Schatzer fiir o gebrauchlich.

3. Ist ¢ ,ein Handelstag", so ist 1/ die Anzahl der Handelstage pro Jahr. Fiir die Anzahl der
Handelstage pro Jahr gibt es keine einheitliche Festlegung. Folgende Werte sind dabei {iblich:

o Fiir weltweit an den Borsen gehandelte Produkte werden 260 Handelstage (52 Wochen

mit 5 Arbeitstagen) angenommen. E]

e In UK gibt es genau 8 weitere freie Tage im Jahr, an der New Yorker Borse 7 bis 8 weitere
freie Tage im Jahr (u.a. durch Verschiebung von datumsgebundenen Feiertagen wie
Weihnachten oder Neujahr), so dass haufig auch 252 Handelstage pro Jahr angenommen
werden (siehe Abschnitt [A.1.3)).

Ist 55 ein Schatzer fiir die ,tagliche Volatilitat", lasst sich somit daraus mittels
V260 - &5 bzw. V252 - 65

ein Schatzer fiir die jahrliche Volatilitdt o bestimmen.

4. Ist § ,ein Handelstag”, so wird iiblicherweise fiir n ein Wert zwischen 65 (Vierteljahr) und
130 (Halbjahr) verwendet.

Sl
5. Der Ausdruck In <Slti > wird auch als logarithmierte oder stetige Rendite der Aktie fiir
ti—1

den Zeitraum von t;_1 bis t; bezeichnet. Insbesondere fiir eine stetig verzinste Anleihe mit

S; = e ergibt sich

Aulerdem ist

1
In Sti
1 Sti 1 1
11— N
Sti—l e — Sti'

Der obige Schatzer fiir die Volatilitdt entspricht damit — vereinfacht ausgedriickt — der Stan-

dardabweichung der taglichen logarithmierten Rendite.

! Genau genommen sollte von 261 Handelstage pro Jahr ausgegangen werden, denn 365.25 - 5/7 = 260.89.
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Demgegeniiber heillt

1 _ q1 1
Sti Stz‘71 St-

= Ca—
1 1
Sti—l Sti—l

die einfache oder diskrete Rendite der Aktie fiir den Zeitraum von t;_1 bis ¢;. Insbesondere
fiir eine diskret jahrlich verzinste Anleihe S; = (1 + i)* ergibt sich
Sy, (1+1)k

Ll = ——— 1 = (14t -1,
S e )

Aulerdem ist
Sl
st -<1+ b —1> = Sl
tz—l (Stl,bl ) tz

3.5.2.2 Implizite Volatilitdt und Smile-Effekt

e Die implizite Volatilitdt (implied volatility) erhadlt man durch Bestimmung von ¢ aus dem

realisierten Marktpreis
Vv()c = ‘/OC(807 g, T7 T)

eines Derivats C fiir dasselbe Underlying S! (,Umkehrung der Black-Scholes-Formel“), wobei
die Gibrigen Parameter Startwert sqg, Laufzeit T und Zinsrate r bekannt sind. Die Laufzeit T
sollte dabei idealerweise mit der Laufzeit des verwendeten Black-Scholes-Modells iibereinstim-
men bzw. dieser sehr nahe kommen (theoretisch ist o zwar konstant und somit unabhingig

von T, in der Praxis jedoch nicht).

e Ublicherweise sind die Preisformeln V' nicht explizit nach o auflésbar, so dass numerische
Verfahren angewendet werden miissen, z.B. das Newton-Verfahren: Ausgehend von einem
Startwert o, der ,hinreichend nahe” (op = 0.2 ist in vielen Fillen angemessen) an dem

wahren Wert o liegen sollte, werden iterativ mittels

VE)C(SOvUTMT?T) VE)C(S(),O‘”,T,T)
Intl T O T Gy (0.0 T) - vC(sp, 00, T,T) (n € INo)
oo |U:‘7n

Voc(so,an,T,r)
vC(s0,0n,T,r)

neue Ndherungen 0,11 fiir o bestimmt. Das Verfahren wird abgebrochen, wenn

d.h. ‘O’n+1 — an‘, hinreichend klein ist.

e In der Praxis tritt auRerdem der Effekt auf, dass die Volatilitit o von der Differenz so — K

folgendermaBen abhangt:

— st s =~ K (d.h. sowohl die Call- auch die Put-Option befinden sich ,at the money"),
ist die implizite Volatilitdt vergleichsweise kleiner.
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— Im Bereich der Extremwerte sp > K bzw. sp < K (,deep in the money” bzw. ,deep
out of the money" fiir Call-Optionen bzw. umgekehrt fiir Put-Optionen) ist die implizite
Volatilitat vergleichsweise groRer.

— Wird die implizite Volatilitit als Funktion des Strikes K angesehen, hat der Graph

dieser Funktion die Gestalt eines ,Lachelns’ mit dem Minimum bei sy, weswegen diese
Abhingigkeit der impliziten Volatilitit von K auch als Smile-Effekt bezeichnet wird.

e Die Verwendung der impliziten anstatt der historischen Volatilitdt hat — trotz der Verzerrung
durch den Smile-Effekt — den Vorteil, dass sich der so bestimmte Preis konsistent zu den

Marktpreisen vergleichbarer Produkte verhalt.
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3.6 Der Preis einer Barrier-Option

e Bei Barrier-Optionen handelt es sich um pfadabhingige Derivate, so dass die Methoden fiir
die Bewertung von pfadunabhingigen Derivaten des vorigen Abschnitts nicht angewendet

werden konnen.

e Zu Barrier-Optionen siche Abschnitt [2.1.2.5} Auszahlungsprofile wie bei den Europiischen
Optionen, wobei nur dann eine Auszahlung erfolgt, wenn der zugrunde liegende Preisprozess

S1 eine vorgegebene Schranke B erreicht oder nicht.

Dabei unterscheidet man folgende Varianten:

— Knock-out Optionen mit den Spezialfillen down-and-out (d&o) bzw. up-and-out

(u&o): Nullauszahlung, falls untere bzw. obere Schranke erreicht wird

— Knock-in Optionen mit den Spezialfillen down-and-in (d&i) bzw. up-and-in (u&i):
Nullauszahlung, falls untere bzw. obere Schranke nicht erreicht wird

— Jeweils Auspragungen als Call- oder Put-Option moglich

e Mathematische Beschreibung durch ein Tripel (Sl, B, f(’) (Preisprozess der Aktie im Black-

Scholes-Modell S! sowie B, K > 0) mit den jeweiligen Bezeichnungsindizes d&oCO, d&oPO,
..., u&iCO, u&iPO und zugehdrige Auszahlungsprofilen (Auswahlf]

0 falls min S} < B
— teT

N
_ 1
(8Y,B,K)agoco ~ N\t - (ST - Kl) ’ ]l{rtxéijrrls,}>é}

¢ (S% — Kl) sonst

0 falls rglz}]g(Stl <B 3 N
Cist bR e = € :<K1—S)-]1 .
(Slv ) )u&:lPO (K,l . S%)Jr sonst T {I%learﬂ)‘(SgZB}
e Die Preisbestimmung fiir eine Barrier-Option mit Auszahlungsprofil C' erfolgt mit Hilfe des

dquivalenten MartingalmaRes @Q {iber

c(C) = e T EQ(C).

e Zur Berechnung des Erwartungswertes EQ(C) ist die Kenntnis der gemeinsamen Verteilung

von S} und ma%Stl bzw. mi’]Irl S} erforderlich. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass es
te te

ausreicht, die gemeinsame Verteilung von

Wr+a-T und max(W; +a-t)
teT

2Die Existenz von min S; bzw. max S; kann dabei vorausgesetzt werden, da der zugrunde liegende Wienerprozess
teT teT

stetig ist und jede reelle Zahl von ihm mit positiver Wahrscheinlichkeit erreicht wird — somit ist auch S! stetig und
nimmt jede positive reelle Zahl mit positiver Wahrscheinlichkeit an.
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fiir a € R zu betrachten. Eine analoge Betrachtung fiir das Minimum ist nicht erforderlich, da
das Minimum aufgrund folgender Uberlegungen in ein entsprechendes Maximum iiberfiihrt

werden kann (hier fiir den Fall der down-and-out Barrier-Option):

teT teT

{minSt1 > B} = {w € Q:min S} (w) > B}

. UWt(w)-l—(,u—%) 't ~
w€N:minsg-e >
teT

_ o2 B
{wEQ.rtIélqrrl<aWt(w)+</~b2>-t>>ln80
1 B
= {wEQ:min(Wt(w)—F(MU)-t>>-ln
teT o 2 o S0
1 B
{wEQ:max<Wt(w)+<Uﬂ>-t><-ln}
teT 2 o o S0

1 B
max(—Wt+a-t)<—-ln} mit a:=
teT o 50

Aufgrund der Spiegelungsinvarianz des Wienerprozesses (d.h. —W ist ebenfalls ein Wiener-

prozess) ergibt sich daraus

- 1 B
P (min S} > B> = P (max(—Wt +a-t)<——"-In )
teT teT o S0

1 B
= P (max(Wt—Fa-t) < —-ln> .
teT o 50

e Zunichst wird die gemeinsame Verteilung von Wp und max W, betrachtet. Dafiir benétigt
te

man Stoppzeiten und das Reflexionsprinzip (sieche Anhang |C.5]). Aufgrund der Verwendung
von Stoppzeiten wird auRerdem im Folgenden als , Standardfiltration” die um die Nullmengen

von F erweiterte natiirliche Filtration des Wienerprozesses verwendet.
Lemma 3.14 Fiirxz > 0 und y > 0 gilt

P(r{l@ﬁ(Wth,WT<x—y> =PWr>z+y).
€

Beweis: Es sei
Tey = inf{teT: W, =z}

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



3.6. Der Preis einer Barrier-Option 125

der Zeitpunkt des ersten Beriihrens der Schranke x durch den Prozess W. Ist max Wiw) > =z
€

fiir ein w € Q, so gilt fiir dasselbe w auch 7y,3(w) < T, ansonsten 7,1 (w) = 00. T, ist eine

Stoppzeit (beziiglich der erweiterten natiirlichen Filtration des Wienerprozesses).

Der dazugehorige reflektierte Prozess W (7(=3) ist ebenfalls ein Wienerprozess. Auch W (™=}) beriihrt
die Schranke x erstmalig zum Zeitpunkt 7, da er vor 7y, wie der Prozess W verlauft. Man erhilt
demnach

IP(I?GE%%(WtZ:U,WT<xy) = IP(T{m}ST,WT<x7y)

= P <T{x} <T, Wj(j{z}) <T-— y> .

)

Da wegen 7., < T der Prozess W;T{z} zum Zeitpunkt T bereits am Wert z reflektiert wurde, ist

P <T{x} <T, Wj(f{x}) <x-— y) = P (T{x} <T.Wr >z _|_y)
und wegen
{WT > ﬂc+y} - {T{x} < T}
somit
IP(rg%Wth,WT<x—y> = P(Wr>x+y). _

Daraus ergibt sich die Verteilung von max Wy
te

Lemma 3.15 Es gilt rtna%Wt ~ ‘WT‘
€

Beweis: Da die Intervalle [z,00), x € R, die Borel'sche o-Algebra erzeugen, geniigt es,

P (Igla% Wy > m) fir x € R zu betrachten. Fiir z < 0 ist wegen Wy = 0 offensichtlich
€

]P(mathZx> =1 = IP(’WAE&’).
teT

Fir x > 0 ergibt sich
IP(maXWth> = IP(mathzx,Wsz>+IP<maXWt2x,WT<:1:>
teT teT teT

Wegen
{Wr >z} C {math > w}
teT
sowie Lemma mit y = 0 ergibt sich weiter wegen P (W =2) =0

P(géaj%CWth) - IP(Wsz)+]P<WT>:n) - 2-]P<WT2:U).
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Dies ist aber gerade P <‘WT‘ > x> denn wegen der Spiegelungsinvarianz des Wienerprozess (und
folglich Wr ~ (=Wr)) erhilt man

IP(‘WT‘Z@“> — PWr>a)+P(Wr<—z) = P(Wr>a)+P(—Wr > z)
= P(Wr>a)+P(Wr>z) = 2-IP<WTZJU>.

Bemerkungen:

1. Aus diesem Lemma ergibt sich insbesondere

IP(maXWt:x> - IP(‘WT‘:x> _—
teT

fir alle z € R und somit fiir > 0 und y > 0 (siehe Lemma [3.14)

P (math >x,Wrp <:c—y> = P <maXWt >ax, Wr < ﬂs—y>
teT teT
=P (math >z, Wr < x—y)
teT
= P (WT > x4+ y) .
2. Fiir die Verteilungsfunktion von max W, gilt
€
Py (@) = 2.0 [ =) —1
W) = JT

fir x > 0, denn aus dem Beweis zu obigem Lemma erhilt man

teT teT

- 1—IP<‘WT‘>37> - 1—IP<‘WT’235>

- 1—2-]1><WT29;> - 1—2-(1—IP(WT<35)>

- 1—2-(1—]P(WT§£L‘)> - 2-@(\%)-1.

Nun ergibt sich fiir die gemeinsame Verteilung von max Wy und Wrp:
te

Foas () = ]P<math§x> - ]P(‘WT) 9;)

Lemma 3.16 Der Vektor <1;ﬂa1§( W, WT) besitzt die Verteilungsfunktion
€

0 fiirx <0
F (zy)eR? — {2-d () -1 fiir 0 < x <
(meajlg{Wt,WT) (z,y) ( T) Lir <y
) <%) —1+® (2\””/%3’) sonst
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Beweis: Es wird

P (math <z, Wr < y) = F (z,y)
teT (rtnaTx Wt,WT)

betrachtet.

Fall 1: x < 0: Wegen W = 0 ist stets I?&T)( W; > 0. Demnach ist
€

F x,y) = 0 fir =<0
(T%W%W%)( y)
und wegen
P <math = 0> =0
teT
folglich

F (x,y) = 0 fir = <0.
(I&ajl)_th,WT)

Fall 2: 0 < x < y: In diesem Fall ist
{maXWt < x} c {Wr <y}

teT

und somit wegen obiger 2. Bemerkung

x
F z, =PlmaxW, <z| =2-¢—] -1
(sor) ™ <“ t ) (ﬁ )

Fall 3: x > 0 und y < x: Wegen obiger 1. Bemerkung ergibt sich

IP(math<x,WT<y> = IP(WT<y)—IP<maXWt>x,WT<y>
teT teT
= @(\}%)—P(I}lez%(Wth,WT<w—(x—y)>
o L) -PWr>20—y)
VT
Y 2x —y
= o= |-1+| —].
(\/T) < ﬁ) .

Bemerkung: Der Vektor <I?aq§< W, WT> besitzt die A2-Dichte
€

) 0 firx <0 odery >z
f( - ) : (.Z',y) eER” — 9 27—y _(2z—y)? .
max W, Wr T T .e 2T furx>0undy<m,
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denn
8_F(maXVV Ww- )(l" y) ’ fur ’ S ’
f (,y) = —T ~Jo fir0<z<y
(r&a%wt,WT) 8$ay 6(I>(2x;y)
890783/ sonst
und

Ox0y oy ~\T

0 () 02 o(22) - ()

mit
/ —1,2
P(z) = —z-——-€ 2 (z € R).
Zur Preisbestimmung von Barrier-Optionen wird die gemeinsame Verteilung von maﬁ((Wt +a-t)
te

und Wr +a - T fir a € R benétigt. Fiir diese Verteilung ergibt sich folgende Aussage:

Lemma 3.17 Fiir a € R besitzt der Vektor <rtna1§<(Wt +a-t),Wr+a- T) die Verteilungsfunk-
€

tion

0 fiir v <0
F : , c ]R2 — P (ac—wT) 2ax P (M) fir0 <z <
(rtneaq’r((Wt-i-a-t),WT—i-a-T) (@,y) VT te VT ur <y

@ (y?/‘%T> — 2. (y_Qj%a'T) sonst

Beweis: Es wird

]P<maX(Wt+a-t)S:E,WT+a.T§y> - F (2, )
ter (I?Ea%(wt-i-a't),WT—i-wT)

betrachtet.

e GemaR dem Satz von Girsanov (Satz ist W = (Wt> T mit
te

Wt = Wt —a-t
beziiglich dem zu P dquivalenten MaR PP, das die Dichte

@ — eaWT — %a2T
dPp

beziiglich IP besitzt, ein Wienerprozess. E]

*Man beachte, dass hier der Prozess (W; — a - ), und nicht der Prozess (W; + a - t),_ — wie hier sonst iiblich
— der Wienerprozess beziiglich P ist. Dies fiihrt dazu, dass sich bei der Dichte % das Vorzeichen von a gegeniiber

der iiblichen Betrachtungsweise umkehrt.
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129

e Da sowohl die gemeinsame Verteilung als auch die Dichte von (rglaTx Wy, WT> bekannt sind
€

(sieche Lemma und die darauf folgende Bemerkung), ergibt sich fir z,y € R

P<?%~((Wt+a-t)§x, WT+a~T§y)
€

= P(I?%%((WtJra-t)Sx, WT+a-T§y>
€

= P <math <z, Wp< y>
teT
= dp
{Iglea% W<z, Wr<y}

_1.2
_ eaWT 5a Td]P

{max W<z, Wr<y}

_ —ia2T ay dP ~ -~
= 2

€ / ¢ max Wt,WT) (337 y)
(_007$]><(_007y] et

—Lla?T ay ~ = 2(~ ~
e . z,7)dA(Z,
(max Wt’WT) (@, 9) dA*(z,9)

(—00,z]x (—00,y] et

z y
R / / o . f (7,7) dj di
(math,WT)
F=—00 ngoo teT
e Fiir z <0 folgt daraus wegen

z,y) =0 firz <0
f(mea%wtwﬂ( Y)

sofort

F x, =0 fur x < 0.
(rtnea%((WtJra-t),WTJra-T) ( y) B

e Fir x > 0 ist somit zunachst

IP(rtna%(WH—a-t)Sx, WT—i-a-Tgy)
€

x oy
_Llg2 ai A\ 1~ 1~
= ¢ 2¢ e . z,7) dy dz.
/ / f(maXWhWT)( y)dy

&=0 j=—00 teT

Fiir z > 0 und y < x ist

]P(l}lé}]%((Wt—Fa't)Sl', WT+a-T§y>
€
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x min(yvi)
~ T — 1 -9 2
_ eféa2T / / e . 2 ) 22 —§ .e*(2 2Ty) dy dz,

=0 j=—00

firz > 0und y > x ist

P(I}la%(Wt+a-t)§a?, WT—i—a'T§y>
€

T z
~ )2
— e—;azT/ /ey 2 2TV o g4,

V2T T

=0 y=—o00

Es geniigt demnach, im Folgenden den Fall z > 0 und y < = zu betrachten, da der Fall
x> 0 und y > x sich aus diesem fiir y = x ergibt.

e Vertauschung der Integrationsreihenfolge (Skizze!) fiihrt im betrachteten Fall z > 0 und

y < x wegen

0<z<z —00 <Y<y
—00 < ¢ < min(y, &) max(0,7) <z <z
—00<y<0 U 0<y<y
O<z<zx y<zr<cx

mit der Substitution

20—y d 2 T
p o= LY (= Z::diz\g-

VT

Zu

P rglaf((Wt+a-t)§w, WT+a-T§y>
€

2 22—y _i-p?

e—%aQT Y B
= e™ / — -e” 27 dzdy
2T / ) VT VT Y

Yy
67%a2T / i |: 1 Z2i| (z=x) 4@
= e —e
V2rT (#=max(0,7))
g=—00
—1lag27 Y )2 T=x
_ e / ol [_e_ (2i—9) ] d
vorT = oo Z=max(0,7)
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e—§a2T 0 i 2  e—)? _
— . /e .<e2T_e 2T>dy
27T &7:—00
Yy 5 9
+ /e“y <egT _ o > dg
§=0
ef%aQT

Yy
-2 ~\2

~ g2 7(217y) ~

/e“”(e T —e 27 )dy

VorT
Pg=—00
Yy
1 _ §%2—2aTj+a312 _ (e—§)>—2aTg+a’T%
= 5T . e 2T —e 2T dy
V 4T
Yy=—00
Yy
1 / _ (§—aT)? _ (§—20)%—2aT(§—22)+a>T?—4aTz _ _
— . e 5T — e 2T dy
27T
Yy=—00
) } 9 ~ 9
s
Yy=—00
y—a-T 9 y—2z—a-T
_ s ( e g (y=2—a T
—a-T 2 — -T
= @ u —+ ean . @ w
VT VT

Bemerkungen:

131

1. Im Folgenden wird nicht die gemeinsame Verteilung von r?aﬁ((Wt +a-t)und Wp+a-T fir
€

a € R, sondern die bedingte Verteilung von W + a - T unter I}ISTX(Wt +a-t) <z fir ein
€

festes z € R bendtigt, da die Barriere iiblicherweise fest gewahlt ist. Insbesondere benétigt

man die bedingte Dichte

fWT+a-T|rtna%<(Wt+a-t)§z yeER =
3

0 fiir 2 <0 odery > z

ﬁ'qs(y?/%T)_e&zz'ﬁ e
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die man aus

3F( (z,y)

rtnea%(Wt—i-wt) ,WT+a~T)

dy

erhalt.

2. Wegen P <I}18TX(W1§ +a-t)= z> =0 fir z € Rist
€
fWT+a~T | Itneaq)r((Wt—l-a-t)<z = fWT+a~T | Itneaq)r((Wt—l-a-t)Sz'

Satz 3.18 Es sei
‘/OC(K) = S0 @(dl) — G_TT . K . (I)(dz)

der Preis des Auszahlungsprofils C' einer Europaischen Call-Option mit Strike K sowie dy = dl(f( )
und dy = dy(K) gemaR . Weiter sei

~ +
1
C(Slvévk)d&oCO = (ST B K1> ’ ]l{?g{; S!>B}

das Auszahlungsprofil einer Europaischen down-and-out Call-Option mit Schranke B < so und
Strike K > B. Dann ist der Preis dieses Auszahlungsprofils

~ (142 -
co (C(Sl7évk)d&oco> = VOC(K) -7 (1+52) '%0(721()
mit y := 2.

B

Beweis: Es ist
—rT
co (C(Sl7é7~)d&000> = e T-E® (C(Sl,é,f()d&oco)
~ +
—rT 1
0T . RQ (<5T_K1) .11{%1%St1>3}> :

wobei Q das dquivalente Martingalmal im betrachteten Black-Scholes-Modell ist. Der Wienerpro-
zess beziiglich Q wird im Folgenden mit W bezeichnet.

e Damit die oben hergeleitete bedingte Verteilung von Wz + a - T unter m@]%((Wt +a-t) <
te

z fiir noch zu bestimmende Werte a,z € R verwendet werden kann, miissen zunichst

entsprechende Umformungen erfolgen:

~ +
Q(sh_ . i
D <<ST K1) ]1{%53”})
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(Ubergang zu W, 1 — )

2
oW, +(T——)-T ~
= EQ S0 - € g —

mit

o 9
Q=

e Fiir die Menge der Indikatorfunktion ergibt sich

{min 80 ea<Wt_a't> > B}

teT

1 . B
mln Wt—a t>>-ln}
teT g S0

1 . B
= {max— Wt—a-t><—-ln}
teT g S0

max Wt +a- t) }
teT

mit

e Somit ist

{r&a%(fﬁ/t+a-t> <z}
~ +
_ EQ (30 . e—o.(—WT+a.T) . Kl) ) ]1{

I;rlea%(<*wt +a-t> <z}

(Spiegelungsinvarianz des Wienerprozesses: W ~ —V)
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_ +
_ EQ S0 - e—a.(WT-i-a-T) . f(l 1 ~
{Tea%((Wt—&—wt) <z}

) +
_ /(30 ) e—cr.(WT+a-T> _ f(l) 1 ~ dQ
{rtneaq)r((Wt—{-wt) <z}
o Durch Ubergang zur bedingten Verteilung ergibt sich
1 =\t
EQ <(ST - Kl) ’ ]1‘{?%iqrr1$'t1>é}

- /(50 - € vy— K) dQWTJ,-a-T | r?ea%(Wz+a~t)<z(y)

o0
~\ t
- / <80 - e oYy _ K> . fWT+a-T\1g1€a%(Wt+a~t)<z(y) dy
—0o0

Da sy > B vorausgesetzt wurde (ansonsten ware die betrachtete down-and-out Option
wertlos), ist v = %0 > 1 und somit

Wegen fWT+a-T\max(Wt+a~t)<z(y> > 0 fiir 2 > 0 und y < z erhilt man weiter
teT

~ +
Q 1 . N
E ((ST K]') ]l{rtréiqrrlsg>3})

< [l G () () )

—00

o Aus sq-e % > K folgt

1 S0
< *l =
y < oz

und da K > B vorausgesetzt wurde (bei einer down-and-out Option liegt der Strike ibli-
cherweise oberhalb der Schranke), ist

und somit

- +
Q 1 _ : ~
E <<ST K1) 1{%1%53>B}>
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_ ZK( K)\/IT

é-ln %0 ,
1 / . (y—aT)
= 80 . e Y e T d
varT Y
—00
%-ln %0
~ a 2
i 1 / o (y—aT) y
27T
—00
Lin30
1 Tt (y=2:—aT)?
2az —oy Yyoo2-d
—e SQ - . e e 2T d
V2nT / Y
—0oQ
Lin 30
" 2
—2z—aT
4 227 e o~ dy
27T
— 0o
erste Integral ergibt sich
12
1 - (y—aT)?
S0 - : e %W.em 2 d
v2rT Y
—0o0
T2(a2—2aa) %IHSTO_((Z_O-) T
= Sp - € 2T K
VT
r(2-(5-5)0) (mE-o (-5 -0) T
e SO - e (b
o- VT
%+ (r4+%) T

e Fiir das

Okt. 2013

zweite Integral erhilt man

1lnSO
~ = aT)2
K-
\/27TT / dy
7o %‘ln%—a-T
- VT
e m%,J_(%,g),T

o VT
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- 2+ (r—%)-T .
= Ko X r— ) = K- ®(dy).
o- VT

e Fiir das dritte Integral ergibt sich

1m0
[eg

K
1 (y—2z—aT)?
2az —oy —
e . 80 . . e - e 2T d
2nT / Y
—00
o 2. (02 900 lln% —92—(a—0)-T
= e2az.ef%.eT<2T2 >.3.Q) g K ( )
0 JT
S 0'2
L o) T g lnﬁ—21n7+(r+7).T
o- VT
S 2
C i) g g (T O
o- VT
. 50_ a2y .
o-VT
*<1+%) rT 2 70
= 7 ?/) e -so-<§(d1(7K)).
e Fiir das vierte Integral erhdlt man
%-ln%o
N ST P
V2rT
—00
mr(3-5) o flimm_9_a.T
= Y
v? VT

e Somit ist

o (C(Sl,é,f()d&oco)

~ +
—rT 1
e . EQ ((ST—m) -]1{%1%53>B}>
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= ¢'T. (30 et (d1) - K- ®(ds) — 77<1+%> RN <d1(72k)>

1y (43) 2k e <d2(72f()>)

Bemerkungen:
1. Mit Hilfe von
Vo(K1, Kz) = so- ®(di(K)) — 7T Ky - (da(Ko) )
ist der Preis des Auszahlungsprofils C' einer Europaischen Call-Option mit Strike K
co(C) = Vo(K, K)

sowie der Preis des Auszahlungsprofils C  5_jx einer Europdischen down-and-out Call-
Option mit Strike K und Schranke B < K

- _(1L2r ~ ~
eo(Cagopeir) = VoK, K) =y M) V(K 7 K).
Fiir den Fall K < B erhilt man véllig analog zu obigen Uberlegungen den Preis
~ (o 2r - ~
c0(Cago<p) = VoK, B) =~ U157 . Vy(y°K,+*B)
und somit fiir den allgemeinen Fall
c0(Cago) = Vo (K max{RK, BY) =778 Vg (12K, 42 max{K, B})

2. Der Preis des Auszahlungsprofils Cyg; einer Europiischen down-and-in Call-Option ldsst sich
aus dem entsprechenden Preis von Cyg, mit demselben Strike B und derselben Schranke K
herleiten: Wegen

Cus = (51 51) gy = (51 51) (11000
- (5} - fa)+ ~ Cago
ergibt sich
co (Cagi) = co(C) — co(Cago) -

3. Die Preise der Auszahlungsprofile anderer Barrier-Optionen (auch von Barrier-Put-Optionen)
ergeben sich durch geeignete Transformationen sowie durch geeignet angepasste Put-Call-
Paritaten (fiir eine Ubersicht siehe z.B. http://www.finance.uni-mainz.de/Dateien/

BarrierOptionValuation.pdf ).
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3.7 Handelsstrategie, Arbitrage und Replizierbarkeit

Einfilhrende Bemerkungen:

e In einem (zeitdiskreten) Mehrperiodenmarktmodell (n, T, (Q, F, <}}) ,IP), SO,

t=0,...,n
SN> mit T* = {0,1,...,n} ist ein Portfolio H z. Ztpkt t € T* eine F;-messbare RN *1-

ein an <—7:t)
t=0,...,n—1 t=0,...,n—1

(man beachte n — 1 anstatt n!) adaptierter RV *1-wertiger stochastischer Prozess.

wertige ZufallsgroRe sowie eine Handelsstrategie H = <Ht)

e Analog dazu ergeben sich die Definitionen eines Portfolios und dessen Wert zum Zeitpunkt

t € T sowie einer Handelsstrategie und deren Wertprozess in einem Black-Scholes-Modell:

Definition 3.19 Gegeben seien ein Black-Scholes-Modell (T, (Q, F, IP), S0, Sl> mit T =

[0,7], T > 0, und (Ft*) . die erweiterte natiirliche Filtration des S' erzeugenden Wienerpro-

te
zesses W.
0
e Dann heiBt eine F;-messbare R?-wertige ZufallsgréBe H = ) ein Portfolio z. Ztpkt
H
t € T sowie

o2
Vi(H) = H°-S)+H"- S} = H - "+ H"-s59-eM-e"Wi72"
der Wert des Portfolios H z. Ztpkt. t € T.

e Ein an (.7-}* ) adaptierter R%-wertiger stochastischer Prozess H = (H t) heilt eine
teT teT

Handelsstrategie sowie

V(H) = (Vt(Ht))teT

der Wertprozess der Handelsstrategie H .

Bemerkungen:

e In einem zeitdiskreten Mehrperiodenmarktmodell (MPM) ist eine Arbitrage eine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie mit bestimmten Eigenschaften. Die Eigenschaft der Selbstfinanzie-
rung beinhaltet, dass zu den jeweiligen Handelszeitpunkten die Portfolios nur ,wertneutral”
verandert werden diirfen, d.h., dass der Wert des ,,alten” Portfolios mit dem des ,,neuen” Port-
folios iibereinstimmt. Im zeitdiskreten MPM ist eine Handelsstrategie H = (Ht)

t=0,...,n—1
demnach gemaRB Definition genau dann selbstfinanzierend, falls

%(Ht_l) - w(m) Pfs firt=1,... n—1
gilt. Das l3sst sich folgendermalen graphisch veranschaulichen:
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Vo(Ho) Vi(Hq) Vo(H ) Vi—1(Hp-1)
| | | | |
W(HO) ‘/Q(Hl) Vn—l(Hn—2) Vn(Hn—l)

e In dem zeitstetigen Black-Scholes-Modell stellt sich die Definition der Selbstfinanzierung na-
tiirlicherweise ungleich schwieriger dar. Es wird sich sogar herauszustellen, dass dies lediglich

mit einem erweiterten Integralbegriff, namlich dem des It6—|ntegra|sf_r], sinnvoll moglich ist.

e Um analoge Betrachtungen wie im zeitdiskreten Modell zu ermdglichen und die Verallge-
meinerung auf das zeitstetige Modell zu motivieren, werden zunidchst sogenannte einfache
Handelsstrategien betrachtet, die auf Zeitintervallen , konstant” sind, d.h., aus einer endlichen

Anzahl von Portfolios gebildet werden:

Definition 3.20 Eine Handelsstrategie H = (H t) T im Black-Scholes-Modell heift einfach,
te
wenn es Zeitpunkte tg,t1,...,t, € T, n € IN, mit

0=ty <t < ... < th =T

gibt, so dass
Hy = Hy,, mit i(l):= max {j=0,...,n—1:¢; <t}

fir t € T gilt. Eine einfache Handelsstrategie heillt selbstfinanzierend, falls
Vi (Hti_l) = v, (HtZ) P-fs. firi=1,...,n—1

gilt.

Bemerkungen:

e Eine einfache Handelsstrategie H = (Ht) . ist demnach bereits durch n Portfolios Hy,
te
H,, ..., H, 1 zu den Zeitpunkten tg, t1, ..., t,_1 eindeutig bestimmt und es ist

Hy, fiirte0,t)
H, furt e [tl,tg)

H, | firte [tnfl,tn]

41t Kiyoshi, 1915-2008, japanischer Mathematiker. ,It3" ist der Familienname, der im Japanischen iiblicherweise
vorangestellt ist. Die erste Publikation im Zusammenhang mit dem Ito-Integral ist auf Japanisch und stammt aus
dem Jahr 1942. Im Jahr 2000 wurde durch Offnung eines versiegelten Umschlags an der Franzésischen Akademie
der Wissenschaften bekannt, dass der deutsch-franzésische Mathematiker |Wolfgang Doeblin (1915-1940), Sohn des
deutschen Schriftstellers Alfred D&blin (Roman ,Berlin Alexanderplatz”), bereits 1940 dhnliche Resultate erzielte.
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e Fiir einfache Handelsstrategien ist nun folgende Charakterisierung der Selbstfinanzierung

moglich: Firi =1,...,n — 1 ist

Vi, (Hi) = Vi, (Hy,,)

= Vi, (Hti - Htiq) + Vi (Hti71> Vi <Hti71)

= 0 IP-f.s. bei Selbstfinanzierung
=, (s s ) e, (shosh) P

Durch Bildung einer Teleskopsumme erhilt man firi=1,...,.n—1

Vi, (th) — Vi (HtO)
= SoH) (St =S )+ mL - (sh-8h,) Ps
j=1 Jj=1

und somit die Charakterisierung der Selbstfinanzierung bei einfachen Handelsstrategien durch

Vi, (Hy) = Vo (Ho)+> H?jfl-<S?j - ngl)JrZ Htljfl-(Stlj - ngfl) P-fs. (3.11)
=1 =1

Lasst man die Handelszeitpunkte immer dichter beieinander liegen, erhilt man aus (3.11]) fiir
t € [0,T] die Integralgleichung

t t
ViH) = Vo(Ho)+ [HOas?+ [nlas! (3.12)
0 0

als Charakterisierung der Selbstfinanzierung bei allgemeinen Handelsstrategien, wobei sich

die Frage nach der Existenz und iiberhaupt der Definition der auftretenden Integrale stellt.

Die Integralgleichung (3.12) wird spater auch formal als stochastische Differentialglei-
chung

Vi (H,) = H)dS) + H} dS},  t€[0.7),

geschrieben werden, wobei zu beachten ist, dass es — im Gegensatz zur klassischen Ana-
lysis — in der stochastischen Analysis keinen eigenstindigen Differentialkalkiil gibt, sondern
stochastische Differentialgleichungen lediglich abkiirzende Schreibweisen fiir stochastische
Integralgleichungen darstellen.

¢
e Zunichst wird das erste Integral [H?dSY aus (3.12)) pfadweise, d.h.
0

t
/ HY(w)ds?
0

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



3.7. Handelsstrategie, Arbitrage und Replizierbarkeit 141

¢
fir ein festes w € Q, betrachtet. Dieses kann als Riemann-Stieltjes-Integral [ f(s)dg(s)
0

(siehe (D.15))) aufgefasst werden. Hinreichend fiir die Existenz des Riemann-Stieltjes-Integrals
sind dabei folgende Eigenschaften von g bzw. f:

— g ist auf [0, t] von beschrankter Totalvariation (zu Total- bzw. p-Variation siehe Anhang
. Dies umfasst unter anderem alle Funktionen, die auf [0, ¢] Treppenfunktionen, mo-
noton oder Lipschitz-stetig sind. Zur Klasse der auf [0, ¢] Lipschitz-stetigen Funktionen
gehdren insbesondere diejenigen auf (0, t) differenzierbaren Funktionen, deren erste Ab-
leitung beschrankt ist. In dem speziellen Fall g(s) = S? = e"* ist g monoton und somit

von beschrankter Totalvariation.

— fist auf [0, ¢] stiickweise stetig und besitzt andere Sprungstellen als g.

e Weitere hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Riemann-Stieltjes-Integrals: f und g sind
stiickweise stetig mit unterschiedlichen Sprungstellen sowie f bzw. g sind von beschrankter
Variation der Ordnung p bzw. ¢ mit }D + % > 1.

e Regel der partiellen Integration fiir Riemann-Stieltjes-Integrale:

t t

/ F(s)dg(s) = F(2)- g(t) — £(0) - 9(0) — / o(s)df(s) (3.13)

0 0

Insbesondere impliziert die Existenz des Integrals auf der linken Seite die Existenz des Integrals
auf der rechten Seite.

e Sind die Funktion f sowie die Ableitung ¢’ von g auf [0, {] Riemann-integrierbar, dann existiert
t

das Riemann-Stieltjes-Integral [ f(s)dg(s) und es gilt
0

t t

[roats) = [19-5)0s.

0 0

In dem speziellen Fall g(s) = S? = e" ist demnach

T
/‘f(s)‘ds < 00
0

eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des betreffenden Riemann-Stieltjes-Integrals fiir
alle t € [0, 7.

T
e Notwendig fiir die Existenz des Integrals [|f(s)|ds ist die Messbarkeit von f beziiglich
0

B([0,T)). Fiir den Prozess (H);cT (der ersten Komponente der Handelsstrategie H ) werden
daher iiblicherweise vorausgesetzt:
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1. (Hy)ier ist progressiv messbar, d.h. H : (f,w) € [0,#] x Q — H}(w) ist mess-
bar beziiglich B([0,t]) ® F; fir alle ¢t € T (,doppelte Messbarkeit® bzw. ,doppelte
Adaptiertheit™).

T

2. /‘HO

0

ds < oo DP-fs.

Diese Voraussetzungen implizieren die fast sichere Existenz des stochastischen Riemann-
t

Stieltjes-Integrals [H? dS? fiir t € [0, 7).
0

t
e Zunichst erscheint es naheliegend, auch das zweite Integral [H!dS! aus (3.12) pfadweise
0

zu betrachten, d.h.
t
[ asie)
0

fiir ein festes w € €, wobei hier der Integrator ebenfalls stochastisch ist. Unabhingig da-
von, dass eine Existenz dieses Integrals als pfadweises Riemann-Stieltjes-Integral aufgrund
der unbeschrinkten Totalvariation des Wienerprozesses (und somit auch von S!) nicht zu
erwarten ist (siehe dazu auch Anhang[C.6)), zeigt sich dariiber hinaus, dass ein solcher Inte-
gralbegriff auch aus wirtschaftlicher Sicht ungeeignet ist, da bereits vergleichsweise einfache
.selbstfinanzierende” Handelsstrategierﬂ Arbitrageméglichkeiten bieterﬁ (siehe Anhang.

e Die Einfilhrung eines ,neuen”, geeigneten Integralbegriffs (den des Ito-Integrals) erfolgt

zunachst fiir Integrale mit dem Wienerprozess als Integrator, d.h. Integrale der Gestalt
¢
/ X,dW,  (te[0,T))
0

fiir geeignete stochastische Prozesse X = (X¢);c(o,) (siehe Anhang (C.8). Insbesondere fiir
X = W ergibt sich fiir das Ito-Integral

wobei der Ausdruck ,,—% -t einen ,Korrekturterm” gegeniiber dem klassischen Riemann-
Stieltjes-Integral darstellt.

SHandelsstrategien, die l} erfiillen

Der Begriff der Arbitrage ist zwar noch nicht definiert, in Analogie zum (zeitdiskreten) MPM wird aber bereits
hier eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit Vo(Ho) < 0, Vo (Hr) > 0 P-f.s. und IP(VT(HT) > 0) >0
als Arbitrage angesehen.
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¢
e Zur Definition des Integrals [H!dS! ist eine geeignete Darstellung des Differentials dS!
0

erforderlich. Diese erhadlt man mit Hilfe der Ito-Doeblin-Formel fiir Ito-Integrale beziiglich

W (siehe Lemma [C.15)):
Lemma 3.21 Der Prozess S' = <St1> - des Black-Scholes-Modells besitzt die Darstellung
telo,

t t
St = so+/poSslds+/a-SsldWS, t€0,7]. (3.14)
0 0

Beweis: Die angegebene Darstellung ergibt sich als direkte Anwendung der 1t6-Doeblin-Formel

(C.6)

¢ t ¢
g(t,Wy) = ¢(0,0) +/gt(s,Ws)d3+ /gm(s,Ws)dWs + % . /gm(s,WS)ds, te[0,7],
0 0 0
fur
g(t,Wy) = S} mit g(t,z) == sg- e(’h%ﬁ).t -7 (t,z) € 0,T] x R.
Es ist

gi(t,x) = <,u—;<72> cg(t,x), gu(t,x) = o-g(t,z) und gu(t,z) = o*-g(t,x)

und somit
Stl = g(tth)
¢ . . ¢
= 0.0+ [ <u - 202) s W ds+ [o-gls W Wt 5+ [0 gls. W) ds
0
¢ t
= so+/u-5;ds+/a-5§dws, t€[0,T].
0 0 .
Bemerkungen:
1. Die differentielle Schreibweise von ({3.14)) ist
dS} = pSldt +oStdW,, te0,T] (3.15)
also formal
dst
S—f = pdt + odW,;, te€[0,7] (3.16)
t

gleichung ([3.16)) bezeichnet, wobei diese lediglich eine formale Schreibweise fiir die Integral-

gleichung (3.14)) darstellt.

(siehe (3.1)). S* = (S} wird daher auch als Lésung der stochastischen Differential-
t t€[0,T]
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¢
2. Formal ergibt sich nun fiir das Integral [H}dS!}
0

t t
/H;ds; - /H;d(uSids—i—aS;dWs)
0 0
t t
= ,LL-/H;-S;ds—l—a-/H;-S;dWS. (3.17)
0 0

Da der Prozess <S§> aufgrund der fast sicheren Stetigkeit des enthaltenen Wiener-

s€[0,t

prozesses ebenfalls fast sicher (pfad-)stetig ist, ist (S;) 0 somit fast sicher beschrankt.
se|0,t

¢ ¢
Demnach folgt aus der Existenz der Integrale [H!ds und [H!dW, die Existenz der Inte-
0 0

t t
grale [H!-Sldsund [H!.SldW;.

0 0
Voraussetzung fiir die (fast sichere) Existenz beider Integrale aus (3.17)) fiir ¢ € T (und somit

t
die fast sichere Existenz des Ito-Integrals [H! dS! fiir t € T) ist folglich (siehe Anhang D
0

(a) (H})ier ist progressiv messbar.
r 2

(b) /(H;) ds < oo P-Afs.
0

3. Der Prozess Sl ehort zur sehr allgemeinen Klasse der sogenannten Ito-Prozesse.
t
teT

Ein fast sicher (pfad-)stetiger Prozess X = (Xt) T heiflt ein [to-Prozess, falls es progressiv
te

messbare Prozesse Y = (Yf) und Y! = (Yf) mit
teT teT

T T )
/}Yto‘ dt < oo und / <Ytl> dt < o0 fast sicher
0 0

gibt, so dass X die Darstellung
t t
dX; = Y2t +Ydw;, dh X; =X, +/ Y2ds + / v}!dws,
0 0
fiir t € T besitzt.

e Um fiir eine allgemeine Handelsstrategie H = (Ht) T im Black-Scholes-Modell iiberhaupt
: te
die Selbstfinanzierung gemaR ([3.12)) charakterisieren zu kdnnen, ist zunachst die Existenz der

auftretenden Integrale zu sichern, was zum Begriff der zuldssigen Handelsstrategie fiihrt:
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— HY
Definition 3.22 Eine Handelsstrategie H = (Ht> T mit H; = t1 im Black-Scholes-
te H
¢
Modell heit zuldssig, wenn folgende Vooraussetzungen erfiillt sind.:
0 1 . .
1. (Ht )tET und (Ht )tET sind progressiv messbar.
T
2. /‘HE‘ dt < oo P-fs.
0
A 2
3. /(Hg) dt < 0o P-fs.
0
- o - . HY\ .
Definition 3.23 Eine zuldssige Handelsstrategie H = (Ht) T mit H, = L] m Black-
te Hj

Scholes-Modell heiBt selbstfinanzierend, wenn fiir deren Wertprozess V(H) = <Vt(H t)>t T die
€

folgende Integralgleichung fiir t € [0,T] gilt:
t t

Vi (Hy) = VO(H0)+/H§dS§+/H; ds! (3.18)
0 0

Bemerkung: Die differentielle Schreibweise von ((3.18)) ist
dV; (H;) = HYdS{ + H}dS}, teT.

Definition 3.24 Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (H t) Tim Black-Scholes-Modell
te

heiBt eine Arbitrage, wenn fiir deren Wertprozess V(H) = (V,}(H t))t T das Folgende gilt:
€

Vo(Ho) <0, Vi(Hrp)>0P-fs. und P(Vr(Hr) > o) >0

Bemerkung: Aus folgendem Lemma ergibt sich, dass das Black-Scholes-Modell beziiglich selbst-
finanzierender Handelsstrategien nicht arbitragefrei ist:

Lemma 3.25 Im Black-Scholes-Modell gibt es eine selbstfinanzierende Handelsstrategie, die eine
Arbitrage ist.

Beweis: Siehe Anhang[C.9|
Bemerkung: Damit es im Black-Scholes-Modell keine Arbitragen gibt, ist eine Verschirfung der
Eigenschaft der Zul3ssigkeit erforderlich:
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Definition 3.26 Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (H t) Tim Black-Scholes-Modell
te
heit reguldr, wenn es eine Q-integrierbare ZufallsgroBe Y gibt, so dass fiir den Wertprozess

V(H) = (v;f(Ijr,f))tET das Folgende gilt:
Vi(Hy) > Y fiir alle t € [0,T].

Bemerkungen:
1. Die obige Definition ware auch lediglich fiir zuldssige Handelsstrategien moglich.

2. Die Beschrankung des Wertprozesses nach unten bedeutet, dass ein potentiell unendlicher
Verlust ausgeschlossen sein soll. Tatsachlich ist es so, dass Arbitragen haufig an potentiell
unerschopfliche finanzielle Mittel gekoppelt sind (beispielsweise bei der ,,Dopplungsstrategie™:
Bei ,Kopf oder Zahl" wird nach jedem verlorenen Spiel der Einsatz verdoppelt).

3. Die in Anhang[C.9 behandelte Arbitrage ist nicht regulir, da der dort betrachtete Wertprozess
zwar nach oben, aber nicht nach unten beschrankt ist. Fiir die (zufallige) untere Schranke Y
von reguldren Handelsstrategien muss aulerdem offenbar Y < V{(H) gelten.

Lemma 3.27 Essei H = (H t) T eine reguldre Handelsstrategie im Black-Scholes-Modell und
te

V(H) = (V}(H t))teT der dazugehdrige Wertprozess. Dann ist der diskontierte Wertprozess

V(H) = <e_” - Vi{(H t)) T ein Q-Supermartingal beziiglich der erweiterten natiirlichen Fil-

te
tration (Ft*) teT des Wienerprozesses im Black-Scholes-Modell (Q ist dabei das dquivalente Mar-

tingalmall im Black-Scholes-Modell), d.h., es gilt
1. V(H) ist adaptiert an (F), -

2. E® ‘e*” . V}(Ht)D < oo fiirallet € T.
3. EQ (e_” V,(Hy) ’f;) < e V,(H,) Qfs. firalles<t, steT.

Ohne Beweis.

Bemerkung: Es |asst sich zeigen, dass der diskontierte Wertprozess einer selbstfinanzierenden (ggf.
nicht reguldren) Handelsstrategie eine ,schwichere” Art von Martingal, ndmlich ein sogenanntes
lokales Martingal, ist (sieche Bemerkung zu Definition [4.7)).

Satz 3.28 Das Black-Scholes-Modell ist arbitragefrei beziiglich regulérer (selbstfinanzierender)

Handelsstrategien.

Beweis: Indirekt: Angenommen, die regulire Handelsstrategie H = (Ht) T ist eine Arbitrage.
te

Wegen Vo(Hy) <0 und Vr(H7) > 0 Q-f:s. und Q(VT(HT) > O) > 0 gilt dann
EQ<VO(HO)) <0 und EQ(VT(HT)) >0
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und somit
EX (VO(HO)) < E© (efrT : VT(HT)>~
Dies ist aber ein Widerspruch zur Supermartingal-Eigenschaft von V(H), aus der sich
EQ (e—TT Vo(Hr) ‘Fé‘) < Vo(Hy) Qfs.
und somit
EQ (e*’”T : VT(HT)> < E® (Vo(Ho)>
ergibt. "

Definition 3.29 Ein Derivat C' (d.h. eine Fr-messbare Zufallsgroe) heilit replizierbar, wenn es

eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (H ¢ mit
teT

Vr(Hy) = C P-fs.
gibt. Eine solche Handelsstrategie heilt replizierende Handelsstrategie oder Hedge.

Bemerkung: In Definition wurde der Preisprozess (V,*);er eines Europdischen Auszahlungs-
profils C' mittels

Ve = e—“T—t).EQ(C\ft), te,

definiert und festgestellt, dass der dazugehorige diskontierte Preisprozess ein Martingal ist. Es
stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen dieser Preisprozess (fast sicher) mit dem
diskontierten Preisprozess einer replizierenden Handelsstrategie iibereinstimmt, d.h., unter welchen
Voraussetzungen der diskontierte Preisprozess einer replizierenden Handelsstrategie ein Martingal

ist und somit die Preisfindung mit Hilfe des dquivalenten MartingalmaBes Q erfolgen kann.

Satz 3.30 /st ein Derivat C in einem Black-Scholes-Modell quadratisch Q-integrierbar, d.h.
EQC? < oo, dann existiert eine replizierende Handelsstrategie, deren diskontierter Wertprozess

ein Q-Martingal ist.
Ohne Beweis.
Bemerkungen:
1. Das Black-Scholes-Modell ist somit in Bezug auf quadratisch integrierbare Derivate vollstan-
dig.

2. Dieser Satz liefert sofort die Eindeutigkeit des auf F7. eingeschrankten MartingalmaRes:
Analog zur Vorgehensweise im (zeitdiskreten) Einperiodenmodell (Lemma [2.35]) werden die
quadratisch integrierbaren Derivate C' = 1 mit F' € F} betrachtet, fiir die E9(C) = Q(F)

gilt.
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Kapitel 4

Allgemeine zeitstetige

Finanzmarktmodelle
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4.1 Uberblick iiber bisher behandelte Finanzmarktmodelle und
Aussagen zur Arbitragefreiheit und Vollstandigkeit

4.1.1 Allgemeines (zeitdiskretes) Mehrperioden-Marktmodell

e Ein Mehrperioden-Marktmodell (MPM) ist ein Tupel (n, T, (Q, F, (]—}) , IP), S0,

t=0,...,n
ey SN) mit
— Zeithorizont n € IN
— Menge von Handelszeitpunkten T = {0,1,...,n}
filtriertem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, (.7-}) o IP) mit P trivial auf Fy
t= n

ERRRE}

N + 1 nichtnegativen, an (}"t) adaptierten Preisprozessen
t

=0,...,n

SO 8N T xQ = Rey mit  S°%,) > 0.
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Sy Sy |
.St: ) ‘St_ : mit §Z:% (ZZO, 7N)
S Sy

e Das Finanzinstrument 0 besitzt die Funktion eines Numéraires bzw. der dazugehdrige (streng
positive) Preisprozess S° die Funktion eines Diskontierungsprozesses.

e Eine F;-messbare RN *1-wertige ZufallsgroBe H heiRt Portfolio z. Ztpkt. t € {0,...,n}.
e Ein an (]—}) (man beachte n — 1 anstatt n!) adaptierter RV *!-wertiger stochas-

t=0,...,n—1

tischer Prozess H = (Ht) (auch hier n — 1!) heilt Handelsstrategie.

t=0,...,n—1

e Fiir ein Portfolio H = (H°, H',..., HV)T z. Ztpkt. t € {0,...,n} heift
N . .
ViiH) = H-S; = Y H'-S]
i=0
der Wert des Portfolios z. Ztpkt. ¢. Der dazugehérige diskontierte Wert ist

N

Vi(H o

V,(H) = téo) =) H-S.
t i=0

e Eine Handelsstrategie H = (Ht> heilt selbstfinanzierend, falls

t=0,...n—1
Vt(HH) - V}(Ht> P-fs. firt=1,...,n—1

gilt. Aquivalente Darstellung}
t—1
Vi(H) = Vo(Ho) +> H- (Ser1 - S,) Pfs (4.1)
s=0

firt=1,...,n—1.

t—1
Formale Darstellung als diskretes Integral: V},(Ht) = VO<H0> + [ H;dS,
0

e Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (Ht) heilt Arbitrage im MPM,

t=0,...,n—1
falls
Vo(Ho) <0, Va(Hp_1) >0 P-fs. und IP(Vn(Hn_l) > 0) >0

gilt.

1y, (Hs) — Vs (Hsfl) =V (HS — Hsfl) +Vs (Hsfl) — Vi1 (Hsfl) und Summation fir s=1,...,¢
—_—
0
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e Ein Wahrscheinlichkeitsmal @ auf (Q,}") heift dquivalentes MartingalmaR, falls es fol-
gende Eigenschaften besitzt:

1. @ ist dquivalent zu P, d.h. @ und IP besitzen dieselben Nullmengen.

2. Der RV* L wertige diskontierte Preisvektorprozess (§t> .
ti

—Uyeee

ist ein Q-Martingal, d.h.

EQ(§§|JES):§§ Qfs. firalles<t, s,tef0,...,n},ie{0,...,N}.

e 1. Fundamentalsatz: Ein Mehrperioden-Marktmodell ist genau dann arbitragefrei, wenn ein

aquivalentes MartingalmaR existiert.

e Eine ZufallsgroBe C' auf (Q, F, ]P) heilt Europdisches Auszahlungsprofil. Ein Euro-

paisches Auszahlungsprofil C heilfit Derivat, wenn es messbar ist beziiglich der von den

Preisprozessen S°, ..., SY erzeugten o-Algebra. Die dazugehdrige ZufallsgroRe
C
C = —

heilt diskontiertes Europdisches Auszahlungsprofil.
e Ein Europiisches Auszahlungsprofil C' heilit replizierbar, falls eine selbstfinanzierende Han-

delsstrategie H = (Ht> existiert, so dass
t=0,...,n—1

Vi(Hp—1) =C P-fs.
gilt. Eine solche Handelsstrategie heilt replizierende Handelsstrategie oder Hedge.
e Ein MPM heillt vollstdndig, falls jedes Europaische Auszahlungsprofil replizierbar ist.
e 2. Fundamentalsatz: Ein arbitragefreies MPM ist genau dann vollstindig, wenn das &qiva-
lente MartingalmaR eindeutig bestimmt ist.
4.1.2 Mehrperioden-Binomialmodell

e Ein Mehrperioden-Binomialmodell bzw. CRR- (Cox-Ross-Rubinstein-) Modell ist ein
MPM mit Zeithorizont n € IN und zwei Wertprozessen S° (,festverzinsliche Anleihe”) und
St (,Aktie"), das durch die Parameter

— Abwirtsfaktor (,down”) d > 0
— Aufwartsfaktor (,up”) u > d
— (diskrete) Zinsrate r > —1

— Startwert s
folgendermalen bestimmt ist:
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- Q= {u,d}"
- S=(1+r)firallet=0,...,n
w- S (wi,. .., w fir w;, = u
- Si=s0, Stwi,...,wi..owp) = -1(1 n) !
d-Stq(wiy...,wy) fiirw, =d
= w- Stl_l(wl,...,wn) firallet=1,...,n
S0 - ’LL3
So - u2
So-u s - u?d
80 < s0 - ud
so-d sg - ud?
S0 - d2
So - d3
I I I I ¢
0 1 2 3 n

Bezeichnung: (n, d,u,r, 30)

Satz: Ein CRR-Modell (n7 d,u,r, 50) ist genau dann arbitragefrei, wenn d < 1+7r < u
gilt. In diesem Fall ist das CRR-Modell vollstindig, das eindeutig bestimmte dquivalente

. : : _ . Sl
Martingalmall @ ist bestimmt durch den Parameter ¢ = % und es gilt Q( fgﬁl = u) =gq

firallet=0,...,n—1.
Gegeben sei eine Folge von CRR-Modellen

(n, A ™ ), 80>n:172w ,

die durch die Parameter T' > 0 (fester Endzeitpunkt), # > —1 (Zinssatz pro Zeiteinheit)

und o > /T - ‘ln(l +7)| (Volatilitdt) folgendermalen bestimmt ist:

— pn) — (1+ f)T/n 1
— um = eoVT/" ynd

—_ d(n) — efo-\/ T/TL

n)l

Die dazugehdrigen Preisprozesse der Aktie werden mit S und die dazugehdrigen dquiva-

lenten MartingalmaRe mit Q™) bezeichnet.

Dann konvergieren die Verteilungen von S gegen die Verteilung von

2
ol oWr+T- (1n(1+f)4’7)
T = 80 - e 5

wobei Wr eine normalverteilte ZufallsgroRe mit den Parametern 0 und /T ist.
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e Die ZufallsgroBe Si. ist logarithmisch normalverteilt mit den Parametern Insg + T -

(ln (1 —I—f) — ";) und ov/T, d.h.,

2
lnS% = Insg+ocWpr+T- <1n(1+7a)_02)

ist normalverteilt mit ebendiesen Parametern.

e Wird anstatt eines diskreten Zinssatzes  ein stetiger Zinssatz 7 verwendet (d.h. e” = 1 +7)

ergibt sich als Grenzverteilung die Verteilung von

2
oWr+T- (f—%)
S0 - € .

4.1.3 Black-Scholes-Modell

e Das Black-Scholes-Modell ist die zeitstetige Verallgemeinerung des CRR-Modells.
e Ein Black-Scholes-Modell ist ein Tupel (’E, (Q, F, IP), S0, Sl), das durch die Parameter

— Zeithorizont T > 0
— stetige Zinsrate r > (
Volatilitdt o > 0

— Drift p e R

— Startwert sg > 0

bestimmt ist mit

Handelszeitraum T = [0, 7]
— Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP)

— Preisprozess einer Anleihe S° = (S?) T mit Sp = e, teT
te

2
— Preisprozess einer Aktie S! = (S}) mit S} = s - et - TVt
teT

o (Wi)ier: Wienerprozess iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP)

e Die ZufallsgroRen S}, t € T, sind logarithmisch normalverteilt mit den Parametern In sq +
M-t—o—;-t und o?t.

e Sei T = [0,7] bzw. T = [0,00). Ein stochastischer Prozess W = (W});eT iiber einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) heilt ein Wienerprozess (im Zeitintervall T), falls er
folgende Eigenschaften besitzt:
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(a) Wo(w) =0 fiir alle w € 2

(b) Fiir eine beliebige Folge 0 =tg < t1 < ... <t, (n € N,t, € T) sind die ZufallsgroBen
th - Wto’ Wt2 - Wtu ey th - th—l

unabhéangig.

(c) Fiir beliebige s,t € T mit s < ¢ ist
Wt — WS ~ N(O,t - 5),

d.h., Wy — W ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢ — s.

(d) t +— Wi(w) ist stetig fiir alle w € Q, d.h., W besitzt stetige Pfade.
e Alternative Bezeichung: Brown’sche Bewegung

e Ein Wienerprozess ist ein Prozess mit unabhingigen, stationdren und normalverteilten Zu-
wachse. Er gehdrt zur Klasse der Lévy-Prozesse, der GauBprozesse sowie der Markovpro-
zesse.

e Die Pfade eines Wienerprozesses sind fast sicher nirgends differenzierbar.
e Martingaleigenschaft:

(a) (Wi)er ist ein Martingal beziiglich seiner natiirlichen Filtration (]—“t) T d.h.
te
1. W ist adaptiert an (]—"t) T d.h. W; ist Fi-messbar fiir alle ¢t € T.
te

2. E(JW]) < oo fiir alle t € T.

3. EWy | Fs) = Ws P-fs. fiiralle s <t, s,teT.
(b) (e“Wf_%azt)teqp ist ein Martingal (Exponentialmartingal) beziiglich (.7-}) T fir alle

te
a € R.

o Der Preisprozess der Aktie S ist fiir 4 = 0 ein P-Martingal, der diskontierte Preisprozess
der Aktie S = (S ) mit
teT

~t

St ). _o?
_ t so-e(“ T)t.eUWt 5t

=t S?
ist fiir u = r ein P-Martingal.

e Ein Wahrscheinlichkeitsmall @ auf (Q,]-") heift dquivalentes MartingalmaB im Black-
Scholes-Modell, falls es folgende Eigenschaften besitzt:

1. @ ist dquivalent zu IP.
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2. Der diskontierte Preisprozess der Aktie S ist ein Q-Martingal beziiglich der natiirlichen
Filtration des Wienerprozesses (]:t) T d.h.
te

E® <§t | .7-"5> =9, Q-fs. firalles<t, s,te€T.

o Mit
Wt — Wt_i_u.t
g

ist

~ 2
St = so-eUW*_%t.

Ist nun W = (Wt> T ein Wienerprozess beziiglich eines zu IP dquivalenten Wahrscheinlich-
te
keitsmaBes Q, so ware Q ein dquivalentes MartingalmaR.

e Ein solches dquivalentes Martingalmall erhalt man durch Anwendung eines Spezialfalls des
Satzes von Girsanov.

e ,Rechenregel": Beim Ubergang vom Wienerprozess W bez. P zum Wienerprozess W bez. Q
wird die Drift ;1 des Preiprozesses der Aktie S' durch die Zinsrate r ,ausgetauscht”.

e Die im Folgenden verwendete sogenannte Standardfiltration (.7-";") T ist die um die Null-
te

mengen von F erweiterte natiirliche Filtration des S erzeugenden Wienerprozesses W, d.h.,
Fi=0(FRUN) mit Fr=0(Wss<t) und N={AecF:P(A)=0}.

Dadurch wird sichergestellt, dass alle Ersteintrittszeiten Stoppzeiten beziiglich dieser Filtra-
tion sind (wichtig bei der Betrachtung von Barrier-Optionen) — Ersteintrittszeiten in offene
Mengen sind im Allgemeinen nur beziiglich rechtsseitig stetiger Filtrationen Stoppzeiten. Die

Standardfiltration ist rechtsseitig stetig.
e Analog zum zeitdiskreten MPM ergibt sich nun:
HO
— Eine F;-messbare R2-wertige ZufallsgroRe H = ) heiRt ein Portfolio z. Ztpkt.
H
t € T sowie V;(H) = H° - SY + H' - S} der Wert des Portfolios H z. Ztpkt. t € T.

— Ein an (.7-";“)
teT te
eine Handelsstrategie sowie V(H) = (V}(Ht)) . der Wertprozess der Handels-
te

adaptierter R?-wertiger stochastischer Prozess H = <Ht> v heift

strategie H.
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e Die Selbstfinanzierung ist in Verallgemeinerung des diskreten Falls (4.1]) charakterisiert

durch die Integralgleichung

t t
Vi(HD) = Vo(Ho)+ [H04s0+ [Hlast, (42)
0 0
¢ /
wobei [[H?dS? als pfadweises Riemann-Stieltjes-Integral und [H! dS! als die Summe
0 0

t t
u-/H;-S;dHa-/H;.S;dWS
0 0

eines pfadweisen Riemann-Integrals und eines Ito-Integrals definiert ist.

Um die Existenz der auftretenden stochastischen Integrale zu sichern, muss die Handelsstra-

— H?
tegie H = (Ht> mit H; = t zul3ssig sein, d.h.
teT Hl
t
1. H° = (Hf) und H! = (Htl) sind progressiv messbar, d.h. H? : (f,w) €
teT teT

[0,t] x Q> HtQ(w) ist messbar beziiglich B([0,t]) ® F; fiir alle t € T (H' analog).

T
2. f‘HtO‘ dt < oo P-fs.
0

3. Of(Htl)Q dt < oo P-fs.

Die differentielle Schreibweise der Selbstfinanzierungsbedingung Vi (H;) = Vi (Hy) +
t t

JHOAS? + [H}dS] ist

0 0

dV; (H;) = HPdS) + H!dS}, tecT.

Analog zum zeitdiskreten MPM: Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie (Ht) T im
te

Black-Scholes-Modell heilt eine Arbitrage, wenn fiir deren Wertprozess (Vt(Ht)) T
te

Vo(Ho) <0, Vp(Hr) >0 P-fs. und ]P(VT(HT) > 0) >0
gilt.

Satz: Das Black-Scholes-Modell ist arbitragefrei beziiglich reguldrer Handelsstrategien. Eine
selbstfinanzierende Handelsstrategie (Ht> T im Black-Scholes-Modell heiRt regular, wenn
te

es eine Q-integrierbare ZufallsgroBe Y gibt, so dass fiir den Wertprozess (Vt(Ht)> T
te

Vi(H,) > Y firalle t €[0,7]

gilt.
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e Eine Zufallsgroe C auf (Q, F, IP) mit

EQ<]C|> < 0
heift Europaisches Auszahlungsprofil.
e Ein Europaisches Auszahlungsprofil C' heilit Derivat, wenn es Fp-messbar ist.

o Der Wert
c(C) = e "T.ER(C)
heilt Preis des Europaischen Auszahlungsprofils C.
e Ein Derivat C heilt replizierbar, wenn es eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H =
(Ht) mit
teT
Ve(Hp) = C PAfs.
gibt. Eine solche Handelsstrategie heillt replizierende Handelsstrategie oder Hedge.

e Satz: Ist ein Derivat C in einem Black-Scholes-Modell quadratisch Q-integrierbar, dann
existiert eine replizierende Handelsstrategie (Ht) T deren diskontierter Wertprozess ein
te
Q-Martingal ist. Insbesondere gilt co(C) = Vo(Hy).

e Das Black-Scholes-Modell ist somit in Bezug auf quadratisch integrierbare Derivate vollstan-

dig. AuRerdem ist das auf F7 eingeschrankte Martingalmall eindeutig bestimmt.
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Grundsitzliche Uberlegungen zu allgemeinen zeitstetigen

Finanzmarktmodellen

Das Black-Scholes-Modell sollte sich als Spezialfall eines allgemeinen zeitstetigen Finanz-
marktmodelles ergeben (analog dazu, dass das CRR-Modell ein Spezialfall eines zeitdiskreten
MPM ist).

Die Definition einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie im Black-Scholes-Modell
t t
ViH) = Vo(Ho)+ [HOas?+ [hlas!
0 0
miisste somit verallgemeinert werden. Insbesondere stellt sich die Frage, welche Preisprozesse

allgemein als Integratoren der auftretenden stochastischen Integrale in Frage kommen.

Ebenso stellt sich die Frage, ob der Begriff des dquivalenten MartingalmalBes u.U. allgemeiner
gefasst werden muss und welcher Zusammenhang mit den (im allgemeinen Modell noch zu
definierenden) Eigenschaften der Arbitragefreiheit und Vollstindigkeit besteht.

Der im Folgenden zugrunde gelegte filtrierte (zeitstetige) Wahrscheinlichkeitsraum

(Q’ 2 (J:t>te’lr’ IP>’

wobei sowohl T = [0, T'] mit Zeithorizont T' > 0 als auch T = [0, co) m&glich ist, wird — zur
Vermeidung technischer Schwierigkeiten — als vollstindig und den ,iiblichen Bedingungen”
geniigend vorausgesetzt (siche Anhang|[D.1)).

Als Integrator fiir Ito-Integrale wurde bisher der Wienerprozess W = (W}),¢(o. 1) verwen-

det, als Integranden adaptierte und progressiv messbare Prozesse X = Xt) o0 mit der
telo,
Eigenschaft
T
[X2%2ds < oo fs.
0

Mit geringfiigigen Einschrankungen an den Integranden (vorhersagbar anstatt progressiv
messbar) kdnnen auch erheblich allgemeinere Integratoren (u.a. auch nicht-stetige wie

Sprungprozesse) verwendet werden (zu den Begriffen , progressiv messbar” und ,vorhersagbar”

siche Anhang D.2).

Zunichst |3sst sich das Ito-Integral fiir rechtsseitig stetige L2-Martingale als Integratoren
verallgemeinern (siehe Anhang, spater auch auf rechtsseitig stetige lokale L?-Martingale,
die als Spezialfall die stetigen lokalen Martingale mit beschranktem Startwert enthalten (siehe
Anhang . Die verwendeten Integratoren sind dabei dadurch gekennzeichnet, dass diese
lediglich in trivialen Spezialféllen von lokal beschrankter Variation sind (siehe Satz|[D.32)) und
iblicherweise eine endliche quadratische Variation ungleich Null besitzen.
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e Fiir Prozesse von lokal beschriankter Variation lassen sich stochastische Riemann-Stieltjes-
Integrale definieren (siehe Anhang [D.5]), wobei hier insbesondere die stetigen Prozesse von

lokal beschrankter Variation von Interesse sind.

e Als Integranden fiir beide Integraltypen sind insbesondere stetige Prozesse mit beschranktem
Startwert geeignet. Diese Prozesse sind lokal beschrankt (aber im Allgemeinen nicht von

lokal beschrankter Variation!).

e Ein Semimartingal ist ein Prozess, der sich additiv aus einem lokalen Martingal und einem
Prozess von lokal beschrankter Variation zusammensetzt. Hier sind vor allem die stetigen Se-
mimartingale S von Interesse, die — bis auf fast sichere Gleichheit — die eindeutige Darstellung

S = S+ MO 4 vO (4.3)

besitzen, wobei Sy der Startwert, MO ein stetiges lokales Martingal mit Startwert Null
und V(O ein stetiger Prozess von lokal beschrankter Variation mit Startwert Null ist (siehe

Anhang [D.6).

o Aus der verallgemeinerten Ito-Doeblin-Formel (Satz |D.39) erhdlt man, dass alle (ggf. mehr-
dimensionalen) Transformationen von stetigen Semimartingalen, die mittels einer Funktionen
mit stetigen zweiten partiellen Ableitungen beschrieben werden kdnnen, ebenfalls stetige Se-

mimartingale sind.

e Die Integration beziiglich stetiger Semimartingale wird gemaR summandenweise be-
ziiglich M(© (Ito-Integral) und beziiglich V(©) (stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral)
durchgefiihrt. Als Integranden sind wiederum stetige Prozesse mit beschranktem Startwert
geeignet. Der sich daraus ergebende, von der oberen Integralgrenze abhingige Integralpro-
zess ist wiederum ein stetiges Semimartingal, d.h., stetige Semimartingale sind auch beziiglich

Integration abgeschlossen.
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4.3 Allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preispro-

zessen

Definition 4.1 Ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preisprozessen ist ein Tupel

<1r, (Q,]-", (]-"t)teqp,]P>, SO, 5N> mit
e Handelszeitraum T = [0, c0) oder T = [0,T] mit Zeithorizont T > 0

e vollstandigem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,}" , (Fi)ter, IP), der den ,iiblichen
Bedingungen” geniigt (siehe Anhang|D.1) und mit P trivial auf Fy (d.h. P(Fy) = 0 oder
P(Fy) =1 fiir alle Fy € Fp)

e N + 1 stetigen, an (F;)cT adaptierten Semimartingalen
SO, 8N Tx Q=R mit  S°(.,.) > 0 (Diskontierungsprozess),
den sogenannten Preisprozessen.

Bemerkungen:

1. Bezeichnungen analog zum (zeitdiskreten) Mehrperiodenmarktmodell fiir ¢ € T und ¢ =
0,...,N:

Sy

2. Da P trivial auf Fy ist, ist der Startwert jedes Preisprozesses (und allgemein jedes an (F;)ier
adaptierten Prozesses) fast sicher konstant und damit auch fast sicher beschrankt.

3. Aufgrund der Stetigkeit sind die Preisprozesse vorhersagbar und damit progressiv messbar.

4. Ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell (T, (Q, F (Fer, ]P), SO Sl> mit zwei stetigen

Preisprozessen S° = (SP)ier und S' = (S})ser ist ein Black-Scholes-Modell <T, <Q, F,

IP), S0, Sl> gemal Definition falls

e T=1[0,T] mit T >0,
e SP=e" (teT)mitr >0 und

o2
o Sl =s0-et.eWt=Ft (t € T) mitsp>0,u€Rund o >0
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ist, wobei (W3)ier ein Wienerprozess beziiglich (Q,}", (]-"t)teqr,IP) ist. Der Prozess S°
ist dabei stetig und aufgrund der Monotonie von beschrinkter Variation (und somit ein

Semimartingal). Der Prozess S! lisst sich darstellen als Produkt

2

S =V, M, mit Vii=sp-e" und M, =W TE

wobei V' = (V})ier ein stetiger Prozess von beschrankter Variation und M = (My)ier ein
stetiges Martingal ist (siehe Lemma . Fiir das Produkt dieser beiden Prozesse ergibt sich
gemall Satz (verallgemeinerte I1to-Doeblin-Formel) und der daraus abgeleiteten Regel
der partiellen Integration die Semimartingaldarstellung von S' mittels

St = so+/Msts+/V5dMs

¢ ¢
= so+/e"w‘*_2 s0 - e“ +/ et d ”W“_Ts) (4.4)
0 0

(t € T) bzw. — in der differentiellen Schreibweise —

ds}! = M;dV; + V; dM;.

Aus (3.14) und (3.15)) ist bereits bekannt, dass S' auRerdem die Darstellung

S = so+u-/5;ds+a-/5;dws

t t
= So+ uso - /e“se”WS_2Sds +0osp - /e“5e0W3_25 dW, (4.5)
0 0

(t € T) bzw. als stochastische Differentialgleichung
ds} = pSidt+oSHdW;, teT,

besitzt. Aufgrund der fast sicheren Eindeutigkeit der Semimartingaldarstellung stimmen die

in (4.4) und (4.5) auftretenden Integralprozesse iiberein: Fiir ein Riemann-Stieltjes-Integral
gilt

t t
/Ofdg = /Of(s)g'(s)ds, dh. formal dg = gdt  (,¥ =g") (4.6)
und somit in (4.4)
d(so-e"s> = pusg-et®ds, seT,
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was zum ersten Integral in (4.5]) fiihrt. Fiir ein Ito-Integral beziiglich des Wienerprozesses W
ist gemaR der 1to-Doeblin-Formel formal

dg(t,W;) = <9t(t7 Wi) + 3 gaalt, Wt)>dt + g (t, Wy)dWy, teT,
also in (4.4)

d<e”W5_73) = gV T AW, seT,
woraus sich das zweite Integral in (4.5) ergibt.

Das Modell I&sst sich auch auf cadlag Semimartingale verallgemeinern (cadlag — fast sicher
rechsseitig stetig mit existierenden linksseitigen Limites). Damit kdnnen auch Sprungprozesse
wie z.B. der Poisson-Prozess in das Modell integriert werden. Die mathematische Handhabung

ist dann allerdings entsprechend aufwandiger.

Bezeichnungen fiir diskontierte Preisprozesse analog zum (zeitdiskreten) Mehrperioden-
marktmodell fiir ¢ € T und i =0,...,N:

| S
S .
‘Sl = @a ‘St =
Sy
Insbesondere ist S° = 1.
Die diskontierten Preisprozesse S°, ..., SV sind ebenfalls stetige Semimartingale: Zunichst
ist der Prozess 5= |9 ein stetiges Semimartingal, denn gemiR der verallgemei-
t

nerten [to-Doeblin-Formel ﬁjrt(esq'zetige) Semimartingale sind Transformationen mittels
zweimal stetig differenzierbarer Funktionen h : R — R wiederum (stetige) Semimartingale.
Der genannte Satz muss allerdings dahingehend verallgemeinert werden, dass er auch fiir
Funktionen h : U — R, wobei U C R eine offene Menge ist, gilt, da die hier betrach-
tete Funktion h : s — 1 lediglich auf (0,00) definiert ist.E| Es ergibt sich in differentieller
Schreibweise fiir t € T

d<81g> - dh(s,?)

% (5?) as? + % B (Sg)d [SOL

= (s st + (s7) - d[SOL.

2siehe Wolfgang Hackenbroch und Anton Thalmaier, Stochastische Analysis: Eine Einfithrung in die Theorie der

stetigen Semimartingale, Teubner Verlag, 1994
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Gem3R der mehrdimensionalen [to-Doeblin-Formel ist das Produkt zweier (stetiger)
Semimartingale wieder ein (stetiges) Semimartingal, und es ergibt sich gemaR (D.34) fiir
i=1,...,NundteT

i i 1 i 1 Lo .
dsi = d(St-S?> - Std<S?> +S?d5t+d[S,SOL.
4.3.1 Handelsstrategie und Arbitrage

In Analogie zum (zeitdiskreten) Mehrperioden-Marktmodell (Definition und folgende) und zum
Black-Scholes-Modell (Definition und folgende) ergeben sich folgende Begriffe im allgemeinen
zeitstetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen:

Definition 4.2 Gegeben sei ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preisprozessen

(T, (Q,J—“, (Fi)eer, IP), SO 5N>. .

e Dann heiBt eine F;-messbare RN+ -wertige ZufallsgréBe H = : ein Portfolio z.
HN
Ztpkt. t € T sowie

N
ViH) := H-S; = Y H'-S
=0

der Wert des Portfolios H z. Ztpkt. t € T.

adaptierter RN 11 -wertiger stochastischer Prozess H = <H t) heilt eine

e Einan <.7-"t>
teT teT

Handelsstrategie sowie

v - ()

der Wertprozess der Handelsstrategie H .
Bemerkungen:
1. Die dazugehdrigen diskontierten Werte bzw. Wertprozesse sind

V.(H) :=

( ) teT

2. An eine Handelsstrategie wurde in der vorgenommenen Definition lediglich die Voraussetzung
der Adaptiertheit gestellt. Da fiir den wichtigen Begriff der selbstfinanzierenden Handelss-
trategie jedoch die Integrierbarkeit beziiglich der Preisprozesse bendtigt wird, werden im
Folgenden diejenigen Handelsstrategien als zuldssig bezeichnet, fiir die die entsprechenden

Integrale gebildet werden kénnen:
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Hy
Definition 4.3 Eine Handelsstrategie H = <Ht> T mit H; = : in einem allgemeinen
te
Y
zeitstetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen S°, ..., SN heilt zulissig, wenn die Integrale
¢ ¢
/ H!AS: und / H!dS" (4.7)
0 0
fiir allet € T und1=0,...,N existieren.
Bemerkungen:
1. Die Bedingungen, die an die einzelnen Komponenten (H?) SRR (HtN> T einer Han-
te te

delsstrategie gestellt werden miissen, um jeweils die Integrierbarkeit zu sichern, kdnnen — je
nach Gestalt der dazugehdrigen Preisprozesse SO, ..., SV bzw. diskontierten Preisprozesse

— recht unterschiedlich sein.

2. Insbesondere ist die Stetigkeit einer Handelsstrategie hinreichend fiir die Existenz der Integrale
beziiglich beliebiger stetiger Preisprozesse (siche Anhang [D.6]). Aufgrund des fast sicheren
konstanten Startwertes (IP ist trivial auf ) sind solche Handelsstrategien — analog zu den
Betrachtungen in Satz[D.29] - lokal beschrinkt und somit L?-Prozesse.

3. Ist ein (stetiger) Preisprozess S = (Si)ieT ein lokales Martingal, so sind gemal (D.23)
diejenigen Prozesse H = (Hy)er beziiglich S integrierbar, die vorhersagbar sind und fiir die

t
/Hsd[S]s <oo fs. firalleteT
0

gilt.

4. Bei Ito-Integralen kénnen im Fall stetiger Integratoren sogar progressiv messbare anstatt
vorhersagbare Integranden betrachtet werden. Der Begriff der zuldssigen Handelsstrategie
im Black-Scholes-Modell (siehe Definition [3.22) ergibt sich dann als Spezialfall der hier vor-

genommenen allgemeineren Definition.

5. Die im Black-Scholes-Modell erfolgte Definition einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie
(siehe Definition [3.23)) kann nun auf das vorliegende Modell verallgemeinert werden:
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Hy
Definition 4.4 Eine zulissige Handelsstrategie H = (H t) T mit H; = : im allgemei-
te
o

nen zeitstetigen Marktmodell heilt selbstfinanzierend, wenn fiir deren Wertprozess V(H) =
(V}(HQ) T die folgende Gleichung fiirt € T gilt:
te

Vi (H,) = Vi (Ho) +Z/H’d5’ (4.8)
i= 00

Bemerkungen:

1. Wie bisher besagt die Eigenschaft der Selbstfinanzierung, dass simtliche Wertanderungen
einer Handelsstrategie ausschlieBlich auf Anderungen der Preisprozesse (,dS%") zuriickzu-
fiihren sind und Anderungen der Handelsstrategie (,Portfolioumschichtungen”) ,wertneutral”,

d.h. ohne Zu- oder Abfliisse externer ,Geldmengen”, erfolgen.

2. Differentielle Schreibweise von (4.8)):
dv; (H;) ZthSt = H;-dS,

(man beachte die formale Ahnlichkeit dieser Schreibweise zur Beziehung V; (H;) = H;- Sy).

3. Das folgende Lemma besagt, dass die Eigenschaft der Selbstfinanzierung auch iiber die dis-
kontierten Preisprozesse charakterisiert werden kann:

Lemma 4.5 Eine zulissige Handelsstrategie H = (H t) T im allgemeinen zeitstetigen Markt-
te

modell ist genau dann selbstfinanzierend, wenn fiir deren diskontierten Wertprozess V(H) =
(l/t(H t))t T die folgende Gleichung fiir t € T gilt:
€

N t
V,(Hy) = V,( Z/Hldsl (4.9)
=17

(Ohne Beweis)

Bemerkungen:

1. Die Summe in (4.9) beginnt erst mit ¢ = 1 und nicht mit ¢ = 0 wie in (4.8)). Bei der Ver-
wendung diskontierter Preisprozesse stimmt tatsichlich die bei i = 1 beginnende Summe

t
mit der bei i = 0 beginnenden Summe iiberein, da S° = 1 und somit ng dﬁg = 0 ist.
0
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Beim Ubergang zur diskontierten Betrachtung brauchen somit lediglich verkiirzte Handelss-
trategien bzw. Portfolios (d.h. Handesstrategien bzw. Portfolios ohne die nullte Komponente)
untersucht zu werden — analog zur Vorgehensweise im (zeitdiskreten) Mehrperiodenmarkt-

modell.

2. Dieses Lemma ist auch als ,,Numéraire Invarianz Theorem" bekannt, da es aulerdem be-
sagt, dass die Eigenschaft der Selbstfinanzierung unabhingig von der speziellen Wahl des Dis-
kontierungsprozesses erhalten bleibt. Insbesondere besitzen Marktmodelle, die sich lediglich
in ihren Diskontierungsprozessen voneinander unterscheiden, dieselben selbstfinanzierenden
Handelsstrategien (auf der Menge der fiir alle betrachteten Marktmodelle zulissigen Han-
delsstrategien, die sich wegen im Hinblick auf die Menge der Handelsstrategien, die
beziiglich der diskontierten Preisprozesse integrierbar sind, unterscheiden kdénnen).

3. Differentielle Notation: dV; (H;) = H;-dS; <~ dv, (Hy) =H,;-dS;

4. In Analogie zu Definition im zeitdiskreten Mehrperiodenmarktmodell und zu Definition
im Black-Scholes-Modell wird nun die Arbitrage und die Arbitragefreiheit definiert, wobei
hier und im Folgenden der Handelszeitraum T als beschrankt, d.h. T = [0, T], angenommen

wird:

Definition 4.6 Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (H t) heiBt eine Arbitrage in
teT
einem allgemeinen zeitstetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen und beschrinktem Han-

delszeitraum T = [0,T), wenn fiir deren Wertprozess V(H) = (Vt(H t)) T die folgenden Bedin-
te
gungen gelten:

1. Vo(Hp) <0
2. VT(HT) > 0 P-fs.
3. IP(VT(HT) > 0) >0

Ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preisprozessen und beschranktem Handels-
zeitraum heilt arbitragefrei, falls in ihm keine Arbitrage existiert.

Bemerkungen:

1. Eine Arbitrage fiir einen unbeschrankten Handelszeitraum T = [0, co) kann auf unterschiedli-
che Art und Weise definiert werden: Zum einem kdnnte die Existenz eines (von der jeweiligen
Handelsstrategie H abhingigen) Zeitpunkts T > 0 gefordert werden, so dass die obigen Be-
dingungen 2. und 3. erfiillt sindE] Zum anderen konnte als zusatzliche Bedingung die fast

3siehe Steven E. Shreve, Stochastic Calculus for Finance Il: Continuous-Time Models, Springer Verlag, 2004
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sichere Existenz von Voo (H ) = tllglo Vi(H}) verlangt werden, fiir das dann obige Be-
dingungen 2. und 3. erfiillt sein sollenf] Die iiberwiegende Anzahl der Autoren behandelt
jedoch ausschlieRlich den Fall eines beschrankten Handelszeitraums. Es sei darauf hingewie-
sen, dass insbesondere die Definition einer lokalisierenden Folge (siehe Definition , die
beispielsweise fiir ein lokales Martingal verwendet wird, entscheidend davon abhangt, ob der

Handelszeitraum beschrinkt oder unbeschrankt ist.
2. In der Literatur wird hiufig die Bedingung 1. durch
1b. Vo(Ho) =0

ersetzt. Dies stellt zwar eine Einschrankung derjenigen Handelsstrategien, die eine Arbitrage
sind, dar, ldsst aber die Eigenschaft des Modells, arbitragefrei zu sein, unberiihrt, da aufgrund
des streng positiven Diskontierungsprozesses sich zu jeder Arbitrage, die Bedingung 1. erfiillt,
eine Arbitrage finden lasst, die Bedingung 1b. erfiillt (siehe dazu auch Lemma [2.9): Sei
namlich H eine Arbitrage gemiR Definition mit Vo(Hy) < 0. Dann ist

Vo(H))

H = —
S0

wegen S > 0 eine positive, Fo-messbare ZufallsgroRe, fiir die

Vo(Ho)+H-S) = 0

gilt. Dann ist aber die HandelsstrategieI?: <1EI) T mit H, = |, definiert durch
te

y HY+H firi=0
H; = . (teT)
Hi firi=1,... N

wegen
ViH;) = Vi(Hy) +H- S = Vi(Hy) — Vo(Ho)
eine Arbitrage mit Vo(Ho) = 0 und V(H7) > 0 P-fs..

3. Wie im (zeitdiskreten) Mehrperiodenmarktmodell sind die Arbitrage-Bedingungen in Defini-
tion aquivalent zu den entsprechenden Bedingungen unter Verwendung der diskontierten
Werten

V. (Hy) <0, V,(Hr)>0 P-fs und ]P(yT(HT) >0) >0,

“siehe Freddy Delbaen und Walter Schachermayer, The Mathematics of Arbitrage, Springer Verlag, 2nd Printing
2008
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4.3.2 Martingalmall und lokales Martingalmal}

Im (zeitdiskreten) Mehrperiodenmarktmodell war die Arbitragefreiheit dquivalent zur Existenz ei-
nes dquivalenten MartingalmaRes (1. Fundamentalsatz [2.47)), wobei der Begriff des ,dquivalenten
MartingalmaBes” im allgemeinen zeitstetigen Marktmodell noch zu definieren ist. Dieses dquiva-
lente Martingalmall (in einem arbitragefreien zeitdiskreten Modell) konnte dann zur Bestimmung
eines ,fairen Preises” verwendet werden (,Law of One Price" . Im zeitstetigen Fall zeigt sich
bereits fiir das Black-Scholes-Modell, dass dieses beziiglich selbstfinanzierender Handelsstrategien
nicht arbitragefrei ist (Lemma . Demnach ist fiir das allgemeine zeitstetige Marktmodell auch
keine solch vergleichsweise einfache Aussage wie fiir das zeitdiskrete Mehrperiodenmarktmodell zu
erwarten. Zundchst werden jedoch — analog zu Definition und Definition — fiir das hier
betrachtete allgemeine zeitstetige Marktmodell die Begriffe des dquivalenten MartingalmalBes sowie

des dquivalenten lokalen MartingalmaRes eingefiihrt:

Definition 4.7 Gegeben sei ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preisprozessen
<T, (Q,]—", (ft)te']r,lp), SO, SN>. Ein Wahrscheinlichkeitsmal Q auf (Q,}") heilt aqui-
valentes Martingalmal bzw. dquivalentes lokales Martingalmak in diesem Modell, falls es
folgende Eigenschaften besitzt:

1. Q ist dquivalent zu P, d.h., Q und P besitzen dieselben Nullmengen.

2. Der RN*1_wertige diskontierte Preisvektorprozess (5 t) T ist ein Q-Martingal, d.h.
te

( |F) EO Q-fs. firalles<t, s,teT, ic{0,...,N},

bzw. ein lokales Q-Martingal , d.h., es gibt eine lokalisierende Folge (7y,)neN, so dass die bei

Tn
Tn, gestoppten diskontierten Preisvektorprozesse <(§ t) T) fiir alle n € IN Q-Martingale
te

sind.

Bemerkung: Falls in einem allgemeinen zeitstetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen ein

dquivalentes lokales Martingalmall Q existiert, so ergibt sich daraus — unter der Voraussetzung
t .

H' := (H})er € £2 1, d.h. H' vorhersagbar und Q | [(H!)2d[S%]s < oo | = 1fiirallet € T und
0

i=1,...,N, siehe (D.23)) — wegen Satz und der Vektorraum-Eigenschaft der lokalen
Martingale, dass jeder diskontierte Wertprozess V (H) einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie
H ein lokales Martingal ist. Sollte Q ein ,echtes" (d.h. nicht nur lokales) MartingalmaR sein,
ergibt sich daraus trotz Satz[D.16] allerdings nicht, dass jeder diskontierte Wertprozess ein ,.echtes"”
Martingal ist: Dies wire lediglich dann der Fall, wenn fiir die Komponenten H' = (H})ser, - ..,
HYN = (HN);er der Handelsstrategie H

H'ely (i=1,...,N)
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gelten wiirde. Fiir den allgemeineren Fall

H'e L™ (i=1,...,N)

t .

wird das Integral [H! dS’ firt € Tund i =1,..., N gemdR Definition |D.26| wie fiir ein lokales
0

Martingal gebildet, so dass in diesem Fall Satz .fur lokale Martingale™ angewendet werden

muss. Selbst im Black-Scholes-Modell ist demnach der diskontierte Wertprozess lediglich ein lokales
Martingal (siehe Bemerkung zu Lemma und kein Martingal, was zur Existenz von Arbitragen
fuhrt (fir die Arbitragefreiheit eines Modells ist die Supermartingal-Eigenschaft der relevanten
diskontierten Wertprozesse hinreichend, siehe Satz [3.28)). Die folgende Definition und der darauf
folgende Satz sind unmittelbare Verallgemeinerungen von Definition und Satz [3.28]im Black-
Scholes-Modell.

Definition 4.8 Eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H = (H t) T im allgemeinen zeits-
te
tetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen heiBt reguldr, wenn es eine Q-integrierbare Zu-
fallsgroBe Y gibt, so dass fiir den diskontierten Wertprozess V(H ) = (l/t(H t)) T das Folgende
te
gilt:

V.(H)) > Y fiir alle t € T.
IstY = —8 mit 6 € R, so heift H §-regulir oder streng regulir.
Bemerkungen:

1. Jede streng reguldre Handelsstrategie ist reguldr. Jede d;-reguldre Handelsstrategie ist auch
do-regular fiir 6o < 07.

2. Diese Definition einer regularen Handelsstrategie ist konsistent mit derjenigen im Black-
Scholes-Modell, wo der undiskontierte Wertprozess betrachtet wurde, da im Black-Scholes-
Modell der Diskontierungsprozess deterministisch ist und somit ein diskontierter Wertprozess
genau dann regular ist, wenn dies auch fiir den undiskontierten Wertprozess gilt. Bei allge-

meinen Diskontierungsprozessen ist dies nicht immer der Fall.

Satz 4.9 Existiert in einem allgemeinen zeitstetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen und
beschranktem Handelszeitraum T = [0, T'] ein dquivalentes lokales Martingalma&, so ist das Modell

arbitragefrei beziiglich reguldrer Handelsstrategien.

Beweis: Gemal obiger Bemerkung sind bei Existenz eines dquivalenten lokalen Martingalmales die
diskontierten Wertprozesse von selbstfinanzierenden Handelsstrategien lokale Martingale (beziiglich
des dquivalenten lokalen MartingalmaRes), insbesondere also diejenigen von reguldren Handelsstra-
tegien. GemaR Lemma sind reguldre Handelsstrategien sogar Supermartingale beziiglich des
dquivalenten lokalen MartingalmaRes, da der diskontierte Wertprozess zum Zeitpunkt Null Q-fast
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sicher beschrankt und damit integrierbar ist. Die Aussage ergibt sich dann vdllig analog zum Beweis

von Satz [3.28

Bemerkungen:

1. Die Voraussetzung der Regularitat hatte dahingehend abgeschwicht werden kdnnen, dass die-
jenigen selbstfinanzierenden Handelsstrategien betrachtet werden, deren diskontierte Wert-

prozesse beziiglich des dquivalenten lokalen Martingalmales Supermartingale sind.

2. Beziiglich der Menge der selbstfinanzierenden Handelsstrategien mit beschranktem Wertpro-
zess ist wegen Lemma[D.23|jedes dquivalente lokale Martingalmal ein (echtes) MartingalmaR.

3. Die Umkehrung von Satz kann unter scharferen Voraussetzungen an die Handelsstrate-
gien (streng regular) und einer schwicheren Arbitrageforderung (,asymptotische Arbitrage”)
gezeigt werden (siehe spater Satz (4.12)).

4. Fiir eine spezielle Struktur des Diskontierungsprozesses S wird im folgenden Satz gezeigt,
dass die Existenz eines dquivalenten Martingalmales bzw. lokalen MartingalmalBes dquivalent
ist zu einer speziellen Struktur der Preisprozesse. Dazu ist allgemein zu bemerken, dass die
Martingal-Eigenschaft eines Prozesses (und damit sowohl die lokale Martingal-Eigenschaft als
auch die Semimartingal-Eigenschaft) von der speziellen Wahl des WahrscheinlichkeitsmaRes
IP abhangt. Es kann allerdings gezeigt werden, dass ein Semimartingal beziiglich IP auch ein

Semimartingal beziiglich eines zu IP dquivalenten MaRes Q ist.

Lemma 4.10 In einem allgemeinen zeitstetigen Marktmodell mit stetigen Preisprozessen <T,

(Q,]—", (]—"t)teqp,IP), SO, SN> sei der Diskontierungsprozess S° gegeben durch S? := "),
wobei r : T — R eine einmal stetig differenzierbare (deterministische) Funktion ist. Ein zu P
dquivalentes Wahrscheinlichkeitsmal Q ist genau dann ein dquivalentes Martingalmal bzw. lokales

MartingalmalR, falls sich alle Preisprozesse S°, ..., S™ in der Form
dsi = +'(t)-Sidt+dM;  (i=0,...,N, teT) (4.10)

darstellen lassen, wobei M* = (M})ier (i =0,...,N) ein stetiges Martingal bzw. stetiges lokales
Martingal beziiglich Q mit Startwert Null ist.

Beweis: Die Funktion ¢ € T + e~ "(®) € (0, 00) ist nach Voraussetzung stetig, so dass sie als Inte-
grand sowohl von Ito- als auch von stochastischen Riemann-Stieltjes-Integralen verwendet werden
kann. Fiir S? = ¢"(®) erhilt man aus der Regel der partiellen Integration fiir Semimartingale (D.34))
firte Tundi=0,...,N
t ¢
5= Sie T = gieO 4 / Sid (e*’““)) + / o) 45t + [sl, SO}
0 0

t.
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Da SY ein Prozess von beschrinkter Variation ist, ist der Kovariationsprozess <[Sl, SO} ) Null.
t

teT
Somit ergibt sich in differentieller Schreibweise

asi = sid(e7®) 4o s

—'(t) - e . Sl dt 4 e 457
Multiplikation" mit e"® fiihrt z
e’ dst = —/(t)- Sjdt +dS],
also
dsj = () Sjdt +e"® ds'. (4.11)

Sei nun Q ein dquivalentes (lokales) MartingalmaR, d.h. der stetige Prozess (5; . ist fiir alle

te
i=20,...,N ein (lokales) Martingal beziiglich Q. Dann ist auch gemaR Satz bzw. Satz
mit Bemerkungen

t

(er(t) dﬁi)teﬂr - /eT(S) dﬁi - <Mti)teqr Mi:o (thZ)teT

0 teT

ein stetiges (lokales) Martingal beziiglich Q mit Startwert Null und man erhélt die Richtung ,,—"
der obigen Aussage. Ist umgekehrt (Mg) T ein stetiges (lokales) Martingal mit Startwert Null
beziiglich eines zu P dquivalenten WahrscheinlichkeitsmaBes Q, so gilt wegen der Eindeutigkeit der
Semimartingaldarstellung und firi=0,...,NundtecT

t
dM; = "W ds!, also M| = / (9 ds’.
0

Aufgrund der Substitutionsregel ist dann

t

dsi = e"WdM}, also S = S+ / e " dpi,

0

und wegen Satz bzw. Satz ebenfalls ein (lokales) Martingal beziiglich Q.
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Bemerkungen:
1. Wegen SY = e st in |D dSY = r'(t) - SP dt und somit M = 0.

2. Dieses Lemma kann auf das Black-Scholes-Modell angewendet werden: Fiir den Diskontie-
rungsprozess SO gilt dort S = ™t mit r > 0, d.h. 7(t) = r -t sowie r'(t) = r. Be-
ziiglich des dortigen éiqu2iva|enten MartingalmaBes Q besitzt der Aktienpreisprozess S' mit
St = so- et . ei=Tt (wobei W = (Wi)ier ein Wienerprozess beziiglich P ist) die

differentielle Darstellung
ds! = r-Stdt+o-SHdw,
wobei W = (W,),er ein Wienerprozess beziiglich @ ist. Aufgrund der Stetigkeit von S ist
(o - S} dWy)ser ebenfalls ein stetiges Martingal mit Startwert Null.
4.3.3 Asymptotische Arbitrage und Vollstandigkeit

Die Umkehrung von Satz [4.9ist mit Hilfe folgender schwicheren Arbitragedefinition mdglich:

Definition 4.11 Eine Folge von selbstfinanzierenden Handelsstrategien

(k)) - ( (k) )
H - ((H
( keN ( ! >t€T keN

mit der dazugehérigen Folge von Wertprozessen

(V(H(k)))kem _ ((Vtuﬁri’%)t@r)keN

heilt eine asymptotische Arbitrage in einem allgemeinen zeitstetigen Marktmodell mit stetigen
Preisprozessen und beschrinktem Handelszeitraum T = [0, T|, wenn folgenden Bedingungen erfiillt

sind:

5Tatsichlich steht hinter der Multiplikation in der differentiellen Schreibweise die Substitutionsregel fiir Ito-
Integrale und stochastische Riemann-Stieltjes-Integrale (siche 2. Bemerkung zu Satz |D.27)):

dsi = —r'(t)-e"® . Sidt +e " dS;
t t
S-S = —/T/(s) ceT") LGl gs + /e—“‘” ds?

0 0
t t t

<~
m /er(s) ds’ /er(s) d <fr’(u) AR du) + /er<5) d <fer<“> dSﬁ)
0 0
0

0 0
t t t

sy /eT(S) dst = —/eT(S) r'(s)-e ") . Slds + /er<5) ce ) 48!
0 0 0
t t
— /e*(” s = —/r/(s) -Stds + Si — S¢
0 0
— erMdgl = —r/(t)- Sidt+dSi.

Durch , Multiplikation” mit e ") l3sst sich ebenso die Umkehrung zeigen.
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1 %(H(()k)) =0 fiir alle k € N
2. Es existiert eine nichtnegative ZufallsgréBe V* > 0 mit
P(V'>0) > 0

k) _

und eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen (5“”) mit lim 6 0, so dass

kelN k—oco
ve(HY) = ve—s® s
fiir alle k € IN gilt.

Ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preisprozessen und beschranktem Handels-
zeitraum heillt asymptotisch arbitragefrei, falls in ihm keine asymptotische Arbitrage existiert.

Bemerkungen:

1. Der Begriff ,,asymptotische Arbitrage” wird in der Literatur mit teilweise abweichender Be-

deutung verwendet.

2. Jede Arbitrage H = (Ht> T mit V0<HQ> = 0 ist eine asymptotische Arbitrage (mit
te

H"Y = H und 6® = 0 fir alle k € N sowie V* = 0). Somit ist jedes asymptotisch

arbitragefreie Marktmodell arbitragefrei. Dabei ist der Begriff ,,asymptotisch arbitragefrei” im
Sinn von ,frei von asymptotischen Arbitragen” zu verstehen.

3. Werden lediglich streng reguldre Handelsstrategien betrachtet, entspricht die asymptotische
Arbitragefreiheit der in der Literatur verwendeten sogenannten NFLVR-Bedingung (,No Free
Lunch with Vanishing Risk“), die — wie auch der folgende Fundamentalsatz — auf Arbeiten
von Freddy Delbaen (ETH Ziirich) und Walter Schachermayer (Universitait Wien) aus den
90er Jahren zuriickgeht.

Satz 4.12 (1. Fundamentalsatz) Ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell mit stetigen Preis-
prozessen und beschrinktem Handelszeitraum ist genau dann asymptotisch arbitragefrei beziiglich
streng reguldrer Handelsstrategien, wenn ein dquivalentes lokales MartingalmaP existiert.

(Ohne Beweis)
Bemerkungen:

1. Sind die Preisprozesse aulerdem noch beschrinkt, ist die asymptotische Arbitragefreiheit be-
ziiglich streng regularer Handelsstrategien dquivalent zur Existenz eines dquivalenten (echten)

Martingalmales.

2. Als nachtes ist die Bestimmung eines ,fairen Preises” fiir ein Auszahlungsprofil (,,contingent

claim®) von Interesse. Die entsprechenden Begriffe werden im Folgenden eingefiihrt.
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Definition 4.13 Gegeben sei ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell (']P, (Q,}", (}"t)teqp,IP),

SO ..., 8N ) mit stetigen Preisprozessen und beschrinktem Handelszeitraum T = [0, T].

e Eine ZufallsgréBe C' auf (Q, F, ]P) heilt Europaisches Auszahlungsprofil. Ist C messbar
beziiglich Fr, so heilt sie Derivat.

e Die dazugehérige ZufallsgroBe

= O
= 55)—1
heit diskontiertes Europdisches Auszahlungsprofil.
e Ein Europdisches Auszahlungsprofil C' heilit replizierbar, falls eine selbstfinanzierende Han-
delsstrategie H = (H t) T existiert, so dass
te
VT(HT) = C IP-f:S. (4.12)
gilt. Eine solche Handelsstrategie heilt replizierende Handelsstrategie.

e Das Marktmodell heilt vollstindig, wenn jedes Europdische Auszahlungsprofil replizierbar

ist.
Bemerkungen:
1. Eigenschaft (4.12)) ist gleichbedeutend mit
V.(Hr)=C Pfs..

2. Diese Definition ist konsistent mit Definition im (zeitdiskreten) Mehrperiodenmodell.
Die im Black-Scholes-Modell zusitzlich vorausgesetzte Integrierbarkeit beziiglich des dqui-
valenten MartingalmaRes (Definition [3.10) wird hier nicht verlangt, da die Existenz eines
Martingalmalles im betrachteten allgemeinen Marktmodell nicht vorausgesetzt wurde.

3. Der gesuchte ,faire Preis” eines Auszahlungsprofils ldsst sich im (zeitdiskreten) Mehrperi-

odenmodell als eindeutiger Erwartungswert beziiglich eines dquivalenten Martingalmales be-
stimmen (siehe Satz[2.52], Law of One Price"). Voraussetzungen im zeitdiskreten Modell sind
dabei die Arbitragefreiheit sowie Integrierbarkeitsbedingungen (,strenge Replizierbarkeit™) an
die replizierenden Handelsstrategien. Diese beiden Voraussetzungen sorgen dafiir, dass der
diskontierte Wertprozess einer replizierenden Handelsstrategie ein Martingal beziiglich des
iquivalenten MartingalmaRes ist (siche Lemma [2.51)). Im zeitdiskreten Modell ist die Arbi-
tragefreiheit dquivalent zur Existenz eines dquivalenten Martingalmales, was im zeitstetigen
Modell nicht der Fall ist. Die Existenz eines dquivalenten (lokalen) MartingalmaRes Q sowie
die Q-Martingaleigenschaft des Wertprozesses der replizierenden Handelsstrategie miissen

hier explizit gefordert werden.
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Satz 4.14 (,Law of One Price") Gegeben sei ein allgemeines zeitstetiges Marktmodell <']P, (Q,

F, (Fi)teT, IP), SO0 ..., SN > mit stetigen Preisprozessen und beschrinktem Handelszeitraum

T = [0,T], fiir das ein dquivalentes lokales Martingalmal @Q existiert, sowie ein replizierbares

Européisches Auszahlungsprofil C' mit der replizierenden Handelsstrategie H = (H t) T Ist der
te

dazugehdrige diskontierte Wertprozess V(H) = <l/t(H t)) T ein Q-Martingal, so gilt:
te
1. Das diskontierte Europdische Auszahlungsprofil C' ist Q-integrierbar und

Vi(H,) = S° EQ (Q|]—"t> fs. firallet e T.

Bezeichnung: c,(C) := E® (VO(H 0)) (,,Preis des Europaischen Auszahlungsprofils C'*)

2. Unabhéngig von der speziellen Wahl eines dquivalenten lokalen Martingalmales Q, fiir das
V(H) ein Martingal ist, gilt

«(C) = EQ(s0) - EQ(C).
3. Das um den Prozess SN*! .= H erweiterte allgemeine zeitstetige Marktmodell

<T7 <Q7]:3 (]:t)teTa]P)ysoa cee 7SN,SN+1>

ist beziiglich regularer Handelsstrategien arbitragefrei.

Beweis: Zu 1.: Da <Yt(Ht)) T ein Q-Martingal ist, ist V,(H¢) Q-integrierbar fir alle ¢ € T,
te
und es gilt

EQ (yT(HT) | ft> — V(H,) fs. firalleteT.

Aus V..(H7) = C Q-fs. ergibt sich dann direkt die Aussage.

Zu 2.: Aufgrund der Martingaleigenschaft des diskontierten Wertprozesses stimmen die Erwartungs-
werte fiir jedes ,MartingalmaR" iiberein.

Zu 3.: Da das betrachtete WahrscheinlichkeitsmaB @ auch fiir den neu hinzugenommenen Preispro-
zess SVF1 ein dquivalentes lokales MartingalmaR ist, ergibt sich die Aussage aus Satz .

Bemerkungen:

1. Esverbleibt die Frage nach der Charakterisierung der Vollstandigkeit. Im (zeitdiskreten) Mehr-
periodenmodell war die Vollstandigkeit bei vorliegender Arbitragefreiheit gleichbedeutend mit
der Eindeutigkeit des dquivalenten MartingalmaRes (2. Fundamentalsatz [2.56)).
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. Fiir entsprechende Aussagen im allgemeinen zeitstetigen Marktmodell sind Einschrankun-

gen an das Modell bzw. die zu replizierenden Europaischen Auszahlungsprofile erforderlich.

Grundlagen hierfiir sind in den meisten Fallen sogenannte Martingaldarstellungssatze.

Da beispielsweise im Black-Scholes-Modell die Stochastik auf dem Wienerprozess beruht, der
ein L2-Prozess ist, sind dort alle quadratisch integrierbaren Derivate replizierbar (siehe Satz
330).

In einem zeitstetigen Marktmodell mit nichtnegativen Preisprozessen ist die Vollstindigkeit
beziiglich beschridnkter Derivate dquivalent zur Eindeutigkeit des dquivalenten lokalen Mar-

tingalmales.

In allgemeineren Modellen muss das Konzept der dquivalenten lokalen MartingalmaRe auf
dasjenige der sogenannten aquivalenten o-Martingalmalle erweitert werden: In einem all-
gemeinen zeitstetigen Marktmodell ist die Vollstindigkeit beziiglich beschriankter Derivate

aquivalent zur Eindeutigkeit des dquivalenten o-Martingalmales.
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Anhang A

Anhang zur klassischen

Finanzmathematik

A.1 Zinsberechnungsmethoden (Day Count Conventions)

e Zweck: Berechnung von Datumsdifferenzen als Jahresbruchteile (insbesondere im Zusam-
menhang mit Zinsrechnung)

e Andere Bezeichnungen: Zinsmethode, Zinsusance (day count fraction, day count basis, day
count method)

o Es existieren verschiedene teilweise historisch gewachsene Konventionen. Eine Standardisie-

rung (auch der Notationen) ist noch nicht erfolgt.

Definition A.1 Ein Datum ist ein Tripel natiirlicher Zahlen (d,m,y) C IN® mit genau einer der
folgenden Eigenschaften:

1. (d,m) € {1,...,30} x {4,6,9,11}
2. (d,m) € {1,...,31} x {1,3,5,7,8,10, 12}

3. (d,m) € {1,...,28} x {2}

4 ((d,m):(29,2)) A <(4ooyy) v ((4\y) A ﬁ(100!y))>

Die Menge aller Daten werde mit D bezeichnet. Fiir das Tripel (d,m,y) heilt d Tag, m Monat
und y Jahr.

Bemerkungen: (d1,m1, 1), (da, ma, 1) € D :

o (di,mi,y1) = (da,ma,y2) <= di=dy N mi=ma A y1 =1y
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hd (dlamlvyl) = (d27m27y2) < (yl <y2)
v ((yl =y2) A (m1 < m2))

v () = ra) A < )

o (di,m1,y1) < (d2,ma2,y2) <= ((d1>m17y1) = (dz,m2,y2))
A ((dhml,yl) #* (d2,m2,y2))

e Die Menge D ist wohlgeordnet, d.h., jede nichtleere Teilmenge von D besitzt beziiglich ,, <"
ein kleinstes Element. Insbesondere besitzt jedes Element aus D einen Nachfolger und (bis
auf (1,1,1)) einen Vorginger. Der Nachfolger von (d, m,y) € D werde mit (d, m,y)", der
Vorganger mit (d, m,y)~ bezeichnet (fiir (d,m,y) > (1,1,1)).

Ubungsaufgabe: Uberpriifen Sie, welche der folgenden Eigenschaften die obigen Relationen ,, <"
bzw. , <" besitzen: Reflexivitat, Irreflexivitat, Transitivitdt, Drittengleichheit, Symmetrie, Antisym-

metrie, Asymmetrie, Linearitdt, Konnexitdt, Trichotomie.

Definition A.2 Es sei Dy := {(z,y) € D? | * < y} die Menge aller Datumspaare, bei denen
das zweite Datum nicht kleiner als das erste ist. Eine Zinsberechnungsmethode (day count
convention) ist eine Funktion § : Do — Ro4 mit den Eigenschaften

1. §(z,xz) =0, ze€D,
2. 6(z,y) <oz, 2) +d(2,y), (x,y),(x,2),(2,y) € Da.
Bemerkung: Die Eigenschaft
z,y) =0 = xz=y, (x,y)€ Do, (A1)

wird nicht gefordert. Tatsachlich besitzen viele in der Praxis verwendeten Zinsberechnungsmethoden

diese Eigenschaft nicht. Somit ist die Verallgemeinerung 6* : D x D — Ro, von § auf D? mit

iz, fir z <
Flay) = OO TS )
d(y,x) sonst

keine Metrik, sondern lediglich eine Semimetrik (bzw. Pseudometrik) auf D.

A.1.1 30/360-Methoden
e Annahme: Jeder Monat hat 30 Tage und das gesamte Jahr 360 Tage.
e Historisch bedingte Methode zur Vereinfachung von Rechnungen

e Es gibt mehrere Varianten von 30/360-Methoden, die sich hinsichtlich der Behandlung der
Monate mit 31 Tagen und des 28. und 29. Februars unterscheiden (siehe Tabelle [A.1)).
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& & s
Bezeichnung i dd’{ 41 fiir dy = 31 und fir (di,m1,y1)" = fiir (dg, mo,y2)™ =
r =
=g <a0 >0 <1,3,y1>] <29,2,y1> (13.) | (20,2
30/360 [} d dy d ds
30E/360
30 30 d d
Eurobond 1 2
30E+/360 30 ds d ds
30E/360 20 % 20 .
[talian
30E/360
d
ISDA Typ 1] 30 30 30 ‘ 1 30
30E/360
d d
ISDA Typ Il 30 30 30‘ 1 2
30U/360
30 dy | 30 d d
US Typ | 2 1 2
30U/360
30 dy | 30 30 | d 30% | d
US Typ I 2 ‘ 1 2

* falls zusatzlich noch (dy,m1,31)" = (1,3, 1) gilt, ansonsten d5 = dy

Tabelle A.1: Ubersicht iiber gebriuchliche 30/360-Methoden (die Verwendung der Bezeichnungen
erfolgt nicht einheitlich)

Definition A.3 Eine 30/360-Methode ¢ : Dy — Roy ist eine Zinsberechnungsmethode der

Form

Mo —m ds — df
2 1 + 2 1

6<(d1,m17y1)7(d2’m2’y2)> = un 12 360

((d17m1>y1)7(d27m2>y2)) € Dy, wobei

di = di(di,m1,;n) € {1,...,31} und

!Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass (d1,m1,1) der letzte Februartag ist, d.h. di = 29 fiir ein
Schaltjahr, ansonsten d; = 28.

?Diese Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass (di,m1,%1) der 28. Februar in einem Schaltjahr ist, d.h. der
vorletzte Februartag.

3auch bekannt als ,deutsche kaufmannische Zinsmethode"

“Dies ist gleichbedeutend mit der Ersetzung durch den folgenden Monatsersten, wie in manchen Beschreibungen
angegeben.

5ISDA -, International Swaps and Derivatives Association Inc."
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dy = d§<(d1,m1,y1)a(d27m2,y2)) e {1,...,31}

folgende Eigenschaften besitzen:

& = dy fir (dy <31) A ((dl,m1)¢{28,29}><{2}) und
& = do fiir <d2<31) A ((dg,m2)§é{28,29}><{2}>
Ubungsaufgaben:

1. Finden Sie Beispiele, bei denen obige 30/360-Zinsberechnungsmethoden zu unterschiedlichen

Ergebnissen fiihren.

2. Untersuchen Sie, welche der obigen 30/360-Methoden die Eigenschaft (A.1)) besitzen und

welche nicht.

A.1.2 Actual-Methoden

e Actual-Methoden basieren auf taggenauen Berechnungen von Datumsdifferenzen.

e Es gibt mehrere Varianten von Actual-Methoden, die sich u.a. hinsichtlich der Bezugsgrole
(Kalendertage pro Jahr) unterscheiden (siehe Tabelle [A.2)).

e Bei einigen Actual-Methoden (z.B. ,Act/365L" und , Act/Act ICMA") treten als Zusatzpara-
meter noch die Anzahl der jahrlichen Zahlungstermine f € {1,2,3,4,6,12} eines Referenz-
produkts (coupon frequency, im Folgenden auch Anzahl von Referenzzahlungen genannt)
sowie ein ausgewahltes Datum (d,m,y) € D fiir diese Zahlungen (coupon payment date,
im Folgenden auch Referenzdatum genannt) auf E] f = 1 entspricht dabei einer jahrlichen
Zahlung, f = 2 einer halbjahrlichen, f = 4 einer vierteljdhrlichen usw.. Der zeitliche Abstand

. . _ 12
in Monaten zwischen den entsprechenden Referenzzahlungen ist dann —-.

Zunéachst wird eine Funktion benétigt, die die Differenz (in Tagen) zwischen zwei Daten angibt:

Definition A.4 Die Funktion A : Dy — INU {0}, definiert durch

A((1,1,1),(1,1,1)) = 0,
A((L1,1), (dm,y) = 1+A<(1,1,1),(d,m,y)’>, (d,m,y) = (1,1,1), und
A((dl,ml,yl),(dg,mg,yg)) = A((l,l,l),(dg,mg,yg))—A((l,l,l),(dl,ml,yl)),

(da, ma,y2) = (d1,m1,y1) > (1,1,1),

heiBt Tageszahler (day counter).

%Dies ist insbesondere wegen des Monatstages von Interesse.
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Bemerkungen:

1. Der Wert des Tageszahlers kann direkt iiber die Formel

A((1,1,1), (d,m,y))
= d+ LMQHJ +365 - + m - LgoJ + MéOJ —398 (A.2)

(m+12,y—1) firm=1,2

(m,y) sonst.

bestimmt werden. Diese Formel basiert auf der Gaul'schen Wochentagsformel und ihrer
Modifikation durch Zeller 1882 (auch bekannt als ,,Zellers Kongruenz“).ﬂ

Fiir allgemeine Daten (dg, ma,y2) = (d1,m1,y1) erhdlt man (mit analogen Bezeichnungen
mi, Ma, §1 und Ja anstatt my, ma, y1 and yo gemak (A.2))

A ((d1,ma, 1), (d2, ma2, y2))

153 - mo — 2 153 -m1 — 2
- o[22 =,

w0 (4] 4] - L3

2. Die umgekehrte Aufgabenstellung, d.h., das Ermitteln eines Datums (d,m,y) € DD anhand
eines gegebenen Werts des Tageszahlers A ((17 1,1),(d,m, y)) wird in Abschnitt be-
schrieben.

Definition A.5 Eine Actual-Methode 65 (4, : D2 — Ro+ mit den Parametern f € {1, 2, 3,
4, 6, 12} (coupon frequency) und (d, m,y) € D (coupon payment date) ist eine Zinsberechnungs-
methode der Form

6f,(d,m,y)((d17mlyyl)7(d27m27y2)> =
A ((d17 my, yl)) (Jl7 ml? gl))

ni

A ((CZ% ma, §2), (d2, m2, y2)>

+5<(d1,m1,y1)a(d2,m2,y2)> + - ;

8Siehe Abschnitt fiir Einzelheiten. Hierbei ist zu beachten, dass sdmtliche Formeln (und Wochentagsbe-
rechnungen) gem3R dem Gregorianischen Kalender| erfolgen, der friihestens am 15. Oktober 1582 eingefiihrt wurde

(auf Donnerstag, dem 4. Oktober 1582, folgte Freitag, der 15. Oktober 1582).
8,.]" ist die sogenannte Entier- oder GauRfunktion und bezeichnet die gréRte ganze Zahl, die kleiner oder gleich
dem Ausdruck in der Klammer ist (,Runden Richtung —o0"). Beispielsweise ist |—0.1] = —1.
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((dlamlayl)7 (d27m2>y2)) € Dy, mit

(di,m1,y1) = (di,71,71) = (da, g, 2) = (do,ma,y2),

ni,ne € {336,...,372} und

12.5 ¢ {0,1,...,(y27y1)-12+(m2—m1)+1}.

Die Ausdriicke (Jl, mi, 1), (Jg, ma, J2), N1, N2 sowie & kénnen dabei sowohl von (d1,m1,y1) und

(d2,m2,y2) als auch von den Parametern f und (d, m,y) abhidngen.

Bemerkungen:

1. Die Ausdriicke n1 und mno in obiger Definition stellen inhaltlich mégliche ,formale” Tage
pro Jahr dar. Dass hierbei nicht nur die Werte 365 und 366 auftreten, hingt damit zu-
sammen, dass bei manchen Berechnungsmethoden (z.B. ,Act/Act ICMA") diese ,formalen”
Tage pro Jahr als (tatsdchliche) Tage pro Berechnungseinheit (Halbjahr, Vierteljahr, Monat)
multipliziert mit der Anzahl der Berechnungseinheiten pro Jahr (der coupon frequency, also
1,2,3,4,6 oder 12) berechnet werden. Als ,Extremwerte” ergeben sich 12 - 28 = 336 bzw.
1231 = 372.

2. 12-6 gibt in manchen Actual-Methoden die Anzahl der ganzen Monate an, die im betrachteten
Zeitraum von (d1, m1,y1) bis (da, ma, y2) enthalten sind. Diese kann eine durch (dy, m1,y1)

und (dg, ma,y2) vorgegebene Obergrenze nicht liberschreiten.

3. Der Darstellung einer Actual-Methode als Summe dreier Summanden liegt die Tatsache
zugrunde, dass sich simtliche praxisrelevante Actual-Methoden in einen zeitlichen , Anfangs-“,
~Mittel-" und , Schlussteil” aufspalten lassen, die sich von der rechnerischen Behandlung her
unterscheiden konnen. Die Daten (Jl,ml,gl) bzw. (dz,mg,gz) geben dabei das zeitliche

Ende des Anfangsteils bzw. den zeitlichen Beginn des Schlussteils an.

Fiir die Angabe konkreter praxisrelevanter Actual-Methoden sind folgende Bezeichnungen hilfreich:
Definition A.6 Die tatsdchliche Anzahl Tage im Jahr y € IN werde mit
A, = A((l,l,y),(l,l,y+1)>
bezeichnet.
Bemerkung: Es gilt A, = 366, falls y ein Schaltjahr (leap year) ist, ansonsten A, = 365.

Da im Folgenden auch Daten eine Rolle spielen, die gegeniiber einem Referenzdatum um gan-
ze Monate verschoben sind (um beispielsweise Daten fiir weitere Referenzzahlungszeitpunkte zu

ermitteln), wird eine entsprechend geeignete Notation eingefiihrt:
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Definition A.7 Ein um k Monate, k € Z, verschobenes Datum werde mit
(d,m,y)®) = (d(k), mk), y(k)> eD, k > —<m +(y—1)- 12)7

bezeichnet. Dabei ist

m+k—1
m® = ((m—i—k—l mod 12)+1ﬂ

28 fiir (m*) =2) A de{29,30,31}> A (A, = 365)
29 fir (m® =2) A (de {30,31}) A (A, = 366)
30 fir (d=31) A (m(k) 6{4,6,9,11})

ISH
=
=
|
NN

d  sonst.

Bemerkung: Bezeichnet d einen Tag, der fir manche Monate nicht existiert (z.B. fiir manche
Falle mit d € {29,30,31}), so liefert (d,m,y)* in diesem Fall den letzten Tag des betreffenden
Monats, z.B. (30, 3,2009)(—1) = (28, 2,2009).

Wie in den Bemerkungen zu Definition bereits angesprochen, kann sich ,formal” die Anzahl
von Tagen im Jahr auch auf einen Referenzzeitraum (Halbjahr, Vierteljahr, Monat) beziehen und
entsprechend auf das Jahr ,hochgerechnet” werden. Eine entsprechend modifizierte Anzahl von
Tagen im Jahr wird durch folgende Definition bereitgestellt.

Definition A.8 Die auf eine Anzahl f von Referenzzahlungen pro Jahr und auf ein Re-
ferenz(end)datum (d,m,y) = (1,1 1)( ;) ,(d,m,y) € D, bezogene Anzahl Tage im Jahr y

werde mit
(-2
Af,(d,m,y) = f-A (d) m, y) e (d7 m, y)
bezeichnet.

Bemerkungen:
1. Fir Y cN gllt Ay = A17(1717y+1).
2. Fiir eine gegebene Anzahl f von Referenzzahlungen und ein gegebenes Referenzdatum

_l’_
(d,m,y) = (d,m,y)(%) heilt der Zeitraum (d,m,y)(_%), <(d,m,y)(_1f2)> s e

(d,m,y) Referenzperiode.

°,a mod b" gibt den ganzzahligen Rest der Division a/b zweier ganzer Zahlen a,b € Z, b # 0, an. Es gilt
a = {%J -b+ a mod b. Fiir ein positives b gilt stets a mod b > 0. Beispielsweise ist —1 mod 12 = 11, da
(—1) 12+ 11 = —1 ist.
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Ubungsaufgabe: Bestimmen Sie, welche Werte Ay amy fur f€{1,2,3,4,6,12} und (d,m,y)

€ D annehmen kann.

Bezeichnung || (di, 71, 91) n1 (da, 112, Ja) N9 5
Act /360 (da, ma, o) 360 - - -
ACt/365 (dg, mao, yg) 365 - - -
365 bzw.
Act/365L d - - -
/ min ( §d27 m27y2) (
Act/Act ur y1 = yo, max(0,
1.1 1 A A
ISDA b ), " (1,1,92) v Y2 — 1 — 1)
(d2)m27y2)> sonst
g1 = bzw.
1 16
Act/Act ngF 365 bzw. -
15 1= ma, 18 - - 2 — U1
AFB[H] PR 366 |19
bzw. 29
Act/Act A A vt
ICMA (d,m,y)( T f,(d1,m1,51) (d,m,y)( f,((iz,’rﬁg,gg)<%> n mo — M
12

Tabelle A.2: Ubersicht iiber gebriuchliche Actual-Methoden

Ubungsaufgaben:

1. Untersuchen Sie, welche Actual-Methoden unter welchen Bedingungen dieselben Ergebnisse

erzeugen (betrachten Sie in diesem Zusammenhang insbesondere , Act/Act ICMA" fir f = 1).
2. Untersuchen Sie, welche Actual-Methoden die Eigenschaft (A.1]) besitzen und welche nicht.

3. Untersuchen Sie anhand eines geeigneten Beispiels, inwieweit das Ergebnis der Methode
+Act/Act ICMA" von der Wahl der Parameter f und (d, m,y) abhangt.

4. Veranschaulichen Sie anhand geeigneter Beispiele die Unterschiede zwischen den drei
+Act/Act"-Methoden fiir f =1 und f = 2.
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A.1.3 Business-252-Methoden

e Bei Business-252-Methoden werden ausschlieRlich die Arbeitstage innerhalb eines Zeitraums
auf eine (feste) Anzahl von iblicherweise 252 Arbeitstagen bezogen.

e Arbeitstage sind Tage, die keine Wochenendtage oder Feiertage sind. Welche diese genau
sind, unterscheidet sich von Land zu Land (teilweise sogar von Region zu Region).

e Business-252-Methoden unterscheiden sich auch noch hinsichtlich der Behandlung des End-

0|5 diesem Fall wird formal (&g,mg,gg) = (d2,m2,y2) gesetzt, da dann A((dz,m27g2), (d27m27y2)) =0 gilt.
"Wenn A((Jz,mg,g2), (dg,mg,yg)) = 0 ist, kann ny beliebig gew3hlt werden.

Lentspricht § = 0
3Hier ist die Anzahl der Zahlungstermine f und das Referenzdatum (d, m,y) von Bedeutung (fiir letzteres sollte

ggl {(29, 2, g)} 7é @))

sinnvollerweise (d, m,y) = (dz2, m2,y2) gelten):

366 fiir ((f:l) A ({(dl,ml,y1)+,...,(d,m,y)}ﬂ

ny = vV ((f >1) A ((1,37y)7 = (29,2,3})))

365 sonst

Die Zahl 366 wird somit als Nenner gewahlt, wenn im Fall f = 1 (Referenzzahlung erfolgt jihrlich) ein 29. Februar
im Datumsbereich zwischen dem Anfangsdatum (di,m1,y1) und dem Referenzdatum (d,m,y) enthalten ist. Im
Fall f > 1 (Referenzzahlungen erfolgen mehrmals jahrlich) wird die Zahl 366 als Nenner gewahlt, wenn das Jahr y
des Referenzdatums (d, m,y) ein Schaltjahr ist.

14Zugrundeliegende Regel: Tage in Schaltjahren werden durch 366 dividiert, andere Tage durch 365.

1 AFB —, Association Francaise de Banques"

Zugrundeliegende Regel: Vollstindige Jahre zwischen Anfangs- und Enddatum werden — beginnend von hinten
mit dem Enddatum — ,herausgeschnitten”. Endet dann der verbleibende restliche Zeitraum (ausgehend vom An-

fangsdatum) auf dem 28. Februar eines Schaltjahres, wird stattdessen der 29. Februar gesetzt.

16g Y1 fiir (mg > m1) \Y ((m2 = ml) A (d2 > d1))
1=

y1+ 1 sonst
g )2 i >3 A ((d2yma, 51)* = (29,2,))

da  sonst
s 306 fir {(dn,mo, ) (i § 0 ({@0.20m o {@200}) # 0

ny =
365 sonst

Regel: Falls die zusammengefiigten Tage von Anfangs- und Endjahr einen 29. Februar enthalten, werden 366 Tage

genommen, ansonsten 365 Tage.
19|CMA -, International Capital Market Association"

Auch hier ist die Anzahl der Zahlungstermine f und das Referenzdatum (d, m, y) von Bedeutung: Zun&chst wird
das erste (ggf. verschobene) Referenzdatum (d,m,y)*1) ermittelt, das nicht vor dem Anfangsdatum (di,m1, 1)
liegt, dann das letzte Referenzdatum (d,m,y)*®), das nicht hinter dem Enddatum (da,mna,y2) liegt. Zwischen
beiden Daten wird mit ganzen Monaten gerechnet. Im Anfangsbereich (d.h. bis (d,m,y)*") wird mit der aus
der jeweiligen Referenzperiode abgeleiteten Anzahl an Jahrestagen gewichtet (siehe Definition , analog fiir den
Endbereich (d.h. ab (d,m,y)*2)). Dabei wird der erste Tag jeder Periode mitgezihlt, der letzte nicht.

Ok = %-min{k €EZ| (d,m,y)(k'%) = (dl,m1,y1)}, ko = %-max{k EZ | (d,m,y)(k‘%) = (dz,mz,yQ)}
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datums bzw. des Zahltags (payment date) in Abhingigkeit davon, ob das Enddatum ein
Arbeitstag ist oder nicht (die entsprechenden Regeln heien Date-Rolling-Conventions):

— Actual: Der Zahltag bleibt unveridndert.

— Following: st das Enddatum kein Arbeitstag, so wird der Zahltag auf den nichsten

Arbeitstag verschoben.

— Previous: Ist das Enddatum kein Arbeitstag, so wird der Zahltag auf den vorangegan-
genen Arbeitstag verschoben.

— Modified Following: Wie Following, auRer wenn der Zahltag (gegeniiber dem Enddatum)

im nachsten Monat liegt. In diesem Fall wird dann wie bei Previous verfahren.

— Modified Previous: Wie Previous, auRer wenn der Zahltag (gegeniiber dem Enddatum)

im vorangegangenen Monat liegt. In diesem Fall wird dann wie bei Following verfahren.

Definition: Ein Wochentags-Indikator ist eine Funktion w : D — {0,...,6} mit

w ((d,m,y)) = <w ((d,m,y)_) + 1> mod 7 firalle (d,m,y) > (1,1,1)
und

w ((d,m,y)) = (w <(d,m,y)+) — 1> mod 7 firalle (d,m,y) = (1,1,1).

Bemerkungen:

1. Ist genau ein Wert des Wochentags-Indikators fixiert (z.B. w ((24,12,2009)) = 5), dann
lassen sich definitionsgemaRl auch alle anderen Werte des Wochentags-Indikator ableiten, da
sich die Folge 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 0, 1,... von Funktionswerten des Wochentags-Indikators

unendlich wiederholt.

2. Die Zuordnung der tatsichlichen Wochentagsnamen zu den Funktionswerten des Wochen-
tags-Indikators ist nicht festgelegt, d.h., in Abhingigkeit des konkreten Wochentags-Indika-
tors kann der Wert 0 beispielsweise sowohl fiir einen Sonntag als auch fiir jeden anderen

Wochentag stehen.

3. Eine allgemein iibliche Regel zur Bestimmung des Wochentags lasst sich aus Zellers Kongru-
enz ableiten (siehe Formel (A.2)) bei den Bemerkungen zur Definition [A.4] des Tageszihlers).
Der dazugehdrige Wochentags-Indikator wy ist bestimmt durch

QIS SRR HREIRE Rt

(m+12,y —1) firm=1,2

ny; ((d,m,y))

(m,y) sonst
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fir (d,m,y) € D. E Die Zuordnung zu den tatsdchlichen Wochentagen geschieht dann

gemald

we | o | v | 2 3| 4|5 |6

Wochentag H Dienstag‘ Mittwoch ‘ Donnerstag‘ Freitag ‘ Samstag ‘ Sonntag‘ Montag‘

Beispiel: Der 24. Dezember 2009 ist ein Donnerstag, da

wy ((24,12,2009))

154 2009 2009 2009

= (2443042009 + 502 —20+5) mod 7 = 2550 mod 7 = 2.

Definition: Ein Arbeitstag-Indikator ist eine Funktion b: D — {0,1}.

Bemerkungen:

1. Der Wert ,,1" eines Arbeitstag-Indikators steht fiir einen Arbeitstag, der Wert ,,0" fiir einen

Wochenendstag oder einen Feiertag.

2. Ein einfacher Arbeitstag-Indikator ware

fur wy ((d, m, a,b
o () = 1t (e ) = {7 PG € e

mit a,b € {0,...,6} und a # b, was gleichbedeutend ist mit einem ,Nicht-Wochenende-
Indikator”. Ist speziell a = 4 und b = 5, sind alle Tage auBer Samstag und Sonntag Arbeits-
tage.

3. Die Konventionen fiir Nicht-Arbeitstage (auch fiir Wochenenden — beispielsweise in islami-
schen Landern, in denen oft Freitag ein Feiertag ist) sind von Land zu Land verschieden (in
Indien ist beispielsweise der Samstag ein normaler Arbeitstag — fiir eine globale Ubersicht
sieche http://en.wikipedia.org/wiki/Workweek_and_weekend). Demnach gibt es lan-
derspezifische Arbeitstag-Indikatoren wie z.B. bysa, buk, bpL, bcH, ba, bp, - .. (siehe Tabelle
A3)

21D3a lediglich der Wochentag und nicht die Anzahl an Tagen von Interesse ist, tritt hier im Unterschied zu Zellers

Kongruenz lediglich der Summand § anstatt 365 - § auf, denn (365 - %) mod 7= (364-§+ §) mod 7= ¢ mod 7.
AuBerdem kann {13'”&’% anstatt {%J verwendet werden, da {%J =28-m+ {%J und (28 - m)

mod 7 = 0.
Bemerkung: In der Original-Version von Zellers Kongruenz wird {WJ anstatt L%J verwendet. Wegen

13-(mtl) _ 13"_%“3 = 13"?*2 + 3 bezeichnet ,,3" den Dienstag, d.h. ,,0" ist ein Samstag. In der Variante von

5
GauB tritt der Ausdruck {%J auf. Wegen 13‘(T~”572)71 = 13m=2T — 13m=2 _ 5 bezeichnet dann 0" den

Sonntag.

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0


http://en.wikipedia.org/wiki/Workweek_and_weekend

188 Anhang A. Anhang zur klassischen Finanzmathematik

4. Fiir einen effizienten und einfach zu implementierenden Algorithmus zur Bestimmung von
landerspezifischen Feiertagen ist es vorteilhaft, die entsprechenden Daten fiir jedes Land
jahresweise in Tabellenform abzuspeichern. Zur automatischen Berechnung der Feiertage
ist insbesondere der Termin des Ostersonntags von Interesse, fiir dessen Bestimmung es
Algorithmen gibtla.

Tabelle A.3: Feiertagsiibersicht fiir einige ausgewahlte Lander

Name Datum USA |UK| PL CH A D
Wochenende Sa/So X X X X X X
Neujahr 1 X® | x| x| x| X X
(New Year's Day) Jan
Berchtoldstag Jan 2 X
Epiphanias
(Epiphany) Jan 6 X (X)
Martin Luther .
King's Birthday 3. Moim Jan X
Presidents’ Day 3. Mo im Feb X
Josefstag Mar 19 (X)
Karfreitag
-2 X X X X
(Good Friday) 05 (X)
Ostermontag
1 X X X X X
(Easter Monday) 05 +
Christi Himmelfahrt F
X X X
(Ascension Thursday) 05 +39
Pfingstmontag F
(Whit Monday) 05 430 X X X
Fronleichnam
(Corpus Christi) 05 +60 X X (X)
Tag der Arbeit .
(Labour Day) Mai 1 X X X X
Florianstag Mai 4 (X)
Early May Bank 1. Mo im Mai X

22Es ist allerdings zu beachten, dass sich der Ostertermin im westeuropiischen Bereich von dem im osteuropiischen
Bereich unterscheiden kann, da in Westeuropa (in katholischer Tradition) der ,iibliche” gregorianische Kalender
zur Bestimmung des Ostertermins verwendet wird, in Osteuropa (in orthodoxer Tradition) jedoch der julianische
Kalender.
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Name Datum USA |UK| PL CH A D
Memorial Day / letzter Mo im Mai X X
Spring Bank
Maria Himmelfahrt

Aug 1 X X
(Assumption of Mary) ug 15 (%)
Summer Bank letzter Mo im Aug X
US Labor Day 1. Mo im Sep X
Rupertstag Sep 24 (X)
Karntner Volkabstimmung k

tl X
(Carinthian Plebiscite) Okt 10 )
Columbus Day 2. Mo im Okt XN
Reformationstag k
t 31 X

(Reformation Day) Okt 3 ()
Allerheiligen
(All Saints) Nov 1 X X )
Veteran's Day / Nov 11 XEN (X)
Martinstag
Leopoldstag Nov 15 (X)
BuB- und Bettag ;

M Nov 2 X
(Repentance Day) ' vor Nov 23 (%)
Thanksgiving 4. Do im Nov X
Maria Empfangnis Dez 8 X
(Immaculate Conception)
Heiligabend (F)
(Christmas Eve) Dez 24 X (%)
1. Weihnachtstag DeZ 25 Xj: X+ X X X X
(Christmas)
2. Weihnachtstag Dez 26 Xt x X X X

(Boxing Day)

Silvester F
D 1 X X)(F)
(New Year's Eve) ez 3 (X)

Mai 3 | Aug 1| Okt 26| Okt 3F

Nationalfeiertag(e) Jul 4+ Nov 11

OS — (Westeuropiischer) Ostersonntag

*+ Fillt der Feiertag auf einen Samstag, ist der Freitag davor arbeitsfrei, fillt der Feiertag auf einen
Sonntag, ist der darauffolgende Montag arbeitsfrei.

(£) Wie +, aber keine Verschiebung des freien Tages an der New York Stock Exchange
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T Fallt der Feiertag auf einen Samstag oder Sonntag, ist der darauffolgende Montag arbeitsfrei.

! Fallt der Feiertag auf einen Samstag, ist der darauffolgende Montag arbeitsfrei, fallt der Feiertag
auf einen Sonntag oder Montag, ist der darauffolgende Dienstag arbeitsfrei.

(X) Regionaler Feiertag

N Kein Feiertag an der New York Stock Exchange

F Kein Feiertag an der Frankfurter Bérse

(F) Freier Tag an der Frankfurter Bérse

Definition: Ein Arbeitstagzihler ist eine Funktion Aj : Dy — IN U {0}, wobei b ein

ist, mit

(d2,m2,y2)

Ab((d1,m1,y1)7(d27m2,y2)) = Z b((d’mvy))v ((dl,mlayl)a(dz,mz,w))€]D2'
(dvmvy):(dlvmlvyl)

Bemerkungen:

1. Sowohl der erste Tag (di,m1,y1) als auch der letzte Tag (da, ma,y2) werden von einem
Arbeitstagzdhler A, mit berlicksichtigt, falls beide Tage Arbeitstage sind. Sind beispielsweise
sowohl (dy,m1,y1) als auch (dy,my,y1)" Arbeitstage, so ergibt sich

Ab ((d17 my, yl), (dl7 mi, y1)+> = 2.
Im Gegensatz dazu wiirde der [Tageszahler] A folgendes Ergebnis liefern:

A ((d17m17y1)7(d17m17y1)+) = 1.

2. Die Anzahl an Nicht-Wochenende-Tagen zwischen zwei Daten ((dl,ml,yl), (dg,mg,yg)) €
D5 kann mit Hilfe von [Zellers Wochentags-Indikator w, dem dazugehdrigen

ende-Indikator|by, 11 (a,b € {0,...,6} und a # b) und dem A unter Verwendung

der Formel

Ab{a,b} ((d17m17y1)a (d27m27y2))
A ((d, m1,91), (d2, m2, y2)) + 1J .

7

wz((dl,ml,yl))+[(A((dl,ml,yl),(dz,mz,yg))+1) mod 7}
+ > 11 (w)

w=wz ((dl ,m1 7y1))+1

wz((dhml,yl))
mit > ... =0 bestimmt werden.
w=wz((d1,m1,y1))+1
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Definition: Eine Business-252-Methode 0, : D2 — Ry mit einem |Arbeitstag-Indikator| b ist
eine [Zinsberechnungsmethode] der Gestalt

Ab ((d1>m17 yl)u (d27m27 92)) — 1 ((an ma, 92))
252 ’

S ((d1,ma, 1), (do, ma, y2)) <=
((d1,m1,y1), (d2,ma,y2)) € Dy, mit * : D — {0,1}.
Bemerkungen:

1. Anstatt des Nenners 252 kann auch ein geeigneter anderen Nenner verwendet werden: Da
die durchschnittliche Anzahl an Nicht-Wochenende-Tagen etwa 261 ist (= &7'25 x 5), wird
die tatsichliche Anzahl an Arbeitstagen durch die Feiertage bestimmt: Im UK sind dies 8, in
des USA 10 bzw. 8 oder 7 (New York Stock Exchange), in der Bundesrepublik Deutschland
9 (bundesweite Feiertage), weswegen der Nenner 252 fiir diese Linder angemessen ist. In

anderen Landern mit mehr Feiertagen ist der Nenner 250 moglicherweise geeigneter.

2. Die Funktion i* hingt von der gewahlten |Date-Rolling-Convention| ab (siehe Tabelle [A.5)).

Date-Rolling-Convention =0 =1
Actual b ((dg, msa, yg)) =0 sonst
Following b ((dg, msa, yg)) =0 sonst
Previous - immer

b ((d27m27y2)) =0 A mt = ma
Modified Following mit (dT,m*,yT) = 23 | sonst
min { (d,m,y) = (d2,ma,42) | b ((d ) =1}

b ((da,ma2,y2)) =0 A m™ #my
Modified Previous mit (d=,m~,y~) := 24 | sonst
max { (d,m, y) < (da,ma, 2 | b ((d,m, ) =1}

Tabelle A.5: Beziehung zwischen der gewihlten Date-Rolling-Convention der Funktion 7*

B(dT,m",y") bezeichnet den ersten Arbeitstag nach (da,m2,y2). Ist dieser in demselben Monat wie
(d2,m2,y2), wird das Enddatum wie ,Following" modifiziert, ansonsten wie ,Previous".

24(d=,m™,y") bezeichnet den letzten Arbeitstag vor (da,m2,y2). If it is not in the same month (d2,mz,y2),
then it is treated as “Following”, otherwise as “Previous”.
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A.1.4 Herleitung der Tageszdhlerformel

Das Verstandnis von Formel hangt von zwei entscheidenden Ideen ab: Zum einen wird an-
genommen, dass das Jahr mit dem Monat Marz beginnt und die Monate Januar und Februar die
Monate Nummer 13 und 14 des Vorjahres sind. Dies hat den Vorteil, dass der von der Tagesanzahl
her problematische Monat Februar der jeweils letzte Monat eines ,Jahres” ist und somit die Ta-
geszahlung eines mit Méarz beginnenden ,Jahres” nicht beeinflusst. Zum anderen kann der Wechsel
der Monate mit 30 oder 31 Tagen durch den Ausdruck

o)

beschrieben werden.

Bemerkung: Ebenso hitte auch der Ausdruck L%J = [3~m+3J = {3"2_2 + IJ verwendet

werden kdnnen.
Fir m = 3,...,14 (Marz bis Februar) ergibt sich

Monat Mar | Apr | Mai | Jun | Jul | Aug | Sep | Okt | Nov | Dez | Jan | Feb
m 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 12 | 13 | 14

22| 1 b2 2|33 4|5 |56 |6 |78
Differenz || 1 0 1 0 1 1 o0 1 0 1 1

Die ,,Differenz” gibt genau an, ob es sich um einen 30-Tage-Monat (bei einer Differenz von 0)

3m=2
5

daher als kumulativer Tage-Offset im Vergleich mit Monaten mit gleicher Tagesanzahl 30 be-

oder um einen 31-Tage-Monat (bei einer Differenz von 1) handelt. Der Ausdruck J kann
trachtet werden: Die ,5" fiir Oktober gibt beispielsweise an, dass zwischen dem ersten Marz
(einschlieBlich) und dem ersten Oktober (ausschlieRlich) nicht nur 7 x 30 Tage liegen, sondern
7 x 30 + 5 (fir Oktober) — 1 (fir Marz) Tage, da die vier Monate Méarz, Mai, Juli und August
jeweils 31 Tage haben. Der auftretende Faktor ,,3/5" ist insbesondere deswegen zu diesem Zweck
gut geeignet, weil der durchschnittliche monatliche Offset

7/11 ~ 6/10 = 3/5

Q

betragt (von den 11 Monaten Mérz bis Januar haben 7 Monate 31 Tage).

Um nun die Gesamtanzahl der Tage eines mit Marz beginnenden ,Jahres” zu erhalten, sind lediglich

noch ein Vielfaches von 30-Tages-Monaten zu addieren, d.h.
=2
30 - i + {MJ

i _ {So.m_’_?)-m—ZJ _ \‘153-m—2J.

) )

Daraus ergibt sich
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Month Mar | Apr | May | Jun | Jul | Aug | Sep | Oct | Nov | Dec | Jan | Feb
m 3 4 ) 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14

(372 o1 122 | 152 | 183 | 213 | 244 | 275 | 305 | 336 | 366 | 397 | 428

difference 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31 31

Das Subtrahieren von 398 in der Tageszahler-Formel 1) dient lediglich dazu, A((l,l,l)7
(1,1,1)) = 0 zu erhalten ]

A.1.5 Berechnung des Datums aus einer gegebenen Tageszahl

Die Problemstellung hier besteht darin, ein Datum (d, m, y) € D anhand einer gegebenen Tageszahl
A((1,1,1),(d,m,y)) gemaRB zu bestimmen. Die Tageszahl wird im Folgenden kurz mit A
bezeichnet. Um die Problematik der Schaltjahre in den Griff zu bekommen, wird analog zu den
Betrachtungen in Abschnitt [A.1.4 davon ausgegangen, dass jedes ,Jahr" mit dem 1. Mirz beginnt
und mit dem 28. oder 29. Februar endet. Zu diesem Zweck wird das Startdatum des Tageszahlers
von 1. Januar 0001 auf das (fiktive) Datum 1. Marz 0000 verschoben | Das heift, dass der A-Welt
um 306 erhéht wird (um die Anzahl Tage zwischen dem ,,1. Marz 0000" und dem 1. Januar 0001).

Die Bestimmung des Datums aus einer gegebenen Tageszahl A geschieht nun in folgenden Schrit-

ten:

1. A:= A+ 306 (Verschieben des Startdatums auf den ,, 1. Marz 0000")
2. Bestimmen des Jahrs y von A.
3. Bestimmen des Monats m von A.

4. Bestimmen des Tages d von A.

Bestimmung des Jahres

Die Jahre kdnnen in folgende vier ,Zyklen” gemaB den Regeln des Gregorianischen Kalenders ein-

geteilt werden:

1. Ein-Jahres-Zyklus: 365 Tage

Der kleinste Zyklus ist ein Nicht-Schaltjahr mit 365 Tagen und wird als Ein-Jahres-Zyklus
bezeichnet. Das Jahr vom ,, 1. Marz 0000 bis zum 1. Marz 0001 ist solch ein Ein-Jahres-
Zyklus.

153 -m —2

25 Ansonsten wire der Wert, der sich aus der Tageszihler-Formel ergibt, d + \‘ 5

J = 1+ 397 (siehe den

Wert fiir Januar in obiger Tabelle).
26Tatsachlich gibt es kein Jahr ,,0": Das Jahr vor 1 n. Chr. ist 1 v. Chr.
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2. Vier-Jahres-Zyklus: 1.461 Tage

Der nachste Zyklus besteht aus vier aufeinanderfolgenden Jahren, wobei von einem Schaltjahr
und drei Nicht-Schaltjahren ausgegangen wirdE] Der Vier-Jahres-Zyklus hat eine Lange von
4x 365+ 1 = 1461 Tagen. Die Jahre vom , 1. Marz 0000“ bis zum 1. Marz 0004 bilden einen
solchen Zyklus.

3. 100-Jahres-Zyklus: 36.524 Tage

Der nichste Zyklus besteht aus 100 aufeinanderfolgenden Jahren, wobei angenommen wird,
dass genau ein Jahr darunter ist, dessen Jahreszahl durch 100, aber nicht durch 400 teilbar
ist. Das heilt, dieser 100-Jahre-Zyklus besteht aus 25 Vier-Jahres-Zyklen, wobei einer dieser
Vier-Jahres-Zyklen gar kein Schaltjahr enthilt, d.h., einen Tag weniger besetzt. Demnach
hat der 100-Jahres-Zyklus ist eine Lange von 25 x 1461 — 1 = 36524 Tagen. Die Jahre vom
»1. Marz 0000" bis zum 1. Marz 0100 bilden einen solchen Zyklus.

4. 400-Jahres-Zyklus: 146.097 Tage

Der letzte Zyklus besteht aus 400 aufeinanderfolgenden Jahren. Dieser Zyklus enthilt genau
ein Jahr, dessen Jahreszahl durch 400 teilbar ist (ein Schaltjahr) und drei Jahre, deren
Jahreszahlen durch 100, aber nicht durch 400 teilbar sind (keine Schaltjahre). Das heift, der
400-Jahres-Zyklus besteht aus vier 100-Jahres-Zyklen sowie einem zusatzlichen Tag. Dieser
Zyklus hat somit eine Lange von 4 x 36524 + 1 = 146097 Tagen. Die Jahre vom ,1. Marz
0000" bis zum 1. M&rz 0400 bilden einen solchen Zyklus.

Die Idee besteht nun darin, beginnend mit dem groéRten Zyklus die Anzahl von Jahres-Zyklen einer
gegebenen Tageszahl A zu bestimmen (wobei der Tageszdhler mit dem ,, 1. Marz 0000" beginnt).
Dies kann gemaR folgendem Rechenschema durchgefiihrt werden, wobei y die Anzahl der durch A
bestimmten Jahre angibt:

ti= A
" 1146097

t bestimmt die Anzahl der vollstindigen 400-Jahres-Zyklen. Somit ist

y:=400-t und A=A —t-146097.

Die verbleibende Jahresanzahl in A ist nun kleiner als 400.

2. t:= i
{36524J

Ist ¢ < 3, dann beschreibt ¢t die Anzahl vollstandiger 100-Jahres-Zyklen.

Allerdings kann auch der Fall ¢ = 4 auftreten, nimlich wenn A = 436524 = 146096. t = 4
ist aber inhaltlich nicht zutreffend, da das alle 400 Jahre auftretende Schaltjahr ignoriert

27 Diese Annahme trifft nicht auf jede Folge von 4 Jahren zu, beispielsweise, wenn die Nicht-Schaltjahre 1700,
1800 and 1900 enthalten sind!
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wurde. In diesem Fall wird daher ¢ := 3 gesetzt, da erst mit A = 146097 ein 400-Jahres-
Zyklus vollstandig ware. Somit ist

y:=y+100-t und A=A —t-36524.
Die verbleibende Jahresanzahl in A ist nun kleiner als 100.

A
L= —
3 {1461J

t bestimmt die Anzahl vollstandiger Vier-Jahres-Zyklen. Somit ist
yi=y-+4-t und A=A —t-1461.

Die verbleibende Jahresanzahl in A ist nun kleiner als 4.

A
4. t .= | —
{365J

Ist t < 3, dann beschreibt ¢ die Anzahl der vollstandigen Ein-Jahres-Zyklen.

Analog zum Fall der 100-Jahres-Zyklen kann auch hier der Fall ¢ = 4 auftreten, namlich
wenn A = 4365 = 1460. t = 4 ist aber inhaltlich nicht zutreffend, da das alle 4 Jahre
auftretende Schaltjahr ignoriert wurde | In diesem Fall wird daher ¢ := 3 gesetzt, da erst
mit A = 1461 ein 4-Jahres-Zyklus vollstindig ware. Somit ist

y:=y+t und A=A —t-365.

Der Wert A ist nun kleiner als 366, wobei A die verbleibende Tagesanzahl eines Jahres y
ist, das am 1. Mérz beginnt (beispielsweise steht A = 365 fiir den 29. Februar des Jahres
y+1, A = 364 fir den 28. Februar des Jahres y + 1, A = 0 fiir den 1. Marz des Jahres y).

Somit stellt sich der vollstandige Algorithmus zur Bestimmung der Jahreszahl y aus einer Tageszahl
A (mit Startdatum 1. M&rz 0000) folgendermaBen dar:

A

t:= =400 -t A=A—-t-14

_146097J ’ yi= 400+t o
b | A if (t=4)then:=3, y:=y+100-f, A:=A—t-36524
©|36524 ] it (¢ = =9, Y=y , =
M =y+4-t A=A —t-1461
©o|1461 ) =y , =

A .
t:= 36 | if (t=4)thent:=3, y:=y+t, A:=A—1-365

Dieser Algorithmus kann (aus Performance-Griinden) unter ausschlieRlicher Verwendung von In-
teger-Arithmetik implementiert werden. Dariiber hinaus gibt es folgende kompaktere Variante des

Algorithmus’:

28Der Fall, dass eine durch 100, aber nicht durch 400 auftretende Jahreszahl enthalten ist, kann nicht auftreten,
da eine solche Jahreszahl bereits in einem 100-Jahres-Zyklus enthalten ware.
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t

=100-t, A:=A—t- 24 — | —

146097J’ y =100, 565 LlJ

|4-A+3
a 1461

L {4-A+3

t
J, Yy i=y+t, A::A—t'365—{4J
Hierbei besteht die grundlegende Idee darin, zum einen die 400- und 100-Jahres-Zyklen und zum
anderen die 4- und Ein-Jahres-Zyklen zusammenzufassen, wie im Folgenden fiir den Fall der 4- und
Ein-Jahres-Zyklen gezeigt wird:

Wenn alle 400- und 100-Jahres-Zyklen bereits erkannt wurden, verbleiben somit weniger als 100
Jahre. In diesem Zeitbereich tritt genau alle 4 Jahre ein Schaltjahr auf, d.h., die durchschnittliche

Lange eines Jahres in Tagen betragt

101 36525

Sei nun A eine Tageszahl innerhalb der ersten vier Jahre, d.h. 0 < A < 1461. Mit Hilfe des
Ausdrucks

=il 3

soll nun die korrekte Jahreszahl ermittelt werden, wobei x geeignet gewahlt werden muss. Dies ist

der Fall, wenn die folgenden Ungleichungen gelten:

n-365+x n-365—1+x
- > B fu =1.2.3 d
36525 = 7 T 365.25 urn==12%3 un
n-36b+z+1 n-365+x
- > _— f.. p— 4
365.25 = "™ 2 T365.25 urn==

das heilt, = muss so gewahlt werden, dass der erste Tag der Jahre 1,2, 3 und 4 (mit den jeweiligen
Tageszahlen 365, 2-365, 3-365 und 4-365+ 1 = 1461 — Schaltjahr!) korrekt von dem letzten Tag
des jeweiligen Vorjahres (mit den jeweiligen Tageszahlen 364, 2365 — 1, 3-365 — 1 und 4 - 365)

unterschieden werden kann. @ Die Ungleichungen
n-365+z
- > fi =1,2
365.25 = | urn=1h23
fiihren zu
x> 365.25-n—365-n = % firn=1,2,3

und folglich

z > 0.75,

29Zur Erinnerung: Der erste Tag des Jahres 4 ist der 1. Marz 0004, der 29. Februar einen Tag zuvor gehdrt
Jformal” noch zum Jahr 0003, da die Tageszadhlung hier am 1. Marz 0000 beginnt.
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die Ungleichung

n-360+x .
n > ——— firn=4
365.25
fuhrt zu
r < 1.

Die iibrigen Ungleichungen ergeben 2 < 1+7% fiirn = 1,2, 3 sowie z > 0 fiir n = 4. Demnach kann
x in (A.3]) beliebig aus dem Intervall [0.75, 1) gewahlt werden. Der Ausdruck (A.3)) kann ebenfalls fiir
alle anderen Jahre bis zum Jahr 99 verwendet werden (das Jahr 100 ist kein Schaltjahr, weswegen

in diesem Fall die Formel nicht anwendbar ist), da

Bo1461 40365+ o 03654
365.25 B 365.25
firk=0,...,24und n =1,2,3,4 (mit (k,n) # (24,4)) ist, d.h., die Konstellation der ersten vier

Jahren wiederholt sich in den folgenden vier Jahren (4 1461 Tagen), so dass dasselbe = verwendet

werden kann.

Da x beliebig aus dem Intervall [0.75,1) gewahlt werden kann, ist es naheliegend, eine mdoglichst
einfache Wahl zu treffen, z.B. so, dass Integer-Arithmetik verwendet werden kann. Dies ist bei-

spielsweise der Fall fiir z = 0.75, denn

A+075|  |4-A+3
365.25 | 1461 |’

was genau die Formel aus der oben genannten kompakten Form des Algorithmus’ darstellt.

Die Betrachtungen fiir die 100- und 400-Jahres-Zyklen (mit 146097/4 = 36524.25 als durch-
schnittliche Tagesanzahl in 100 Jahren) sind analog.

Bestimmung des Monats

Es wird angenommen, dass A < 365 als ,Endprodukt” des obigen Algorithmus’ kein vollstandiges
Jahr mehr umfasst und das Jahr mit dem 1. Marz beginnt. Wird der Ausdruck

183 -m —2
5 )

in Formel (A.2) zur Berechnung der Tageszahl fiir einen bestimmten Monat m (wobei m =
3,...,14) gleich A gesetzt und (unter ,freier Behandlung” der GauRfunktion) nach m umgestellt,
ergibt sich der Ausdruck

5-A+2
153 '

Da A hochstens den Wert 365 annehmen kann, ist
A+ 2 . 2 182
5:-A+2) _ |5-365+2|  |1827) LH%J Y
153 153 153
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Die folgende Tabelle zeigt, dass sich mit Hilfe dieses Ausdrucks

_— 5-A+2
T 153

fiir m = 0 der Monat Marz, fir m = 1 der Monat April, fiir m = 11 der Monat Februar usw.
ergibt, da der Ausdruck 5 - A + 2 fiir den jeweils Monatsersten des Monats m um mindestens 0
und hochstens 4 groRer ist als der Ausdruck m - 153 (andernfalls wiirde sich fir A — 1 nicht der

Vormonat ergeben):

Mar 1|{Apr 1|Mai 1|Jun 1|Jul 1|Aug 1|Sep 1|Okt 1|Nov 1|Dez 1|Jan 1|Feb 1

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
A 0 31 61 92 | 122 | 153 | 184 | 214 | 245 | 275 | 306 | 337

5-A+2| 2 157 | 307 | 462 | 612 | 767 | 922 | 1072 | 1227 | 1377 | 1532 | 1687
m - 153 0 153 | 306 | 459 | 612 | 765 | 918 | 1071 | 1224 | 1377 | 1530 | 1683

Um die tatsdchliche Monatszahl zu erhalten, ist lediglich noch folgende Korrektur durchzufiihren

(fiir die Monate Januar und Februar ist auch die Jahreszahl zu erhdhen):

if m > 9 then
m:=m-—9
yi=y+1
else
m:=m-+3

Bestimmung des Tages

Es wird angenommen, dass A < 365 als ,Endprodukt” des Algorithmus' zur Bestimmung des
Jahres kein vollstandiges Jahr mehr umfasst und der Monat m geméaR obigem Algorithmus (ohne
die abschlieRende Korrektur) bekannt ist, d.h., das Jahr beginnt mit dem 1. Mdrz und m = 0
bezeichnet den Monat Mirz, m = 1 bezeichnet den Monat April, m = 11 bezeichnet den Monat
Februar usw.. Die Tagesanzahl in den vollen Monaten m ist dann

153 -m + 2
5 )

wie aus folgender Tabelle ersichtlich ist:

Mar | Apr | Mai | Jun| Jul | Aug|Sep| Okt | Nov | Dez | Jan | Feb

m o112 |34 |5 |6 |78 9]|]10]11

[mmez| | | 31| 61 | 92 | 122|153 | 184|214 245 | 275 | 306|337

Differenz 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31 31
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Da der erste Tag eines Monats (nach Abzug der vollen Monaten) durch A = 0 bestimmt ist, ergibt
sich fiir den Tag eines Monats d

. 1+A—{155”'””2J.

5

Der vollstindige Algorithmus zur Bestimmung eines Datums (d,m,y) bei gegebener Tageszahl
A ((1,1,1),(d,m,y)) ist demnach

= A+ 306

4-A+3 t
{ i J y =100 - ¢, A::A—t-36524—{4J

146097

4-A
{ +3J, Yy =y, A::A—t-365—ULJ

- P

153
dom 14 A {153-m+2J
5
if m > 9 then

m:=m-—9
y=y+1
else

m:=m-+3
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Anhang B

Anhang zur stochastischen

Finanzmathematik in diskreter Zeit

B.1 Grundlagen aus der linearen Algebra

B.1.1 Vektorraume

Definition B.1 (Korper) Ein Tripel (K,+, ) bestehend aus einer Menge K und zwei biniren
Verkniipfungen ,+" und ,,-" (die iiblicherweise Addition und Multiplikation genannt werden), heilit
Kérper, wenn es folgende Eigenschaften fiir alle a,b,c € K besitzt:

1. Additive Eigenschaften:

(a) a+ (b+c) = (a+b) + ¢ (Assoziativitat)
(b) a+b=>b+ a (Kommutativitit)
(c) Es gibt ein Element 0 € K mit 0 + a = a (additiv neutrales Element — ,Null").

(d) Zu jedem a € K existiert das additiv inverse Element —a mit (—a) + a = 0.
2. Multiplikative Eigenschaften:

(a) a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativitit)
(b) a-b=">-a (Kommutativitit)

(c) Es gibt ein Element 1 € K mit 1-a = a (multiplikativ neutrales Element —,Eins”) und
esist 1 #0.

(d) Zu jedem a € K \ {0} existiert das multiplikativ inverse Element a=! mit a=*-a = 1.

(e) a-(b+c)=a-b+a-c (Links-Distributivitat)

201
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Bemerkungen:

1. Die Rechts-Distributivitat folgt aus der multiplikativen Kommutativitat und der Links-Distri-
butivitat.

2. (R,+,-) mit der iiblichen Addition und Multiplikation ist ein Korper, (Z,+, ) allerdings

nicht (das multiplikativ inverse Element existiert nur fiir 1 und —1).

3. lIst klar, welche Addition und Multiplikation gemeint ist, wird ein Kdrper (K, +, ) auch kurz

als K bezeichnet.

Definition B.2 (Vektorraum) Es sei K ein Kérper mit dem multiplikativ neutralen Element 1.

Ein Tripel (V, +, ) bestehend aus einer Menge V' und zwei Verkniipfungen

+: VxV — V (Addition) und
K xV — V (skalare Multiplikatiorﬂ),

wird Vektorraum genannt, wenn es folgende Eigenschaften fiir alle u,v,w € V und o, € K
besitzt:

1. Additive Eigenschaften:

(a) u+ (v+w) = (u+v) +w (Assoziativitit)
(b) u+ v =v+u (Kommutativitit)
(c) Es gibt ein Element 0 € V' mit 0+ v = v (neutrales Element — ,Nullvektor").

(d) Zu jedem v € V existiert das additiv inverse Element —v mit (—v) +v = 0.
2. Skalar-multiplikative Eigenschaften:
(a) - (u+v)=a-u+a-v
(b) (o +p5) - v=0a-v+p-v (a+ f ist dabei die Kérper-Addition)
(c) (a-B)-v=a-(B-v) (a- [ ist dabei die Kérper-Multiplikation)
(d) 1-v=v
Bemerkungen:
1. Die Elemente eines Vektorraums werden auch Vektoren genannt.

2. Jeder Vektorraum enthalt wenigstens den Nullvektor.

3. Es ist zwischen der Addition und Multiplikation innerhalb des Kérpers und der Addition und
skalaren Multiplikation des Vektorraums zu unterscheiden, auch wenn beide oftmals gleich

bezeichnet werden.

YEin Element eines Korpers wird als Skalar bezeichnet.
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Ist klar, welche Addition und Multiplikation gemeint ist, wird ein Vektorraum (V, +, ) auch
kurz als V' bezeichnet.

Gilt K = R, wird V auch als reeller Vektorraum bezeichnet.

R™ (n € IN) ist mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation auf dem

Kérper R ein Vektorraum.

. Firvy,...,v, €V (n € N)und ay,...,a, € K heillt

n
E a5 - U;
=1

eine Linearkombination der Vektoren vy, ..., v,. Jede Linearkombination ist selbst Element

des Vektorraums.

Ist S eine Teilmenge von V, so wird die Menge aller Linearkombinationen von Vektoren aus
S die lineare Hiille von S genannt.

Eine Teilmenge S von V heillt linear abhangig, wenn sich der Nullvektor auf nicht-triviale
Weise als eine Linearkombination von Vektoren vq,...,v, € S ausdriicken |dsst, ansonsten
linear unabhangig. ,Nicht-trivial bedeutet, dass mindestens ein Skalar (ein Koeffizient der

Linearkombination) von Null verschieden ist.

Eine Teilmenge S von V' heilt Basis von V', wenn sie linear unabhangig und die lineare Hiille

von S gleich dem gesamten Vektorraum ist.

Die Anzahl der Vektoren in einer Basis von V wird als Dimension von V bezeichnet. Bezei-

chung: dim V.

Speziell ist dim R™ = n fiir n € IN.

Eine nichtleere Teilmenge S von V heillt Untervektorraum, falls S selbst wiederum ein
Vektorraum iiber demselben Korper ist. Eine nichtleere Teilmenge S von V' ist genau dann
ein Untervektorraum, wenn sie abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition und der skalaren
Multiplikation ist.

B.1.2 Skalarprodukt

Definition B.3 (Skalarprodukt) Sei V' ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt (oder inneres

Produkt) auf V' ist eine positiv definite symmetrische Bilinearform

(,):VxV =R,

d.h., es gilt fiir alle u,v,w € V und o, 8 € R
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1. (u,u) > 0 fiir u # 0 (positive Definitheit)
2. (u,v) = (v,u) (Symmetrie)
3. (u,av + pw) = alu,v) + B({u, w) (Rechts-Linearitit)
Bemerkungen:
1. Die Links-Linearitat folgt aus der Rechts-Linearitdt und der Symmetrie.

2. Eine Bilinearform ist eine Funktion, die zwei Vektoren einen skalaren Wert zuordnet und

linear in ihren beiden Argumenten ist.

3. Zwei Vektoren u,v € V heiRen orthogonal, wenn (u,v) = 0 gilt. Bezeichung: u L v.

Eine Teilmenge S von V' heillt orthogonal, wenn alle darin enthaltenen Vektoren paarweise

orthogonal sind. Eine orthogonale Teilmenge S von V ist stets linear unabhangig.

Zwei Teilmengen S, T von V heilen orthogonal, wenn s L ¢ fir alle (s,t) € S x T gilt.
Bezeichnung: S | T

Ein Vektor v € V und eine Teilmenge S von V heilen orthogonal, wenn {v} L S gilt.
Bezeichnung: v L S.

B.1.3 Lineare Abbildungen

Definition B.4 (Lineare Abbildung) Seien V, W Vektorrdume liber einem gemeinsamen Kérper
K. Eine Abbildung

L:V W

heiBt lineare Abbildung, falls fiir alle w,v € V und fiir alle o, 3 € K
L(a-u+ fp-v)=aL(u) + SL(v)

gilt.

Definition B.5 (Bild) Das Bild einer linearen Abbildung L (Bezeichung: Tm L —,,image") ist die
Menge aller Bildvektoren

ImL = {w eW|w=L(v),ve V}.

Definition B.6 (Kern) Der Kern einer linearen Abbildung L (Bezeichung: ker L) ist die Menge
aller Urbild-Vektoren v € V', die auf den Bild-Nullvektor 0 € W abgebildet werden, d.h.

ker L := {v eV |Lw) = 0}.
Bemerkungen:
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1. Im L ist ein Untervektorraum von W, ker L ist ein Untervektorraum von V.
2. Fiir lineare Abbildungen L gilt der Dimensionssatz

dimV = dimker L +dimIm L.

3. Eine Sonderrolle nehmen die linearen Abbildungen von und in endlichdimensionale Vek-
torrdume (d.h. dimV = m und dim W = n mit n,m € IN) ein:

(a) Jede lineare Abbildung (von und in endlichdimensionale Vektorraume) kann mit Hilfe
einer Matrix A € R™*"™ beschrieben werden. Umgekehrt kann eine Matrix A auch als
lineare Abbildung A : R™ — R™ aufgefasst werden.

(b) Der Zeilenrang einer Matrix A € R™*™ ist die maximale Anzahl linear unabhingiger
Zeilen, aufgefasst als Vektoren des R™. Der Spaltenrang einer Matrix A € R™*™
ist die maximale Anzahl linear unabhingiger Spalten, aufgefasst als Vektoren des R™.
Allgemein gilt: Zeilenrang = Spaltenrang.

Bezeichnung: rg A.

(c) Esgilt rg A = dimIm A.

B.1.4 Adjungierte Abbildungen

Satz B.7 Es seien V,W reelle Vektorrdume mit den Skalarprodukten (., .}y bzw. (.,.)w sowie
L :V — W eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

L* W=V
mit der Eigenschaft

(w, Lv)w = (L*'w,v)y
fiir alle w € W und v € V. Diese Abbildung L* heilt die zu L adjungierte Abbildung.
Bemerkungen:

1. Die durch eine Matrix A € R™ "™ beschriebene lineare Abbildung A : R™ — R"™ besitzt
(bei Verwendung des iiblichen Skalarprodukts) die adjungierte Abbildung AT : R® — R™,
wobei AT die transponierte Matrix von A ist.

2. Esgilt
ker L L ImL* und kerL* L ImL,
also insbesondere

ker A | Tm AT und ker AT | Tm A. (B.1)
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3. Esgilt

V = kerL&ImL® und W = ker L* @ Im L,
also insbesondere

R™ = kerA®Im AT und R" = ker AT ©Im A. (B.2)
Dabei ist fiir zwei Untervektorrdaume S und T°

S+T::<&+¢]s€S,Nt€T}

Gilt auBerdem S NT = {0}, so schreibt man auch S & T (die sogenannte ,direkte innere

Summe").

B.1.5 Trennungssatz

Satz B.8 Sei K eine kompakte und konvexe Teilmenge des R™ und sei L ein Untervektorraum
des R™ mit Skalarprodukt (.,.). Wenn L und K disjunkt sind, so gibt es ein ¢ € R™ mit folgenden
Eigenschaften:

1

2.

(¢, u) > 0 fiir alle u € K

(¢,v) = 0 fiir allev € L
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B.2 Beweis des 1. Fundamentalsatzes im EPM

LEin EPI\/IK<b, D) ist genau dann arbitragefrei, wenn eine Losung 9 € RX des linearen Glei-
chungssystems D1 = b mit 1) > 0% existiert.”

Beweis: <—: Dies ist die Aussage von Satz 2.12]

—: Gemil Satz ist die Existenz einer Lésung des LGS D1 = b gesichert, nicht aber die
Existenz einer streng positiven Lésung.

Zum Beweis dieser Aussage wird der Trennungssatz bendtigt.

e Seien zunichst

L:RY - RET mit L(h) = ~Volh)
Va(h)
eine lineare Abbildung mit dem Bild
L = ImL c Rf*!
und
K = {a: = (z1,... ) ERET 2 > 08T A oy + . daggg = 1}

C R(I)(_:-l \ {OK+1}
eine kompakte und konvexe Menge (Nachweis als Ubungsaufgabel!).

e Offensichtlich gilt £ > 05! fiir alle # € K. Wegen der vorausgesetzten Arbitragefreiheit
(d.h., es gibt kein Portfolio h € R mit L(h) > 0X*!) ist demnach

N

LNnK =0/

e Damit sind die Voraussetzungen von Satz erfiillt. Insbesondere gibt es einen Vektor
¢ € REFL mit

p-x > 0 firalle xeK und

p-y = 0 firalle ye L.

e Fiir diesen Vektor ¢ € RE*! gilt ¢ > 05+ denn offensichtlich sind die & +1-dimensionalen
Standardbasisvektoren e := (1,0,...,0)7, ... exy1 :=(0,...,0,1)T € K und ¢-e; ergibt
fir j=1,..., K 4+ 1 jeweils die j-te Komponente von ¢, die gemal (B.3)) positiv ist.

e Aus (B.4) ergibt sich wegen L = Im L

¢-L(h) = 0 fiiralle h e RV, (B.5)
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e Der Vektor ¢ > 05*! mdge nun geschrieben werden als

¢ = ¢~1 mit ¢ >0 und ¢ > 0F.

Aus (B.5)) ergibt sich dann fiir alle h € RV

0= oz = [ [ — o+ 6 v

é Va(h)
Daraus folgt
o1Vo(h) = ¢ Va(h)

und somit wegen ¢1 > 0 und ¢ > 0K

Vo(h) = ¥-V,(h) mit w::(fl>> o~. (B.6)

Auf der rechten Seite der Gleichung ergibt sich (es handelt sich um eine reelle Zahl!)
b-Via(h) = - (DToh,> — yTeDTeh
- (¢T.DT.h)T — hTeDey
= h- (D . zp)
Wegen Vy(h) = h - b ergibt sich aus
h-b=h- (Dozb) fiir alle h € RY,
also insbesondere auch fiir die Standardbasisvektoren des RYY. Daraus folgt

b = Dy mit o> 0¥,
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B.3 Grundlagen aus der MaBtheorie

B.3.1 Mengensysteme

Bezeichnungen:
o — beliebige Meng

o P(Q) - Potenzmenge von €2; andere Bezeichnung: 2%

Def. Mengensystem (in Q): Mengeﬂ von Teilmengen von

Beispiele fir @ = {1,2,3}:  2(Q), {0}, {}, {{1}}, {0.Q,{1},{2},{1,2}};
nicht Q, {1}; je nach Definition: 0

Spezielle Mengensysteme F

Bezeichnung definierende Eigenschaft(en) Beispiele fiir @ = {1, 2, 3}
. 2(Q), alle einelementigen Mengen-
N-stabileg®
sabileg] ABeF=ANBeF systeme, {0,Q}, {{1},{1,2},Q},
Mengensystem nicht {{1,2},{2,3}}, {{1}.{2}}

() ABeF=AuBeFf
g | 2(Q), {0}, {0,{1}},

ing () ABeF=MBeFf | Lo (1), (0.0} {1.25.9)
(iii) 0e fﬁ
) : P2(Q), , 0}, {1}4,{2,3}, Q1
Algebra Ring mit Q € .7-" nic(ht) {é{? {}Q) {{1(% {Q]}> {2310}
-Algebra Algebra mit 00 siehe AlgebraP®
oe (An) e}‘:>UAne]-‘H g
nelN n=1 []

(i) Qe F

(i) Ae F=AeF

Dynkin-System (iii) (An) € F, paarw. dis]. siche Algebra
nelN

= Anefﬂ
n=1 L

Bl Somit ist bei einem Ring fiir jede endliche Folge (Ai>i:1 . € F(neN)auch J A €
-

Pl Jeder Ring ist N-stabil wegen AN B = A\ (A\ B).

€l Diese definierende Eigenschaft eines Rings wird nur dann bendtigt, wenn leere Mengensyste-
me auftreten diirfen. Andernfalls folgt ) € F wegen A\ A = () aus Eigenschaft (ii).

2Einige Autoren verlangen die Nichtleere.
3, durchschnittstabiles “
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[l Damit ist bei einer Algebra fiir jedes A € F auch A € F. Wegen A\ B = AU B sind die
definierenden Eigenschaften einer Algebra sogar
i)y QerF
(i) AeF = AeF
(ii) A, Be F = AUBeF

B Bei einer o-Algebra ist wegen () A, = |J A, auch N 4, € F.
n=1 =1 n=1

O Jede endliche Algebra ist auch eine o-Algebra.

(9 Dynkin-Systeme und o-Algebren unterscheiden sich nur in Eigenschaft (iii) voneinander. Aller-
dings sind Dynkin-Systeme i.Allg. nicht N-stabil. N-stabile Dynkin-Systeme sind o-Algebren.

M Fiir || < 3 ist jedes Dynkin-System auch eine o-Algebra. Fiir Q = {1,2, 3,4} ist allerdings
das von £ = {{1,2}, {2,3}} erzeugte Dynkin-System keine o-Algebra.

Bezeichnung: o(F) — kleinste o-Algebra, die das Mengensystem F enthilt

Beispiele: o({0}) =o({Q}) ={0,Q}, o ({{1}}) = {0,{1},{2.3},Q},
o ({{1}, {2}}) =0 ({{1}, {21, {3}}) =

B.3.2 o-Algebra der Borel-Mengen

Definitionen:
e 7 — Menge aller rechts offenen Intervalle [a,b] := {x ER|a<zx< b}, a,b € R,
in R
e F — System aller Vereinigungsmengen von je endlich vielen Elementen aus 7

e B=0(Z)=0(F) — o-Algebra der Borel-Mengen von R (auch: Borel'sche o-Algebra)
Bemerkungen:
1 [a,b[= 0 fir a>D
2. Fist ein Ring in R.

3. Die Elemente von B heiRen Borel-Mengen. Wegen

[a,b] = ﬂ[a b+1/n[, Ja,b= U [a+1/n,b[ und ]a,b] =[a,b]\ [a,a]

sind auch
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e [a,b] € B fir a,be R,
e Ja,b[ € B fir a,b € R,
e Ja,b] € B fir a,be R und

e Ne B wegen N= |J[n,n] sowie Q€ B (Q ist abzihlbar.)
n=1

4. Die o-Algebra der Borel-Mengen 5 wird auch von der Menge der offenen bzw. abgeschlosse-
nen bzw. links offenen Intervalle erzeugt. Ebenso ist die Menge der uneigentlichen Intervalle
| — 00, x] bzw. | — 00, z[ (z € R) ein Erzeuger von B.

5. Wird die Menge Z¢ der halboffenen Intervalle des R¢ betrachtet, wobei ,, <" und ,, <" kom-
ponentenweise gilt, gelangt man analog zu dem Ring F¢ und der o-Algebra B¢ der Borel-
Mengen von R¢,

6. Es gibt Teilmengen des R, die keine Borel-Mengen sind, d.h., es gilt B # 2(R%) (zum
Beweis siehe z.B. Bauer, MaR- und Integrationstheorie, 1992, Satz 8.6).

B.3.3 Mengenfunktionen

Definition: Sei F ein Mengensystem. Eine Abbildung i : F — [—00, o0] heilt Mengenfunkti-

on?

Eine Mengenfunktion y auf einem Ring R heilt Inhalt, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

() p(A) >0 firalle AcR
0) =0
(i) (AUB) = p(A)+u(B) fir alle disjunkten A, B R (endliche Additivitéi

Ein Inhalt 1 auf einem Ring R heilt PramaR, wenn fiir jede Folge (A, ),y paarweise disjunkter

Mengen in R mit |J 4, € R

n=1

,u< U An> = Z,u(An) (o-Additivitat)
n=1 n=1

gilt. Ist auRerdem p auf einer o-Algebra A definiert, so heilit x ein MaRB.

2Man beachte, dass eine Mengenfunktion die Werte —oo und oo annehmen kann.

13Somit gilt fiir jede endliche Folge A1, ..., A, € R paarweise disjunkter Mengen

M<Q&>=§m&»

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0



212 Anhang B. Anhang zur stochastischen Finanzmathematik in diskreter Zeit

Beispiele:

o Essei F das System der Vereinigungsmengen von je endlich vielen Intervallen aus Z. Fiir jedes

1 firweF
0 firwé¢F

auf die Borel'sche o-Algebra B ein MaB, das sogenannte Dirac-MaR.

weRiste,: FeFr—e,(F):= ein PramaR und dessen Fortsetzung

e Es sei F das System der Vereinigungsmengen von je endlich vielen Intervallen aus Z. Die
Mengenfunktion A : F — [0,00], die jedem Intervall [a,b[ € Z C F, a,b € R, seinen
sogenannten Elementarinhalt

A[a,b]) = max(0,b— a)

zuordnet, ist ein Pramal und heillt Lebesgue’sches Pramal.

Da jedes F' € F als Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Intervalle I, ..., I, € T
n

dargestellt werden kann, gilt wegen der Additivitdt A(F') = > A(L).
i=1

Die Fortsetzung von A auf die Borel'sche o-Algebra B wird als Lebesgue-Borel’sches Mal}
bezeichnet. Es gilt

AM[a, b)) = A(a,b]) = Xa,b]) = A(a,b]) = max(0,b— a)
fir alle a,b € R sowie

AJa,a]) = 0 firalleae R undsomit A(IN) = AQ) = 0.

e Analog ist die Mengenfunktion A% : F¢ — [0, cc], die jedem Intervall
[a,bl € 7% ¢ F4 a:=(on,...,a9)T €Re, b= (B1,...,84)" € RY,
den Elementarinhalt

(Br—a1) - (Po—a2) ...-(Bg—aq) firb>a

0 sonst

([, aa), (Br- . B) ) =

zuordnet, ein PrimaR und dessen Fortsetzung auf B¢ ein MaR.

Wichtige Eigenschaften von Inhalten:

e Ein Inhalt 1 auf einem Ring R heifit endlich, wenn p(A) < oo fiir alle A € R gilt.
Ist insbesondere R eine Algebra, so ist i genau dann endlich, wenn 1(2) < oo gilt.

e Ein Inhalt 4 auf einem Ring R heillt o-endlich oder o-finit, wenn eine Folge (An) N eR
ne

o
mit Q = |J A, existiert, so dass u(A,) < oo fiir alle n € IN gilt.

n=1
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Bemerkungen:

o Jeder endliche Inhalt ;1 auf einer Algebra ist auch o-finit. Dies gilt i.Allg. jedoch nicht fiir
einen Inhalt auf einem Ring: Auf dem Ring R = {0} mit Q # (0 existiert z.B. kein o-finiter
Inhalt.

o Das Lebesgue'sche PrimaR \¢ ist endlich (wegen R? ¢ F¢) und o-finit, das Lebesgue-
Borel'sche MaR \? dagegen nur o-finit, aber nicht endlich (wegen R? € B¢ und R? =

Uln—1,0]U[=n, —n+1] ).

n=1

Wichtige Aussagen der MaRtheorie:

o Fortsetzungssatz: Jedes PriamaB p auf einem Ring R kann auf der o-Algebra o(R) zu
einem MaR fortgesetzt werden.

 Eindeutigkeitssatz: Sei £ ein N-stabiler Erzeuger einer o-Algebra A = o(&). Stimmen zwei
MaBe auf £ iiberein und sind sie ,auf £ o-finit", so sind sie auch auf A gleich.

(Insbesondere kann jedes o-endliche Pramal — wie z.B. das Lebesgue'sche Pramall — auf

eindeutige Weise zu einem MaR fortgesetzt werden.)

B.3.4 Messbare Abbildungen

Definition: Seien ) eine Menge, A eine o-Algebra in Q und p ein MaR auf A. Dann heift

e das Paar (Q,A) ein messbarer Raum und

e das Tripel (Q,.A, u) ein MaRBraum.

Definition: Seien (Q,A) und (Q’,.A’) messbare Riume sowie T': Q — €’ eine Abbildung. T
heilt A-.A’-messbar, falls
T4 = {weQ:T(w) eA’} e A firalle A’ e A

gilt. Schreibweise: T : (Q,.A) — (Q’,.A')

Ist klar, welche o-Algebren gemeint sind, heillt T" einfach nur messbar.

Bemerkungen:
e Jede konstante Abbildung T': Q — €' ist messbar.
e Jede stetige Abbildung T : (Rd,5d> — (Rd,,Bd,) (d,d" € IN) ist messbar.
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o Sei <Q,A) ein messbarer Raum. Fiir A C Q ist die Abbildung 14 : Q — {0,1} mit

1 fallswe A . ]
Tg(w) = (Indikatorfunktion von A)

0 sonst

genau dann messbar, falls A € A ist.

o T71(A) = {A CQ: A e A mit A= T_I(A’)} ist die Menge aller Urbilder von
T. Die Messbarkeit von T ist gleichbedeutend mit
T'(A) c A
T~1(A") ist ebenfalls eine o-Algebra und heift die von T erzeugte o-Algebra.
Schreibweise: o(T')

o(T) ist die kleinste o-Algebra, beziiglich der T" messbar ist.
e Durch die Abbildung T" wird auf A’ ein Mal}
W Aed —s u(T_l(A’)> - u({w €Q:T(w) e A’})
erzeugt, das sogenannte BildmaR T'(u) bzw. py.

Messbare Abbildungen ,transportieren” somit ein Mall von einem messbaren Raum in einen

anderen.

B.3.5 Produktmale

e Mengenprodukt: X Q; := Q1 x Q9 x ... X Qy
i=1

e Produkt von o-Algebren: é Ai = L1 AHR...0A4, = a( >n< Ai)
=1 1=1

n
X A; ist im Allgemeinen keine o-Algebra.
i=1

e Essei <<QZ’,A¢,M)> eine Folge von MaBraumen. Die Mengenfunktion

i=1,....n
™ XA € XA — 7r*( X Ai) =[] wi(A4;) € [0, 0]
i=1 i=1 i=1 i=1

ist im Allgemeinen kein MaB. Sind 1, ..., i, jedoch o-endlich, so existiert eine eindeutige

n n
Fortsetzung der Mengenfunktion 7* auf X A; zu einem MaR 7 auf ) .4;, dem sogenannten

i=1 =1
Produktmal

n
RQui = U@ ... py = .
=1

n
Das Tupel (

Qi>

n
1 =

Aia

n
1 =

,ul-> ist dann ein MaRraum.

7 1
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B.3.6 Faltungen

e Seien nun speziell Q; = R, A; =B¢ (i =1,...,n) und u1,. .., u, endliche MaRe.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei im Folgenden d = 1.
Dann ist ( >n< R,Q B, &Q ,ui> = (]R”,B”, X ui> ein MaRraum.
i=1 =1 =1 i=1
e Die (Summations-)Abbildung

n
F,: (z1,...,2y) € R" — > z; € R
i=1

erzeugt auf dem messbaren Raum <IR, B) das Mal <®Mz) :
=1 /F,

BeB — <§1M>Fn(3) -

<(§1u) ({(ﬂ:l,...,xn) €R" | ém € B}) € [0, 00],

das sogenannte Faltungsprodukt

n
[ K o % .kl = (®,ul> .
=1 JF,
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B.4 Grundlagen aus der Integrationstheorie

B.4.1 p-Integrale

Gegeben sei ein Malraum <Q,A, ,u).

e F — Menge der Elementarfunktionen (reellwertig, nichtnegativ, .A-messbar, nimmt nur endlich
viele Werte an)

Aq,..., A, paarw. disjunkt,

Fir f € E ist /fdu = Z%M(Az‘)-
i=1

af, ..., 0n € Rog

— Das Integral hingt nicht von der speziellen Darstellung von f ab.

— Die maBtheoretische Vereinbarung 0 - oo = 0 ist zu beriicksichtigen.
e Numerische Funktion: Funktion mit Werten in R := R U {co} U {—o0}

e E* — Menge der A-messbaren, nichtnegativen numerischen Funktionen

Es gilt: E* = {f Q= ESF ‘ A(fn)nen € E isoton mit f = sup fn}
nelN

Fir f € E* ist /fdu = sup/fndp,.

nelN

— Das Integral hangt nicht von der speziellen Wahl der Folge ( f,,)nen ab, d.h., Integration

und Supremumsbildung ,diirfen” vertauscht werden.

— Das Integral von f aus E* ist auch fiir den Fall [ fdp = oo definiert.

— Aus [ fdu < oo folgt wegen der maBtheoretischen Vereinbarung 0 - co = 0 im Allge-
meinen NICHT f < oo, da {f = oo} := {w € Q| f(w) = oo} eine p-Nullmenge sein
kann. Allerdings gilt in diesem Fall f < oo p-fast iiberall.

e Integration von beliebigen numerischen Funktionen:
f:Q — Rist p-integrierbar <= f ist A-messbar
und /fJr du < oo, f1:=max(f,0),
und /f dpu < oo, f7 :=max(—f,0)

Fir integrierbare numerische Funktionen f ist /f dy = /f+ dyp — /f_ du.

— Alternative Bezeichnung: /f(w) dp(w) = /fd,u
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— Ist f A-messbar, so sind fT, f~ € E*, d.h., die Integrale [T du und [f~ du sind
(auch fir [fTdu = oo und [f~dp = oo) definiert. Die Endlichkeitsforderungen
JfTdp < cound [f~du < oo dienen zur Vermeidung des undefinierten Ausdrucks
,00 — 00" in obiger Definition.

— Die Integrierbarkeit einer Funktion hangt somit auch vom verwendeten MaR 1 ab, wes-
wegen manchmal genauer von der p-Integrierbarkeit und vom pu-Integral gesprochen

wird.

— Im Spezialfall x = A¢ spricht man von Lebesgue-Integrierbarkeit bzw. vom Lebesgue-
Integral. Ist 1 ein Borel-MaR, d.h. auf B¢ definiert, spricht man auch von (Lebesgue-)
Stieltjes-Integrierbarkeit bzw. vom (Lebesgue-)Stieltjes-Integral.

e Die Eigenschaft 7 gilt u-fast iiberall. :<= Es existiert eine p-Nullmenge N (€ A),
so dass alle w € N die Eigenschaft 7 be-

sitzen.

Ist i ein WahrscheinlichkeitsmaR (d.h. p(£2) = 1), so sagt man auch , u-fast sicher” anstatt
»p-fast dberall”,

e fintegrierbar — |f| < oo p-fast lberall

e f integrierbar und f = g p-fast iiberall = g integrierbar

e f integrierbar und f = g u-fast iberall — /f dp = /g du

e f g integrierbar: f < g — /fd,u, < /gdu

e Weitere Verallgemeinerung des Integralbegriffs auf fast iiberall definierte messbare numerische

Funktionen:

f (messbar, numerisch) p-fast iiberall auf Q definiert

und f’ integrierbare Fortsetzung von f auf Q@ — /f dp = /f’du

e Einschrankung des Integrationsbereichs auf A € A fiir integrierbares f:

[ran = [1a-sau
A

B.4.2 Male mit Dichten
Gegeben sei ein Malraum <Q,.A, ,u).

e Fiir jedes f € E* (d.h., f ist A-messbar, numerisch und nichtnegativ) wird durch

v(A) = [ fdu, A€ A,
/
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ein MaR v auf A definiert. f heillt Dichte des MaBes v beziiglich p.

Schreibweise: v = fu oder f = j—y
I

e Fir o € E* und v = fu mit f € E* gilt: /gpdy = /g0~fdu

e Fiir f,ge E*gilt: f =g p-fast iberall = fu=gp

(Umkehrung gilt, falls f oder g zusatzlich noch p-integrierbar sind, d.h. [fdu < co oder
Jgdu < 00)

e Ein MaB v auf A heilt u-stetig (andere Bezeichnung: absolutstetig beziiglich 1), wenn
jede p~-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

Schreibweise: v <

e Satz von Radon-Nikodym: Ist das MaR p o-finit, so besitzt ein MaB v auf A genau dann
eine Dichte f € E* beziiglich p, wenn v p-stetig ist.

Diese Dichte f ist u-fast iiberall eindeutig bestimmt.

Ist dariiber hinaus auch v o-endlich, so gilt f < oo p-fast tiberall.

B.4.3 Integration beziiglich eines BildmaRes

Gegeben seien ein MaRraum (Q, A,,u), ein messbarer Raum (Q’,A’) sowie eine (A, A’)-messbare
Abbildung T": Q© — Q' mit BildmaB pur auf A’
e Fiir jede (A, B)-messbare Funktion f': Q) — R gilt:
f!ist up-integrierbar <= f/(T) = f' o T ist u-integrierbar

und (in diesem Fall)
[£aur = [r@)a (B.7)
Alternative Bezeichnung: /f ) dpr(z /f dpr

B.4.4 Beziehung zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral

e Integrierbarkeit auf einem kompakten Intervall: Ist eine messbare Funktion f : [a,b] —
R auf dem Intervall [a,b] C R Riemann-integrierbar, so ist f auch auf [a,b] Lebesgue-
integrierbar, und es gilt

[ rar - /f

[a,b]

Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht (Gegenbeispiel: f := 1q|{q,)-
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e Eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar, wenn die
Menge der Unstetigkeitsstellen von f auf dem Intervall |a, b] das Lebesgue-MaB Null besitzt.

e Uneigentliche Integrierbarkeit: Sei eine messbare Funktion f : (a,b) C R — R fiir alle
Intervalle [c,d] C (a,b) Riemann-integrierbar. Dann ist f genau dann Lebesgue-integrierbar,

wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar ist.

Aus der uneigentlichen Riemann-Integrierbarkeit von f folgt jedoch im Allgemeinen nicht die
Lebesgue-Integrierbarkeit von f (Gegenbeispiel: f : z € (0,00) — sinz/z).

B.4.5 Satz von Fubini

e Seien (21, Ay, 1) und (Qg, Az, 2) zwei MaRraume mit zwei o-finiten MaRen 1, o und
f: Q1 x Q3 — R nichtnegative messbare oder eine ;11 ® jug-integrierbare Funktion.

Dann gt [ fd(u o) = [ ([ duateon) ) dsteo)
=/ /f(wlawz)dM(wz) dpg (wr).

B.4.6 [P-Raume

Definition: Sei (Q,.A, ,u) ein MaRraum. Dann bezeichnet
o [P (Q,.A, u) fir 1 < p < oo die Menge aller p-fach integrierbaren Funktionen auf €2,
o L™ (Q,A, u) die Menge aller messbaren, p-fast tiberall beschrdankten Funktionen auf 2,

o [0 (Q,A,,u) die Menge aller messbaren, pu-fast iiberall endlichen Funktionen auf 2.

e Abkiirzende Bezeichung: L£P := LP(u) := LP (Q,A,u) fur p € [1,00] U {0}.
e Fiir endliche MaBe p ist £LP C L9 fiir p > g.

e Integrierbarkeit des Produkts von integrierbaren Funktionen: Fiir f € £P und g € L4

1 1
mit p,q € [1,00] und — + — =1 (wobei é =0) gilt f-geLl.
P q
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B.5 Grundlagen aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

Definition: Sei (Q,A) ein messbarer Raum.

e Ein MaR P auf A heift WahrscheinlichkeitsmaR, falls
IP(Q) —1
gilt.

e Ein MaBraum (Q,A, IP) heilt Wahrscheinlichkeitsraum, falls P ein Wahrscheinlichkeits-
mal ist.

e Die Elemente der o-Algebra A werden Ereignisse genannt.

e Eine messbare Abbildung X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A, ]P) heit Zufalls-
groRe oder Zufallsvariabld™]

e Das BildmaR X (IP) bzw. Px von X heit Verteilung von X.

e Ist X P-integrierbar, so heillt das Integral

/XdIP

Erwartungswert von X. Bezeichnung: E(X)

In diesem Fall gilt (siehe (B.7))
EX — /Idd]PX - /dePX(:r),

wobei Id die Identitit Id: x € R — = € R bezeichnet.

e Ist X? integrierbar, so heiRt
2 2
Var (X) = / (X - E(X)) dP = / (3: - E(X)) AP x ()
die Varianz von X und y/Var (X) die Standardabweichung von X. Es gilt

Var(X) = E <X2> - (E(X))Z.

4Das WahrscheinlichkeitsmaR IP ist fiir die Messbarkeit allerdings ohne Bedeutung.
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B.5.1 Unabhangigkeit
Definition: Sei (Q,A, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
e Zwei Ereignisse A, B € A heillen unabhiangig, falls
P(ANB) = P(A)-P(B)
gilt.

e Eine Familie (Ai)iel (I C IN) von Ereignissen aus A heilft unabhangig, wenn fiir jede

nichtleere endliche Teilmenge J = {i1,...,4,} von I

P (n]Aij _ ﬁIP(AZ-j>
j=1 j=1

gilt.
Bemerkung: Die paarweise Unabhingigkeit ist notwendig, aber nicht hinreichend fiir die

Unabhéngigkeit.
e Eine Familie (.Ai)ie] (I C IN) von Unter-o-Algebren von A heift unabhingig, wenn jede

Familie (Ai)ie] von Ereignissen mit A; € A; unabhiangig ist.

e Eine Familie (Xi)iel (I C IN) von ZufallsgréRen auf dem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-

raum (Q, A, P ) heit unabhingig, wenn die Familie (O'(XZ'))Z'GI der von lhnen erzeugten
o-Algebren unabhangig ist.

e Charakterisierung der Unabhidngigkeit durch das Produkt der Verteilungen: Endlich
viele ZufallsgréRen X1, ..., X, sind genau dann unabhangig, wenn die Verteilung des Vektors
(X1,...,X,)T gleich dem Produkt der Einzelverteilungen ist, d.h.

n
Pix,, . x)r = ® Px,.
i—1

e Multiplikationssatz: Fiir n unabhingige und integrierbare oder nichtnegative ZufallsgréBen
X1,..., X, gilt

E f[lx :f[lE(XZ-).

e Verteilung der Summe unabhingiger ZufallsgroBen: Die Verteilung einer Summe S :=
X1+...,X, von n unabhangigen ZufallsgroBen X7, ..., X, ist gleich dem Faltungsprodukt

der Einzelverteilungen, d.h.

Ps = Px, ... xPx, .
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B.5.2 Unkorreliertheit
e Fiir zwei integrierbare ZufallsgroBen X und Y, deren Produkt XY integrierbar ist, heifit
cov (X,Y) = E<(X—E(X)) : (Y—E(Y))> — E(XY)—E(X)-E(Y)
die Kovarianz von X und Y.
e Gilt
cov(X,Y) = 0,
so heilen X und Y unkorreliert.

e Zwei unabhingige, integrierbare ZufallsgréRen sind unkorreliert. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht immer.

e Gleichheit von Bienaymé: Fiir endlich viele paarweise unkorrelierte Zufallsgroen X1, ...,
X, gilt

Var Zn: Xi = Zn: Var (Xz) .
=1 =1
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B.6 Beweis des 1. Fundamentalsatzes im EPM

Von Satz verbleibt zu zeigen, dass aus der Arbitragefreiheit des EPM die Existenz eines
risikoneutralen Males folgt, das dariiber hinaus noch eine beschrankte Dichte beziiglich IP besitzt.

Dafiir wird der folgende Trennungssatz benétigt:

Lemma B.9 Sei C C R" eine nicht-leere konvexe Menge mit 0™ ¢ C. Dann gibt es ein ¢ € R"™
mit folgenden Eigenschaften:

1.¢-x > 0 firallexeC

2. ¢-xg > 0 fiir wenigstens ein xg € C

Beweis: Siehe Follmer/Schied

Nun zu dem verbleibenden Beweisteil von Satz [2.31] Die Beweisidee beruht darauf, die Existenz
eines Males Q mit der Eigenschaft

EQ <§T—Lo _560) — oV

zu zeigen. Obiger Trennungssatzwird dann dazu verwendet, die Gegenannahme (,,Es gibt kein
MaR @ mit EQ <§;0 — §60> = 0V.") zum Widerspruch zur vorausgesetzten Arbitragefreiheit zu

fuhren.

o SeiY ! = §;U —§60.

Fiir jedes Wahrscheinlichkeitsmall P* auf <Q,.7-") ist das Integral EF” (1’_0) wohldefiniert,
da Y0 (aufgrund der Nichtnegativitit von §;0) nach unten durch den konstanten Vektor

—§60 beschrankt ist und somit fiir den Negativteil (AY*O)i von Y "

EP((r=)7) < BP((-5,97) = (-89 < 001V

gilt. Somit ist
oo -1V fiir EY” ((Y_O)Jr =00
EF” ((Y70)+> —EF” ((on)_) sonst.

Insbesondere ist ein zu P dquivalentes WahrscheinlichkeitsmaR @ genau dann ein risikoneu-
trales MaB (d.h. EQ(S ) = S,), wenn

~n

EQ (y—o) = oV (B.8)

gilt. Die O-te Komponente der N + 1-dimensionalen Vektoren S, und S, braucht wegen
§2 = §8 =1 und somit E® (ﬁ% — §8> = 0 nicht beriicksichtigt zu werden.
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e Fiir ein verkiirztes Portfolio h™0 € RY ist

R Y = VORT) -V o).

Demnach ist gemil Lemma die Existenz einer Arbitrage im EPM aquivalent mit der

Existenz eines verkiirzten Portfolios h™° € RV mit

ROY >0 Pfs. und  P(ROY " >0) >0 (B.9)

e Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei

EP(\X—O\) < oo mit [Y7O = /Y.y (B.10)
Andernfalls kann anstatt P das MaR P mit der Dichte
1
dp 1+ Y7 P 1
- = .~ 't = E [
ap c M LY

verwendet werden, das folgende Eigenschaften besitzt:

< 1. Somit ist auch 0 < ¢ < 1 und P

1. Wegen 0 < [Y % < 0o ist 0 < — <
1+ [Y ™

dP
wegen der erfolgten Normierung durch ¢ ein WahrscheinlichkeitsmaB. AuRerdem ist P
beschrinkt. Insbesondere besitzt dann jedes MaR @, das beziiglich P eine beschrinkte

Dichte besitzt, wegen

dQ  dQ dP

dP ~ gp dP
ebenfalls eine beziiglich P beschrinkte Dichte.

dP . y
2. Wegen P > 0 sind P und IP 3quivalent. Insbesondere wird durch den Ubergang von
P zu P die Arbitragefreiheit des EPM nicht gefihrdet.
3. Wegen

Y —°
B (1y ) G o) DT

c c c
ist EIAP(|AY*O|> < 00, da ¢ > 0 ist.

e Sei nun Q die Menge aller zu IP dquivalenten WahrscheinlichkeitsmaRe, die eine beschrankte

d
Dichte B beziiglich P besitzen. Q ist eine konvexe Menge, denn fiir zwei Wahrscheinlich-
keitsmalle Qo, Q1 € Q gilt fiir

Qo = a-Q+(1—a)-Q mit ac(0,1) (B.11)
und alle F' € F
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1 P(F) =0 <= Qo(F) = Qu(F) =0 <= Qu(F) = a-Qu(F)+(1—a)-Qo(F) =

(<" wegen o, 1 —a > 0und Q1, Qo >0) sowie

i fo e foo an- (o 800 %)
F

I
Ql dQ dQo

wobei « - 3 T (1—a)- % beschrankt ist, da —= und ——

dPp dP

AuRerdem ist Q nichtleer, da P € Q ist und IP beziiglich sich selbst die beschrankte Dichte
1 (Einsfunktion) besitzt.

beschrankt sind.

e Die Menge
C = {EQ( >|QGQ} c RY

ist die Menge aller (endlichen) Erwartungswerte von Y °, die durch zu P dquivalente MaRe
mit beschrinkter Dichte beziiglich P gebildet werden. GemiR (B.8)) ist 0V € C gleichbedeu-
tend mit der Existenz eines risikoneutralen Males.

Diese Menge soll im Folgenden im Zusammenhang mit Lemma verwendet werden, so
dass zunichst iiberpriift werden muss, ob im Bezug auf die Menge C die Voraussetzungen
von Lemma erfiillt sind:

1. C enthalt wegen (B.10) und der Beschranktheit der Dichten beziiglich IP ausschlieBlich
endliche Werte, so dass C C RY gesichert ist (siche Anhang [B.4.6; Das Produkt einer
integrierbaren und einer beschrankten Funktion ist stets integrierbar).

2. C ist nichtleer, da P € Q und somit EF <X‘0) € C ist.

3. C ist konvex: Zu allen Vektoren xg, x1 € C gibt es Male Qg, Q1 € Q, so dass
xy — EQ (g—o) und x, = E (y—o)

gilt. Da Q konvex ist, ist auch Q, gemaR (B.11) mit « € (0,1) in Q enthalten und
somit auch EQ« <¥_0) € C. Fiir diesen Erwartungswert gilt nun, da Q, die Dichte

dQ dQo
dP + (1= )'d

EQ« (Y*(J) = /Y Oan

- /Y—0< Q1+(1—a) d%())dIP
= a/yo (i%dIPJr(l—a)/Xo 4 4p

beziiglich P besitzt,

dPp
= oE% (X*()) +(1—a)E® (Y*[)) = ax; + (1 — a)z,

d.h. az; + (1 —a)zo € C.
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4. Die Eigenschaft 0V ¢ C wird im Folgenden angenommen werden, um diese zum Wi-
derspruch zur Arbitragefreiheit zu fiihren.

e Angenommen, es ist 0V ¢ C. Dann gibt es gemiR Lemma einen Vektor A= € RN mit

1. h % 2 > 0 firallexz eC und

2. h™%. x5 > 0 fiir wenigstens ein x € C.
Dies ist gleichbedeutend mit
1. 0. EQ (g—O) — EQ (h—o : X—O) > 0 firaleQeQ  und
2. h 0. E¥ (Y‘O) = E¥ <h_0 . X_O) > 0 fiir wenigstens ein Q* € Q.
Fiir Q* ergibt sich daher sofort
Q* (h—o Y0 > o) > 0,
was aufgrund der Aquivalenz von Q* und P gleichbedeutend ist mit
IP(h*“ YO > o) > 0.
Gemal wiirde dann die Giiltigkeit von
h%. Y% >0 P-bzw. Q*fs.

die Existenz einer Arbitrage im EPM implizieren, was ein Widerspruch zur vorausgesetzten
Arbitragefreiheit wire. Daraus wiirde 0V € C und gemiR die Existenz eines risikoneu-
tralen MaRes folgen. Es verbleibt demnach zu zeigen, dass die Eigenschaft ™" - Y0 > 0
IP-f.s. — unter der Annahme 0V ¢ C - tatsichlich gilt.

Es wird im folgenden letzten Schritt
Pl.— _
EP (A0 Y™ dgpoyogy) = 0
gezeigt, woraus dann — wie gewiinscht —
h 2. Y" >0 Pfs.

folgt. Sei nun (¢,)n=2,3,.. mit

1 1
- 1—f)-]1 o L P
Pn ( o) Lmoy-ocop T o Lpoy—ox0)

eine Folge von ZufallsgroRen. Offensichtlich ist

A @ = dg-oy-ocop-
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Gem3aR dem Satz von der majorisierten Konvergenz (,Satz von Lebesgue®) ist dann

E’P<h—0.g—0.1{h_o,¥,o<o}) — lim E]P<h_0-}f‘0-d>n>.

n—oo

Es genligt demnach,
EP(h*O.y*O : ¢>n> >0 firallen=23,...

zu zeigen. Wegen

1 1
*qungl_*
n n

ist auch 2 < EF(¢,) <1 -1 fiiralle n=2,3,... und somit

Pn
EP (¢n)
eine beschrankte streng positive Dichte beziiglich IP. Somit sind die Male
dQn Pn .
= f =23,...
P T OEP(p,) T

samtlich in O enthalten und folglich gilt — gemal obiger Argumentation unter der Annahme
oN ¢C -

EP(h_O-Z“0-¢n) _ EQn<h—O‘Z~ﬂ).EP0%J >0

firallen=2,3,.... ]
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B.7 Beweis des 2. Fundamentalsatzes im EPM

Von Satz verbleibt zu zeigen, dass aus der Eindeutigkeit des risikoneutralen MaRes die Voll-
standigkeit folgt. AuBerdem soll in diesem Fall dim £° (Q,]—', IP) < N +1 gelten.

Zunichst jedoch soll die Menge der replizierbaren Auszahlungprofile mit Hilfe von £P-R&dumen

charakterisiert werden.

Lemma B.10 Gegeben seien ein arbitragefreies EPM (n,’]T, (Q,f, IP),SO, cee SN) sowie

Y = {L/n(h) he RN+1}

die Menge aller zu replizierbaren Auszahlungsprofilen gehdrigen diskontierten Auszahlungsprofile.

Dann gilt
dim) < dim £° (Q,]—', ]P).

Ist das EPM dariiber hinaus noch vollstindig, gilt sogar
dimy = dim£%(Q, F,P).

Beweis: In einem arbitragefreien EPM ist jedes zu einem replizierbaren Auszahlungsprofil C' gehd-

rige diskontierte Auszahlungsprofil C' integrierbar beziiglich jedes beliebigen risikoneutralen MaBes

Q, d.h.,
v c £'(2.F.Q).

Allgemein ist (da jedes Wahrscheinlichkeitsmal ein endliches MaR ist)
£ (2. F.Q) ¢ £(2F,0),

wobei £° (Q,f, Q) die Menge der Q-f.s. endlichen (d.h. reellwertigen) ZufallsgréRen beschreibt.
Aufgrund der Aquivalenz von Q und PP ist

(2, F.q) = £(2.7.P),
folglich

y c EO(Q,}',IP)
und somit

dimy < dimLO(Q,}",IP).
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Ist das EPM auRerdem noch vollstindig, ist jede reellwertige ZufallsgroBe replizierbar. In diesem
Fall stimmen — bis auf P-Nullmengen — ¥ und £° (Q,}", IP) iiberein. Demnach gilt

dimV = dim £° (Q,]—", ]P). .

Bemerkung: Die Menge V ist ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit
dimy < N+ 1.

Im Fall der Arbitragefreiheit und Vollstindigkeit eines gegebenen EPM ist somit auch
dimLO(Q,}", IP) < N+1.

Die Zustandsmenge € lasst sich demnach in diesem Fall in hochstens N + 1, Hauptbestandteile”

aufspalten, die in folgender Definition als ,Atome" bezeichnet werden.

Definition B.11 Sei <Q,]—", IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Ein Ereignis A € F heilt Atom von
(Q,]—", IP), falls

P(A) > 0 und  P(B) € {0,P(A)} firalleBC A
gilt.

Bemerkung: Die Hinzunahme einer beliebigen Nullmenge zu einem Atom erzeugt wieder ein Atom.
Atome sind demnach bis auf Nullmengen eindeutig bestimmt.

Lemma B.12 Fiir alle p € {0} U [1, o] gilt
dim £P (Q,f,]P) (B.12)
= sup {n € N | 3 Partition Ay,..., A, von Q mit A; € F und P(A;) >0 (i = 1,...,n)}.

AuBerdem ist ng := dim LP (Q, F, IP) < 0o genau dann, wenn eine Partition von Q) in ng Atome

von <Q, F, IP) existiert.

Beweis: Sei Ay,..., A, eine Partition von Q (d.h. |J Ai=Qund 4;NA; =0 firi#j,i,j=
i=1

1,...,n) mit A; € F und P(4;) >0 (i =1,...,n). Dann sind die ZufallsgroBen 1 4,,...,14,

linear unabhiangige Vektoren in LP (Q,}", IP) (da die Indikatorfunktionen beschrankt sind, sind sie

in £ und damit auch in allen £P mit p € {0} U [1, oo] enthalten) und es gilt folglich
dim £7 (2, F,P) > n.
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Fiir

sup{n € IN | 3 Partition Ay,..., A, von Q mit A; € F und P(A;) >0 (i = 1,...,n)} =
ist die Gleichheit offensichtlich. Ist nun

sup{n € IN | 3 Partition Aj,..., A, von Q@ mit A; € F und P(4;) >0 (i = 1,...,n)} < 00

sowie ng das entsprechende Maximum und Ay, ..., A,, die dazugehdrige Partition, so sind A4y, ...,
Ay, Atome, da ansonsten ng kein Maximum ware. In diesem Fall ist jede ZufallsgroBe auf (Q, F, IP)
auf den Ereignissen A, ..., A, P-f.s. konstant und folglich IP-f.s. gleich einer Linearkombination
der ZufallsgroRen 1 4,, ..., L4, die somit eine Basis des £P (Q,]—", IP) bilden, d.h.

dimLP(Q,f, IP) — np. .
Das folgende Lemma liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Replizierbarkeit, die im darauf
folgenden Satz von entscheidender Bedeutung sein wird.

Lemma B.13 In einem arbitragefreien EPM sei fiir ein Auszahlungsprofil C die Menge Q(C')
diejenige Menge von risikoneutralen MaBen, fiir die das diskontierte Auszahlungsprofil C' integrierbar

ist. Ist dann die dazugehérige Menge

¢)(0) = {E%0) Qe Q)
einelementig, so ist C replizierbar.
Ohne Beweis.

Satz B.14 st in einem arbitragefreien EPM das risikoneutrale MaP eindeutig bestimmt, so ist das
EPM vollstindig. AuBerdem gilt dim £° (Q, F, IP) <N+ 1.

Beweis: Sei C' ein Auszahlungsprofil, dessen dazugehoriges diskontiertes Auszahlungsprofil C' P-f.s.
beschrankt ist, d.h.

C e £°°<Q,]—',]P>.

Somit ist C' nicht nur beziiglich P, sondern auch beziiglich des zu P dquivalenten (als eindeutig
bestimmt vorausgesetzten) risikoneutralen MaRes integrierbar und die Menge C,(C) aus Lemma
besteht nur aus einem einzigen Element, woraus die Replizierbarkeit von C' folgt. Folglich ist

£°°(Q,f,1P) cy
und somit
dimLOO(Q,]-",IP) < dimy < N+1.
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Da gemall Lemma die Dimension aller £P-Rdume iibereinstimmt, ist demnach auch

dimLO(Q,]-",IP) < N+1

und es gibt eine Partition von €2 in héchstens N +1 Atome. Jede ZufallsgroBe auf ( Q, F, P ) ist auf
jedem dieser Atome IP-f.s. konstant. Da es nur endlich viele Atome gibt, ist daher jede ZufallsgroRe
auf (Q,]:, IP) (d.h. jedes Auszahlungsprofil und auch jedes diskontierte Auszahlungsprofil) P-f.s.

beschrankt und folglich — analog zur Argumentation am Anfang dieses Beweises — replizierbar, d.h.,
das EPM ist vollstandig.
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B.8 Beweis des Lemmas 2.43 im MPM
(d) = (a) Klar.

(a) = (b) Es seien H= (lro, . ,ﬁn,1> eine Arbitrage in M und

t := min {s €{0,...,n—1} | ys+1(I:I5) > 0 P-f.s. und IP(l/sH(I:Is) > O) > 0}. (B.13)
Der Zeitpunkt ¢ ist wohldefiniert, da nach Voraussetzung (siehe (2.15))
V (H,_1)>0 Pfs und P(yn(ﬁn_l) > o) >0

gilt. Da ¢ der kleinste Zeitpunkt mit der Eigenschaft (B.13)) ist, gilt fiir t > 1 (da ansonsten
H,_, nicht definiert ware)

]P(yt(ﬁt,l) < 0) >0 oder V,(H;_1)<0 P-fs,
was gleichbedeutend ist mit

entweder IP(l/t(IA{t,l) < 0) >0 oder l/t(IA{t,l) =0 P-fs. (B.14)

Da jede Arbitrage selbstfinanzierend ist, ist (B.14)) gleichbedeutend mit
entweder ]P(yt(ﬁt) < 0) >0 oder V,(H;)=0 P-fs. (B.15)

Diese Eigenschaft gilt auch fiir t = 0, da bei einer Arbitrage yo(lﬁIo) < 0 IP-f.s. vorausgesetzt

wird.

—0 A ~”— —
Seinun H = (HO 0, e ,Hn:) die zu H gehdrige verkiirzte Handelsstrategie. Allgemein
gilt (allerdings nur bei Betrachtung der diskontierten Portfoliowerte!) fir s € {0,...,n—1}
A N ~ \T
mit H, = (HOHN)

V,, (H) - V(H) = A+ V2 (H,") - (A0 + v, "))

~s+1 s s ~s+1
0 gy—0 0,70
= ~5_|(_)1(Hs )_YSO(HS ) (816)
Es werden die Falle von (B.15) unterschieden:
Fall 1: Yt(ﬁt) =0 P-fs.
Fiir diesen Fall ergibt sich wegen (|B.16)
_ ~—0 _ ~ —0 N A N
l/tfl(Ht ) _Yt O(Ht ) = ylg+1(Ht) _l/;g(Ht) = Y15+1(Ht) >0 IP—f.S.,

so dass H™" := ILAI,S_O wegen 1) die Bedingung 1} erfiillt.
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Fall 2: ]P(L/t(PIt) < 0) >0

. X . AT
In diesem Fall erfiillt mit H, .= (Htl, . ,HtN)

A

1
Hi Ly (A1,)<oy
0 ._ 1 —0 A L .
HY = H Ly g, =
TN
Hi* - Uiy (1,)<oy
die Bedingung 1| denn wegen 1) und YtH(ﬁt) > 0 P-f.s. (siehe || ergibt
sich
—0 -0 —0/77—0y _ —0 (770 —0/ 770
VALE) —VOE) = (VL ED) VD) Ly o

- (l/t+1(Ht) —,Yt(Ht)> Ly <oy
> _~t(Ht)']1{L/t(ﬁt)<0} P-fs. . (B.17)

~t

Der Ausdruck (B.17)) ist aber nicht-negativ und sogar mit positiver Wahrscheinlichkeit positiv,
da hier der Fall P(V,(H,) < 0> > 0 betrachtet wird.

Fiir den Zeitpunkt ¢ € {0,...,n — 1} und das verkiirzte Portfolio H~° z. Ztpkt. ¢ aus (b)

gibt es eine Konstante ¢ > 0, so dass
1P<yt+01 (H*O) > V0 (H*O) und (H*O‘ < c> >0
T
gilt. Dabei bezeichnet fiir H° := (Hl, . .,HN>

‘H_O‘ = max ‘H’
ie{1,...,N}

Denn: Fir £ € IN sei

zF = {w €N :l/t_fl (I—I_()) (w) > VY (H_O> (w) undieg%}f]v} ’Hz(w)) < k:}

Offensichtlich ist

z'cz? ... uwd |JZ'= {w cQ: V0 (H*O) (w) >V, (H*O) (w)}.
k=1
Aufgrund der Stetigkeit des Males P (siehe z.B. Bauer ...) gilt nach Voraussetzung
. k) _ k _
kIEEOIP<Z) - IP(HZ) = p > 0.

Somit gibt es fiir jedes € mit 0 < € < p ein ko := ko(e), so dass fiir alle & > ko
IP(Z’“) >p_ec >0

gilt.
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(c) = (d) Grafische Veranschaulichung:

S 0 t—1 t t+1 S n—1 n
| | | | | |
()0 () () ()
5 H° | oV oN H-° oN oN
v(H) o 0 0 V(7)) v, (1)
V,(H, ) 0 0 v, (H) ~t+1( ) v (H)
_l/t+1 (H_0> ( 0) aus (b)

Mit Hilfe des Zeitpunkts ¢ € {0,...,n — 1} aus (b) und des verkiirzten Portfolios H ~°
Ztpkt. ¢ aus (c) lasst sich folgende verkiirzte Handelsstrategie 7= (Hgo, Hl_o, ol

H;El) erzeugen:
H°=H° und H°=0" firse{0,...,n—1}\ {t} (B.18)
Offensichtlich ist T  beschrinkt.

Diese verkiirzte Handelsstrategie wird nun folgendermallen zu einer nicht verkiirzten Han-

delsstrategie H = <H0, H,, ..., Hn_1> mit

HO
H, = B (s=0,...,n—1)
H°
erweitert:
1B = ~V,°(H")
Damit ist
V,(Ho) = HY+v,°(H") = o. (B.19)
2. Firs=1,...,n— 1 sei iterativ
HY = V. (HH) — 0 (H;O). (B.20)
Damit ist

v,(H,) = B2+ v, (H") = v,(H, )
firs=1,...,n—1, d.h., H ist selbstfinanzierend.
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Es bleibt noch zu zeigen, dass H eine Arbitrage ist:

— Aufgrund der Konstruktion ist gemal (B.19 Y, <H0> =0.

— Fiir t > 1 ist wegen (|B.18 Hao = 0" und somit Hg = —Vao (Hao) = 0.

In diesem Fall ergibt sich fiir s < ¢ (s > 0) wegen H;° = 0V

V;“(H;O) =0,

woraus man aus (B.20) wegen HJ = 0 fiir s > 1 induktiv Hs_; = 0V T! sowie
V (Hs—l) = 0 und H? = 0 erhilt. Daraus folgt (fiir den Fall ¢ > 1)

~Ss

H, ;=0 (B.21)

~ Fiir ¢ = 0 ist wegen (B.18) HY = —V;° (H(;O) —_y0 (H—O).
Fiir ¢ > 1 ist wegen (B.21)) und ([B.18)

HY = l/t(Ht_1> ~V0 (H;O) = —yt—O(H;O) = —V—O(H—O). (B.22)
Somit gilt auch fiir t > 0, und es ergibt sich
Z(Ht) = HY + V" (H—O) = 0.
— Fiir t + 1 erhilt man dann
V(B = 14y (B) = v (H0) +mp = v (H0) -0 (m0).
Folglich gilt wegen gemiR Voraussetzung

V, (H)>0 Pfs und IP(l/tH(Ht) > 0> >0 (B.23)

Fiir t = n — 1 ist somit bereits gezeigt, dass H eine Arbitrage ist.
—Firt<n—1lunds>t(s<n-—1) giltY;O(H;()) =0, da wegen (B.18) H? = oV
ist. Somit ergibt sich aus (B.20))

HY = VS<HH) —y—0<H—0) -V <HH).

~ s S

Wegen l/;(_)l (H;O) = 0 erhalt man weiter

_ 0 —0 -0
YS+1(HS> - HS +YS+1<HS )

= H) = V<Hs—l>7

~S

woraus rekursiv

Von (H5> =V (Ht)’

Okt. 2013 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Ver. 3.0



236 Anhang B. Anhang zur stochastischen Finanzmathematik in diskreter Zeit

also insbesondere

Vi (H") = Vi, (Ht)

folgt. Wegen ([B.23) ist somit gezeigt, dass H eine Arbitrage ist.
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B.9 Bedingte Erwartungen

Definition: Es seien (Q, F, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, C eine Unter-o-Algebra von F und

X eine integrierbare oder nichtnegative ZufallsgroBe auf (Q, F, IP).
Eine C-messbare und integrierbare oder nichtnegative ZufallsgroBe Y heilt bedingte Erwartung
von X bez. C, falls

/YdIP = /XdIP firalle C eC
C C

gilt. Bezeichnung: E(X |C) :=Y

Bemerkung: E(X | C) ist nur P-fast sicher eindeutig bestimmt. Samtliche Aussagen, bei denen
bedingte Erwartungen auftreten, gelten somit im Allgemeinen auch nur IP-fast sicher.

Beispiel: Sei (B;);cr, I C NN, eine disjunkte Zerlegung von Q mit B; € F und P(B;) > 0 sowie

C(B;),c; die von (B;)icr erzeugte Unter-o-Algebra von F. [XdP
B.
Dannist E (X | Cp,.,) = D E(X|Bi)-1p mitE(X|B) = = .
( ) ) iel P(B)

Eigenschaften: Es seien X,Y integrierbare oder nichtnegative ZufallsgroRen auf (Q, F, IP) und
C,(Cq,Cs Unter-o-Algebren von F.

1. X C-messbar: E(X |C)=X P-s. Spezialfal: E(X | F) =X  P-fs.
2. B(X|{0,Q})=EX
3. X <Y Pfs. — E(X|C) < E(Y|C) PAs,
4 E(aX+pY|C) = aE(X|C)+BE(Y|C) P-fs. (of€Rbzw. a,3>0)
5. GG B(EX|G)|G) = E(E(X[G)|a) = B(X|¢) Ps
(,, Tower property", ,Die kleinste o-Algebra gewinnt.")
6. 1 unabhingig von U(U(X),c): E(X]U(C,Cl)> — BE(X|C) Ps
Spezialfall: C unabhingig von 0(X): E(X |C) = EX P-fs.
(,Unabhingige o-Algebren kdnnen weggelassen werden.")

7. X C-messbar und E|XY| < 0o oder X, Y nichtnegativ:
E(XY |C) = XE(Y |C) P-fs. (., Taking out what is known.")
XeLP(P),Y €LIP)(1<pg<oo)mitp'+¢'=1 = E|XY|< o[

Spezialfille: X beschriankt (p = o0), X,Y quadratisch integrierbar (p, ¢ = 2)

15£P(P) — Menge aller p-fach P-integrierbaren Zuf.gr. (1 < p < c0) bzw. P-f.s. beschrinkten Zuf.gr. (p = oc)
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8. ¢:R— R konvex und E[p(X)| < 0o:  E(p(X)|C) > QD(E(X | C)) P-fs.

(Jensen'sche Ungleichung)
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B.10 Beweis des 1. Fundamentalsatzes im MPM

Von Satz verbleibt zu zeigen, dass aus der Arbitragefreiheit des MPM die Existenz eines
dquivalenten Martingalmales folgt, das dariiber hinaus noch eine beschriankte Dichte beziiglich P
besitzt.

e Ein MPM kann als Verkettung von n EPM betrachtet werden, wobei die Preise der Finan-
zinstrumente am Anfang der jeweiligen Handelsperiode nicht — wie im , klassischen” EPM —
als konstant, sondern als messbar beziiglich einer o-Algebra F C F angesehen werden. Fiir
die t-te Handelsperiode (¢ € {1,...,n}) zwischen den Zeitpunkten ¢ — 1 und ¢ wére speziell

F = Fi1 sowie F = Fi.
Die definierende Eigenschaft fiir ein risikoneutrales Mall @ wére dann entsprechend
BUS/| Fir) = SiaPfs. baw.  EQ(S,—Si1|Fia) = 0Pfs, (B.24)
wobei in diesem Fall zusatzlich noch
EQ (§t> < o0

gefordert werden muss (das Integral E® (§t> existiert wegen S; > 0 zwar stets, hat aber
evtl. den Wert o0).

e Nun wird durch Riickwartsinduktion (von n nach 1) gezeigt, dass es fiir jedes, aus einer
Handelsperiode ¢ € {1,...,n} abgeleitete EPM ein risikoneutrales Mall @; mit folgenden
Eigenschaften gibt:

1. Qq ist dquivalent zu IP.
2. Q; besitzt eine beschrinkte Dichte beziiglich IP.

3, EQt(§k> < oofirallek=tt+1,...,n
4. EQt(Qk—gk_1|fk_1) =0 P-Afs firallek=t¢tt+1,...,n

In diesem Fall ware ndmlich Q; das gesuchte dquivalente Martingalmal, denn aus 4. er-
gabe sich fir s < t, s,t € {0,...,n}, mit den bekannten Eigenschaften von bedingten

Erwartungen

t

Q _ = E® — Sk s
B (S, - S| ) E(kzil(sk Sk 1)\f>
t

= Y EU(Si- S| R)

k=s+1
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t

— Y E® <EQ1 <§k—§k_1 |}‘k_1) |}'S> = 0 Pfs.
k=s+1

und somit die charakteristische Martingal-Eigenschaft

EU(Si|7) = S, Qifs..

e Da n.V. das MPM arbitragefrei ist, gibt es gemaR Lemma [2.43| auch keine Einperioden-
Arbitrage. Somit sind alle im Folgenden betrachteten EPM arbitragefrei.

e Induktionsanfang fiir t = n: Es wird die Handelsperiode zwischen den Zeitpunkten n— 1 und
n betrachtet. Satz gilt auch in dieser (allgemeineren) Situation (siehe auch Bemerkung
zu Satz [2.31)), d.h., es gibt ein risikoneutrales MaB Q,, mit den Eigenschaften

1. Q, ist dquivalent zu IP.
2. Q) besitzt eine beschrankte Dichte beziiglich P.
. EQn (§n) < o0

w

4. EQ <§n S| ]-"n_l) — 0 PAs
e Die obigen genannten 4 Eigenschaften mogen nun fiir t + 1 mit 1 < ¢ <n — 1 gelten.

e Fiir t wird dann ein EPM mit dem physischen MaR Q.1 betrachtet. Es ergibt sich aus der
verallgemeinerten Version von Satz[2.31]

1. Qq ist dquivalent zu Q1.
2. Q besitzt eine beschrankte Dichte beziiglich Q1.
. BE@ (‘St) < o0

w

N

. B (§t -8 |]:t—l> =0 Qui-fs.
Aufgrund der (gemal Induktionsannahme) Aquivalenz von Q4 und PP ergibt sich sofort

1. Qq ist dquivalent zu IP.
4. EQ (gt—gt_l |]-“t_1> — 0 P-fs.

Da (n. Ind.an.) Q41 eine beschrinkte Dichte beziiglich IP besitzt, besitzt auch Q; die
beschrankte Dichte

dQ; dQ;  dQi

AP ~ dQ., dP

beziiglich P. Somit gilt Eigenschaft 2. .
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e Zu Eigenschaft 3.:
EQt (‘Sk) < o0
gilt auch fiir k =t +1,...,n, denn fiir ein beliebiges, aber festes k =¢+1,...,n ist

E%(8)) = B <sk- dQ )

= dQug
Da (n. Ind.ann.) S € £(Q41) und dgﬁl beschrankt ist, also d%?il € L2°(Q41) gilt, ist
auch
dQ; 1
Sk - e L
Sk dQuis (Qi+1)

(siehe Abschnitt [B.4.6)), d.h. EQ+ <§k . d%?;) < 00 und somit

EQ (,Sk) < 0.
e Es verbleibt zu zeigen, dass Eigenschaft 4.
EQ (‘Sk —Sk-1 | ]-"k_l) =0 Pfs. auchfirk=t+1,...,n
gilt. Dies geschieht, indem
EQ (gk S| ]-'k_l) — EQ+ (gk S| ]-'k_l) Pfs firk=t+1,...,n

nachgewiesen wird: Sei k =t +1,...,n beliebig, aber fest. Wegen EQt (§k) < 0o existiert
auch EQ: <§k | ]-"k,l> und somit EQt <§k — Sk—1 | Fk,1> wegen

EY (§k — Sk | ]:k—l) = E® (§k | fk-l) - 8Sip-1 P-fs.

ebenfalls. GemaR Definition der bedingten Erwartung und wegen der Eigenschaften von Ma-

Ben mit Dichten, der F;-Messbarkeit der Dichte d%t; sowie der Aquivalenz von Q; und
Qi+ gilt fur alle F € Fr—y (E—1>1t!)

JE(Si- 81| i) der = [0~ S
F

F
= F/<§k - 51@71) : d(giilthH

- fe((ssn) gk 1)

= F/EQ“rl <<§k - §k71> : d(g?il | ]:k1> : d(?(gl dQ:
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dQ;  dQu
dQi+1  dQ

EQ:+ (§k — Sk1| fk—l) ' dQy

B (S — Spo1 | Fin) dQy Pfs,

M T

und folglich

EQ (§k — Sk1| ]:Icfl) = E%+ (‘Sk — Sk1| ]:1%1) P-fs. .

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



B.11. Beweis des Lemmas im MPM 243

B.11 Beweis des Lemmas 2.51 im MPM

Es ist zu zeigen, dass V folgende Eigenschaften besitzt:

1. Vist adaptiert an (]—})

t=0,...,n

2. EQ(|V,|) < oo fiirallet=0,...,n
3. EQV, | Fo) =V, Q-fs. firalles<t, s,t€{0,...,n}.

Zul.: l/t(Ht) ist fiir t € {0, ..., n—1} offensichtlich F;-messbar und l/n(Hn_l) ist F,,-messbar.
Es ist zu bemerken, dass das Auszahlungsprofil C' trotz der Replizierbarkeit (d.h. C = V,,(H 1)
P-f.s.) nicht F,,-messbar zu sein braucht, da es auf P-Nullmengen, die mdglicherweise nicht in F,,
enthalten sind, von V,,(H _1) abweichen kann.

Zu 3.:

e Die angegebene Eigenschaft ist gleichbedeutend mit
EQ(V, | F) =V, Pfs firallete{0,...,n—1}, (B.25)

da zum einen Q und P &dquivalent sind und zum anderen aus (B.25) fir ¢t € {1,...,n} und
m :=m(t) € {1,...,t} wegen Eigenschaft [5] von bedingten Erwartungen

EQ(ytmt_m) - EQ<...EQ<EQ<L/t|ft_1> |]-"t_2>...|]-"t_m>
- EQ<...EQ(;4_1 \J—“t_2> yJ-“t_m>

- EQ<...yt_2...\ft_m>

folgt.

o Allgemein gilt fiir t € {0,...,n—1}, da H selbstfinanzierend ist (d.h. Vo=V, (Ht+1>
v (Ht) P-f.s. fiir t € {0,...,n— 2}),

~— X
Vin-Y, = He S, —Hi 5,
~ H:-(S,,-8S,) Pis,
woraus
V, = V,,~H-(8,,-85) Pis (8.26)

folgt.
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e Betrachtet werde der Fall, dass die verkiirzte replizierende Handelsstrategie H " P-fs. be

schrankt ist:

— Analog zu (2.17)) ist
t—-1 N

V, = Vo+)> ) Hi-(S, -8 Pfs. firte{l,... n} (B.27)
5=0 =1

-V, ist aufgrund der Fo-Messbarkeit P-f.s. konstant, somit sowoh| IP-f.s. als auch Q-f.s.
beschrankt und folglich Q-integrierbar.

— Hlistfiirs€{0,...,n—1}undi € {1,..., N} nach Voraussetzung P-f.s. beschrankt
und somit auch Q-f.s. beschrinkt, d.h. H! € £L>(Q).

- (§i+1 - §ZS) ist fir s € {0,...,n — 1} und i € {1,..., N} Q-integrierbar, da der
diskontierte Preivektorprozess (§t) ein Q-Martingal ist, d.h., (§i+1 — 52) €
L£HQ).

— Somit ist auch das Produkt H§(§;+1—§’s) € £1(Q) und folglich ebenfalls V, € £L1(Q),
d.h., die ZufallsgroBen V...V, sind Q-integrierbar.

— Analog zum Beweis von Lemma ergibt sich

t=0,....,n

EQ (Ht' (8,41 -5,) |}'t> = 0 Pfs.
und somit
E‘@(yt+1 \}“t) — V, Ps.

firt e {0,...,n—1}.

— Fiir den Fall einer P-f.s. beschrankten verkiirzten replizierenden Handelsstrategie ist
damit alles gezeigt. Die folgenden Uberlegungen betreffen somit ausschlieRlich den Fall
von stark replizierbaren Auszahlungsprofilen, deren verkiirzte replizierende Handelss-
trategien nicht P-f.s. beschrankt sind, da hier zundchst weder die Integrierbarkeit von

V ,...,V noch die Existenz der in 3. bend&tigten bedingten Erwartungen vorausgesetzt
<0 “n

werden kann.

e O.B.d.A. sei C' > 0, denn andernfalls kdnnen die folgenden Betrachtungen fiir den Positivteil
+ +
[oam= (Q) bzw. den Negativteil C™ := <—Q> und deren replizierende Handelsstrategien

(die nach Voraussetzung existieren) getrennt durchgefiihrt werden.
e Zunichst wird
V, > 0 PAs (B.28)
fir alle t € {0,...,n} durch Riickwartsinduktion gezeigt.

Fiir ¢ = n ist dies wegen V= C P-f.s. klar.
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Die Behauptung (B.28) gelte fir t +1 € {0,...,n — 1}.
Fiir ¢ erhdlt man aus (B.26))

YV, = l/t+1_Ht'(~‘St+1_§t> P-fs.,

woraus wegen der Induktionsannahme

v, > -H;-(S,,-5,) Pifs

folgt.

Sei nun ein beliebiges ¢ > 0 gegeben. Multiplikation mit 1z, <.} fiihrt — unter Verwendung
der Notation ch) = Hy -1, < — 2u

_ (c) (c)
Vigm<g = H?-S, > -H?-(S,,-5,) Pfs..

Da HEC) beschrankt und sowohl S, als auch §t+1 aufgrund der Martingaleigenschaft Q-
integrierbar sind, sind die Produkte auf beiden Seiten der Ungleichung Q-integrierbar. So-
mit ,diirfen” bedingte Erwartungen gebildet werden, und es ergibt sich, da V1, <y Ft-
messbar ist, aus den Eigenschaften [1| und [3| von bedingten Erwartungen sowie analog zum

Beweis von Lemma 2.46]
Vi< = EQ(K]lﬂHt\gc} |ft)

> —E° <H§C) (8,,-5,) 1 B)

_ () wQ
- _Ht ’ E <§t+1 _"St ‘ ft)
= 0 Pfs. .

Somit ist V. 1, |<cy > 0 P-f:s. fiir ein beliebiges ¢ > 0, und man erhilt fiir ¢ — oo die fiir

diesen Beweisschritt gewiinschte Aussage.

e Somit sind zunéchst die bedingten Erwartungen von V, ...,V wohldefiniert. Sei nun wieder
wie im vorangegangenen Beweisschritt ein beliebiges ¢ > 0 gegeben und H%C) = H,; -
L{m, <ey firt € {0,...,n —1}. Mit den bekannten Begriindungen ergibt sich

(EQ(ZH ’ft> —Yt) Aym < = EQ(KH Lya <o \ft) =V, IyH <0
= E° (Ym Mm<ey =V, Lga <oy | ft)
_ (©)
- EQ Ht .<§t+1_§t> ’E)

_ (e)
- Ht EQ<§t+1_§t|]:t>
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= 0 P-fs..

Somit ist <EQ (Yt—i-l \ ]-'t) —Yt> 1 a1, 1<cy = 0 P-fs. fiir ein beliebiges ¢ > 0, und man

erhalt fir ¢ — oo
EQ(V,,, | F)-V, = 0 Pfs
und folglich

BV, | F) = V, Pfs.

Zu 2.: Es erfolgt eine Induktion iiber t =0, ..., n:
Fiir ¢ = 0 ergibt sich, dass V| Fo-messbar, also IP-f.s. konstant und somit Q-integrierbar ist.
Sei nun V, Q-integrierbar (¢ € {0,...,n —1}).
Fiir ¢ + 1 erhdlt man (wegen V...,V >0)
EQ(V, ,|) = E9(V,,,) = E® (EQ(,yt+l | ft)) — EC (V) - EQ(|V y) < .

~1 ~1
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B.12 Beweis Arbitragefreiheit und Vollstiandigkeit des CRR-
Modells

e Ein Wahrscheinlichkeitsmall Q auf (Q,]—") ist gemaR Definition genau dann ein dquivalentes
Martingalmal, falls es folgende Eigenschaften besitzt:
1. @ ist dquivalent zu IP.

2. Der RN * 1 wertige diskontierte Preisvektorprozess ist ein Q-Martingal, d.h. <§t>
t=0,...,n

geeey

EQ<§0|f> go Q-fs. firalles<t, s,t€{0,...,n},i€{0,...,N}.

Eigenschaft 2. ist im Falle des CRR-Modells gleichbedeutend mit

1+ )i t RS Q-fs. firallete{0,...,n—1}

(siehe dazu auch (B.25))), was wiederum gleichbedeutend ist mit

EQSL, | F)=0+7r)-Sf Qfs. firallete{0,...,n—1}. (B.29)

e Zunichst wird untersucht, welche Eigenschaften ein WahrscheinlichkeitsmalR @ besitzen

muss, um (B.29) zu erfiillen (die Aquivalenz von P und Q wird dabei noch nicht beriicksich-
tigt):

— Da der Grundraum 2 endlich ist, existieren alle auftretenden bedingten Erwartungen.

— Seinunt € {0,...,n—1} fest, aber beliebig. Es ergibt sich wegen S} > 0 und aufgrund
der Eigenschaft [7] von bedingten Erwartungen

Sk Sk
E® ( t+1|~7:t) = EQ(&}' Hl |]'-t> = StI'EQ< i1 |]:t) Q-fs. .

Somit ist ([B.29) gleichbedeutend mit

S}
EQ< ;*11 \]—"t> = 14+r Qfs. . (B.30)
St

— Der Quotient

kann gemaR der Definition eines CRR-Modells lediglich die Werte

t
u und d annehmen. Trivialerweise gilt

St—‘,l-l _'U/]l 51 +d]l
s S B
und somit wegen Q(A\]—"t> :EQ(]IA\}}> (Ae F)
S} St St
E® ( i |]—"t> = u-Q< ;jll :u]]-'t>+d-Q( ;fll :d|]-“t>
t t
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1

_ Sti1 Sir1
= u-Q< s! —u]]:t>+d-<1—Q< s! —u|]-"t)>

Sl
= Q( ;{1 :u|]:t> (u—d)+d Q-fs,
¢

woraus wegen (|B.30))

St l+r—d
(2 = ; pr— —_— pu— —f__
<Stl ul t) u—d a >

folgt.

Sl
— Insbesondere gilt Q< ;f+11 = u> = ¢, denn wegen der Eigenschaften [2[ und [5| von
t
bedingten Erwartungen ergibt sich

Sl
oS5 -r) - (e

st
of of St
= EQ(Q( gt =ul A) | Fo
t
1 1
— Da grundsitzlich Q(Sgﬁl = u) € [0,1] gilt, erhilt man aus Q(Sggl = u) =q=
t t
1+r—d
— >0
u—d
d < 14r

1 —d
und aus Ld < 1 zunichst 1 +7r —d < u — d und somit

u > 1+,
alsod <1+7r <uw.

e Nun kann ,,—" und ([2.24) gezeigt werden: Da das CRR-Modell arbitragefrei ist, existiert
gemal Satz (1. Fundamentalsatz) ein zu P dquivalentes MartingalmaR. Fiir das obige

1
Wahrscheinlickeitsmall @ mit Q(Sé? = u) = g firt € {0,...,n — 1} konnte bereits
gezeigt werden, dass der diskontierte Preisvektorprozess fiir d < 1 +r < wu ein Martingal

beziiglich @ ist. Da das Wahrscheinlichkeitsmal @ auRerdem noch &dquivalent zu IP ist,
besitzt es — auller der leeren Menge — keine weiteren Nullmengen. Somit ist sowohl der

1 1
Fall Q(Sg{l = u) = 0 als auch der Fall Q(Séﬁl = d) = 0 ausgeschlossen. Daraus folgt
t t

1 ..
0 < g < 1wegen Q(S;l = u) = ¢ und somit analog zu obigen Uberlegungen d < 1+7r < u.
t

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



B.12. Beweis Arbitragefreiheit und Vollstindigkeit des CRR-Modells 249

Sl""’ S}g wird gezeigt: Aus Q(
—1

Q-f.s. fiir ein beliebiges, aber festes ¢ € {0,...,n — 1} folgt aufgrund der Elgenschaftvon

e Die Unabhangigkeit der Zufallsgro@en =u | .7:t> =q

bedingten Erwartungen
1

S
Q( t+11:u’]__s =q Q-fs. firs<t.
Sy

1
Aus dieser Eigenschaft ergibt sich zunichst die Unabhangigkeit des Ereignisses {ngtgl = u}

von der o-Algebra F,, denn aus

e (]1{ o) fs> —¢ Qfs

t
ergibt sich aufgrund der Definition der bedingten Erwartung

/]I{Stlﬂ:u}dQ = /qu fiir alle A € Fs,
A

A

was wegen

Jade = @) = 0% =u)-au)

und

gleichbedeutend ist mit

Sl

Q(Am{ L :u}> - Q(A)-Q< L2 :u) fiir alle A € F,.

1

1
Mit dem Ereignis {Sg{l = u} ist auch das Gegenereignis {Sggl = d} unabhangig von der
t

o-Algebra F; und somit auch a(sgtl).

Wegen Fy = U(Sé,.. Sl) ist jede o-Algebra, die aus einer beliebigen Auswahl aus den

1
Zufallsgrolen %, e S”f gebildet wird, eine Teilmenge von F, und somit ebenfalls unab-
0 s—1
1
hangig von %
t
e Aus der Unabhangigkeit der ZufallsgroBen —11 e S*fl
0 n

Q({(wl,...,wn)}> = Q(g—i:wl,...,sii :wn>
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n 1
j— St j—
= Tla(g =)
t=1

= Hq]l{u}(wt) . (1 _ q)]l{d}(wt)
t=1

— ql{tiwt:u}\ (11— q)l{tiwt:d}l

und somit ([2.25)).
1+7—

Nun wird ,,<=" gezeigt: Fiir d < 1+r < u kann fiir ¢ = 7dd ein Wahrscheinlichkeits-
mall @ durch

Q({(wl, ... ,wn)}) = q\{tiwt:u}l (1— q)l{t:wtzd}|

konstruiert werden. Dieses ist — wie sich aus obigen Uberlegungen in umgekehrter Reihenfolge
ergibt — ein dquivalentes MartingalmaB. Somit ist das CRR-Modell arbitragefrei.

Die Vollstandigkeit des CRR-Modells ergibt sich wegen Satz (2. Fundamentalsatz) aus
der Eindeutigkeit des Parameters ¢, woraus die Eindeutigkeit des dquivalenten Martingalma-

Res Q folgt.
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Anhang C

Anhang zum Black-Scholes-Modell

C.1 Beweis der Nichtdifferenzierbarkeit der Pfade des Wiener-

prozesses

e O.B.d.A. sei T = [0,00): Ist ndmlich ein Pfad W, (w) des Wienerprozesses auf [0, c0) nir-
gendwo differenzierbar, dann erst recht nicht auf [0, 7] fiir T > 0.

e Im Folgenden wird gezeigt, dass die Menge
A = {w € 2 : W, (w) ist an wenigstens einer Stelle difFerenzierbar}

die Teilmenge einer IP-Nullmenge ist. Damit umgeht man auch mdogliche Messbarkeitspro-
bleme fir A.

e Die Menge A ist eine Teilmenge der Menge
B = {w € Q: W, (w) ist an wenigstens einer Stelle Lipschitz—stetig}

Ein spezieller Pfad W, (w*) ist an der Stelle ty = to(w*) € T Lipschitz-stetig, wenn es eine
Zahl § > 0 gibt, so dass fiir alle ¢ aus einer Umgebung Us(tp) C T um tg

‘Wt(w*) Wy (")

< L-t—to
fir ein L > 0 gilt.

o Ist W (w*) an der Stelle ¢y Lipschitz-stetig, so gibt es eine natiirliche Zahl k = k‘(Ug(to)) €
IN sowie eine natiirliche Zahl j = j(k) € IN, so dass

J J Jj+3

= >t nd |=,——| € Us(to),

L =t [k - ] 5(to)
d.h., es gibt ein Gitter {0, %, %, . } so dass wenigstens 4 Gitterpunkte rechts von ¢ in der
0-Umgebung um t( enthalten sind, und zwar %, %, % und % Dies ist insbesondere
deswegen moglich, weil die Menge T rechtsoffen ist. Dass es mindestens 4 Gitterpunkte sind,

ist fur den weiteren Verlauf entscheidend.
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o Ist W (w*) an der Stelle ¢y Lipschitz-stetig, so gilt in Bezug auf obige Gitterpunkte wegen

der Dreiecksungleichung und % —tg < % bzw. % —tp < % firi=4j+1,7+2,j+3
Wijp(w®) — W(iq)/k(w*)‘ = ‘(Wi/k(W*) - Wto(W*)) - (W(ifl)/k("‘)*) - Wto(W*)>'
< W) = Wag(@)| + W1y () = W (@)
< Lefi—to| + 1|5 — o]

< p(ied) =0
e Insbesondere ist somit fiir obige spezielle tg, L, k und j
{w cQ: ‘Wt(w) - Wto(w)‘ <L-|t—to Vi € U(;(to)}
c {oenswue - wipn@)| <21} = cf,
firi=j+1,74+2,7+ 3 und somit

{w cO: ‘Wt(w) — Wto(w)‘ <L-Jt—ty| Vte U&(to)}

i=j+3

L . L

c () Gt = Di
i=j+1

e Wegen der Unabhangigkeit und Stationaritdt der Zuwichse sowie Wy = 0 ergibt sich

Jj+3 Jj+3
P(Dlg,j) = H IP(CkL,z') = H IP(CkL,l) = P(Clil)g
i=j+1 i=j+1

= P<{‘W1/’f’5L‘Z}>3

Da W /4, normalverteilt ist mit Mittelwert O und Varianz 1/k, erhdlt man

Ll
(G ey
P 1kl <L g ) = e ¥k dx
27 [k . 1
-Lg
k 1 L 14L
< VE g bodb o(L) = —=,
V2T k Vk V2T
also
L C(L)S
P(Dkaj) < £3/2

Der Exponent 3/2 ist dabei die direkte Folge davon, dass oben 4 Gitterpunkte innerhalb der
0-Umgebung gewahlt wurden.
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e Das Ereignis D,ﬁj beschreibt — im Wesentlichen — die Lipschitz-Stetigkeit fiir eine bestimm-
te Lipschitzkonstante L, eine besimmte GittergroRe 1/k sowie ein bestimmtes Zeitintervall
[7/k, j+3/k]. Die Untersuchung muss demnach noch auf die gesamten Wertebereiche ausge-
dehnt werden. Zunachst wird der untersuchte Zeitbereich auf [0,n 4+ 2/k], n € IN, erweitert,
indem

k-n—1

L . L
U Dy, = Ep,
j=0

betrachtet wird. Es ergibt sich

kn—1 kn—1 3 3 3

L L o(L)* _ o(L)? _ L)

P(EE,) < Z% P(Df;) < Z% e R
J= J=

Der Ausdruck ,,v/k" im Nenner ist wiederum eine Folge der Wahl von 4 Gitterpunkten.

e Nun wird das durch & € IN spezifizierte Gitter fein genug gewahlt, um alle Stellen zu
erfassen, an denen Lipschitz-Stetigkeit vorliegt. Ein Grenziibergang k& — oo (und folglich
lem ]P(E,fn) = 0) ware dafiir bereits ausreichend, allerdings soll das dazugehérige Ereig-
nis noch mengentheoretisch beschrieben werden. Hierfiir ist der mengentheoretische Limes

inferior geeignet:
oo o0
L oo i L _ L
Fy o= th_1>£fEk7n = U ﬂ Eqn
k=1m=k

enthalt diejenigen w € €, die schlieRlich eine hinreichende ,Gitterfeinheit” aufweisen, um
Stellen mit Lipschitz-Stetigkeit im Zeitbereich [0,n + 2/k] zu ,entdecken”. Es ergibt sich

P(F}) < liminf P(Ef,) = ler&P(E,in) =0

k—o0

e Um fiir den gesamten Zeitbereich T und alle Lipschitzkonstanten L die zugehorigen Stellen

mit Lipschitz-Stetigkeit zu erfassen, muss schlieBlich noch

oo o0

UUF > B

L=1n=1
betrachtet werden. Da aber abz3hlbare Vereinigungen von P-Nullmengen wiederum IP-Null-

mengen ergeben, ist

und der Satz somit bewiesen.

Bemerkung: Diese Aussage wurde erstmals bereits 1931 von Raymond Payley (englischer Mathe-
matiker, 1907-1933, starb bei einem Skiunfall), Norbert Wiener und Antoni Zygmund (polnisch-
amerikanischer Mathematiker, 1900-1992) gezeigt.
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Anhang C. Anhang zum Black-Scholes-Modell

C.2 Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen

e Ublicherweise werden normalverteilte Zufallszahlen oder gleichverteilte Zufallszahlen bend-
tigt.

Jede Programmiersprache (oder andere Kalkulationssysteme wie z.B. Excel) enthilt iib-
licherweise einen (Pseudo-)Zufallszahlengenerator, der im Intervall [0,1] bzw. [0,1) (im
Rahmen der Maschinengenauigkeit) gleichverteilte Zufallszahlen erzeugt (Befehl fiir Excel:
ZUFALLSZAHL() ). Normalverteilte Zufallszahlen kdnnen aus gleichverteilten Zufallszahlen er-

zeugt werden (s.u.).

Ausgehend von einem oder mehreren Initialisierungswerten (den sogenannten ,Seeds"), er-
zeugen Zufallszahlengeneratoren iiblicherweise eine deterministische Folge von Zahlen gemaR
einem bestimmten Algorithmus. Diese Zahlen werden daher auch als Pseudo-Zufallszahlen
bezeichnet. Die Moglichkeit, ausgehend von Startwerten eine Folge von ,Zufallszahlen” re-
produzieren zu kdnnen, ist fiir die Nachvollziehbarkeit von Simulationen von entscheidender
Bedeutung. Aulerdem ist es insbesondere bei Simulationen mit einer sehr langen Folge von
Zufallszahlen effizient, zum Zweck der Reproduzierbarkeit nicht die gesamte Folge, sondern
lediglich die Seeds zu speichern.

Zur zufdlligen Initialisierung von Seeds kann von der Computerhardware verursachtes ,Sys-

temrauschen” (,,/dev/random’ unter UNIX) verwendet werden.

Die Giite eines Zufallszahlengenerators ist unter anderem gekennzeichnet durch die Lange
der Periode, ab der sich die Zahlenfolge wiederholt, sowie die Erfiillung von Verteilungs- und
Unabhingigkeitsannahmen. Die Periode eines Zufallszahlengenerators sollte aufgrund theo-

029 wire wiinschens-

retischer Untersuchungen bekannt sein (eine Periode von wenigstens 1
wert). Die Verteilungsannahmen kdnnen mit Hilfe deskriptiver Statistiken (z.B. Berechnung
der zentralen Momente) oder Verteilungstests untersucht werden. In Bezug auf die Unab-
hangigkeit wird die Autokorrelation der Folge von Zufallszahlen betrachtet (z.B. mit Hilfe

des |Spektraltests).

Folgende empirische Momente lassen sich mit Hilfe von Excel schnell iiberpriifen. Dabei

bezeichnet
we = E(X—EX)*, ke,

das k-te zentrale Moment einer ZufallsgroBe X:

’ Moment ‘ Bezeichnung ‘ Wert fiir UJ0, 1] ‘ Wert fiir N(0, 1) ‘ Excel-Befehl ‘
1 Mittelwert 1/2 0 MITTELWERT (Bereich)
0% = o Varianz 1/12 ~ 0,0833 1 VARIANZ (Bereich)

v = pz/o> Schiefe 0 0 SCHIEFE (Bereich)
2 = pa/o* — 3 | Exzess -1,2 0 KURT (Bereich)
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e Die Dichte einer Verteilung mit Schiefe 7 > 0 heilt rechtsschief oder linkssteil, d.h., der
linke Teil der Dichte ist steiler und der rechte Teil flacher als bei der Dichte der Normalver-
teilung. Andernfalls (71 < 0) heit die Dichte linksschief oder rechtssteil.

e Die Dichte einer Verteilung mit Exzess 7, > 0 heilt steilgipflig: Die Wahrscheinlichkeitsmas-
se ist gegeniiber der Normalverteilung stirker in der Mitte und an den Enden konzentriert.
Andernfalls (2 < 0) heift die Dichte flachgipflig.

C.2.1 Erzeugung gleichverteilter Zufallszahlen

e Um bei der Erzeugung von Zufallszahlen nicht von der jeweiligen Programmumgebung bzw.
von den jeweiligen Programmversionen abhangig zu sein, kann es sinnvoll sein, Zufallszah-

lengeneratoren selbst zu implementieren.

e Derzeit sehr populdr sind zum einen der sogenannte /\/lersenne—TwistelEI (1997) von Makoto
Matsumoto und Takuji Nishimura (Hiroshima University), zum anderen die KISS-Generatoren
(KISS —, Keep it simple and stupid”) von George Marsaglia (1924-2011, Florida und Washing-
ton State University). Der KISS32-Generator (zur Verwendung mit 32-bit-Variablen, 2003)
hat eine Periode von 1037, der KISS64-Generator (zur Verwendung mit 64-bit-Variablen,
2009 in einem Diskussionsforum verdffentlicht) eine Periode von 107. Die KISS-Generatoren
sind sehr schnell und codeeffizient (4 Zeilen!) zu implementieren und bendtigen lediglich 4
Seeds. Eine ,SuperKISS“-Version (2009) besitzt sogar eine Periode von 104000000

e Weiterfithrende Literatur: David Jones, Good Practice in (Pseudo) Random Number Gene-
ration for Bioinformatics Applications, University College London, Technical Reports 2010,
http://www.cs.ucl.ac.uk/staff/d. jones/GoodPracticeRNG.pdf

C.2.2 Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen

Die im Folgenden genannten Verfahren erzeugen standard-normalverteilte Zufallszahlen aus [0, 1]-
gleichverteilten Zufallszahlen und unterscheiden sich hinsichtlich der Aufwandigkeit der Implemen-
tierung sowie der Geschwindigkeit. Ist auBerdem X eine standard-normalverteilte ZufallsgroRe, so

ist

o-X+p ~ N(u,o?).

YEine Mersenne-Zahl ist eine Primzahl der Form 2P — 1, wobei p ebenfalls eine Primzahl ist. Der Mersenne-
Twister hat die Periode 2'9%37 — 1 ~ 4-10%°%°, Der franzésische Mdnch Marin Mersenne (1588-1648) war Theologe,
Mathematiker und Musikttheoretiker.
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C.2.2.1 Inversionsmethode

Ist U eine im Intervall [0, 1] gleichverteilte ZufallsgroRe und bezeichne ® die Verteilungsfunktion
der Standard-Normalverteilung, dann ist

o~H(U) ~ N(0,1),
denn fiir z € R gilt

IP((I)‘I(U) < x) - ]P<U < @(x)) = O(a)
wegen IP(U < u) = u fir u € [0, 1].

e Die Inversionsmethode ist insbesondere dann empfehlenswert, wenn ®~! problemlos berech-
net kann, z.B. in Excel durch NORMINV (ZUFALLSZAHL () ;0;1). Da fiir &' kein geschlosse-
ner analytischer Ausdruck bekannt ist, besteht alternativ — evtl. aufwandig — die Moglichkeit
der approximativen Berechnung z.B. durch Polynome.

e Die Inversionsmethode |3sst sich auch auf beliebige andere Verteilungen (auch fiir solche mit

nur rechtsseitig stetigen Verteilungsfunktionen) verallgemeinern.

C.2.2.2 Zwolferregel

Allgemein gilt (Spezialfall des Zentralen Grenzwertsatzes): Fiir eine Folge (X;);ew unabhangiger

2

und identisch verteilter ZufallsgroBen mit EX; = p und Var (X;) = 0 < oo konvergiert die

Verteilung der Folge

n
Y Xi—n-p
i=1
o-\/n
fir n — oo gegen eine Standard-Normalverteilung. Fiir den Spezialfall X; ~ UJ[0, 1] (und folglich
p = 1/2 sowie 02 = 1/12) ergibt sich fiir ein hinreichend groBes n € IN

n
i=1

Vn/12

Insbesondere fiir n = 12 erhalt man die sogenannte |Zwélferregel

~ ~ N(0,1).

12

D Xi—6 ~~ N(0,1),
=1

d.h., dass sich eine Standard-Normalverteilung durch Addition zwdlf unabhangiger N(0, 1)-verteilter

Zufallsgroen approximieren |éisstE].

2Auf keinen Fall darf dafiir 12 - U — 6 mit U ~ UJ[0, 1] verwendet werden: Dies fiihrt zu einer Gleichverteilung
auf dem Intervall [—6, 6]!
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Implementierung in Excel:

ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() +
ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() 4+ ZUFALLSZAHL() +
ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() + ZUFALLSZAHL() 4+ ZUFALLSZAHL() — 6

C.2.2.3 Box-Muller-Methode

Die Box—MuIIer-Methodeﬂ erzeugt aus zwei unabhangigen und identisch U*(0, 1]-verteilten Zufalls-
groen Uy und Uz (d.h. Uy, Uy ~ UJ0, 1] mit Uy, Us € (0,1]) mittels

X1 = /—=2-InUj - cos(2m - Us) und
Xo = /—2-InU; -sin(27 - Us)

zwei unabhangige (!) standard-normalverteilte ZufallsgroBen X; und Xs.

e Die theoretische Grundlage beruht auf folgenden Uberlegungen: Die Funktion

U1 g1(u1,u2) V—2-Inwu; - cos(2m - ug)

g: — = , ug,ug € (0,1],

U2 g2(u1, u2) V=2 -Inwuy - sin(27 - ug)

besitzt die Inverse

2 2
I 91 (21, 22) o152
g : — . = s x1,T2 € IR,
T2 g5 (21, 22) % - arctan*(x1, )
wobei
7T/2 f[jr:v1:0,x2>0
3m/2 firv1 = 0,20 < 0
N 27 fiir t1 > 0,20 =0
arctan®(x1, x2) =
arctan(ze/x1) firx1 > 0,29 > 0
7+ arctan(zg/x1)  fir z; <0
27 + arctan(xa /1) fir z1 > 0,22 <0

\

Werte im Bereich (0, 27] annimmt (der Arkustangens arctan dagegen nimmt Werte lediglich
im Bereich (—7/2,7/2) an).

Sind U; und Us unabhangige und identisch U*(0, 1]-verteilte ZufallsgroRen, so besitzt deren
gemeinsame Verteilung die Dichte

fUl,Uz : (.1'1,1'2) = ]1(071]2(1:171"2), T1,T2 S R.

3George Box und Mervin Muller 1958
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Fiir die Dichte der Verteilung von g(Uy, Us) gilt dann gemaR dem allgemeinen Transforma-

tionssatz
891_1 891_1
-1 81‘1 8:1,‘2
fowi vt (T1,22) = fuyv, (9 (3317352)) - |det . L
99, 09,
8951 8.21?2
(z1,72) € R%\ {(0,0)}. Es ergibt sich
_ai+e3 _zi+e3
—X1-€ 2 —Xg - € 2
fg(U17U2)(l‘17z2) = 1 ‘det 1 T2 1 T ’

T _'T2..2 o 2, .2
2 x4+ 2w i+ 5

1 1 _#f+ad ( 2)
—_— . e 2 . _xl J— x2
2 x% —I—x%

1 _eited
g — - e 2
2

Dies ist aber die Dichte der Verteilung eines Vektors (X1, X2) von unabhidngigen und iden-
tisch standard-normalverteilten ZufallsgroBen.

e Alternative Herleitung der Box-Muller-Methode unter Verwendung von Polarkoordinaten:

— Ein Punkt (z1,x2) in einem kartesischen Koordinatensystem ist durch Angabe der eu-
klidischen Distanz r = /27 + 23 vom Koordinatenursprung sowie des Winkels ¢ mit
der z1-Achse eindeutig bestimmt (Polarkoordinaten). Es gilt

r1 = r-cost und To = 7 -sind.

— Die Dichte der Verteilung eines Vektors (X7, X2) von zwei unabhangigen und identisch
N(0, 1)-verteilten ZufallsgroRen ist rotationssymmetrisch beziiglich der z-Achse, d.h.
die Dichte hdngt lediglich von dem Abstand zum Ursprung und nicht von dem Winkel
mit der z1-Achse ab.

— Der stochastische Vektor (R, ©) sei der zu (X, X2) gehorige Vektor, der fiir jeden
Punkt (acl = Xi(w),x2 = Xz(w)) fiir w € Q die zugehdrigen Polarkoordinaten (r =

R(w),v = @(w)) angibt. Insbesondere ist also R? = X? + X3.
— Wegen

z%+z% 2 2
em 2 = o7/

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013


http://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten

C.2. Erzeugung von Pseudo-Zufallszahlen 259

ergibt sich fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion von (R, ©) (unter Beachtung, dass
bei Ubergang zu Polarkoordinaten die Funktionaldeterminante r als Faktor auftritt —

siehe obiger Transformationssatz) mit 7 > 0 und 0 < 9 <27

Fre)(#9) = PR<F0 <)
1
— e 2 pdydr

27

r=

i reoe 24y
2

(=]
<
— I—0U,

v e *ds = . (1 - e_f2/2)
27 2m
s=0

Flre)(#,9) =

Fiir die Randverteilungen von R und © ergibt sich demnach
Fp(r) = P(R<r1) = Fpey(r2r) = 1-¢7/2  (r>0)

und
9

Fe(0) = P(© <9) = lim Fre)(r¥) = ;- (0<9<2m)

Somit besitzt © eine Gleichverteilung auf dem Intervall (0,2x] und R eine Rayleigh-
Verteilung{z_r] mit dem Parameter A = 2. AuRerdem sind R und © unabhangig wegen
Fro(r,0) = Fr(r) - Fo(¢) fir r > 0 und 9 € (0, 27].

— Der (zufillige) Winkel © l3sst sich somit aus einer U*(0, 1]-verteilten ZufallsgroBe U
mittels

O =27n-U

erzeugen, der (zufdllige) Abstand R — analog zur Inversionsmethode — mittels

R = FR'(U) = y/-2-In(1-0)

aus einer U*[0, 1)-verteilten ZufallsgroBe U (d.h. U ~ U0, 1] mit U € [0, 1)).
— Ist U eine U*(0, 1]-verteilte ZufallsgroRe, so ist folglich

R ~ /=2-In(U).
“ Dichte bzw. Verteilungsfunktion einer Rayleigh-verteilten ZufallsgroRe X mit Parameter A > 0: fx(z) =
2.z e /A 1,00y (x) bzw. Fx(z) = (1 — ele/)‘) - 1g,00); John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-
1919): englischer Physiker, erhielt den Nobelpreis fiir Physik. Die Rayleigh-Verteilung ist ein Spezialfall der|Weibull-

Verteilung.
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— Aus
X1 = R-cos© und X9 = R-sin®
ergeben sich dann obige Formeln der Box-Muller-Methode.

e Implementierung in Excel (unter Beachtung, dass ,,ZUFALLSZAHL()" den Wert Null, aber

nicht den Wert Eins annehmen kann):
WURZEL(—2 % LN(1 — ZUFALLSZAHL())) * COS(2 % PI() * ZUFALLSZAHL())

bzw.

WURZEL(—2 % LN(1 — ZUFALLSZAHL())) % SIN(2 % PI() * ZUFALLSZAHL())

C.2.2.4 Polar-Methode

Die Polar-Methode von George Marsaglia und Thomas Bray (1964) erzeugt zwei standard-normal-
verteilte unabhangige ZufallsgroBen X7 und X5 gemal folgendem Algorithmus:

1. Es seien uj, ug zwei Zufallszahlen als Realisierungen von zwei unabhéngigen U*|0, 1]-verteil-

ten ZufallsgréRen Uy und Usy sowie
s = v+ mit o= 2-u—1 (i=1,2)

(v1 und vg sind somit Realisierungen von zwei unabhéngigen U*[—1, 1]-verteilten Zufallsgro-
Ben Vi und V3).

2. Ist s > 1 oder s> = 0, gehe zuriick zu Schritt 1.

3. Mit
[/ —2-Ins?
p T 82
sind
Tl = v1-p und Ty = VgD

Realisierungen von zwei unabhingigen standard-normalverteilten ZufallsgroRen X; und X5.

e Die theoretische Grundlage der Polar-Methode ist derjenigen der Box-Muller-Methode, bei der
die (,einheits-quadratische”) Dichte einer zweidimensionalen Gleichverteilung auf die Dichte
einer zweidimensionalen Standard-Normalverteilung transformiert wird, sehr dhnlich. Bei der
Polar-Methode wird jedoch nicht von einer Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat, sondern
von einer Gleichverteilung auf dem Einheitskreis ausgegangen, d.h., von einem zufilligen
Vektor (V1, Va), dessen Verteilung die Dichte

1
foawe) (@1,22) = — i, ayyatiag<a}(@1,22), 21,22 € R,

besitzt.
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e Es bezeichne (S, 0) den zu (V3, Va) gehorigen stochastischen Vektor ,in Polarkoordinaten”
(siche Box-Muller-Methode), d.h.

Vi = S-cos© und Vo = S -sin®.

Um daraus einen stochastischen Vektor (R,©) zu erhalten, der die Polarkoordinaten ei-
nes Vektors (Xi, X3) von zwei unabhéngigen standard-normalverteilten ZufallsgréRen an-
gibt, braucht lediglich der ,,Abstand” S des ,Kreisvektors” (V1,V3) auf den ,Abstand” R
eines standard-normalverteilten Vektors (X7, X2) transformiert zu werden; der Winkel © des

.Kreisvektors’ kann dabei tibernommen werden, d.h. © = O sowie

X1 = R-cos© und X9 = R-sin©.

e Unter Verwendung von (V7, V3) erhélt man
X1 = RVl/S und X2 = R‘/Q/S

fir S > 0, d.h., X7 und X5 konnen fiir S > 0 ohne explizite Bestimmung von © direkt aus
V1 und V5 berechnet werden.

e Die ZufallsgroBe S? ist U0, 1]-verteilt: Analog zu den Betrachtungen fiir die Box-Muller-

Methode erhdlt man fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion von (S, ©)

i 9 ~
~ 3 - = 1 952
Fse)(3,0) = P(S<50<9) = —osddds = ——

fiir 5 € [0,1], ¥ € [0, 27] und demnach
Fs(s) = P(S<s) = P(S?<s?) = Fg(s?) = s° (s €10,1])
sowie

9
F = — 2m|).
o) = 5= (9 [0,2n)
Somit sind S und © auch unabhingig.

e Fiir eine U*[0, 1)-verteilte ZufallsgroBe S? erhilt man analog zu den Betrachtungen fiir die
Box-Muller-Methode

R = y/—2In(1 - 5?)
bzw. — falls S% U*(0, 1]-verteilt ist —
R ~ v/—2InS2,

und folglich

X1 ~ \/—21HS2-V1/S und X2 ~ \/—21115’2"/2/5’
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e Die Ausdriicke V1 /S und V2/S hidngen lediglich von © und nicht von S ab, was die eben
genannte Gleichheit in Verteilung rechtfertigt.

e Es bleibt noch zu klaren, auf welche Weise ein zufilliger Vektor (V1, V4), der auf dem Einheits-
kreis gleichverteilt ist, erzeugt werden kann. Dies aber leistet gerade die ,Verwerfungsregel”
aus Schritt 2. des obigen Algorithmus’: Dort sind (v1,v2) zunichst gleichverteilte Werte auf
dem Quadrat [—1,1] x [—1,1]. Sollten diese Werte nicht innerhalb des Einheitskreises liegen
(d.h. v% + v% > 1), wird ein neues Paar von Zufallszahlen erzeugt. Die ,Verwerfung” findet
durchschnittlich in

1—% ~ 21.5%

aller Falle statt (das Verhaltnis Kreisflaiche zur Quadratflache ist 7/4).

e Der Vorteil der Polar-Methode gegeniiber der Box-Muller-Methode besteht darin, dass keine
Berechnung des Kosinus bzw. Sinus erforderlich ist, was einen Geschwindigkeitsvorteil be-
deutet?| Dem steht der Nachteil der Verwerfung bereits erzeugter Zufallszahlen gegeniiber.

e Die Implementierung in Excel ist aufgrund der Verwerfungsregel nicht elementar moglich.
Hier ist eine Programmierung z.B. mit Hilfe von VBA (,Visual Basic for Applications” —
Skriptsprache fiir Microsoft-Office-Anwendungen) erforderlich.

C.2.3 Verwerfungsmethoden

e Allgemein sind Verwerfungsmethoden dadurch gekennzeichnet, dass zunachst Zufallszahlen
gemal einer ,,angenehmen” Verteilung (beispielsweise Gleichverteilung) erzeugt werden, von
denen aber lediglich nur diejenigen verwendet werden, die einer anderen (weniger ,angeneh-
men") Verteilung entsprechen. Die Polarmethode ist bereits ein Beispiel fiir eine Verwerfungs-
methode, da hier auf einem Quadrat gleichverteilte Zufallszahlen verwendet werden, um auf

einem Kreis gleichverteilte Zufallszahlen durch ,Weglassen" zu erzeugen.
e Prinzipiell unterscheidet man zwei Arten von Verwerfungsmethoden, um Zufallszahlen von
eindimensionalen Verteilungen zu erzeugen. Diese werden im Folgenden beschrieben.
C.2.3.1 Verwerfungsmethode mittels eines gleichverteilten Vektors

e Generell lassen sich Zufallszahlen einer stetig verteilten ZufallsgréBe Z mit der Dichte fz
erzeugen, indem ein Vektor (X,Y") verwendet wird, der auf der Flache unterhalb der Dichte
fz gleichverteilt ist, d.h. es gilt

0 <Y < fz(X) Pfs

5Plakativ wird die beschriebene Vorgehensweise an manchen Stellen als , direktes Rechnen in Polarkoordinaten'
bezeichnet, woher auch der Name dieser Methode stammt.
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sowie
i fz(x) z
P(X <z) = / /dydx = / fz(x)dz = P(Z < %),
r=—00 y=0 T=—00

d.h., die ZufallsgroBe X besitzt dieselbe Verteilung wie die ZufallsgréRe Z.

e Da in der praktischen Anwendung ein solcher Vektor (X,Y’) meist schwer zu erzeugen ist,
wird blicherweise eine Gleichverteilung auf dem Bereich zwischen der z-Achse und einer

Funktion g mit

fz < g

erzeugt, wobei g beziiglich der Gleichverteilung eine ,angenehmere” Struktur aufweist, z.B.
stiickweise linear ist. Zufallszahlen (z,y) mit y > fz(z) werden verworfen (g selbst braucht

keine Dichte zu sein).
Der Algorithmus lasst sich dann folgendermaRen beschreiben:
1. Erzeuge einen Vektor (x,y) von auf der Fliche {(:E,y) cR?2:0<y< g(:c)}
gleichverteilten Zufallszahlen.

2. Gilt y < fz(x), so ist x eine wie Z verteilte Zufallszahl, ansonsten wiederhole Schritt
1.

C.2.3.2 Verwerfungsmethode mittels einer ,dhnlich” verteilten Zufallszahl

e Sollen Zufallszahlen einer stetig verteilten ZufallsgroBe Z mit einer auf dem Intervall I C R
positiven Dichte f7 erzeugt werden, kann dies mit Hilfe der Dichte fx einer ebenfalls stetig
verteilten ZufallsgroRe X mit der Eigenschaft

fz < ¢ fx (c>0)

(wegen fz(x) > 0 fir z € I muss demnach auch fx(z) > 0 fir x € I gelten) sowie einer
von X unabhangigen UJ[0, 1]-verteilen ZufallsgréRe U geschehen. Es ist ndmlich

N N fz(X) -
IP(ng):IP<X§x‘U§C§X(X)> (# € R),

CffZX(f;) -100% aller Falle akzeptiert

und ansonsten verworfen, was zu einer wie Z verteilten ZufallsgroBe fiihrt.

d.h., eine wie X verteilte Zufallszahl 2 € I wird lediglich in

e Theoretische Begriindung: Es gilt

P(X <z U< 12X
P(Xgi‘U< f2(X) ) - ( i)

~ oK) P (U< %)
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Gem3R den ,,Rechenregeln” fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten ergibt sich wegen P(U < u) =
u fiir uw € [0,1] und 229 € (0,1] fiirz € I

c fx ()
3 fz(X) _ f2(X) — T
P(“f’““mm) " /}f(Uﬁc-mxﬂX— )dPX”
= 7fz(:£) . T T
- /P<U§c-fx(:n)> fx(@) dA(a)
(—00,z]NI
= f2(2) T T
(—o0,z]NI
= = / fo(r)dA@) =~ P(Z <)
(—o0,z]NI
Weiter ist
fz(X) . N fz(X) 1
P(US : fX<X>> - fli%l?(“””’ V=3 fX<X>> ~ e
und somit
o 0\ _LREsy
P<X§x‘U cfX(X>) e .

e Der Algorithmus ldsst sich dann folgendermaBen beschreiben:

1. Erzeuge eine Zufallszahl z € I gemaR einer Verteilung mit der Dichte fx sowie eine
U*[0, 1]-verteilte Zufallszahl w.

2. Ist u < cffo(a) wobei fz < c¢- fx fir ein ¢ > 0 gilt, so ist die unter 1. erzeugte

Zufallszahl = wie Z verteilt, ansonsten wiederhole Schritt 1.

e Beispiel: Zufallszahlen aus dem ,rechten Ende" der Standard-Normalverteilung

— Sei r > 0 und ¢ die Dichte der Standard-Normalverteilung, d.h. ¢(z) = \/%e*xQ/Q fiir
2 € R. Dann l3sst sich aus ¢ ,rechts von r"* wiederum eine Dichte

¢(x)

(Z)ri reR — mﬂ[r,m)(fﬂ)

bilden. ® ist dabei die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung. Der Aus-
druck ,, 1 — ®(r)" dient der Normierung dieser aus dem ,rechten Ende” einer Nor-
malverteilung erzeugten ,neuen” Dichtefunktion ¢,. Fiir r = 0 ist ¢ die Dichte einer
+halb-normalen Verteilung”, d.h. der Verteilung von | Z| fiir eine standard-normalverteilte
Zufallsgrole Z.
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— Sei r > 0 und X eine mit dem Parameter r exponentialverteilte ZufallsgroBe, d.h.
fx(x)=r-e7"% 1) (r) und Fx(r) = (1 — e*””) 1jo,00)(z) fir z € R. Die um
r verschobene ZufallsgroRe X + r besitzt dann die Dichte

—r-(z—r)

fX—&—r(x) =r-e ']l[r,oo)(x>

und die Verteilungsfunktion
FX+T($) = (1 - e—rv(x—r)) ’ ]l[r,oo) (.’L‘)

— Im Folgenden ist demnach I = [r,00) wegen ¢, (z) > 0 sowie fxi,(z) > 0 fir x € I.
Es gilt nun

o < cp- fX+r
mit

IS = L.l.#.eiTQ/Q
" Vor v 1—®(r) ’

denn aus (x —7)?/2 > 0 fiir » € R folgt

(:c—r)2
e 2 <1

sowie

N

2
2
e—% < e—MH-% _ e—r-(x—r).e—r /2

und somit fur z > r

1 1 _a?
N e T O
1 1 1 .r .ef""(xfr) . 677.2/2 — CT . fX+T<x)7

< . L
T V2 1—-®(r) r
d.h., die Voraussetzung fiir die Anwendung obiger Verwerfungsmethode ist erfiillt.

— Fir £ > r erhalt man weiter

22

or(x) _ e 2 - (z—2r>2
¢ - fX—I—r(CU) e~ (x—r)—r2/2

Somit ergibt sich fiir eine U*(0, 1]-verteilte ZufallsgroBe U und eine mit dem Parameter

r exponentialverteilte ZufallsgroRe X die ,,Annahmeregel”

2
or(X +7) = e_XT bzw. —2InU > X2
Cyr 'fX—H"(X"i'T)

U <
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— Eine mit dem Parameter r > 0 exponentialverteilte ZufallsgréBe X kann aus einer
U*(0, 1]-verteilten ZufallsgroBe V' mittels obiger Inversionsmethode erzeugt werden:
Aus Fx(z) =1—e "% fiir x > 0 folgt

Fyl(z) = —m(lr_x) fir z€]0,1).

Ist V- U*(0, 1]-verteilt, so ist 1 —V U*[0, 1)-verteilt, und folglich ist

InV

F'1-v) = .

exponentialverteilt mit dem Parameter 7.

— Die, Annahmeregel” l3sst sich demnach mit Hilfe zweier unabhangiger U*(0, 1]-verteilter
ZufallsgroRen U und V' mittels

2
—2InU > <_1nV>
r

beschreiben.
— Der dazugehorige Algorithmus stellt sich nun folgendermaBen dar:

1. Erzeuge zwei unabhingige auf dem Intervall (0,1] gleichverteilte Zufallszahlen u
und v [
2. Berechne z := —(lnwv)/r.

3. Gilt —2Inwu < 22, wiederhole ab Schritt 1., ansonsten ist z + r eine gem3aR einer
Verteilung mit der Dichte ¢, verteilte Zufallszahl.

— Diese Methode geht auf George Marsaglia und Wai Wan Tsan 1984 zuriick. Der Algo-
rithmus ist u.a. beschrieben in der Online-Version von Non-Uniform Random Variate

Generation, Luc Devroye, 1986, http://www.nrbook.com/devroye/

C.2.4 Ziggurat-Methode

e Die Ziggurat-Methode wurde 2000 von George Marsaglia und Wai Wan Tsang entwickelt
und ist allgemein auf stetig verteilte ZufallsgroRen, deren Verteilung eine glockenférmige sym-
metrische oder streng monoton fallende Dichte besitzt, anwendbar. Dieser Algorithmus gilt

insbesondere als einer der schnellsten zur Erzeugung standard-normalverteilter Zufallszahlen.

e Dabei wird die Flache unterhalb der Dichte zundchst durch n aufeinanderliegende Rechte-
cke gleichen Volumens eingehiillt, wobei diese aufgrund der vorausgesetzten Glockenstruktur
bzw. Monotonie der Dichte von oben nach unten immer breiter (und folglich auch flacher
wegen des gleichen Volumens) werden — wie bei einem [Ziggurat (gestufter Tempelturm in

Mesopotamien). Der unterste Block, der auf der z-Achse aufliegt, enthdlt dabei auch die

8Sind u bzw. v auf dem Intervall [0, 1) gleichverteilt, wird stattdessen 1 — u bzw. 1 — v verwendet.
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gesamten Enden der Dichte. Auf die oberen Blocke wird dann die erste oben genannte Ver-
werfungsmethode, fiir die Enden des untersten Blocks — in Abhangigkeit von der betrachteten

Verteilung — evtl. die zweite o.g. Verwerfungsmethode angewendet.

e Die jeweils rechten Begrenzungen dieser Rechtecke werden mit z1,x9,...,2,_1 bezeich-
net (der untere Block hat im Allgemeinen keine Begrenzung, da er die Enden der Dichte
aufnimmt), wobei 21 < 9 < ... < z,—1 gilt. O.B.d.A. sei die Dichte streng monoton
fallend mit positiven Werten fiir x > 0. Es gilt mit 2o := 0, wobei f die betreffende Dichte
bezeichnet (Skizze!):

w1 (fwo) = () = @2 (F@) - f(22))

= 2o (flens) ~ Flan)

= zp_1- f(xp_1)+ /f(x)dx

Tn—1

Die , Einhiillende” ¢ fiir die Flache der Dichte ist somit fiir z > 0

f(zo) fir0 <z <z

f(x1) firz; <z < x9

g(x) =
f(xn—o) firz, o<z <2,
f(z) firz > zp,
e Zur Bestimmung der n — 1 Stellen z1,. .., 2,1 sowie der (konstanten) Fliche V' der jewei-

ligen Blocke ist das folgende System von n nichtlinearen Gleichungen zu |6sen:
2+ (f(wo) = fla) =V = 0
. <f(a:1) - f(x2)> Vo= 0
tur - (flan-2) = flean)) =V = 0

Tn—1- f(xn-1)+ /f(a:)d:c—V =0

Dabei geniigt es, die Lésungen fiir V und x,,_1 zu kennen, da sich die Lésungen z,,_o, z,,_3,

..., o1 aus der zweiten bis vorletzten Gleichung rekursiv iiber

.ri:f_l(V +f($i+1)> (i=n—2,n-3,...,1)

Ti41
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ergeben.
Speziell fiir den Fall der Standardnormalverteilung geniigt es, die unnormierte Dichte
—x2/2

Q" T — e

fiir £ > 0 zu betrachten. Diese Normierung lasst die Werte z1,...,z,_1 unverdndert. Fiir

die Umkehrfunktion erhalt man
1z = V=2-Inz  fir ze(0,1].
Fiir n = 256 ergibt sich gem3R Marsaglia und Tsang 2000

|4 0.00492867323399 und
Toss = 3.6541528853610088.

(256-V =~ 1.26174 ~ 1.0067-+/27/2, d.h., die einhiillende Fliche ist ungefdhr 0,67% groRer
als die tatsichliche Flache unterhalb der ,Dichte”.)
Durch

_v_
f(zn-1)

wird ein ,fiktiver Randpunkt” des unteren Blocks mit der Eigenschaft x,, - f(xn—1) =V er-

Ty =

zeugt: Die Flache unterhalb des Endes der Dichte entspricht dabei der Flache eines Rechtecks

zwischen den Punkten x,,—1 und x,, mit der Hohe f(z,_1).

Nach Initialisierung der Werte x, ..., z, (und sinnvollerweise auch von fy := f(zo), ...,
frn—1:= f(xn—1)) wird eine Zufallszahl gemiR folgendem Algorithmus erzeugt:

. Wahle einen der n Blocke rein zufillig aus. Da alle Blocke dieselbe Flache besitzen, wird

damit der Bereich, in dem eine zweidimensionale Gleichverteilung realisiert wird, ,im Sinne
der Gleichverteilung” eingeschrankt. Ublicherweise stellen Programmiersprachen einen ganz-
zahligen Zufallszahlengenerator zur Verfligung bzw. eine solche Zahl kann aus dem zufalligen

Bitmuster einer UJ0, 1]-verteilten Zufallszahl extrahiert werden.

. Seii € {1,...,n} die Nummer des ausgewahlten Blocks. Innerhalb des ausgewahlten Blocks

wird nun Gber die gesamte Blocklinge wiederum eine Gleichverteilung realisiert, indem z.B.
eine UJ0, 1]-verteilte Zufallszahl u mit der jeweiligen Blocklange multipliziert wird. Ist die
urspriinglich zugrunde liegende Dichte (wie bei der Standard-Normalverteilung) achsensym-

metrisch, wird die auf der Blocklange gleichverteilte Zufallszahl 2 mittels

x = (2-u—1) -2 bzw. T o= u-x
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(bei einer urspriinglich ,einseitigen” Dichte) berechnet. IZ]

3. Ist || < x;_1, so befindet sich die Obergrenze f;_; des betrachteten Blocks unterhalb der

Kurve der betrachteten Dichte, und x ist die gesuchte Zufallszahl.

4. Andernfalls wird zwischen i = n (unterster Block einschlieflich der Enden) oder i < n

unterschieden:

T =n:

1<

Es wird eine Zufallszahl aus dem rechten Ende der Dichte (|z| > x,_1) erzeugt. Im
Fall der Normalverteilung kann dies z.B. mit dem im vorigen Abschnitt beschriebe-
nen Algorithmus geschehen. Diese Zufallszahl wird mit demselben Vorzeichen wie x

versehen.

Die Zufallszahl x liegt in einem Bereich, in dem die Oberseite des einhiillenden Rechtecks
oberhalb der Kurve der betrachteten Dichte liegt (Skizze!). Hier wird nun zu dem bereits

vorhandenen z-Wert ein (gleichverteilter) y-Wert mittels
y = fitov- (fi—l - fi)

aus einer U*[0, 1]-verteilten Zufallszahl v erzeugt. Der Punkt (z,y) befindet sich un-
terhalb der Kurve der Dichte, wenn

y < f(=)
oder — dquivalent —
f(@) = fi
v s Jim1— fi

gilt. Ist dies der Fall, so ist = die gewiinschte Zufallszahl. Andernfalls wird 2 verworfen
und der Algorithmus startet wieder bei Schritt 1.

e Die Schnelligkeit der Ziggurat-Methode beruht darauf, dass in den meisten Fillen ledig-

lich eine Multiplikation (Schritt 2.) und ein Vergleich (Schritt 3.) notwendig sind, um eine

standard-normalverteilte Zufallszahl zu erzeugen.

e Eine umfassende Ubersicht iiber Verfahren zur Erzeugung normalverteilter ZufallsgroBen bie-

tet Gaussian Random Number Generators, David B. Thomas, Wayne Luk, Philip H.W. Leong,

John D. Villasenor, ACM Computing Surveys, 2007, http://portal.acm.org/citation.
cfm?i1d=1287622

In einer optimierten Version der Ziggurat-Methode wird die Blocknummer 4 und der z-Wert mit Hilfe einer

einzigen Zufallszahl erzeugt. Hierbei sollte jedoch auf die Unabhingigkeit dieser beiden zufilligen Ereignisse geachtet

werden, siehe z.B. An improved ziggurat method to generate normal random samples, Jurgen Doornik, 2005,

http://wuw.doornik.com/research/ziggurat.pdf
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C.3 Logarithmische Normalverteilung

e Eine positive ZufallsgroBe Y > 0 iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,.F, IP) heillt lo-
garithmisch normalverteilt (oder kurz: log-normalverteilt) mit den Parameter © € R und
% > 0, falls die ZufallsgroRe X := InY normalverteilt mit den Parametern y = EX und
02 = Var (X) ist. Ist umgekehrt X normalverteilt mit den Parametern u und o2, so ist

Y :=e¥ log-normalverteilt mit den Parametern p und o2.

e Sei Y eine mit Parametern 1, und o2 log-normalverteilte ZufallsgroRe. Ihre Verteilungsfunktion
Fy ergibt sich dann aus der Verteilungsfunktion ® der Standardnormalverteilung fiir z > 0

uber

Fy(z) = IP<Y§$> = IP(InYSlna;) = qp(lnx_ﬂ)

g

und Fy(z) = 0 fir x < 0. Fiir die Dichte fy ergibt sich dann aus der Dichte ¢ der

Standardnormalverteilung fiir z > 0

)~ ) ae (o) _ iigb(M—M)

dx dz o
1 1 _(n zfp‘)2
= . — e 202
V2no? @

und fy(x) = 0 fiir z < 0 (Skizze!).

e Die Dichte fy nimmt ihr Maximum bei

an, denn wegen ¢'(z) = —z - ¢(z) (z € R) erhalt man

dfy(x 1 1 Inz — 1 1 1 1 Inx —
T z? o o T o x O o
1 Inz —p Inx —p !
:c202¢< o >.<_U_ o )ZO
und somit
Inx* —p
— P _ _5
o

e Der Erwartungswert EY und die Varianz Var (Y) einer mit den Parameter 1 und o? log-
normalverteilten ZufallsgréBe Y kann mit Hilfe einer standardnormalverteilten ZufallsgroRe
Z lber

E(Y") = E<<e“+0z)n> = B(emte?) (men)
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bestimmt werden. Es ergibt sich

o0

%]
E (Yn) — /enu—‘rnaz . 1 . e—é dz = ™. / 1 e 22722”(7 dz
V2w V2r
—00

—00
]_ z2f2no+n20'2 n20'2

oo
= e”“‘/-e 2 -e 2 dz
V2T
— 00

oo

n202 ]. 7(2—"0')2 n202
= MWt 5. —.e 2 dz = ™t 2
V2T
—o0

-~

=1

und somit

2 .
EY = e*t7/2 sowie

Var (Y) = E (Y2> - (EY)Q = 62“+202 — 62”+02 — eQ,l—’«+CT2 (egz _ 1)
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C.4 Ein Lemma vom Fubini-Typ fiir bedingte Erwartungen

In diesem Abschnitt geht es um die mathematische Begriindung der in der Finanzmathematik
haufig verwendeten ,Rechenregel” fiir bedingte Erwartungen, dass auch in verketteten Funktionen
der ,,messbare Anteil” aus der bedingten Erwartung herausgezogen und beziiglich des,,unabhingigen

Anteils” der unbedingte Erwartungswert berechnet werden ,darf”, d.h.

E(f(X, Y) | c) _ E(f(ac,Y))

=00 mit g(e)=B(f( 7)), 1)

wobei die ZufallsgroBe X messbar beziiglich C und die ZufallsgréRe Y unabhangig von C ist.

Als Folgerung aus einer solchen ,Regel” ergibt sich dann namlich unmittelbar mit f(x,y) := h(z-y)

E(h(X Y)Y | c) - E(h(x : Y))

= 9() it g(z) ::E(h(x.y))

Die folgenden Uberlegungen gehen dabei fiir die Vorlesung , Finanzmathematik” von Lothar Partzsch

zurtick.

Bemerkungen:

1. Gegeben seien zwei nichtnegative oder integrierbare reellwertige Zufallsgrolen X und Y
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) sowie eine Unter-o-Algebra C C F. Ist
X C-messbar und Y unabhingig von C, so ergibt sich unter der Voraussetzung, dass das
Produkt X - Y nichtnegativ oder integrierbar ist, direkt aus den ,Rechenregeln” fiir bedingte

Erwartungen

E(X-Y\C) - X-E(Y|c) = X-EY = ¢(X)
mit g(x):=z-EY =E(z-Y)

2. Dieses Resultat l3sst sich unmittelbar auf vektorwertige ZufallsgroBen X : Q@ — R™ (m € IN)
und Y : Q@ — R™ (n € IN) sowie Funktionen f; : R™ — R und f; : R™ — R folgendermalen
verallgemeinern:

E(A(X)- £V 1C) = AMX)E(LY)) = g(X) (c2)
mit () == fi(2) - B(£(V)) =E(fi(2) - £(1))

Hierbei muss dann allerdings die Nichtnegativitdt bzw. Integrierbarkeit von fi(X), fa(Y)
und f1(X) - fa(Y') vorausgesetzt werden.

3. Im folgenden Lemma wird — bezogen auf den allgemeinen Fall (C.1)) — zunichst der Spezialfall
C = o(X) betrachtet.
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Lemma C.1 Esseien X : Q@ — R™ (m € N) und Y : Q — R"™ (n € IN) zwei unabhéangige
zufallige Vektoren auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP). Weiter sei f : R™ x R® - R
eine B(R™™)-B(IR) messbare Funktion mit f(x,Y) nichtnegativ fiir alle x € R™ oder f(X,Y)
integrierbar und f(x,Y") integrierbar fiir alle x € R™. Dann gilt

E(f(X,Y)|X) — g(X) P-fs. mit g(z) ::E(f(:u,Y)).

Beweis: Fiir eine Borel-Menge B™ € B(R™) ist X }(B™) € o(X) (fiir den Spezialfall B™ = R™
erhilt man X~1(B™) = Q). Da f(X,Y) nichtnegativ oder integrierbar ist, ergibt sich

E(f(X, Y)- ]lel(Bm)> = /f(X, Y) - Lx-1(pm)dP
Q

= [ 1w @) Py ).
R™xR"™

Aufgrund der Unabhangigkeit von X und Y ist die gemeinsame Verteilung Py y) gleich dem
ProduktmaR Px ® Py, und es ergibt sich wegen des Satzes von Fubini

E(f(X, Y)- ]lx—l(Bm)>

- / f(g;’y)-ﬂBm(x)d(IPX®]PY>($7y)

R™ xR™
-/ ( [ ) ley(y>) M () P ()
REm  Rn
_ /(/f(ac,Y)dIP) A pm(z) dP x (2)
R™ Q
_ /E(f(a:,Y)) A o (2) AP x (2)
4
— [9@) tan@dPx (@) = [06) 11 dP.
RrR™ Q

Nun gibt es zu jedem C' € o(X) eine Borel-Menge B™ € B(R™), so dass C = X ~1(B™) gilt.

Man erhalt demnach

C/f(X,Y)d]P = Q/f(X,Y)-]ICdIP = Q/g(X).nodIP = /g(X)dIP

c

Da g(X) messbar beziiglich o(X) ist, entspricht dies der Definition der bedingten Erwartung von
f(X,Y) beziiglich X, d.h.

E(f(X,Y)|X) — g(X) P-Afs
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Bemerkung: Fiir einen Wienerprozess W = (W) erhdlt man aus obigem Lemma sofort
B(f(We We = W) | W) = g(Wy) Pfs. mit g(x) = B(f(z,W; = W,))

fir s < t, s,t € T. Benotigt wird jedoch eine noch allgemeinere Aussage, in der die Bedin-
gung o (W) allgemein durch eine o-Algebra, beziiglich der W, — Wy unabhingig ist, ersetzt wird
(beispielsweise durch a(Wt,t € [0, s]))

Satz C.2 Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP), eine Unter-o-Algebra C C F
sowie zwei zufillige Vektoren X : Q@ — R™ (m € N) und Y : Q@ — R" (n € IN) auf (Q, F,

IP), wobei X messbar ist beziiglich C und Y unabhangig von C. Weiter sei f : R™ x R® — R
eine B(R™™)-B(R) messbare Funktion mit f(x,Y) nichtnegativ fiir alle z € R™ oder f(X,Y)
integrierbar und f(xz,Y") integrierbar fiir alle x € R™. Dann gilt

E(f(X,Y)|c) = g(X) P-fs. mit g(z) :zE(f(x,Y)). (C.3)

Beweis: Die Vorgehensweise aus Lemma lasst sich nicht unmittelbar verallgemeinern, da nicht
jede Menge C' € C eine Urbildmenge von X sein muss, d.h., es gilt (X ) C C. Hier wird daher
der Weg der algebraischen Induktion beschritten, d.h., ausgehend von einer ,einfachen” Funktion
f wird die gewiinschte Eigenschaft fiir immer ,komplexere” Funktionen f gezeigt.

1. Die Eigenschaft (C.3) ist ,linear” in folgendem Sinne:

Sei fi,..., fr eine Folge von Funktionen, die die Voraussetzungen des Satzes sowie (|C.3))
erfiillen. Die Nichtnegativtats- bzw. Integrierbarkeitsvoraussetzungen gelten dabei jeweils fiir
die gesamte Folge, d.h.

(a) furi=1,... kist fi(z,Y) nichtnegativ fiir alle z € R™ bzw.

(b) firi=1,...,k sind f;(X,Y) integrierbar und f;(z,Y) integrierbar fiir alle x € R™.

Im Fall (a) wird im Folgenden

k
f = Z()ézfl mit  «a; € Rot (i:1,...,k)
=1

betrachtet (in diesem Fall ist f messbar und f(z,Y) > 0 fiir alle z € R™), im Fall (b)
k
f = Zazfz mit o; € R (i: 1,...,]6)
i=1

(in diesem Fall ist f messbar und sowohl f(X,Y") integrierbar als auch f(z,Y") integrierbar
fur alle z € R™).
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In jedem der beiden Falle gilt ((C.3|) auch fiir die Funktion f, denn es ist

E(f(X,YHC):E(iai-fo,Y)\C) Zaz E(£(x,7)|C)

i=1

I
M=

;- gi(X) mit gi(z) = E(fi(a;,Y)), xz e R™.
1

.
Il

Fir w € Q ergibt sich
iai- (gAX))(w) = iai-gZ-(X(w))
‘ i=1
k
Zal (( w),Y ) - E<;ai-fi(X(w),Y>)

- E(f(X(w),Y)) - g(X(w)) mit  g() :zE(f(x,Y)), zeR™,
= (900)) @)

und somit E(f(X,Y) ]C) = g(X).
2. Die Eigenschaft (C.3)) gilt fir f =13, mit M € B(R™) x B(R"):

Jede Menge M € B(R™) x B(R™) lasst sich darstellen als M = B™ x B™ mit B™ € B(R™)
und B™ € B(R"™). Somit gilt

fX)Y) = 1y(X,)Y) = Ipnypn(X,Y) = Ipn(X)-1p(Y)
und folglich gemiR (C.2)), da 1/ nichtnegativ ist, die gewiinschte Eigenschaft (C.3).
3. Die Eigenschaft gilt fir f =13 mit M € B(R™) @ B(R™) = B(R™"):
Es sei
D = {M € BR™) @ B(R") : f = 1 erfiillt Eigenschaft },
d.h., es wird D = B(R"™) @ B(R") gezeigt:

(a) D ist ein Dynkin-System:
i. Esgilt 0 € D wegen 15 =0 und R™ x R™ € D wegen Igmygn = 1.

ii. Aus M € D folgt M € D, denn es gilt 157 = 1 — 1), und Eigenschaft () ist
Jlinear” (siehe 1., denn sowohl 1,,(X,Y) ist integrierbar als auch 1,/(z,Y") ist
integrierbar fiir alle z € R™, da 1, beschrankt ist).
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o
iii. Fir jede disjunkte Folge (My)rew € D gilt |J My € D:
k=1
Aufgrund der Disjunktheit der Mengen M, Ma, ... ist

k—oo

0, S

Wegen des Satzes von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen sowie

der , Linearitat" von ((C.3) ergibt sich

E<]1G Mk(X,Y)\C) - E(klgroloinm(x,y)\c)
— lim E<zk:]lMi(X,Y)\C) - 15202E( (X,Y) \c)
;=1

k—o00

= lim Zgl mit  g;(x) = E(]lMi(x,Y)), z e R™.

k—o00

Fir w € Q ist nun welter

lim i (9:)) @) = lim igi (X))
1 1

k—>ooi7 P
— i S (x0¥)) = B3 (x0.7) )

und somit

E(]lDoMk(X,YHC) = g(X).

k=1

(b) Wegen 2. ergibt sich

B(R™) x B(R") C D.

Da B(R™) x B(RR™) durchschnittsstabil ist, gilt
U(B(Rm) X B(]R”)) - 5<B(Rm) x B(IR"))

und somit
B(R™) ® B(R") = U(B(Rm) X B(]R”)) - 5(B(Rm) x B(IR”))

c §D) =D ¢ BR™) ® B(R"),
d.h. D = B(R™) ® B(R").
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k
4. Die Eigenschaft ((C.3) gilt fiir einfache Funktionen f = " ¢;- 1y, mit M; € B(R™)®@B(R"),
i=1
¢ € Rog, i =1,...,k (k € N): Dies ergibt sich direkt aus der , Linearitdt” von ((C.3)) (siehe
1.).

5. Die Eigenschaft (C.3) gilt fir alle messbaren Funktion f : R™ x R" — R mit f(z,Y)

nichtnegativ fiir alle x € R™:

Ist f B(R™™)-B(R)-messbar, so sind insbesondere auch f(X,Y) F-B(R)-messbar und
f(z,Y) F-B(R)-messbar fiir alle z € R™. Fiir jede nichtnegative Funktion f(z,Y’) mit

x € R™ gibt es dann eine Folge {fk(as,Y)}k N isoton wachsender einfacher Funktionen,
€
so dass

f(ZE‘, Y) = Sup fk($> Y)
kelN

gilt. Ist f(x,Y) nichtnegativ fiir alle z € R™, so ist insbesondere auch f(X,Y’) nichtnegativ

und

f(X,Y) = sup fi(X,Y).
kelN

Der Satz von der monotonen Konvergenz fiir nichtnegative Funktionen und bedingte Erwar-

tungen liefert nun

B(rx)1¢) = B(swpacxy)ie) = swp(Axy)c)

= supgr(X) mit gi(z) :zE(fk(x,Y)), x e R™.
kelN

Fir w € Q ist nun weiter

g (D)) = pugon (¥0)
- ppp(a(xe)) = e(paxo)
- E(f(X(w),Y)) - g(X(w)) mit  g(z) ::E(f(x,Y)), zeR™
= (900)) @)

und somit
B(rx1)1¢) = g,

6. Die Eigenschaft (C.3) gilt fiir alle messbaren Funktionen f : R™ x R™ — R mit f(X,Y)
integrierbar und f(x,Y) integrierbar fir alle z € R™:
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Jr
Da f(X,Y) integrierbar ist, ist auch der Positivteil (f(X,Y)) und der Negativteil

(f(X, Y)>7 integrierbar (analog fiir f(z,Y) mit x € R™). Da sowohl die Positiv- als

auch die Negativteile nichtnegativ sind, gilt (C.3|) wegen 5. zunachst fiir die Positiv- und
+

Negativteile und wegen der , Linearitit" von 1} somit auch fir f(X,Y) = <f(X, Y)) —

(f(X, Y)>_ (analog fir f(x,Y) mit z € R™).
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C.5 Stoppzeiten, erweiterte natiirliche Filtration und das Refle-

xionsprinzip fiir den Wienerprozess

Definition C.3 Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP), ein Zeitbereich T =

[0,T], T > 0, sowie eine Filtration (E) . Eine ZufallsgréBe T : Q@ — T U {oo} auf (Q, F, IP>

teT
heit Stoppzeit (stopping time) beziiglich <]:t)t o falls
€

{T < t} e F
fir alle t € T gilt.

Bemerkungen:

1. Fiir eine Stoppzeit kann zu jedem Zeitpunkt ¢ € T auf Basis der in F; enthaltenen Infor-
mationen entschieden werden, ob das Ereignis {T < ¢} eingetreten ist. Insbesondere kann
eine Stoppzeit als Wartezeit bis zum Eintreten eines bestimmmten Ereignisses interpretiert
werden. Der Wert ,,00" berlicksichtigt dabei die Moglichkeit, dass das betreffende Ereignis
nicht in endlicher Zeit eintritt.

2. Diese Definition kann auf den Fall unbeschrankter Zeitbereiche (z.B. T = [0, 00)) verallge-

meinert werden.

3. Die Sprechweise ,,7 ist adaptiert an (.7-}) " ist zwar inhaltlich nahe liegend, jedoch aus ma-
te
thematischer Sicht nicht korrekt, da nur stochastische Prozesse an Filtrationen adaptiert sein

konnen. Tatsachliche ist aber der stochastische Prozess (]l{fgt}) adaptiert an (]—"t)

teT teT

4. Ist (X¢)ter ein stochastischer Prozess auf (Q, F, IP) und 7 eine Stoppzeit, dann heilt

(Xmin(t’T)>teT

der bei 7 gestoppte Prozess. Insbesondere ist
Xmin(t,r) = Xt ' ]l{t<7-} + Xq— : ]l{tZ‘r} (t S T)

Der gestoppte Prozess (Xmin(t,q—)> T ist somit fiir ¢ > 7 (fiir ein festes w € Q) konstant.
te

5. Sind 71 und 75 Stoppzeiten beziiglich einer Filtation (}'t) . so sind auch min(7y, 72) und
te

max (71, 72) Stoppzeiten beziiglich (}'t> T
te

Um einen Prozess (X;)icT beim Erreichen eines bestimmten Wertebereichs B C R (z.B. im
Spezialfall B = {z} mit z € R) zu stoppen, wird im Folgenden die Ersteintrittszeit 75 : Q) —
T U {oco} mit

mp(w) := inf{t € T: Xy(w) € B}.
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betrachtet. Es zeigt sich, dass — selbst bei Beschrankung auf Prozesse mit stetigen Pfaden — diese
Ersteintrittszeit bei einer offenen Menge nur unter zusatzlichen Voraussetzungen eine Stoppzeit

beziiglich der vom Prozess (X;);cT erzeugten natiirlichen Filtration ist.

Lemma C.4 Sei (Xy)ieT ein stochastischer Prozess mit stetigen Pfaden auf dem Wahrscheinlich-
keitsraum <Q, F, IP), (Fi)ter die durch (Xy)ieT erzeugte Filtration (d.h. F; = o(Xs,s < t)),
BCRundtp:Q— TU{co} die dazugehdrige Ersteintrittszeit mit {rp < T} € Fr. Dann gilt:

(a) Ist B eine abgeschlossene Menge, so ist Tp eine Stoppzeit beziiglich (F;)ie.
(b) Ist B eine offene Menge, so gilt
{tB <t} e K
fir allet € T.

(c) Ist B eine offene Menge, so ist Tp eine Stoppzeit beziiglich (Fi)ieT mit

Fr firt=T
For 1= (\ Fs sonst (€4)
se(t,T)

Ohne Beweis.

Bemerkungen:

1. Eine Filtration mit Eigenschaft [C.4] heift rechtsseitig stetig. Diese Eigenschaft sichert, dass
alle Ersteintrittszeiten in offene Mengen bei Prozessen mit stetigen Pfaden Stoppzeiten sind.

2. Fiir eine Ersteintrittszeit 7(,, mit z € R (d.h. Zeitpunkt des erstmaligen Beriihrens einer

Schranke) gilt unter den Voraussetzungen des obigen Lemmas
XT{x}(w)(w) =z fir we {T{m} §T}
Im Bezug auf einen Wienerprozess W = (W})ier erhélt man nun folgende wichtige Aussagen:

Lemma C.5 (Erweiterte natiirliche Filtration) Es seien W = (W})er ein Wienerprozess auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) mit der natiirlichen Filtration (F;)¢ct und

N = {Aef:]P(A):o}
die Menge aller Nullmengen in F. Dann ist die Filtration (F; ) T mit
te
F; = o(FUN)

rechtsseitig stetig und wird als erweiterte natiirliche Filtration von W bezeichnet.

Ohne Beweis.
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Bemerkungen:

1. Die Verwendung der erweiterten natiirlichen Filtration sichert, dass alle Ersteintrittszeiten

Stoppzeiten beziiglich dieser Filtration sind.

2. Die sonstigen Eigenschaften des Wienerprozesses bleiben bei Verwendung der erweiterten
natirlichen Filtration anstelle der natirlichen Filtration unverandert.

Lemma C.6 (Reflexionsprinzip) Esseien W = (W;)er ein Wienerprozess auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q, F, P) und 7 eine Stoppzeit beziiglich der erweiterten natiirlichen Filtration

(}?)teqr von W. Dann ist der Prozess W) := (Wt(T))teT mit

Wt(T) (w) — Wt(&)) furt § T(OJ) (w c Q)
2 Wiy (w) = Wi(w)  fiirt > 7(w)

ein Wienerprozess.

Ohne Beweis.

Bemerkungen:

1. Die Verwendung der erweiterten natiirlichen Filtration sichert, dass auch Ersteintrittszeiten

in offene Mengen Stoppzeiten sind und obiger Satz auf diese angewendet werden kann.

2. Firt > 7(w) ist

2 Wi (@) = Wh(w) = W) = (Walw) = Woy(@))

Ist 7 demnach eine Ersteintrittszeit 7 = 73 mit B C R, so wird der Prozess am Wert
W, (w)(w) gespiegelt. Fiir B = {x} (v € R) entspricht dies einer Reflexion an einer Schran-
ke z. Fiir B = {0} erhilt man wegen W, = 0 als Spezialfall die bereits bekannte Spiege-

lungsinvarianz.
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C.6 p-Variation und Variation des Wienerprozesses

Definition C.7 Gegeben seien eine Funktion f : [0,t] — R, eine positive reelle Zahl p > 0 sowie
eine endliche Zerlegung T1 = {to,tl,...,tn} mitn € Nund 0 =1ty <ty <...<t,=1von
[0, ¢t].

e Dann heilt
S}.?(f) = Z }f(tz') - f(tifl)‘p
i=1
die p-Variationsumme von f beziiglich I1.
e Die kleinste obere Schranke aller p-Variationssummen
Vo(f) := sup Sy (f)

heilt totale p-Variation. Im Fall p = 1 heift diese auch Totalvariation, im Fall p = 2
quadratische Variation.

e Es bezeichne [T1| := max (ti — ti,l) den Feinheitsgrad einer Zerlegung I1. Fiir eine Folge
i=1,....n

(Il ) ke von Zerlegungen mit klim |IIx| = O heit der Grenzwert — im Fall seiner Existenz —
— 00
1 IR 1
up BN (f) = Tim S1(f)
die p-Variation von f beziiglich (I1j)ken.
Bemerkung: Die p-Variation kann von der konkret gewahlten Zerlegungsfolge abhangen.

Lemma C.8 Der Wienerprozess W = (W) e(o,) besitzt im quadratischen Mittel die quadratische
Variation t, d.h.

. I 2
lim E(SQ’“(W)—t) = 0
k—o0
fiir alle Folgen von Zerlegungen (1) e mit klirn IIIx| = 0.
— 00
Beweis:

e Fiir ein festes k € IN gilt
B (S5 (m))

n
2
= B> W -mi,
=1 =1

= ZV&F (th — Wtifl) (th — Wti—l ~ N(O, t; — tifl))
=1

= > (ti—ti1) =t

=1
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e Somit ergibt sich fiir ein festes k € IN

E(Sgk(W)—tY — Var (SE"’(W)) — Var ZZ:‘WQ—WM ’

(unabhéngige Zuwachse)

2
= ZVar (( — Wi, 1) ) (Gleichheit von Bienaymé)

_ ZE(Wt W, ) — (ti — ti-1)?

(X ~N(0,0?) = EX*=30%)

n

n
= 23'(ti_ti—1)2_(ti_ti 1) = 2. Z i—tic1) - (6 —tic1)
i=1 =1

goony

n
S 2. Z(tz — ti—l) . inllaxn(ti — ti—l)
i=1 -
n

= 2 || ) (ti—tiog) = 2t [T
=1

und lim 2-¢- |II;| = 0.
k—o0

Bemerkungen:

o0
1. Fiir alle Folgen von Zerlegungen (IIj)rew mit ) |[IIx| < oo lasst sich zeigen, dass
k=1

lim Sy (W) = ¢t  P-fs.

k—o0
gilt.

2. Das folgende Lemma sagt aus, dass die Pfade des Wienerprozesses nicht nur fast sicher von
unendlicher Totalvariation, sondern sogar fiir p < 2 fast sicher von unendlicher p-Variation

sind.
Lemma C.9 Fiirp < 2 gilt
Vp(W) = oo P-fs.

Beweis: Fiir 6 mit 0 < § < 2 und eine Folge von Zerlegungen (Ix)ken mit klim |TI;| = 0 ist fiir
—00
ein festes k € IN

Sy = zn:(Wti—Wt“)Q

=1
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2—6

5 n
< max Wti — Wti—l : Z ’Wti - Wti—l
=1

i=1,....,n

0
= max Wy, —W_, Sg—ké(W)

i=1,....,n

)
< max Wti — Wt,Fl : Vv2—5(W)

- i=1l,..,n

Fir k — oo ist die linke Seite im quadratischen Mittel endlich und somit wenigstens fiir eine

Teilfolge auch fast sicher endlich. Auf der rechten Seite ist

J
Wy, =Wyl =0 P-fs.

lim max
k—oo t;€ll)

wegen der fast sicheren Stetigkeit der Pfade des Wienerprozesses. Somit ist
Vos(W) = o0 P-fs.

Bemerkung: Analog zum Beweis des vorigen Lemmas l3sst sich zeigen, dass die p-Variation des
Wienerprozesses fiir p > 2 Null ist, indem fiir 6 > 0

1)
SIE(W) < max W, — Wi, | -SEE(W) — 0-1

betrachtet wird. Dies macht deutlich, dass die quadratische Variation im Zusammenhang mit dem

Wienerprozess die ,,geeignete Variation" ist.
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C.7 Ein Arbitragebeispiel im Zusammenhang mit der Begriffs-
bildung eines stochastischen Integrals

Das folgende Beispiel soll verdeutlichen, dass die formale Verwendung des Riemann-Stieltjes-

Integrals bei einem vom Wienerprozess abgeleiteten Integrator zu Ergebnissen fiihrt, die aus fi-

nanzmathematischer Sicht unplausibel sind. Hier wird zum Beispiel gezeigt, dass sich bereits fiir

eine vergleichsweise einfache selbstfinanzierende Handelsstrategie eine Arbitragemdglichkeit ergibt.
e Es seien der Zinssatz r := 0, H{ := 0 und H} := S} — S} fiir t € [0, 7).

e Dann ist ebenfalls Vo(Ho) = HJ - SO+ H} - S§ = 0.

¢
e Da SP =1fiirallet € [0,7), ist [H?dS? = 0 fiir alle t € [0,7T]. Die Selbstfinanzierungs-
0

bedingung vereinfacht sich somit zu
¢
Vi(H,) = /Hsl ds?.
0

e Da H} die Selbstfinanzierungsbedingung nicht beeinflusst, kann es wegen
Vi(H,) = H-S?+H} S}
fir t € [0, 7] durch
H} = Vi(H,) - Hj -S|
bestimmt werden. Die so konstruierte Handelsstrategie ist selbstfinanzierend.

e Der Wert des Portfolios H7 zum Endzeitpunkt T ergibt sich aus der Selbstfinanzierungsbe-
dingung
T T
Ve(Hr) = [Hldst = (st~ spasl,
0 0

T
e Wird [(S! — S})dsS! als pfadweises Riemann-Stieltjes-Integral angesehen, so ergibt sich
0

zunachst, da Sé konstant ist,
T T
Jisi-shast = [st - spacst - s)
0 0
und wegen der Regel der partiellen Integration fiir Riemann-Stieltjes-Integrale
T T
[isi=shaest-sh) = (sk- s -0~ [(s1-shaist - sy,

0 0
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also

T
1
Ve(Hr) = (s s}a(st-59) = (5} S}
0

Wegen P (S} = S&) = 0 erhilt man

IP(VT(HT)>O> > 0

und die betrachtete Handelsstrategie ist somit eine Arbitrage.

Ver. 3.0 Jan Rudl, Skript zur Vorlesung Finanzmathematik Okt. 2013



C.8. Das Ito-Integral beziiglich des Wienerprozesses 287

C.8 Das Ito-Integral beziiglich des Wienerprozesses

Bemerkung: Die Definition eines stochastischen Integrals mit dem Wienerprozess als Integrator ist

von erheblicher technischer Komplexitdt. Hier werden lediglich die wichtigsten Aspekte dargestellt.

Definition C.10 Ein stochastischer Prozess (XS) 0 heilt einfach auf einem filtrierten Wahr-
se|0,t

scheinlichkeitsraum (Q,]-', (-7:5) . },IP), wenn es eine Zerlegung {to,t1,...,ty} von [0,t] mit
s€|0,t

0=t < t1 < ... < t, =t
gibt, so dass X, firi=0,...,n—1
e F;,-messbar und
e quadratisch integrierbar

ist und

X, = X, mit i(s) :zmax{ij,...,n—l:thS}, s € 0,4,

gilt.
Bemerkungen:
1. Ein einfacher stochastischer Prozess ist auf den Intervallen [0,t1), [t1,t2), ..., [th—2,tn—1),

und [t,—1,t] zeitlich konstant.

2. Fiir die allgemeine Definition eines Ito-Integrals werden Grenziibergdnge im quadratischen
Mittel vorgenommen, weswegen die quadratische Integrierbarkeit der einfachen Prozesse be-

ndtigt wird.

3. Ein einfacher stochastischer Prozess X ist progressiv messbar, d.h., X : (5,w) € [0, s] xQ —
X;(w) ist messbar beziiglich B([0, s]) ®F; fiir alle s € [0, ¢], also ist X insbesondere adaptiert

an (‘FS)SE[O,t]'
4. Eine einfache Handelsstrategie gemaR Definition [3.20] die quadratisch integrierbar ist, ist ein

einfacher stochastischer Prozess.

Definition C.11 Gegeben seien ein Wienerprozess W = (W;)se(o, auf einem Wahrscheinlich-

keitsraum (Q, F, IP) mit der erweiterten natiirlichen Filtration (]—'5* ) 0 sowie ein einfacher
s€|0,t

stochastischer Prozess X = <X5> 04 auf dem entsprechenden filtrierten Wahrscheinlichkeits-
se|0,

raum. Dann heiBt
¢

1(X) = /XSdWS = ZXtH-(Wti—Wt,.,l)
0 =1

das Ito-Integral von X .
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Bemerkung: Entscheidend bei der Definition des Ito-Integrals ist, dass die Zeitindizes ¢;—; der
ZufallsgroBen X, | jeweils am linken Rand der Intervalle [t;—1,t;), i = 1,...,n, liegen.

Lemma C.12 Das [to-Integral I(X) von einfachen stochastischen Prozessen X besitzt folgende
Eigenschaften:

1. I(X) ist linear.

2. I(X) ist quadratisch integrierbar und es gilt die Ito-Isometrie
t
2
E(I(X)) - E / )XS
0

3. I(X) ist ein (pfad-)stetiges Martingal beziiglich (.7-";)

2d5> - jE (‘X 2) ds.

Definition C.13 Gegeben seien ein Wienerprozess W = (W;)se(o, auf einem Wahrscheinlich-

2
ds

s€[0,4]

t
Bemerkung: Es gilt E (f ‘XS
0

keitsraum (Q, F, IP) mit der erweiterten natiirlichen Filtration (.7-";" ) o0 sowie ein progressiv
s€(0,t

messbarer und quadratisch integrierbarer Prozess X = (X S) 0 auf dem entsprechenden filtrier-
s€(0,t

ten Wahrscheinlichkeitsraum. Dann heilSt

I(X) := lim I(X*) im quadratischen Mittel

k—o0

das Ito-Integral von X, wobei (X*).c eine (beliebige) Folge von einfachen stochastischen Pro-

zessen ist, die im Sinne der Norm ||.|| mit
t
k k|2
HX H — E /‘X ds
0

gegen X konvergiert.
Bemerkungen:

1. GemalR Definition des Limes im quadratischen Mittel gilt demnach

lim E(I(X’“)—I(X))2 = 0.

k— o0

2. Die Eigenschaften aus Lemma [C.12] gelten entsprechend.

3. Das Ito-Integral ist P-fast sicher eindeutig bestimmt.
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t
4 Aus E <f‘XS
0

IP(O/tXS

Tatsachlich ist es moglich (aber technisch aufwandig), ein Ito-Integral auch fiir diejenigen
Prozesse X zu definieren, die lediglich ((C.5) erfiillen. Im allgemeinen Fall kann dann allerdings
nicht mehr von der Giiltigkeit der lto-Isometrie ausgegangen werden.

2
ds) < oo folgt

“ds < oo> Y (C.5)

5. Es ist moglich, das Ito-Integral auch beziiglich allgemeineren Prozessklassen (z.B. der Klasse
der rechtsseitig stetigen (lokalen) L2-Martingale, siehe Abschnitt und Definition [D.26))

zu definieren.

6. Zur konkreten Berechnung eines Ito-Integrals kann fiir Spezialfille das folgende Lemma ver-
wendet werden. Dieses Lemma ermdglicht eine Charakterisierung des Ito-Integrals mit Hilfe

von Riemann-Stieltjes-Summen.

Lemma C.14 (Berechnung Ito-Integral) Es seien W = (W;)s¢(o, ein Wienerprozess und f :
R — R eine stetige Funktion. Dann gilt

I(f(W)) = klirgogf(Wtil) : (Wti - Wtiq) in Wahrscheinlichkeit

fiir jede Folge (Il ) ke von Zerlegungen 11y, := {to,t1, ... ,tnk} des Intervalls [0,t] mit klim ‘Hk)
— 00
=0.

Bemerkungen:

1. Charakteristisch fiir das Ito-Integral in der Darstellung als Riemann-Stieltjes-Summe ist, dass
fiir den Integranden f(W) jeweils die Werte f(WtFl) an der linken Grenze des Intervalls
[ti—1,t;) verwendet werden im Gegensatz zum Riemann-Stieltjes-Integral, bei dem ein be-
liebiger Wert f(WT) mit 7 € [ti—1,t;) verwendet wird. Tatsachlich hangt der Grenzwert
der Riemann-Stieltjes-Summe von der betrachteten Stelle innerhalb des Intervalls ab. Es sind
daher abweichende Definitionen eines stochastischen Integrals mégliclﬁ. Allerdings ist von
diesen Moglichkeiten das Ito-Integral das einzige, dass die Martingal-Eigenschaft besitzt.

¢
2. Mit Hilfe der Riemann-Stieltjes-Summe lasst sich nun [ W dW berechnen. Fiir ein festes
0

k € IN ergibt sich zunichst fiir die quadratische Variationssumme S3' (W) von W beziiglich

I, (siehe Definition |C.7))
ng

siory = 3 (W wi)

=1

82.B. das sogenannte Stratonovich-Integral, bei dem jeweils die Werte in der Intervallmitte verwendet werden
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ng

-3 (Wg 2 Wy, Wi+ ngl)
=1
ng Nk

- Z (th - Wt2¢71> -2 Z (_WEL—I + Wiy Wti)
=1 i=1

(Teleskopsumme)

ng
= I/Vt2 -2 Z Wi,y <Wti - Wti—l)
=1
und somit

ng
S Wiy (Wo = We,) = % W2 - % LS (W),
=1

Da W im quadratischen Mittel die quadratische Variation ¢ besitzt (siche Lemma|C.8)), erhilt

man
¢ -
/WSdWS - kli_>1£102th 1 (th W, 1) N
0 =

im quadratischen Mittel.

3. Ein weiteres sehr niitzliches ,Werkzeug" zum Rechnen mit Ito-Integralen ist die Ito-Doeblin-

Formel:

Lemma C.15 (Ito-Doeblin-Formel) Fiir eine Funktion g : (t,z) € [0,T] x R+ g(t,z) € R €
C12 (d.h. beziiglich der ersten Komponente einmal, beziiglich der zweiten Komponente zweimal
stetig differenzierbar) gilt
t t t
ot W) = 9(0.00+ [an(s. W) dst [ 0a(s, W) AWt [guals W ds, 1€ 0,71, (Co)
0 0 0
wobei g, g, und g.. jeweils die partiellen Ableitungen nach der ersten und zweiten Komponente

bezeichnen.
Bemerkungen:
1. Die differentielle Schreibweise fiir die Ito-Doeblin-Formel ist
dg(t,We) = (9(t, W) + & - gialt, W) )t + g (1, W) AWV,

t t
2. Die Integrale [g:(s, Ws)ds bzw. [ga.(s, Ws)ds sind dabei stochastische Riemann-Stieltjes-
0

0
t

Integrale, das Integral [g.(s, Ws)dWs ist ein Ito-Integral.
0
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C.9 Ein Arbitragebeispiel im Zusammenhang mit selbstfinanzie-

renden Handelsstrategien
e Esseien r:=0, y:=0und o :=1 und somit SY =1 und S} = eWe=3! fiir t € T. Dann ist
dS} = pSidt+oSHdWw, = Stdw,, teT,
die Selbstfinanzierungsbedingung vereinfacht sich zu

dV; (H;) = HQAS? + Hlds} = H}dS} = H}S!dw;, teT.

e Da H} die Selbstfinanzierungsbedingung nicht beeinflusst, kann es wegen
Vi(H,) = H?-SY+H}!. S}
fir t € [0, 7] durch
H} = Vi(H,) —H} -}

bestimmt werden. HY wird dabei so gewahlt, dass Vo(H ) = 0 gilt. Da S konstant ist, sind

keine weiteren Integrierbarkeitsvoraussetzungen fiir Hy erforderlich.

e Idee: (H});cr wird nun so definiert, dass der dazugehdrige Wertprozess jede beliebige reelle
Schranke a € R fast sicher erreicht und beim Erreichen dieser Schranke gestoppt wird. Fiir
a > 0 hatte man dann eine Arbitrage. Dies geschieht in folgenden Schritten:

1. Betrachtet wird der Prozess (It)ic[o,1), definiert durch

t
1
Iy = dw.
t A /7T — 5 s
fir t € [0,7) (man beachte, dass ¢t < T ist!). Aufgrund der Martingal-Eigenschaft des
Ito-Integrals ist E(I;) = Iy = 0 und somit wegen der |to-Isometrie

t
1
Var (I;) = E(I,)* = /T Sds
0 T —

s=t

T
= —In(T—5s) = —In(T—t)+InT = lnT

s=0
furt € [0,T).

2. Folglich gilt tlin%Var (I;) — oo. AuRerdem l3sst sich zeigen, dass
%

(IT.(1—e*S)>se[0,00)

ein Wienerprozess auf dem Zeitintervall [0, 00) ist (aus s := In Tl_t folgt t =T - (1 —

e™?)). Somit ist (I;).c[o,) €in von [0, 00) auf [0,T) ,gestauchter” Wienerprozess.
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3. Fira € R sei

7o = inf{t €[0,t): Iy =a}

der (zuféllige) Zeitpunkt des erstmaligen Erreichens der Schranke a. 7, ist eine Stoppzeit

und es gilt aufgrund der Konstruktion von (I).(o,1)
P(r,<T) =1

fu alle @ € R.

. Firt € [0,T7] ist nun

1
I —
= {SEvT -t e
0 sonst

furt<T

. Wegen der Selbstfinanzierungsbedingung (s.o.) ist

T T
1
Vr(H :/Hlsldwlz/
T( T) 0 t Pt t 0 m

Somit ist Vp(H ) > 0 fiir a > 0 und wegen Vo(H ) = 0 die betrachtete Handelsstra-
tegie eine Arbitrage.

']l{tSTa<T} th = I’ra = a.

. AuRerdem ist V;(H;) = Iiin,r,) fiir t € [0,T) und die betrachtete Handelsstrategie

zul3ssig.
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Anhang D

Anhang zu allgemeinen zeitstetigen

Finanzmarktmodellen

D.1 Filtrierte Wahrscheinlichkeitsraume mit den ,,ublichen Be-

dingungen und vollstandige Wahrscheinlichkeitsraume
e Im Folgenden sei T := [0,7], T > 0, oder T := [0, 00).

Definition D.1 Man sagt, dass ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q,}', (]:t)th,IP) den
wLliblichen Bedingungen* geniigt (satisfies the “usual conditions”), wenn er folgende Eigenschat-

ten besitzt:

1. Die Filtration (F;)iem ist rechtsseitig stetig (siehe auch (C.4)), d.h. Fy = Fyy. fiir allet € T

mit
Fr fir T =[0,T) undt =T
F. =
o ( Fs sonst
s>t,seT

2. Die Unter-o-Algebra Fy (und damit alle F; fiirt € T) enthalt alle P-Nullmengen, d.h.

{Fef:]P(F)zo} c F

Bemerkungen:

1. Eigenschaft 1 sichert, dass eine hinreichend groRBe Menge von Stoppzeiten zur Verfiigung
steht. Insbesondere sind Ersteintrittszeiten in offene Mengen Stoppzeiten beziiglich rechts-
seitig stetigen Filtrationen. Interpretiert bedeutet die rechtsseitige Stetigkeit von Filtrationen,
dass ein infinitesimal kleiner ,Schritt" in die , Zukunft" keine ,Uberraschungen® in Form von

»unerwarteten Ereignissen” bereithalt.
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2. Eigenschaft 2 sichert, dass Modifikationen (bzw. synonym Versionen) von adaptierten Pro-

zessen ebenfalls adaptiert sind, d.h., sind X = (X¢)ier und Y = (Y})ser Prozesse auf (Q,
7, IP) mit
P(X;:=Y,) =1 fur allet € T,

und ist X adaptiert an eine Filtration (F;)ieT, so ist auch Y adaptiert an (F;)ie. So-
mit kdnnen u.U. geeignete (z.B. stetige) Modifikationen von Prozessen ,ohne technische
Schwierigkeiten” betrachtet werden. Beispielsweise besitzt jedes Martingal beziiglich eines
Wahrscheinlichkeitsraums, der den ,iiblichen Bedingungen” geniigt, eine eindeutige cadlag
Modifikation (,cadlag” — ,continu a droite, limites & gauche” bzw. ,RCLL" — ,right conti-
nuous, left limits”), d.h., eine Modifikation, deren Pfade fast sicher rechtsseitig stetig sind

und deren linksseitige Limites existieren.

Aus Lemmaist bekannt, dass die um die Nullmengen erweiterte natiirliche Filtration eines
Wienerprozesses bereits rechtsseitig stetig ist, d.h., dass Eigenschaft 2 die Eigenschaft 1 nach
sich zieht. Dasselbe gilt dariiber hinaus fiir die allgemeinere Klasse der Lévy-Prozesse, d.h.,
cadlag Prozesse mit unabhdngigen, stationidren Zuwachsen, deren Pfade rechtsseitig stetig
sind und linksseitige Limites besitzen (siehe Protter, Stochastic Integrals and Differential
Equations). Neben den Wienerprozessen gehéren auch die Poissonprozesse (,Sprungprozes-

se”) zu den Lévy-Prozessen.

Fiir die Klasse der starken Markov-Prozesse erhilt man analoge Aussagen, wenn zusatzlich
noch die Vollstandigkeit des zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraums (Q, F, IP) (siehe
nachfolgende Definition) vorausgesetzt wird (siehe Karatzas & Shreve, Brownian Motion and

Stochastic Calculus).

Definition D.2 Ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) heiBt vollstandig, wenn F alle Teilmen-
gen von Nullmengen enthilt, d.h.,

FeF, P(F)=0, DCF = DeF

Bemerkungen:

1.

Ist (Q, F, ]P) ein nicht vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum und

N = {DCQ:HFE}"mitDCFund]P(F):O}

die Menge aller Teilmengen von PP-Nullmengen, so ist

(Q,a(fUN),IPN>,

wobei P s das auf 0(.7:UN> erweiterte WahrscheinlichkeitsmaR ist, ein vollstindiger Wahr-

scheinlichkeitsraum, die sogenannte Vervollstandigung von (Q, F, IP).
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2. Ublicherweise werden vollstindige filtrierte Wahrscheinlichkeitsridume, die den ,iiblichen Be-
dingungen” geniigen, vorausgesetzt, da diese aus ,technischer” Sicht (siehe obige Bemerkun-
gen) ,angenehm" sind. Fiir diese gilt insbesondere N' C Fyp.
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D.2 Progressive Messbarkeit und Vorhersagbarkeit

e Im Folgenden sei T := [0,7], T > 0, oder T := [0, 00).

e Die progressive Messbarkeit eines Prozesses wurde bereits fiir einen beschrankten Zeitbe-
reich [0, 7] und die erweiterte natiirliche Filtration (F").c(o,r) eines Wienerprozesses verwen-
det (siehe Abschnitt und Abschnitt Die folgende Definition ist in Bezug auf den
Zeitbereich und die Filtration allgemeiner.

Definition D.3 Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum <Q, F, (]-"t> T IP). Ein
te

stochastischer Prozess X = (Xy)ieT auf (Q, F, IP) — betrachtet als Abbildung X : T x Q — R

— heilt progressiv messbar beziiglich (]—"t) o falls fiir alle t € T die auf [0,t] eingeschrankte
te
Abbildung
X 0 :[0,t] x Q2 =R B([0,t]) ® F;-messbar

ist.
Bemerkungen:

e Die progressive Messbarkeit eines stochastischen Prozesses X = (X;).er ist gleichbedeutend
damit, dass fiir jedes t € T und jede Borel-Menge B € B die Menge

{(s,w) €10,t] x Q: X4(w) € B}
zur Produkt-o-Algebra B([0, t]) ® F; gehort.

e Jeder progressiv messbare Prozess X = (X;)er ist an (]—}) T adaptiert: Sei t € T beliebig,
te

aber fest. Mit der Abbildung 7 : w € Q > (t,w) € [0,1] x Q ist

X, = X ot.
[0,¢]

Die Abbildung # ist F;-B([0, t]) ® F;-messbar. Aus der progressiven Messbarkeit von X ergibt
sich die B([0,t]) ® F;-B-Messbarkeit von X| . Daraus folgt die F;-Messbarkeit von X;.

[0.¢]
e Die progressive Messbarkeit eines stochastischen Prozesses X = (X;);eT sichert beispiels-
weise, dass die Familie von Abbildungen Y = (Y})ieT mit
Y = sup X;
s€[0,t]

tiberhaupt ein stochastischer Prozess, d.h. F-messbar, ist: Fiir eine (zeitdiskrete) Folge von

ZufallsgroRen (X, )nen ist zwar bekannt, dass auch sup X, eine ZufallsgroRe ist. Im Fall einer
nelN
tiberabzahlbaren Indexmenge (wie z.B. [0,¢]) ist dies jedoch nicht immer der Fall. Aus der

progressiven Messbarkeit von X folgt jedoch die Adaptiertheit (und somit die Messbarkeit)

von Y.
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Lemma D.4 Jeder links- oder rechtsseitig stetige, an eine Filtration (ﬂ) T adaptierte stochas-
te

tische Prozess ist progressiv messbar beziiglich (]’t) T
te

Beweis: Sei X = (X})ier ein an (.7-}) T adaptierter, links- oder rechtsseitig stetiger Prozess.
te

Fall 1: Rechtsseitige Stetigkeit

e Seit € T und t > 0. Fiir n € IN werde das Intervall [0,¢] in 2" links abgeschlossene und
rechts offene Intervalle

0 t t 2t 2" —1 -
’21’1/ I 271’277/ y ottty 27’1 )

unterteilt.

e Der auf diesen Intervallen konstruierte Prozess X[, 1 : [0,] X € — R mit

7,[0,t]
2" —1
Xpg(s,w) = kz ]1[2%.&%0 (8) Xior 4 (@) + 1 (s)- Xi(w), (s,0) € [0, x Q,
=0

ist rechtsseitig stetig.

o Aufgrund der Adaptiertheit von X sind alle auftretenden Werte X 1 ..., Xon_1 , X; mess-
2n 2m
bar beziiglich F;. Da auBerdem alle auftretenden Intervalle Borel-Mengen sind, ist X:L[o 1
somit messbar beziiglich B([0,t]) ® F;.

e Es gilt aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit von X

n—o0 7

lim X", 5(s,w) = X‘[Ovt](s,w) fiir alle s € [0,¢] und w € Q.

e Da der Grenzwert einer Folge messbarer Funktionen ebenfalls messbar ist, ist somit auch
lim X" . = X}[o | messbar beziiglich B([0,t]) ® F;.
t

n—soo D [Ovt]

e Firt=0ist X‘[o = X’{o} trivialerweise messbar beziiglich {0} ® Fy, da X aufgrund der
t
Adaptiertheit von X Fjp-messbar ist.

e Somit ist X‘[O ] messbar fiir alle t € T beziiglich B([0,¢]) ® F; und folglich progressiv
it

messbar.

Fall 2: Linksseitige Stetigkeit: Es wird analog zum rechtsseitig stetigen Fall verfahren mit dem Unter-
schied, dass links offene und rechts abgeschlossene Intervalle verwendet werden und ein (linksseitig
stetiger) Prozess X', : [0,] X @ — R mit

m_1
XZ[O,t](va) = 1{0}(‘9) - Xo(w) + Z ﬂ(%.u% t} (s) - XQin.t(w)v (s,w) € [Ovt] X,
k=0

konstruiert wird.
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Bemerkungen:

e Insbesondere ist jeder (fiir alle w € ) pfadstetige Prozess (wie beispielsweise der Wiener-

prozess gemal Definition [3.2)) progressiv messbar beziiglich seiner natiirlichen Filtration.

o Liegt lediglich eine f.s. Pfadstetigkeit vor, gilt obige Aussage nicht immer. Fiir diesen Fall
sind zusatzliche Forderungen an den filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (vollstandig, den

,ublichen Bedingungen” geniigend) erforderlich.

e Fiir progressiv messbare Prozesse X = (X;);er mit der Eigenschaft
t
/XS2 ds < oo fs. firalleteT
0

lassen sich Ito-Integrale mit stetigen, quadratisch integrierbaren Martingalen als Integratoren
(wie z.B. der Wienerprozess) definieren. Fiir eine weitere Verallgemeinerung auf nicht-stetige
Integratoren (z.B. Sprungprozesse) ist eine Einschrankung der Eigenschaft der progressiven
Messbarkeit erforderlich. Dies fiihrt zum Begriff des vorhersagbaren (predictable) bzw. syn-
onym vorhersehbaren (previsible) Prozessen.

Definition D.5 Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum <Q, F, (.7-}) T IP). Ein
te

stochastischer Prozess X = (X;)ieT auf (Q, F, IP) — betrachtet als Abbildung X : T x Q — R

— heillt vorhersagbar beziiglich (.7-}) o falls X messbar beziiglich
te
P=0(R) mit R := {{o} X Fy: Fy € fo} U {(s,t] X Fy:F,€F, s<t, ste T}

ist. Die o-Algebra P wird auch als vorhersagbare o-Algebra beziiglich (J:t)t T bezeichnet.
€

Bemerkungen:

e Entscheidend bei obiger Definition ist, dass die Mengen F; € F, und nicht Fy € F; (mit
s < t) verwendet werden, d.h., die Messbarkeit von X; ,hinkt" der F;-Messbarkeit zeitlich
whinterher. Das zukiinftige Verhalten eines solchen Prozesses ist demnach in dem Sinne
vorhersagbar”, dass die o-Algebra F; zum Zeitpunkt ¢ mehr Informationen enthalt, als der
vorhersagbare Prozess selbst ,bendtigt” bzw. in einem infinitesimal kleinen Zeitpunkt vor ¢
das Verhalten des Prozesses zum Zeitpunkt t bereits vorhergesagt werden kann. Wie sich
zeigen wird, gibt es eine enge Verbindung mit der linksseitigen Stetigkeit von Prozessen.

e Jeder beziiglich (.7-}) T vorhersagbare Prozess X = (X});er ist progressiv messbar und
te

somit adaptiert an (]—"t) T Ist X vorhersagbar, so ist die Einschrankung X firt e T
te

)

messbar beziiglich

o(Ripy) mit Rigy := {{0} ¥ Fo: Fy € fo}u{(s,t] XFy:Fy€Fs s<t se T}.
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Wegen Rpy C B([0,t]) ® Fy ist somit X messbar beziiglich B([0,t]) ® F;, damit X

)

progressiv messbar und folglich adaptiert.

Lemma D.6 Die vorhersagbare o-Algebra P beziiglich (ft)t T wird durch alle an (]-"t)t T ad-
€ €

aptierten linksseitig stetigen Prozesse erzeugt.

Beweis: Sei (Q, F, (.Ft)t . IP) der zugrunde liegende filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum und
€

X = {X = (X¢)ter : X ist linksseitig stetig und adaptiert an (.7-}) T}
te
die Menge aller linksseitig stetigen und an <J—"t) T adaptierten Prozesse. Dann ist
te

Py o= J(SXFETXQ: EIXEX,BeBmitX_l(B):SxF>

die von diesen Prozessen erzeugte o-Algebra.

PCPy:

e Sei S x F € R: Dann ist entweder S = {0} und F' € Fy oder S = (s,t] mit s < t, s,t € T,
und F € F;.

e Die Indikatorfunktion 1 gy ist ein stochastischer Prozess T x  — {0,1}. Gem3R Kon-

struktion ist er in der Darstellung ((]lgxp> ) mit <]15'><F) (w) =1fir (t,w) € S x F
t/) teT t

adaptiert an (.7-}) und aufgrund der Verwendung von rechts abgeschlossenen Intervallen
teT

linksseitig stetig, also 1gxp € X.

PeCP:

e Sei X = (Xy)ier € X und firne N

]1{0}(t) o(w) + Z ]1( LA =1 T] (t) 'XL.T(W) fir T = [0, T]
X"(t,w) =
(w) fur T = [0, 00)

e Da X" linksseitig stetig ist, ist lim X" = X.
n—oo

e AuBerdem ist X™ vorhersagbar, da die auftretenden ZufallsgroRen X kT bzw. X & aufgrund

der Adaptiertheit von X F i .- bzw. ]:k -messbar sind und die emzelnen Summanden von
2n

X"™ durch den Wert an der jeweils //nken Intervallgrenze bestimmt sind. Somit ist auch

X = lim X" vorhersagbar. "
n—oo
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Bemerkungen:

e Wegen Lemma und Lemma|D.6|sind fiir linksseitig stetige (und somit liberhaupt stetige)
Prozesse progressive Messbarkeit und Vorhersagbarkeit gleichbedeutend.

e Vorhersagbare Prozesse beziiglich (.7-}) sind — im Gegensatz zu progressiv messbaren
teT

Prozessen — adaptiert an die dazugehdrige linksseitig stetige Filtration (]-'t,) mit
teT

Fi_ = U Fs.

s€[0,t)

Im Fall eines zeitdiskreten stochastischen Prozesse (X, )nen,, der beziiglich einer zeitdis-
kreten Filtration (F,,)nen, vorhersagbar ist, bedeutet dies, dass X, fir n € IN messbar ist
beziiglich F,,_1.
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D.3 Das Ito-Integral beziiglich rechtsseitig stetiger L?-Martin-
gale

e Im Folgenden sei T := [0,7], T > 0, oder T := [0, 00).
e AuBRerdem sei im Folgenden <Q, F, (]—"t>t . IP) der zugrunde liegende filtrierte Wahr-
€
scheinlichkeitsraum und
P=0(R) mit R= {{O}XFQ:Foe]-"o}u{(s,t]sz:FsE}"s, s <t s,tET}

die dazugehdrige vorhersagbare o-Algebra gemaR Definition [D.5] Jedes Element R € R wird
auch als vorhersagbares Rechteck bezeichnet.

Definition D.7 Gegeben sei ein stochastischer Prozess (Xi)ier auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (Q, F, IP). Dieser Prozess wird als LP-Prozess (p > 1) bezeichnet, falls
p
E‘Xt‘ < x
fiir alle t € T gilt.
Bemerkungen:

1. Da ein Wahrscheinlichkeitsmal ein endliches Mal ist, ist ein LP-Prozess auch ein L9-Prozess
mit ¢ < p, ¢ > 1 (siehe Abschnitt B.4.6)).

2. Der Wienerprozess ist ein L2-Prozess, also insbesondere auch ein L!-Prozess.

3. Im Folgenden wird — in teilweiser Analogie zu Abschnitt|[C.8] in dem das Ito-Integral von pro-
gressiv messbaren und quadratisch integrierbaren Prozessen beziiglich des Wienerprozesses
konstruiert wurde, — das Integral von vorhersagbaren und beziiglich eines noch zu spezi-
fizierenden MaRraumes quadratisch integrierbaren Prozessen beziiglich rechtsseitig stetiger
L?-Martingale definiert. E]

4. Fiir diesen Zweck wird ein durch ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal M = (My) e be-
stimmtes und auf der vorhersagbaren o-Algebra P definiertes Mal}

war s P — [0, 00,

das sogenannte DoléansmaR, verwendet (ups ist aufgrund des Wertebereichs kein Wahr-
scheinlichkeitsmaB!). Zunichst wird jedoch fiir einen L!-Prozess X = (X;)ieT eine Men-

genfunktion

vy : R — [0,00)

LEs sei darauf hingewiesen, dass die Vorhersagbarkeit eine stirkere Forderung als die progressive Messbarkeit
darstellt.
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definiert. Spiter wird sich zeigen, dass fiir ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal M
122 R = VM2
gilt (man beachte M2 := (M?)er auf der rechten Seite!).
Definition D.8 Fiir einen L'-Prozess X = (X;)icT bezeichne
vx : R —[0,00)

eine Mengenfunktion, definiert durch

VX({O} X F0> = 0 firFyeFo und
VX((S,t] x FS> = E((Xt ~X,)- nps) fiir s,;t € T, s <t, Fy € Fu.
Bemerkungen:

1. Die Mengenfunktion vy ist fiir L'-Prozesse wohldefiniert: Da X; — X, zur Menge L' gehért
und 1, beschrankt ist (d.h., 1x, gehdrt zur Menge L°°, siehe Abschnitt |B.4.6)), gehort das
Produkt dieser beiden ZufallsgroBen zu L', d.h., der Erwartungswert des Produkts existiert.

2. Ist M = (My)er ein L'-Martingal, so gilt vy = 0: Fiir {0} x Fy, Fy € Fo, ist dies gemiR
Definition der Fall. Fiir s < t, s,t € T, und Fs € F, ergibt sich (siehe Eigenschaften der
bedingten Erwartung in Abschnitt [B.9)

I/M<(s,t] X F) E((Mt ~ M) ]1F5>

B E(E((Mt—Ms)-]lFS ]-'))
B E(]IFS-E<M,5—MS .F))
B E(]lps-(E(Mt‘}'s)—Ms)>
Bl

E(]lps : (MS—MS)> =0

3. Ist M = (M;)ser ein L?>-Martingal, so gilt fiir s,t € T, s < ¢, und Fy € F

v (5,0 % F) = B((M:— M) 15,

2 Tower property"

3 Taking out what is known."
4Linearitat, M, ist Fs-messbar
5Martingaleigenschaft
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denn: Zunichst einmal ist E((Mt — My)? - 15, ) wohldefiniert: Da M ein L?-Prozess ist,
ist (My — Mg)? = M? — 2M; M, + M? ein L'-Prozess und somit (M; — M;)? - 1, ein
L'-Prozess. Es ergibt sich

E((Mt—MS)2-]lFS) - E MEILFS) —QE(MtMS]lFS) +E(M82]lps)

= =

((Mf — M3 ]1FS) - VMQ((s,t] x F)
Besitzt M dariiber hinaus noch unabhingige Zuwichse, so ist

Z/M2<(S,t] sz) — E(M, — M,)?-E(1p) = E(M, — M,)?-P(F}).

Ist M = W ein Wienerprozess, ergibt sich demnach
VWQ((s,t] X F) — (t—s) P(F,). (D.1)
Satz D.9 Fiir jedes rechtsseitig stetige L?>-Martingal M = (M) existiert ein eindeutig be-
stimmtes Mal
par s P = [0.00] mit pat = vaps M* = (M)ier.
Dieses Mal8 wird als Doléansmal3 bezeichnet.

Beweis:

1. R ist N-stabil: Dies folgt zum einen daraus, dass der Durchschnitt zweier links offener und
rechts abgeschlossener Intervalle entweder die leere Menge{ﬂ oder ebenfalls ein links offenes
und rechts abgeschlossenes Intervall ist. Zum anderen gilt FxNF; € F; fir Fy € Fg, Fy € Fy,
s<t(steT), daFs C F und F; eine o-Algebra ist.

2. Falls pps existiert, so ist es auf R o-finit: Es gilt namlich
TxQ = (JE, mit Ep:={0}xQ und E,:= ((n—1,n]mr) xQ (neN),
n=0

wobei E,, € R (n € Ny) ist sowie v32(Ep) = 0 und vpp2(E,) = E(M,, — M,,_1)? < oo fiir
2

n € Nund T = [0,00) bzw. v2(E,) = E<Mmin(n,T) — Mmin(nﬂ,T)) < oo firn e N

und T = [0, 7] gilt.

6 Tower property" und ,Taking out what is known."
"Martingaleigenschaft
8Die leere Menge ist in R enthalten, da ) € Fo und {0} x 0 = ( ist.
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Mit diesen Voraussetzungen ist der maRtheoretische Eindeutigkeitssatz anwendbar: Falls pps
existiert und auf einem N-stabilen Erzeugendensystem o-finit ist, so ist es eindeutig bestimmt.
Es verbleibt demnach, die Existenz von pyy, d.h. die Fortsetzung von v,2 auf P, zu zeigen
(zu maRtheoretischen Grundlagen siehe Abschnitt [B.3)).

Der maBtheoretische Fortsetzungssatz besagt, dass jedes PramaR’|auf einem Ring™|zu einem

MaR auf einer o-Algebra fortgesetzt werden kann.

Das Mengensystem R ist kein Ring, da die Differenz zweier Mengen aus R nicht in R

enthalten zu sein braucht. Allerdings ist die Menge
R = { U R;: neN, Ry,...,R, € R paarw. disjunkt}
i=1

aller endlicher Vereinigungen von Mengen aus R ein Ring.

. Die Erweiterung 732 von vy auf R mittels

n n
iz | |JRi] =D mp(Ri) mitneN, Ry,...,R, € R paarw. disjunkt
i=1 i=1
ist endlich-additiv und endlich (analog zur Konstruktion des Lebesgue’'schen Pramales). Es
verbleibt demnach zu zeigen, dass )2 ein PrdmaB, also o-additiv ist. Dies ist (wegen der
Endlichkeit) genau dann der Fall, wenn 7,2 (-stetig ist, d.h., wenn fiir jede Folge (A, )nen
mit A, € R und A, | 0
lim 7y2(A,) = 0

n—oo
gilt.

Die entsprechenden Betrachtungen lassen sich im Wesentlichen (wobei auf eine Vielzahl

technischer Details verzichtet wird) auf Mengen der Gestalt
n 1
By = [(s,s+—| xXF;
n

fir s,s + % € T und ein beliebiges, aber festes F; € F; reduzieren (es gilt BY | () und
BT € R fiir alle 5,5 + 2 € T). Man erhilt

() = B((32,, - M2) 1)

n

< E(‘M;;—Mf .ILFS) < E)M(;"Jr%—MS2

°Ein PrimaR unterscheidet sich von einem MaR lediglich dadurch, dass es auf einem Ring und nicht auf einer

o-Algebra definiert ist. Insbesondere ist ein PramaR o-additiv.
19Ein Mengensystem S ist ein Ring, falls aus A, B € S folgt, dass sowohl AU B € S als auch A\ B € S ist.
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Dieser Wert hangt nicht mehr von der konkreten Menge F; € F; ab. Somit verbleibt zu

n

kldren, unter welchen Bedingungen lim E|M?2? , — M2| = 0 und somit lim 7,;2(B?) = 0
—00 st Nn—00
fir alle s € T (mit s < T fir T = [0,7T) gilt.

8. Der entscheidende Begriff in diesem Zusammenhang ist der der gleichgradigen Integrier-
barkeit (uniform integrability): Ein stochastischer Prozess (X;);eT heilt gleichgradig inte-

grierbar, wenn

lim SupE(]l{|Xt>c} : )Xt‘> =0

c—00 teT

giItEr] Zur gleichgradigen Integrierbarkeit gibt es folgende wichtige Aussagen:

(i) Seien X eine integrierbare ZufallsgroRe und (F;)ieT eine Filtration. Dann ist der sto-

chastische Prozess

(E(X | Ft>>

gleichgradig integrierbar.

teT

(ii) Seien (X, )new eine Folge(!) integrierbarer ZufallsgroRen und X eine integrierbare Zu-

n—oo

integrierbar ist und lim X,, = X in Wahrscheinlichkeit gilt.
n—oo

fallsgroBe. Dann gilt lim E|X,, — X‘ = 0 genau dann, wenn (X,,)nen gleichgradig

9. Insbesondere ist wegen (i) jedes Martingal und jedes nichtnegative Submartingal, d.h., ein

an eine Filtration (F;);er adaptierter L'-Prozess X = (X;)ier mit
E(Xt | ]—“S> > X, > 0 firalles<t(s,teT)
gleichgradig integrierbar.

10. Ist M = (My)ier (wie hier) ein L2-Martingal, so ist (M?);e ein (nichtnegatives) L!-
Submartingal und somit gleichgradig integrierbar: Wegen der Jensen'schen Ungleichung fiir

bedingte Erwartungen gilt ndmlich

2
E(ME | ]—"S) > (E(Mt | ]—“)) = M?
firs<t, s, teT.
11. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von M ist auch M? rechtsseitig stetig. Insbesondere gilt

lim M2+; = M? fiir alle s € T (mit s < T fiir T = [0,7T]) sogar pfadweise und somit

n—oo ST,

wegen Aussage (ii) zur gleichgradigen Integrierbarkeit lim E|[M?2 , — M2| = 0 fiir alle
n—o0 s+

seT (mit s <T fir T =[0,7]). n

1 Aquivalente Definition: sup E|X:| < oo und fiir alle ¢ > 0 existiert ein § := §(g) > 0, so dass supE(ILF .
teT teT

Xt

) < e fiir alle F € F mit P(F) <4 gilt.
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Bemerkungen:

e Das Doléans-MaR yiyy eines Wienerprozesses W = (W), (r) ist
pw = AQP,
denn fiir s < t (s,t € T) und Fs € F; ergibt sich wegen (D.1))

MW‘R((s,ﬂsz) - VWQ((s,t]sz) — (t—5)-P(F,).

e Durch das Doléans-Mal 1y, ist — wie sich zeigen wird — der Integrator eines Ito-Integrals
beziiglich rechtsseitig stetiger L?-Martingale bestimmt.

e Zunichst wird — in Analogie zu den einfachen stochastischen Prozessen (siehe Abschnitt|C.8))
— ein stochastisches Integral beziiglich sogenannter elementarer vorhersagbarer Prozesse
konstruiert.

Definition D.10 Es bezeichnet

n
E = {ZaﬂlRi: neN, ai,...,an €R, Ry,...,R, € R paarw. disj.}
i=1

die Menge der elementaren vorhersagbaren Prozesse beziiglich des gegebenen filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraums (Q, F, (Fi)ter, IP> .

Bemerkungen:

e Fiir R = (s,t] x Fy ist durch 1y ein stochastischer Prozess (]lR(u, )) T mit
ue

0 fir w ¢ Fs

Lr(u,w) = Lgu) -1 (w) =
Ligp(u) firwe Fy
gegeben.

e Nachfolgend wird ein stochastisches Integral sowohl fiir den Prozess 1y als auch allgemein

fiir elementare vorhersagbare Prozesse definiert.

Definition D.11 Sei Z = (Z;)icr ein stochastischer Prozess.

(i) Fiir jedes vorhersagbare Rechteck R € R und dem dazugehérigen stochastischen Prozess 1

wird durch
/]1{0}><F0 dZ = 0, /ﬂ(s,t}sz dZ = ]IFS . (Zt — ZS)
mit Fy € Fo, s <t (s,t € T) und Fs € Fy ein stochastisches Integral definiert.
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n
(ii) Fiir jeden elementaren vorhersagbaren Prozess X € £ in der Darstellung X = Y a;1 g, mit
i=1
nelN, ai,...,an € R, R1,...,R, € R paarw. disj. wird durch

/XdZ = Zai./nRidZ
=1

ein stochastisches Integral definiert.

Bemerkungen:

e An den Integrator Z werden bei den vorgenommenen Definitionen keine weiteren Vorausset-

zungen gestellt. Die Integrale sind pfadweise definiert.

e Das Integral [X dZ fiir einen elementaren vorhersagbaren Prozess X hangt nicht von der

gewdhlten Darstellung fiir X ab und ist linear.

e Das folgende Lemma zeigt die Verbindung zwischen der vorgenommenen Integraldefinition
und dem Integral beziiglich des Doléansmales.

Lemma D.12 Fiir jedes rechtsseitig stetige L>-Martingal M = (M;);er mit dem dazugehérigen
DoléansmaP j1p; und jeden elementaren vorhersagbaren Prozess X € & gilt

/XQduM - E((/XdM)2>.

Beweis:

e Der elementare vorhersagbare Prozess X besitze die Darstellung

n
X =) ailg mit n€N, ag,...,an €R, Ro,..., Ry € R paarw. disj.,
=0
wobei 0.B.d.A. Ry = {0} x Fy sowie R; = (Si,ti] x F; mit s; < ti(Si,ti € T) und F; e .7:51.
firi=1,...,n giltF_ZI

e Es ergibt sich

(frem) = (S funan) B (S5 frnans)

=1
n 2
= <Za2 g, - (Mti - MSZ))
=1
n n n
_ 2 2
- Z Z aiaj]lFiﬁFj (Mti - Msi)(Mtj - Msj) + Z a; ]lFi(Mtz' - Msi)
i=1 j=1 i=1
J#i

2Falls X auf {0} x Q gleich Null ist, wird oo := 0 gesetzt. Gibt es neben Ry noch weitere Mengen {0} x Fy mit

Fy € Fo, auf denen X von Null verschieden ist, werden diese bei den folgenden Uberlegungen ,wie Ry" behandelt.
B [1r,dM = [1{o}xr, dM = 0 per. def.
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e Es wird obige Doppelsumme fiir ¢ # j betrachtet. Wegen R; N R; = () gilt
(i) ENE; =0 oder (i) (si,t] N (sj,t5] = 0.

Im Fall (i) ist 1rnF; = 0 und somit der entsprechende Summand ebenfalls Null.

Im Fall (ii) werde 0.B.d.A. t; < s; angenommen. Es ergibt sich

E<]]-F¢QFJ' (Mtl - Msi)(Mtj - Msj)>

=

E<E(]1Fij(Mti — M,)(My; — M) ‘EJ)

fsj>)

E(]lij(Mti — My,) (E(Mtj [ Fo;) = Msj))

[E|

E (]1 Fior, (My, — My,)E (Mtj - M,

s

IS

E<]1FiﬁFj (Mti - Msi)(Msj - MS]’)) =0

Der Erwartungswert der obigen Doppelsumme ist somit stets Null.

e Daraus erhalt man weiter

)

n

= E<Za§1Fi(Mti —Msf) = zn:a?'VMQ((Siyti] < F)

i=1

=1
@ ia%ﬂM((&ﬁi] X Fz) = /de:“M

Bemerkungen:

o L2 bezeichne die Menge der iiber dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP) quadratisch inte-
grierbaren ZufallsgroBen, £3, fiir ein rechtsseitig stetiges L>-Martingal M (auf dem filtrier-
ten Wahrscheinlichkeitsraum (Q,}", (Ft)ter, IP)) die Menge der iiber dem ,vorhersagbaren”

MaRraum (T X Q,P,MM) quadratisch integrierbaren Funktionen. Sowohl L? als auch £3,

sind Vektorraume.

tower property

15 Taking out what is known."
8| inearitat und Messbarkeit
" Martingaleigenschaft

18Sjehe Bemerkung zu Definition m
19Satz I -
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e Auf L2 wird durch

i

2 = EY? = /Y2 dP fiir eine ZufallsgroRe Y € L?

eine Norm definiert, auf £3, entsprechend durch

X

= /X2 dups  flr einen stochastischen Prozess X € E%J.

2
L]\/I

L? und L?V[ sind damit vollstandige normierte Vektorrdume, d.h., Vektorrdume, in denen jede
Cauchy-Folge einen Grenzwert (beziiglich der jeweiligen Norm) besitzt, der ebenfalls in dem
Vektorraum enthalten ist 29

e Somit gilt gemaR Lemma fiir X € £ (wobei £ ein linearer Unterraum von L3, ist):

HX’ - H /X dM
L?w L2
Der lineare Operator
Iny:€—L* mit I(X) ::/XdM, Xeg, (D.2)

ist demnach wegen HX’ = HIM(X)H , €ine Isometrie, d.h. eine normerhaltende Abbil-

£2, L

dung.

e Der folgende Satz bringt die Konstruktion eines stochastischen Integrals fiir allgemeine vor-
hersagbare, beziiglich 11ps quadratisch integrierbare Prozesse mit einem rechtsseitig stetigen

L?-Martingal M als Integrator zu einem vorliufigen Abschluss.

Satz D.13 Der Integraloperator Iy : £ — L* gemal besitzt eine eindeutige Fortsetzung
Ing : L3, — L? unter Beibehaltung der Isometrie. Fiir X € L2, heilt dann

Iu(X) = /XdM (D.3)

das Ito-Integral von X beziiglich M. Alternative Bezeichnung: [ XsdM,
T

20 |n einem Vektorraum V mit der Norm |.||v heiBt eine Folge (. )new eine Cauchy-Folge, wenn es fiir jedes
e > 0 einen Index N := N(¢) gibt, so dass

< ¢ firallem,n>N

H:l’m, — Tn

gilt. Bei einer Cauchy-Folge liegen somit schlieRlich alle Folgenglieder unendlich dicht beieinander. Jede konvergente
Folge ist eine Cauchy-Folge. In einem vollstandigen Vektorraum gilt auch die Umkehrung.
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Beweis:
e & ist dicht in £2,, d.h., fiir die Vervollstindigung & von & gilt £ = E%w (ohne Beweis).

e Allgemein gilt: Sind U und V vollstandige normierte Rdume, U; ein dichter Teilraum von U

und
J:U =V

eine lineare Isometrie, dann |3sst sich J eindeutig als lineare Isometrie
J:U—=V

fortsetzen:

— Da U; dicht in U ist, gibt es zu jedem u € U eine Folge (up)neny mit w, € Up

(n € IN), so dass lim u, =u (d.h. lim Hu—un
n—oo n—oo

ist auerdem eine Cauchy-Folge, also auch (uy)pen.

b= 0) gilt. Jede konvergente Folge

— Fiir die Folge (J(un)> N mit J(u,) € V (n € IN) gilt dann aufgrund der Linearitdt
und der Isometrieeigens?:iaft von J fir m,n € IN

| wn) = ()

el L P
\%4 \%4

Da (up)nen eine Cauchy-Folge ist, ist somit auch (J(un)) N eine Cauchy-Folge. Da
ne

V vollstandig ist, besitzt (J(un)) N einen Grenzwert in V. Dieser Grenzwert hangt

ne
nicht von der konkreten Wahl der Folge (u,)nen ab, so dass

J(u) = lm J(up)

n—oo
gesetzt werden kann.

— AuRerdem lsst sich die Linearitit und die Isometrieeigenschaft von J zeigen.

e Anwendung dieser Aussage auf die gegebene Situation: L? und ﬁ?\/[ sind vollstandige nor-
mierte Raume, &€ ein dichter Teilraum von C%w und Ip; : € — L? eine lineare Isometrie.

Somit lasst sich Iy eindeutig auf £3, unter Beibehaltung der Isometrie fortsetzen.

Bemerkungen:

e Das in Abschnitt beziiglich des Wienerprozesses definierte Ito-Integral ist ein Martingal
beziiglich der erweiterten natiirlichen Filtration des Wienerprozesses. Eine analoge Eigen-

schaft des hier definierten allgemeineren Integrals ware daher wiinschenswert.
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e Es wird sich zeigen, dass das hier definierte Integral sogar ein rechtsseitig stetiges L>-
Martingal ist und somit wieder als Integrator eines anderen Integrals verwendet werden kann.

e Das gemaR (D.3) definierte Ito-Integral [ X, dM, ist zundchst noch kein stochastischer Pro-

T
zess, sondern eine quadratisch integrierbare ZufallsgroBe. Durch die Einfiihrung einer oberen
Intervallgrenze wird daraus in folgender Definition ein stochastischer Prozess abgeleitet, des-
sen Eigenschaften dann niher untersucht werden.

Definition D.14 Es seien M ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal und X € L£3,. Dann bezeichnet
firteT

t
/Xs dMs = /H[O,t}X dM = /]1[0715}(8))(5 dMS
0 T

t
Insbesondere ist ( [XsdM, s) ein stochastischer Prozess (beziiglich der gegebenen Filtration
0

teT
(Ft)teT)-
Bemerkungen:

e Ist X € L3, so ist aufgrund der Beschrankheit der Indikatorfunktion auch 1}y 4 X € £3; fiir
teT.

t
o Der folgende Satz liefert zunichst die L?-Martingal-Eigenschaft von <fX5 dMS> . Die
0

teT
(rechtsseitige) Stetigkeit wird spater noch untersucht.

Satz D.15 Es seien M ein rechtsseitig stetiges L>-Martingal und X € £3,. Dann gilt

t
E</XdM’J—“t> - /Xdes
0

t
fiir alle t € T. AuBerdem ist ( X dMS> ein L?-Martingal.
0 teT

Beweis:

1. Seizunidchst X € £, also ein elementarer vorhersagbarer Prozess, der 0.B.d.A. die Darstellung

n

X =Y ajlg, mitneN, ai,...,an, € R,und Ry,..., R, € R paarw. disj. besitzt, wobei
i=1

R; = (si,ti] x F; mit s; < ti(si,t; € T) und F; € Fs, fiir i = 1,...,n ist. Der Fall

R; = {0} x Fy mit Fy € Fp kann dabei vernachlassigt werden, da dieser bei der Integration

keine Rolle spielt.
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Dann ist
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LoyX = Zaiﬂmﬂw

und folglich

t

e

0

= Zaz slt]XF]IOt Zal mm(sz,)mm(t“t)]XF

=1

Zaz]lF ( min(t;,t) — Mmin(&,t)) .

Diese ZufallsgréRe ist fiir alle t € T in L?, da M ein L?-Prozess ist.

Fir X € £ und t € T ergibt sich somit

o/

Firi=1,...

known" und

X dM j ]-"t> - E(Zn:ainﬂ (a, - 0y, )ft>
=1
= ialE <]1Fz' (Mtl - Msl) ‘ ft)
i=1

der Martingaleigenschaft von M

E<]1 r (M, — M) ‘]—'t>

E(E (1m0, — M) | F,) ‘]-'t>
E<]lFiE(Mti - M, | F,) ’]—})

E<]1Fi (n,, = a3, ‘]—'t> =0

Lp, (My — M) = 1p, (Mmin(ti,t) - Mmin(si,t))

sowie fur t > s;

Ver. 3.0

E<]lpi (a, - ,,) | ]—“t>

1p, - B(M, - M, | F)

K3

1r, (E (a0, 1 ) — B (M,

}“t))

1g, - (Mmin(ti,t) - Msi) = 1p (Mmin(ti,t) - Mmin(si,t)) :
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Somit ist

n t
E( / XdM)E) = Y aitn (Muinot) = Miingorr)) = / Xy dMs.
1=1 0

Daraus folgt fiir s < ¢ (s,t € T) wegen der , Tower property”

E(/tXudMu }'S> E(E(/XdM]-})‘fs>
0
= E(/XdM’]-"S> _ O/XudMu

t
und folglich die Martingaleigenschaft von <qu dMu> fir X € £. Fir X € & gilt somit
0 teT

die Behauptung.

2. Nun erfolgt die ,iibliche Erweiterung” von X € £ auf X € L3, (siehe Beweis von Satz|D.13):
e Sei X € £%, und (X(k)> eine Folge in £ mit
keN
L3, lim X0 = X
k—o0
und folglich
Cip Jim 1pg X = 1pgX firteT.
Aufgrund der Isometrie-Eigenschaft des Integraloperators I (siehe (D.3)) ) ist somit
L2- Jim X®am = / XdM  sowie (D.4)
—00

t t
L2 1lim [ XWdM, = / X, dM,
k—o0
0 0
t
firt e T, d.h., | [X,dM, ist ein L2-Prozess.
0

teT
e Es verbleibt,

E(/XdM)]—"t) — O/tXSdMS

zu zeigen, da daraus analog zu den Betrachtungen unter 1. die Martingaleigenschaft

t
von (fXS dM, folgt.
0 teT
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o Wegen 1. ist

t
E(/X(’“)dM‘}'t) - /Xs(k)dMs
0

fir alle k € IN und ¢ € T und folglich

L2 lim E( / x®) dM‘}'t>

k—o0

t
/Xdes.
0

Es verbleibt demnach zu zeigen, dass

L2 lim E</X(k)dM’ft> - E(/XdM’}"t>, also
— 00

2
Jim E(E(/X(’“)dM‘]-}) —E(/XdM‘}}>> =0
—00

gilt. Dies erhilt man jedoch wegen

E<E</X(k)dM‘]-}> —E</XdM‘}‘t>>2

Il
e
e
—
—
=
o
S
\
—
i
o,
=
)
~_
~——

WE

AR

E((/X(k) dM — /XdM)Q‘}'t>>

2
E /X(k)dM/XdM) 0 firk—oo. m

IS

(
E(E(/X(k)dM—/XdM‘]-})Q)
(
(

Bemerkungen:

e Um Aussagen iiber die rechtsseitige Stetigkeit des aus dem It5-Integral [ X dM mit X € £3,

t
abgeleiteten Prozesses | [X dMS> , der gemiR dem vorausgegangenen Satz ein L2-
0

teT
Martingal ist, treffen zu kdnnen, muss zunidchst beachtet werden, dass die Elemente der

Menge der L?-Martingale nicht einzelne Prozesse, sondern Aquivalenzklassen von Prozessen

sind. Jedes Element einer solchen Aquivalenzklasse ist eine Modifikation (oder Version) eines

2! Jensen'sche Ungleichung
22 Jensen'sche Ungleichung fiir bedingte Erwartungen
ZTower property
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anderen Elementes derselben Aquivalenzklasse. Dabei sind zwei gegebene Prozesse X =
(Xt)ter und Y = (Yy)ser auf (Q, F, IP) Modifikationen voneinander, wenn

PX;=Y,) =1 furallet € T
gilt (dadurch ist demnach die Aquivalenzrelation bestimmt).

e Damit bei Prozessmengen, bei denen die Adaptiertheit an eine gegebene Filtration eine Rolle
spielt (z.B. die Menge der L2-Martingale), die einzelnen Aquivalenzklassen auch ,hinreichend
grol” sind, um Elemente mit gewlinschten Eigenschaften wie z.B. Stetigkeit zu enthalten,
wird der zugrunde liegende filtrierte Wahrscheinlichkeitsraum als vollstandig und den iiblichen
Bedingungen geniigend vorausgesetzt (siehe Abschnitt[D.I]). Im Folgenden wird grundsatzlich

angenommen, dass diese Voraussetzung erfiillt ist.

o Der folgende Satz sagt aus, dass es in jeder Aquivalenzklasse von Ito-Integralen einen Repri-

sentanten mit rechtsseitig stetigen Pfaden gibt.

Satz D.16 Es seien M ein rechtsseitig stetiges L*>-Martingal und X € L2%,. Dann existiert eine
¢

Modifikation von ( JXsdM, S) mit rechtsseitig stetigen Pfaden, die also ein rechtsseitig stetiges
0 teT

L?-Martingal ist.

Beweis:

1. Sei zundchst X € & ein elementarer vorhersagbarer Prozess. Analog zu der Darstellung von
X im Beweis von Satz[D.15] ist

t

n
/Xs dMs = Zai]lFi (Mmin(ti,t) - Mmin(si,t)> :
0 i=1

Aus der rechtsseitigen Stetigkeit von M folgt sofort die rechtsseitige Stetigkeit von

t
( X, dMS> .
0 teT

Im Folgenden bezeichne fir X € Eund t € T
t
Iy(X), = /Xs dM,.
0

Die Bezeichnung

Iy(X) = /XSdM = /XdM
T

wurde bereits in (D.2)) eingefiihrt.
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2. Sei nun X € E?\/[ und (X(k)) eine Folge in £ mit E?M— lim X®) = X.
kelN k—o0

e Wegen 1. ist der Prozess <IM(X(k))t) fir alle k£ € IN rechtsseitig stetig.
teT

e Im Folgenden wird eine der Doob’'schen Ungleichungen (Joseph L. Doob, 1910-2004,
amerikanischer Mathematiker) verwendet: Fiir ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal M
gilt fiir alle ¢t € T und v > 0

s<t

1
P(Sllp M 27) < ﬁ-EMf

e Fiir j < k (j,k € IN) ist auch <[M(X(k))t — IM(X(j))t ein rechtsseitig stetiges

teT
Martingal. Anwendung der obigen Doob'schen Ungleichung auf diese Differenz ergibt
firy:=2"" mitme N

teT
2
92m . <IM (X(k)> Iy (X(j)>>
= 22| (x®)) — 1 (x6)
[ (x0) (x|
Mit Hilfe dieser Ungleichung l3sst sich somit die maximale pfadweise Abweichung von

¢
(rechtsseitig stetigen) Approximationen (IM (X(k)) > fur (sz dMS> , mit
t/ ter teT

P <Sup Lu(x®)y, _IM(X(j))t‘ > 2—m>

IN

(D.5)

0

t
deren Hilfe auf die rechtsseitige Stetigkeit von (fXS dMS> geschlossen werden
0

teT
soll, {iber die erwartete quadratische Abweichung dieser Approximationen abschitzen.

o Wegen £3,-lim X = X ist L-lim 11 (X*¥)) = [ X dM. Somit ist Iy (X¥))
k—o0 k—o0 kelN
eine L2-Cauchy-Folge und folglich existiert eine Folge (k,,)men von aufsteigenden In-
dizes k,, € IN (m € IN) mit k; < k2 < ..., so dass

)
gilt. Mit ergibt sich
S <sup Iy (X (b)), — IM(X(km))t’ > 2—m)
m=1

< 279 firallem e N

L2

teT

()
22m.

S 1\"™
< Z (2> < 00.

m=1

IN

Tus (X(km+1)) — Iy (X(km))

L2
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e Aus dem Lemma von Borel-Cantell{* folgt dann

P (lim sup Am> =0

mit
Am = {w € Qs sup | Ly (X (Fn1)), (w) — Iy (x (), (w)’ = 2—m} |

teT

e Essei 0y :=limsup A,,. Dann ist
m—0o0

P(Ql) =1 mit Q:= Qig

Fir €7 erhalt man

Q = limsupA,, = ﬁ [j A, = [j ﬁ% = liminf A,,

m—00
m=—oo =1 m=¢ (=1 m=¢

= {w € Q:we A, fiir schlieRlich alle m}

= {w € Qs sup | Iy (X Fm)y, (w) — Ty (X (), (w)) <9m
teT

fir schlieRlich alle m} (D.6)

o Fir we Q und X € & bezeichne I/(X )t (w) die Funktion

teT o Ip(X): ().

Die Funktionenfolge (IM(X(km))T (w)) ist somit fiir w € ©; gemaR (D.6|) eine
meN
Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm. Diese besitzt (beziiglich der Supremums-

norm) fiir w € §; als Grenzwert die Funktion

teT <O/XSdM5>(w)

(wobei X = E?\/[—klim X)) und konvergiert gegen diese sogar gleichmiRig (die gleich-
— 00
maRige Konvergenz ist die Konvergenz beziiglich der Supremumsnorm).
e Aufgrund der gleichmiRigen Konvergenz iibertragt sich fiir w € Q; die Eigenschaft

der rechtsseitigen Stetigkeit von der Funktionenfolge (IM (X(k))qr (w)) auf deren
keN

¢
Grenzwert t — (fXS dMs> (w).
0

2*Lemma von Borel-Cantelli: Sei (A)men eine Folge von Ereignissen. Dann gilt:

LS P(An) <oco = IP(limsupAm> _
m=1

m— oo

. > P(An) =00 und (Am)men paarweise unabhingig —- ]P(limsupAm) =1

m=1 m—»0o0
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o Fiir w € Qo (Qp ist eine P-Nullmenge!) wird

¢
(/XSdMS)(w) =0 firalleteT
0

t
gesetzt. Man erhilt somit eine rechtsseitig stetige Modifikation von (sz dMS>
0

teT
]

Bemerkungen:

0.B.d.A. kann somit angenommen werden, dass der von dem Ito-Integral [X dM mit X €
t

L3, abgeleitete Prozess | [XsdMj ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal ist und somit
0

teT
wiederum als Integrator eines Ito-Integrals verwendet werden kann.

Aus obigem Beweis ist ersichtlich, dass alle von einem Ito-Integral abgeleiteten Prozesse fast
sicher rechtsseitig stetig sind, da die betreffende Menge g, wo dies nicht der Fall ist, eine
IP-Nullmenge ist.

Ebenso kann man obigem Beweis entnehmen, dass, falls der Integrator M ein stetiges L>-
Martingal ist, dies ebenso — fast sicher — fiir den von dem dazugehdrigen Ito-Integral abge-
leiteten Prozess gilt. AuBerdem gibt es eine stetige Modifikation.

In obigem Beweis wurde (implizit) vorausgesetzt, dass eine Cauchy-Folge beziiglich der Su-
premumsnorm einen Grenzwert besitzt. Genau genommen ist dafiir noch die zusatzliche

Annahme der Existenz linksseitiger Limites von M erforderlich [

Fiir Ito-Integrale gelten auRerdem folgende beiden Aussagen vom ,Radon-Nikodym-* bzw.
»Substitutionstyp™:

Satz D.17 Es seien M ein rechtsseitig stetiges L?>-Martingal, X € L3, sowie Y = (Y;)ier ein

stochastischer Prozess mit

t
Y; = /Xdes,
0

also ebenfalls ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal.

2Die Eigenschaft der rechtsseitigen Stetigkeit und der Existenz linksseitiger Limites braucht tatsichlich nur fast

sicher zu gelten — damit lisst sich die Klasse der als Integratoren in Frage kommenden Prozesse auf cadlag L2-

Martingale verallgemeinern.
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d
(i) Es gilt duﬂ = X2 (uy besitzt die Dichte X? beziiglich 1131, d.h.
M

py (P) = /X%mM fiir alle P € P.
P

(ii) Sei Z € L. Dann ist ZX = (Zt : Xt) | € L3 und es gl
te

/Z dYy = /ZX dM.
Beweis:

Zu (i): GemaRB Satz [D.9| geniigt es, HY‘R' d.h. die Mengen P = R = (s,t] x Fs € R mit s < ¢
(s,t € T) und Fs € Fg, zu betrachten:

@ : t— 1Is = s | u u / u u2
iy (R) = E(]lFS Y, Y)2) E<]1F<O/X dM O/X dM))

2 2
E(]lps</]l(57t]XdM> ) dl E(]IFS /1(87t]XdM)

2 2
E</1an(s,t]XdM) - E(/]IRXdM>

/]IRX2duM = /XQduM
R

IERRIE

Zu (ii):
1. Fir Z=1r mit R = (s,t] x Fs und s <t (s,t € T) sowie F,s € F; ergibt sich
[zar = 1n i) = 1k [1exan

=2 /]lps]l(syt]XdM = /ZXdM

2. Fiir Z € &€ erhilt man die Aussage aufgrund der Linearitit.

3. Fiir Z € L2 gibt es zunichst eine Folge (Z(”)> N € & mit
ne

L£3- lim ZzM = Z

n—oo

285iche Bemerkung 3. zu Definition
2742 _
10, =Ly
BFEiir X € £ ist dies unmittelbar ersichtlich. Fiir X € £%; ergibt sich dieser Schritt durch die iibliche Erweiterung.

29
Lemma und Satz
30siehe obige FuBnote .
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und somit

n—oo

L2 lim [ZM™dy = / Zdy.

e Aus (i) erhilt man, dass uy die Dichte X2 beziiglich uys besitzt. Aufgrund der Sub-

stitutionsregel der MaB- und Integrationstheorie ist somit
/22 duy = /22)(2 dpns

und folglich ZX € £2,.

o AuBerdem ist fur n € IN

E(/Z(")dY—/Zd}2/>2
= E(/(Z(”)—Z> dY) - /(Z(”)—Z>2d,uy

_ / (Z(”) _ Z)2X2 dpar

und demnach wegen L?- lim [ZWdY = [ZdY

n—o0

lim (Z(”) - Z)2X2 dpunr

n—oo

2
= lim E(/Z(")dY—/ZdY) =0,
n—oo

d.h.
,c%w-nlggo (Zz™ - 2)X =0
bzw.
ﬁ%w-nlggo ZWX = 7ZX.
e Somit ist

L2 lim [Z™MXdM = / ZX dM

n—oo

und schliellich
/ ZdY = L% lim [Z™dy

= [% lim [ZMXdM = / ZX dM.
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D.4 Lokale Martingale

e Im Folgenden sei T := [0,7], T > 0, oder T := [0, 00).

e Aus Abschnittist bekannt, dass fiir ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal M und X € £2,
(die Menge der vorhersagbaren Prozesse, die beziiglich des DoléansmaRes ps quadratisch

integrierbar sind) der Prozess

t
/ X, dM = < / 14X dM>
0 teT

teT
ebenfalls ein rechtsseitig stetiges L2-Martingal ist. Fiir die Existenz dieses Prozesses geniigt

es somit, lediglich
lpyX € L3, firalleteT
zu fordern.

e Eine weitere Verallgemeinerung des Ito-Integrals ist moglich, wenn anstatt einer reellen Zahl
t € T als ,Obergrenze” des Integrals eine Stoppzeit 7 beziiglich der Filtration (F;):cr des
zugrunde liegenden filtrierten Wahrscheinlichkeitsraums (Q,f, (]-'t)teqp,IP) verwendet, d.h.

ein Integral

/ L1 X dM

betrachtet wird. Zunichst wird jedoch der sogenannte gestoppte Prozess eingefiihrt und
festgestellt, dass ein gestopptes rechtsseitig stetiges Martingal (bzw. Submartinga@ bzw.
SupermartingaEI) wiederum ein rechtsseitig stetiges Martingal (bzw. Submartingal bzw. Su-

permartingal) ist:

Definition D.18 Fiir einen an (F;)ieT adaptierten stochastischen Prozess X und eine Stoppzeit
T beziiglich (F;)ier heilt
X7 .= (Xmin(t’T))te’]I‘ y d.h.
. B .
X[ (w) = Xmin<t’r(w)> (w) fiirallet € T und w € €,

der bei T gestoppte Prozess.

Satz D.19 Gegeben seien ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]-' , (]-'t)teqp,IP), ein rechts-
seitig stetiges Martingal (bzw. Submartingal bzw. Supermartingal) M beziiglich (F;)ieT sowie eine
Stoppzeit T beziiglich (F;)ier. Dann ist auch der gestoppte Prozess M7 ein rechtsseitig stetiges
Martingal (bzw. Submartingal bzw. Supermartingal).

Beweis: Siehe Bemerkung 5. zu Satz [D.28|

31E(Xt | ]:s) Z Xs
32E(Xt | ]:.s) S Xs
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Bemerkungen:
e Ist M ein L?-Prozess, so ist es auch M.
e Fiir eine Stoppzeit 7 ist das stochastische Intervall [0, 7] bestimmt durch

[0,7] = {(t,w) eTxQ:0 <t < T(w)}.
e Jedes stochastische Intervall [0, 7] ist in der vorhersagbaren o-Algebra P enthalten, d.h.

0,7] € P mit P = o(R),
R = {{O}XFO:FOE}"O}U{(S,t]XFS:FSE}"S,s<t, s,teT},
denn:

— Fiir eine Stoppzeit 7 sowie k,n € IN ist

((tﬂl;] mr) X {wEQ:T(w)Z k;nl} € R.

Somit ist fur n € IN

P, = {0yxu J ((tﬂlfn] ﬂ']f) x{wéQ:T(w)Z k‘2—nl} € P.

kelN

— lIst (t,w) € Py, so gilt

k—1 k—1
T(w) > max{Qn,kE]N:t> on } bzw.

t € {O,Tn(w)] NT mit 7,(w) ::min{;,kE]N:T(w)<k},

d.h., fiir dasjenige k € IN, fiir das

k—1 < rw) < k
gn = TS o
gilt, ist
k
Th(w) = o

— Demnach ist 7,, eine Stoppzeit fir n € IN und
P, = [0,7,].
— Wegen 7, | 7 ist

[0,7] = ()10, 7]

nelN

und somit wegen [0, 7;,] € P ebenfalls [0,7] € P.
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e Fiir einen stochastischen Prozess X = (X;);e1 und eine Stoppzeit 7 ist der stochastische
Prozess 1}y ;)X definiert durch

(ﬂmx) (t,w) = Tpo(t,w) - X(tw) fir (t,w) € T x Q.

Ist X ein vorhersagbarer Prozess (d.h. P-messbar), so ist es auch 1y j X, da wegen [0, 7] € P
der Prozess 1 ) ebenfalls vorhersagbar und ein Produkt messbarer ZufallsgroRen wiederum

messbar ist.

e Ist X € L3, fiir ein rechtsseitig stetiges L2-Martingal M (L3, — Menge der iiber dem
MaRraum (T X Q,P,MM> quadratisch integrierbaren Funktionen), so ist fiir eine Stoppzeit
7 wegen der Beschrdnktheit der Indikatorfunktion auch 1y X € £3,, d.h., das Ito-Integral
J10.7X dM kann gebildet werden.

e In diesem Fall kann fiir eine endliche Stoppzeit T gezeigt werden, dass
/11[077})( AM = /XS AM, P-fs. (D.7)
0

gilt (im Fall T = [0, 7] sei dabei f(fXS dM, := [X dM firt>T), d.h.

7(w)
</]1[0,T]X dM> (w) = /Xs dM; | (w) fiir P-fast alle w € Q.
0
Nach Einfiihrung von /Xs dMy = /X dM gilt dies auch fiir unendliche Stoppzeiten
0

(fJXS dM; war bisher lediglich fiir ¢t € [0, 00) definiert).

e Das folgende Lokalisationslemma liefert eine wichtige theoretische Grundlage fiir die folgende
Verallgemeinerung des Ito-Integrals.
Lemma D.20 (Lokalisationslemma) Gegeben seien ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q,

F, (Fi)ter, ]P), ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal M beziiglich (F;):ct, ein Prozess X € L2,
sowie eine Stoppzeit T beziiglich (F;)ieT. AuBerdem sei M™ der bei T gestoppte Prozess. Dann

gilt:
]l[O,T]X S ﬁ%ﬁ' und /]1[077_])( dM = /]1[077.]X dM™.

Beweis:

e Gemal Satz ist auch der gestoppte Prozess M7 ein rechtsseitig stetiges L2-Martingal,
so dass sowohl die Bezeichnung £2 . als auch das Ito-Integral mit dem Integrator M7 sinnvoll

ist.
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e Die Menge £2,, bezeichnet fiir das rechtsseitig stetige L?-Martingal M7 die Menge der iiber
dem Malraum (T X Q,P,MMT) quadratisch integrierbaren Funktionen.

e Sei zunichst X = 1p mit R = (s,t] x Fs € R (s < t, s,t € T, Fs € F). Dann ist fiir fast
alle w € Q

0

= (/ﬂ(s,t]sz N (0,7(w)]xQ2 N {0} xQ dM) (w)

= (/]l(min(s,f(w)),min(t,T(w)ﬂsz dM) (w)

= <1FS ' (Mmin(t,rw)) - Mmin(s,r<w>))> (w)

= (1O -M))w) = ... = (/ﬂ[o,ﬂXdMT> (@),
d.h.

/ L X dM = / L X dM™ fs.

(wobei im Folgenden diejenige Modifikation von f]l[o’ﬂX dM betrachtet wird, fiir die diese
Gleichheit fiir alle w € § gilt).

e Fiir X = 1g gilt 1y X € L3,-, denn wegen 1y X € L3, ist [1jg X dM € L?
(Isometrieeigenschaft des Ito-Integrals), somit wegen obiger Gleichheit auch [Ty 1 X dM™ €
L? und folglich TpnX € L2 .. Insbesondere ist

,U«MT(RO[OaTD = /ﬂ[o,f]leﬂMT = /(]l[o,r]X>2 dpprr

2 2

= E(/H[OJ]XdMT) = E(/n[o,ﬂXdM>
2

= /(1[0,7})() dup = /1[0,7]]11%01#]\4

= uM<Rﬂ [O,T]).

e Die allgemeine Aussage folgt mit Hilfe der ,iiblichen Erweiterungen".

33siehe Definition (i)
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Definition D.21 Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, (F¢)ier,P). Dann
heilt eine monoton wachsende Folge (7,,)ne von Stoppzeiten beziiglich (Fy)ieT mit

oo fir T =[0,00)
lim 7, = fs.
nree T fir T =10,T)

eine lokalisierende Folge beziiglich (F;)ier.

Definition D.22 Gegeben seien ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (Q,]—" , (.Ft)te’[‘,lp) sowie
ein stochastischer Prozess (Xi)ieT auf (Q, F, IP). Dann heiBt (X;)icT ein lokales Martingal
beziiglich (F;)iet, falls es eine lokalisierende Folge (7,)nen beziiglich (Fi)ier gibt, so dass die

gestoppten Prozesse

X = (Xmin(t,n)> , X7 = (Xmin(t’72)>

teT teT’

Martingale beziiglich (F)ieT sind.

Bemerkungen:

e Ein Prozess X = (X})ier ist definitionsgem3R genau dann ein lokales Martingal, wenn es
eine lokalisierende Folge (7,,)new gibt, so dass die Prozesse X™ fiir alle n € IN Martingale

sind.

e Analog heilt X = (X;)ieT ein lokales L?-Martingal bzw. stetiges bzw. rechtsseitig stetiges
lokales L2-Martingal, wenn es eine lokalisierende Folge (7,,)nen gibt, so dass die Prozesse

X" fiir alle n € IN diese Eigenschaft besitzen.

e Jedes Martingal X = (X})ier ist auch ein lokales Martingal: Fiir die lokalisierende Folge

(Tn)nE]N mit

oo fir T =[0,00)
T fur T =10,T]

3
Il

fiir alle n € IN ist ndmlich min(¢, 7,,) = ¢ fiir alle ¢ € T und somit X™ = X fiir alle n € IN.

e Ein lokales Martingal kann als ,,asymptotisches” Martingal betrachtet werden: Es gilt ndmlich

fuirteT
Jm X7 ) =l X ) @) = K@) ©03)

fur fast alle w € 2, d.h. P-fs. lim X = X;.

n—oo
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e Die Konstruktion eines Beispiels fiir ein lokales Martingal, das kein Martingal ist, ist ver-

gleichsweise aufwindig: Seien W' = (Wl)er, W2 = (W2)ier und W3 = (W2)er drei
stochastisch unabhingige Wienerprozesse und R = (R;)er definiert durch

1
Ry = /(W + 0 + (W24 + (W + )2 mit c= 2

1
(,,Bessel-Prozess der Ordnung 3“). Dann lasst sich zeigen, dass <R> zwar ein lokales
t/ teT

1

Martingal, aber kein Martingal ist, da der Erwartungswert E (R) von t abhdngt: Es ist
t

namlich

1 1
E<Rt> N E<\/<th+c>2+(WE+c)2+<WE+c)2>
1

= E
VVEZL 4 02 + (VIZ2 + 02 + (VIZD + o)

Y

wobei Z', Z2, Z3 drei unabhingige standard-normalverteilte ZufallsgroRen sind. Fiir t = 0

1 1
ist gemal Konstruktion E ( — | =1, fiir t — oo ergibt sich E( — | — 0.
Ro Rt

Der diskontierte Wertprozess einer selbstfinanzierenden (und ggf. nicht reguldren) Handels-

strategie in einem Black-Scholes-Modell ist im Allgemeinen ein lokales Martingal, aber kein
Martingal (sieche Bemerkung zu Lemma [3.27)).

Die folgenden beiden Lemmas geben hinreichende Bedingungen dafiir an, dass ein lokales
Martingal ein Martingal bzw. Supermartingal ist. Aus dem zweiten Lemma ergibt sich
aulerdem die definierende Bedingung fiir eine regulire Handelsstrategie im Black-Scholes-
Modell (Definition und somit im Wesentlichen der Beweis fiir die Aussage, dass der
Wertprozess einer diskontierten reguldren Handelsstrategie im Black-Scholes-Modell ein Su-
permartingal ist (Lemma [3.27), die entscheidend war fiir die Aussage iiber die Arbitragefrei-
heit des Black-Scholes-Modells (Satz [3.28)).

Lemma D.23 Jedes beschrinkte lokale Martingal ist ein Martingal.

Beweis:

e Satz von der majorisierten Konvergenz fiir bedingte Erwartungen: Sei (X,,),en eine Folge

von integrierbaren Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum <Q, F, IP), die fast

sicher gegen eine ZufallsgroBe X konvergieren. Wenn sup | X, | integrierbar ist, dann ist auch

nelN
X integrierbar und es gilt
nan;oE<Xn | g) - E(nILH;OXn | g) fs. (D.9)

fiir alle Unter-o-Algebren G C F.
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e Seinun (X)) ein beschranktes lokales Martingal mit der dazugehdrigen Filtration (]-'t)

327

teT

und lokalisierenden Folge (7, )nenw. Aufgrund der Beschrankheit ist X integrierbar fiir alle
t € T und es gibt ein K > 0, so dass | X;| < K fiir alle t € T gilt. Wegen ist

E(Xt | fs) - E(nlin;oX[” \]—“8)

und weiter wegen (D.9)) und sup | X" | < K
nelN
E( lim X[ \.R) — lim E(X[n \]—'S)
n—oo n—oo

firs<t, s, teT.

I

lim X7 X, fs.

n—o0

Lemma D.24 Es seien Y eine integrierbare ZufallsgréBe und M ein lokales Martingal beziiglich
einer Filtration (F;)ier mit My >'Y fiir alle t € T. Dann gilt

B(M: | F) < M,

fiir alle s <t, s,t € T.

Ist auBerdem My integrierbar, so ist M ein Supermartingal. Gilt dariiber hinaus EMy = EM; fiir

eint € T, so ist (MS>
s€[0,¢]

Beweis:

ein Martingal.

e Sei (Tp)nen eine lokalisierende Folge fiir M. Dann sind die Prozesse M ™ Martingale fiir alle

n € N, d.h., es gilt

B(M" | ) =

MI" firallen e Nund s <t (s,teT).

e Lemma von Fatou fiir bedingte Erwartungen: Sei (X,)ncw eine Folge von nichtnegativen

Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP). Dann gilt

E(linrgicngﬂg) < hnrgiong(Xn\g) fs. (D.10)

fir alle Unter-o-Algebren G C F.

e Das Lemma von Fatou lasst sich auf Folgen (X,,),ew von ZufallsgroRen verallgemeinern,

die nach unten durch eine integrierbare ZufallsgroRe Y beschrinkt sind, denn es gilt, da
X, +Y >0 fir alle n € IN ist,

B(Y |G) +E(liminf X, | ¢) = B(Y +lminf X, | G)

- E(lirlnig.}f(Y—ian)\Q) < linlgiong(YJanIQ

- i (5(1 18) +5(x1)) = £(1 19) +mare(x, 15)

34X ™ ist Martingal fiir n € IN
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o Wegen und des Lemmas von Fatou ergibt sich

E(Mt | ]—'s) - E( lim_ M7 \fs) - E(hrginfM[" \]-'s)

A

< nminfE(M;n |}'s> = liminf M™ = M, fs.

n—oo n—o0

firs<t, s, teT.

e Zur Supermartingaleigenschaft von M fehlt noch die Integrierbarkeit von M, fiir alle t € T.
Wegen der Integrierbarkeit von Y ergibt sich

My > E<Mt \ -7:0) > E(Y | fo)
fir alle t € T und daraus wegen der Integrierbarkeit von M, aufgrund der ,tower property"
EMy > EM; > EY

die Integrierbarkeit von M; fiir alle ¢ € T und somit die Supermartingaleigenschaft.

e Ist nun dariiber hinaus EMy = EM, fiir ein t € T, so ergibt sich aus der Supermartingalei-
genschaft und der ,tower property"

EM, — E<E(Mt | }')>

EM, = E(E(Ms|f0>> > EM,

EM,

v

fir s <t (s € T) und somit EMy = EM, fiir alle s € [0,¢]. Ein Supermartingal mit dieser
Eigenschaft ist aber ein Martingal.

Bemerkung: Im Folgenden erfolgt nun die Verallgemeinerung des Ito-Integrals auf rechtsseitig
stetige lokale L2-Martingale als Integratoren und entsprechend allgemeinere Integranden.

2,loc

Definition D.25 Fiir ein rechtsseitig stetiges lokales L?-Martingal M bezeichne L7,°° die Menge
aller vorhersagbaren (d.h. P-messbaren) Prozesse X, fiir die eine lokalisierende Folge (7,)nen fiir
M existiert (d.h. M™ ist ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal fiir alle n € IN), so dass

]l[O,Tn]X < ﬁ?\/lq—n fiir alle n € IN
gilt.
Bemerkungen:

e Die Integrale /]l[o,m]X dM™ existieren fiir alle n € IN.
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e Da eine lokalisierende Folge (7,,)nen aufsteigend ist, gilt fiir n, k € IN

(M) = << (an+k)t>t€T> = (M),
_ <Mmin(t’7—")>te”ﬂ“ - M™.
Aus dem Lokalisationslemma folgt somit
/11[0,Tn]X dM™Hk = /]l[o,rn}X dM™ (D.11)

(hier kann M noch nicht als Integrator verwendet werden, da es kein L?-Martingal, sondern

lediglich ein lokales L2-Martingal ist).

e Wegen (ID.7)) ergibt sich weiter

/H[D,TH}X dM™ = /]l[oan}X dM Ttk

= / Lo 7 Lo r, ) X AMTHE = / Lo, (5,) Xs dM fs.
0
und somit
t min(t,7)
/]l[o,rn](37~)Xs dM;-" = / 1[077n+k}(87.) X dMST”” f.s.
0 0
fur alle t € T, d.h.
t t
/H[O,Tn](sv ) XS dM;—" (w) = /]1[07Tn+k}(8,.> Xs dM;—n-Hg (w)
0 0

fur fast alle w € Q und ¢ € [0, 7, (w)] N T.

e Fiir jedes t € T stellt das Integral

t

/]I[O’TnJrk] (5,.) Xs dM"
0

somit eine fast sichere Fortsetzung von

t

[0t ey
0

dar, was die folgende Definition eines allgemeineren Ito-Integrals rechtfertigt:
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Definition D.26 Fiir ein rechtsseitig stetiges lokales L?-Martingal M mit lokalisierender Folge
(Tn)new und X € L31°° bezeichne fiir t € T

t t

/Xs dM; = P-fs. lim [T, (s,.) XsdM".
n—00 v
0 0
Bemerkungen:

e Die obige Definition ist unabhingig von der gewahlten lokalisierenden Folge.

e Bei dieser Definition ist das Vorhandensein einer oberen Integralgrenze unbedingt erforder-
lich, d.h., ein Integral in der Schreibweise fX dM ist nicht definiert. Dies stellt aber keine

Einschrankung dar, da im Folgenden ohnehin lediglich der Prozess

¢
/XSdMS
0

teT

von Interesse ist.

e Analog zu Satz fiir 1to-Integrale beziiglich rechtsseitig stetiger L2-Martingale gilt der
folgende Satz:

Satz D.27 Es seien M ein rechtsseitig stetiges lokales L?-Martingal und X € E?\/[’loc. Dann exis-

t
tiert eine Modifikation von ( JXsdM s) mit rechtsseitig stetigen Pfaden, die ein lokales L>-
0

) _ teT
Martingal ist.

Beweis:
e Sei (T)nen eine lokalisierende Folge von M. Dann ist fiir n € IN

min(t, )

((fraw) )" = (] waw)
: <jm xaw)

e Fiir fast alle w und ¢t € T gilt gemal Definition

(0/110Tn )X, dM)( )
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t

— lim </]1[0’Tk](s,.)]l[oﬁn}(s,.)Xs dMST’“>(w)

k—00,k>n
0

t

—  lim < / L. (5,) X dMSTk) (@)
0

k—00,k>n

t
D‘:11 lim </]1[07Tn](8, ) Xs dMSTn> ()

k—o0
0

_ < 0/ n[oﬁn](s,axde;")(w),

t t n
d.h. <Of]l[0m](5")XdeS> = ((UszdMs>tET) ist eine Modifikation von

teT

t

(f]l[an](s,.)Xs dMST”> fir n € IN, woflir gemal Satz [D.16| eine Modifikation mit
0 teT

rechtsseitig stetigen Pfaden existiert, die ein L?-Martingal ist.

Bemerkungen:

1. Ist M ein stetiges lokales L?-Martingal, so gibt es — analog zu der entsprechenden Bemerkung

t
zu Satz |D.16|— eine stetige Modifikation von fXS dM,
0

teT

2. Analog zu Satz gilt folgende Substitutionsregel: Es seien M ein rechtsseitig steti-
ges lokales L2-Martingal, X € £?\’41°C sowie Y = (Y;)ier ein stochastischer Prozess mit

t
Y; := [ X, dMj, also ebenfalls ein rechtsseitig stetiges lokales L2-Martingal. Fiir Z € E?}IOC
0

ist dann ZX ¢ L?\’}OC und es gilt

¢ ¢
/Zs dY, = /ZSXS dM, fiur allet € T.
0 0

3. Im Folgenden wird ein duBerst wichtiger Spezialfall von rechtsseitig stetigen lokalen L2-
Martingalen, namlich die stetigen lokalen Martingale mit beschranktem Startwert, betrach-
tet. Fiir die weiteren Uberlegungen wird zunichst folgender Spezialfall des sogenannten
Optional-Sampling-Theorems (auch als Doob'sches Optional-Stopping-Theorem bezeich-

net) — hier in der zeitdiskreten Variante — benétigt.
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Lemma D.28 (Zeitdiskretes Optional-Sampling-Theorem fiir beschrankte Stoppzeiten)
Gegeben seien ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, ]P) mit einer zeitdiskreten Filtration (F,)nen,
und ein an diese Filtration adaptierter integrierbarer stochastischer Prozess M = (My,)nen,. Dann
ist M genau dann ein (zeitdiskretes) Martingal, wenn fiir jede beschrinkte (diskrete) Stoppzeit T
beziiglich (Fy)nemn,

EM, = EM,
gilt.
Beweis:

= Sei M ein Martingal und 7 eine beschrankte Stoppzeit mit 7 < N, N € IN. Dann ist
N B3] N
n=0 n=0

= iE (E(MN Ar=n) Ifn)> & iE (MN ' 1{T=”})
n=0 n=0

- B
= E<MN~Z]I{Tn}> = EMy = EM,
n=0
=1q

<=: Da die Integrierbarkeit und Adaptiertheit vorausgesetzt wurde, bleibt nur noch E (Mn | ]-"m)

= M,, mitm < n, m,n € INq zu zeigen, d.h., dass gemal Definition der bedingten Erwartung

/MdeP = /MndIP fir alle F € F,,
F F

gilt.
Zu jedem F' € F,, wird durch

m firwelF
Tr(w) = = m-1p+n-lgp
n firweQ\F

eine (beschrankte) Stoppzeit definiert, denn es ist

0eF, firk=0,....m—1
{rr<k}=qFecF firk=m,...,n—1
QeF firk=n,...

35Martingaleigenschaft

3¢|nverses , Taking out what is known."
3" Tower property
38Martingaleigenschaft
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Nach Voraussetzung ergibt sich fiir alle F' € F,,

EM, = EM,, = E(M -]l{TF:n}>+E(M Mgy )
- /Md]P+/M dP = EM, /MdIP+/M P
o\F

und wegen EM,, = EMj (7 = n ist ebenfalls eine beschrankte Stoppzeit) somit [M,,, dP =
F

[ M, dP. .

F

Bemerkungen:

1. Das ,reine" Optional-Sampling-Theorem beinhaltet lediglich die Richtung ,von links nach
rechts", d.h., dass fiir ein Martingal M = (M,)nen, beziiglich (F,)nen, und eine be-
schrankte Stoppzeit 7 beziiglich (F;,)nen,

EM, = EM

gilt. Dazu ist zu bemerken, dass EM,, = EM), fiir alle n € INy bereits unmittelbar aus der
Martingaleigenschaft folgt.

2. Das Optional-Sampling-Theorem (in diskreter Zeit) gilt auch unter folgenden schwicheren

Voraussetzungen an die Stoppzeit 7:

P(r<oo)=1, E|M;|<oo und lim /|M\dIP =
n—oo
{r>n}

Denn: Die Stoppzeit 7, = min(7,n) ist beschrankt fiir alle n € IN, so dass gemaR Lemma

D.28
EM,, = EM,

gilt. Im Folgenden wird formal M., = 0 gesetzt. Da n.V. {7 = oo} eine P-Nullmenge ist,
werden dadurch die folgenden Integrationen nicht beeinflusst. Wegen E |M;| < oo ist auch
EM, < oo und es ergibt sich weiter fiir n € IN

|[EM. — EM

= /M dP + /M dPP — /MTnd]P— /MTﬂd]P'
{r<n} {r>n} {r<n} {r>n}

@ /MTdIP+ /MTdIP /MTd]P /MndIP'
{r<n} {r>n} {T<n} {r>n}

= /MTdIP— /MndIP‘ < /M dIP‘ ’ /MndIP‘
{r>n} {r>n} {r>n} {r>n}
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P
< [pejaes [

{r>n} {r>n}
Nach Voraussetzung ist

lim /]Mn] P = 0

n—o0
{r>n}

und wegen des Satzes von der majorisierten Konvergenz (anwendbar, da sup 1, [M:| <
nelN

| M| integrierbar ist) ergibt sich

i [ Ly M| AP = [ D] lim 1 dP

n—oo
= /|MT\-]I{T:OO}dIP = 0.
Somit ist
lim ‘EMT—EMTH‘ = lim |[EM, —EMy| = 0
n—oo n—oo

und folglich EM, = EMj.

3. Das Optional-Sampling-Theorem lasst sich fiir rechtsseitig stetige Martingale auf einen konti-
nuierlichen Zeitbereich verallgemeinern (der Beweis fiihrt diesen Fall mittels einer geeigneten

Diskretisierung auf den zeitdiskreten Fall zuriick).

4. Eine weitere Formulierung des Optional-Sampling-Theorems ist folgende: Sei (M;)icr ein
rechtsseitig stetiges Martingal (bzw. Submartingal bzw. Supermartingal) beziiglich einer Fil-
tration (F;)ieT und o, 7 beschrénkte Stoppzeiten beziiglich (F;)ier mit o < 7 (< T fiir
T =[0,77). Dann gilt

M, = E(MT|]-'U) fs.,
d.h,

(Ma(w)> (w) = <E(MT(W) J-"U(w)>>(w) fiir fast alle w € Q

(bzw. M, < E(MT | .7-}) bzw. M, > E(MT | .7-})) und somit
EM, = EM;

(bzw. EM, < EM, bzw. EM, > EM,).

Eine analoge Formulierung (ohne Stetigkeitsvoraussetzung) gibt es fiir den zeitdiskreten Fall.

97, =7 auf {r <n}und 7, =n auf {T > n}

4%Dreiecksungleichung
4! Jensen'sche Ungleichung
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5. Aus dem Optional-Sampling-Theorem in der Formulierung von Bemerkung 4. erhdlt man
sofort, dass ein bei einer (beliebigen) Stoppzeit 7 gestopptes rechtsseitig stetiges Martingal
M (bzw. Submartingal bzw. Supermartingal) beziiglich der Filtration (F;)er ein (rechts-
seitig stetiges) Martingal (bzw. Submartingal bzw. Supermartingal) beziiglich der Filtration
(Fmin(t,7))teT ist, denn 7 := min(¢,7) < ¢ und ¢ := min(s,7) < s sind fiir s < ¢ und
s,t € T zwei beschrankte Stoppzeiten, die die Voraussetzungen des Satzes aus Bemerkung
4. erfiillen.

In einem weiteren Schritt kann gezeigt werden, dass M7 auch beziiglich der urspriinglichen
Filtration (F)ter ein Martingal ist.

Satz D.29 Ein stetiges lokales Martingal M = (My)ieT mit beschranktem My ist ein (stetiges)
lokales beschrénktes Martingal und damit auch ein (stetiges) lokales L?-Martingal.

Beweis:

e Sei (Ty)nen eine lokalisierende Folge von M, d.h., M™ ist ein stetiges Martingal fiir alle
n € IN.

o Fir ke IN ist

oo fir T =[0,00)

op = inf{teT:|Mt|2k} mit inf( =
T firT=[0,T]

eine Stoppzeit.

e Der Prozess M7k ist beschrankt fir alle £ € IN, denn

— firw e Qund t < op(w) ist

= ’Mt(w)‘ < k?,

M7 ()] = ‘Mmmww))w

da andernfalls oy, (w) <t ware,

— fir w € Q und ok (w) = 0 ist nach Voraussetzung

= ‘Mo(w)‘ < sup |My| < oo,

M7 )] = ‘Mmm@,ak(w))(w)

— fir w € Q und i (w) <t sowie ox(w) > 0 ist aufgrund der Stetigkeit von M
M7 @)] = [ My (@)| = &
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Somit ist |M*| < max {k,sup|Mo|} fiir alle ¢ € T und k € N, d.h., M ist ein lokal
beschrinkter Prozess und somit ein lokaler L2-Prozess mit der lokalisierenden Folge

(ok)ken- [
e Da M™ fiir n € IN ein Martingal ist, so ist es gemaR Satz auch
(MTTL)UW‘ — Mmin(Tnﬂ'n)'

Somit ist die Aussage unter Verwendung der lokalisierenden Folge (min(m,a@) N ge-
ne
zeigt.

o Alternativ kann auch ohne Verwendung von Satz gezeigt werden, dass M ein Mar-
tingal fiir alle £ € IN und somit M ein lokal beschranktes Martingal mit der lokalisierenden
Folge (0%)ken ist. Dies ist gemal Lemma genau dann der Fall, wenn

EM?* = EMg* = EM,
fir alle beschrankten Stoppzeiten 7 gilt — dies ist demnach noch zu zeigen.

e Ist nun 7 eine beliebige beschrinkte Stoppzeit, so ist auch min(7,oy) eine beschrankte
Stoppzeit fiir alle £ € IN. Da M™ gemall Voraussetzung ein Martingal fiir alle n € IN ist,
liefert die zeitstetige Variante des obigen Optional-Sampling-Theorems|D.28

EM™ — EMJ" = EM,.

min(7,0%)

e Es verbleibt somit zu zeigen, dass

EMZF = lim EM™ = EM, (D.12)
n—00 min(7,0%)
gilt:
— Wegen (D.8)) ist
. Tn _ ) _ o
P-fs. nILHgO Mmin(T,ak) = Mmm(q_,gk) = MT .
— Daraus folgt nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz das gewiinschte Resultat
D.12), falls sup [M™ ’ integrierbar ist. Dies ist aber wegen
el min(7,0%)
Tn Ok
‘ min(7,0%) Mmin(T,‘rn)‘ < max {k’ sup |MO|}
der Fall.
]
“?Noch zu zeigen wire, dass klim or = oo bzw. klim or = T fs. ist. Hierfir sind ggf. 6x(w) =
— 00 —0o0
k fiir My(w) < k o
und 6 = max. Gy, fir w € Q und k € IN zu betrachten.

or(w) sonst
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Bemerkungen:

e Somit kdnnen auch stetige lokale Martingale mit beschranktem Startwert als Integratoren

von lto-Integralen verwendet werden.

e Der folgende Satz sagt insbesondere aus, dass stetige lokale Martingale mit beschrinktem
Startwert auch als Integranden von Ito-Integralen mit ebensolchen Prozessen als Integratoren
verwendet werden kénnen und dass die daraus abgeleiteten Prozesse wiederum stetige lokale
Martingale mit beschranktem Startwert sind. Fiir stetige lokale Martingale M = (M;)ier
mit beschranktem Startwert kénnen dann insbesondere Integral-Prozesse der Gestalt

t
/ M, dM,
0 t

gebildet werden.

eT

Satz D.30 Seien M ein stetiges lokales Martingal mit beschrinktem Startwert und X ein stetiger
t

Prozess mit beschranktem Startwert. Dann gilt X € E?\}}OC und ( X dMS> ist ein stetiges

0

teT

lokales Martingal mit beschranktem Startwert.
Beweis:

e Sei (7,)nen eine lokalisierende Folge von M, d.h., M™ ist ein stetiges Martingal fiir alle
n € IN. Da X stetig ist, ist es auch vorhersagbar. Gem&R Definition ist X € L?\’;OC
dann gleichbedeutend mit

1 [07Tn]X S ﬁ?\/[-rn

fir alle n € IN, d.h., 1, X ist beziiglich des DoléansmaBes s/ quadratisch integrierbar.

Dies wird im Folgenden gezeigt.
e Analog zum Beweis von Satz [D.29| wird angenommen, dass (0y,)nen mit
op = inf {t €T : | M|+ |Xe| > n}
eine solche lokalisierende Folge ist. Im Folgenden sei daher (7,,)nen = (0n)nen-
e Aufgrund der Beschranktheit von My und X gibt es auBerdem ein N € N, so dass
|Mo| +|Xo| < N

gilt. Analog zum Beweis von Satz sind demnach M und X lokal beschriankte Prozesse,
fir die

M™ < n+N und | X < n+N D.13
t t
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fir alle ¢ € T und n € N gilt. Fiir n € IN ergibt sich

2

2
/(]I[O,Tn]X> d/,LMTn @ /]1[077-”] ()(7—")2 dILLMTn
(D.13

< (TL+N)2 /]1[077_71} dMMm PETI (n—l—N)2 -E </]l[0,7.n] dMT”>

2
Tn
2
(n+N)?-E /dMT" = (N2 E (M7 - M)
0
) 2 (013 ) 2
< (n—l—N)-E(‘MTT:: +‘Mg”) < (n+N) -E(2~(n+N))

< 4-(n+N)? <

und somit ]I[O,Tn]X S ‘C%wm-

t
e Gemal Bemerkung 1. zu Satz [D.27| ist <fXS dMs> ein stetiges lokales L?-Martingal,
0 teT

0

also auch ein stetiges lokales Martingal, das den beschrankten Startwert [X,dM; = 0
0

besitzt.

“SFEir (t, w) e T x Q ist 1[077,,L](t,w) . X(t,w) = IL[O,T"(W)] (t) . Xt(w) = 1[0’T7L(w)] (t) : Xmin(t 7-”(w)> (w) =

Lio,7, () () - X{™ (w)
44|to-Isometrie
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D.5 Stochastische Riemann-Stieltjes-Integrale und quadrati-

scher Variationsprozess

e Im Folgenden sei T :=[0,7], T > 0, oder T := [0, 00).

e Gegeben seien — analog zu den Betrachtungen in Abschnitt [C.6]—
— eine Funktion f: T — R,

— eine positive reelle Zahl p > 0 sowie

— eine endliche Zerlegung I = {to,tl,...,tn} von [0,¢] (¢t € T) mit n € IN und
O=to<ti <...<t,=t.

e Dann heilt
STy = ST — )] (D.14)
=1

die p-Variationsumme von f beziiglich 1104,

e Die kleinste obere Schranke aller p-Variationssummen von f auf dem Intervall [0,¢] (¢t € T)

(f)

[0,¢]
Vp[o’t](f) = sup Sg
11(0,%]

heilt totale p-Variation auf [0,¢]. Im Fall p = 1 heilt diese auch Totalvariation oder

einfach nur Variation, im Fall p = 2 quadratische Variation.

o Ist Vp[o’t}(f) < 00, so heilt f von beschrankter p-Variation auf [0,¢], andernfalls von
unbeschrankter p-Variation auf [0, t].

e Ist f fir alle ¢ € T von beschrankter p-Variation auf [0,¢], dann heit f von lokal be-
schrankter p-Variation.

e Insbesondere sind alle Treppen-, monotone und Lipschitz-stetige Funktionen auf [0,¢] von
beschrankter (Total-)Variation auf [0, ¢]. Beispielsweise sind die Pfade eines Poissonprozesses

aufgrund der Monotonie von lokal beschrankter Variation.

e Von besonderem Interesse sind dabei insbesondere Folgen von immer , feineren” Zerlegungen

eines Intervalls [0,¢] (¢t € T): Es bezeichne ’H[O’t]’ = max (t; — ti—1) den Feinheitsgrad
i=1,...,n
einer Zerlegung 1. Eine Folge (HLO’Q) von Zerlegungen mit lim ‘HLO’t]‘ = 0 heillt
kelN k—o0

reguldre Zerlegungsfolge. Falls der Grenzwert
[0,t]

lim Sp* (f)

k—o0

existiert, heilt er die p-Variation von f beziiglich der reguldren Zerlegungsfolge (Hf’t]>k -
€
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e Ist f auf [0, ¢] von beschrankter p-Variation, dann existiert auch die p-Variation von f beziig-
lich jeder reguléren Zerlegungsfolge von [0, t], wobei dieser Wert von der konkret gewahlten
Zerlegungsfolge abhangen kann.

e Fiir zwei Funktionen f,¢g : T — R, eine Zerlegung %t = {to,tl,...,tn} sowie einen
sogenannten Zwischenvektor & := (£1,...,&,) mit & € [ti—1, ;] heilt

ST (L) = D (&) - (9(t) — gltion)
i=1

die Riemann-Stieltjes-Summe von f beziiglich 1%, £ und g.
Fiir g : t — t erh3lt man die entsprechende Riemann-Summe von f.

e Existiert nun fiir f,g : T — R und jede reguldre Zerlegungsfolge (H,&O’tgk N sowie jede
€

dazugehorige Folge von Zwischenvektoren (Ek) der Grenzwert

kelN

[0,t]
lim S €k (£, g)

k—o0
und ist dieser eindeutig bestimmt, so heit f auf [0,¢] Riemann-Stieltjes-integrierbar und

t

t
/fdg = /f(S) dg(s) = lim ST"6c(f, g) (D.15)
0

k—o00
0

das Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich g auf [0, ¢].
t

e Ein Riemann-Stieltjes-Integral [ f dg besitzt unter anderem folgende Eigenschaften:
0

— Das Riemann-Stieltjes-Integral ist nicht nur beziiglich des Integranden, sondern auch

beziiglich des Integrators linear, d.h.

t

t t
/fd<gl+92> _ /fdgl+/fdgz, (D.16)
0 0

0

t t
falls sowohl [fdg; als auch [ f dgs existieren.
0 0

— Sind sowohl f als auch die Ableitung ¢’ von g auf [0, {] Riemann-integrierbar, so existiert

t
das Riemann-Stieltjes Integral [fdg und es gilt
0

0/ fdg = O/ £(5) - 4/(5) ds.
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t

— Das Riemann-Stieltjes-Integral [ f dg existiert insbesondere dann, wenn g auf [0, ] von
0

beschrankter Variation und f auf [0, ¢] stiickweise stetig mit anderen Sprungstellen als

g ist.
— Ist f auf [0,t] stetig und g eine Treppenfunktion auf [0,¢] mit Spriingen der Hohe
g1, ---,9n an den Stellen s1, ..., s,, so ist
t n
/fdg = > f(si) -0
s i=1

(,Summen sind Riemann-Stieltjes-Integrale™).

t
— Existiert das Riemann-Stieltjes-Integral [ f dg, so existiert auch das Riemann-Stieltjes-
0

t
Integral [¢gdf (Vertauschung von Integrator und Integrand!) und es gilt
0

t

/ fdg+ / gdf = f(t)-g(t) — £(0) - g(0). (D.17)
0

0

Speziell erhdlt man somit fiir stetige Funktionen f, die auf [0,¢] von beschrankter

Variation sind,
2. / faf = F(#)2 = F(0)2 (D.18)

e Ein stochastischer Prozess V' = (V;)ieT auf (Q, F, IP) heiRt ein Prozess von lokal be-
schrankter Variation, falls simtliche Pfade (Vt(w)) o Von V mit w € Q von lokal be-
te

schrankter Variation sind, d.h., wenn (Vs(w)> 0 von beschrankter Variation fiir alle w € Q
s€|0,t

und ¢ € T ist.

e Fiir Prozesse V' = (V;)ier von lokal beschriankter Variation und Prozesse X = (X;)eT
lasst sich demnach unter geeigneten Voraussetzungen an X (z.B. Stetigkeit) fiir ¢ € T ein

stochastisches Integral

t
/Xs av,
0

als pfadweises Riemann-Stieltjes-Integral bilden, d.h.
t t
/XS av, | ) = /Xs(w)st(w).
0 0
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Insbesondere existiert dann ein stochastischer Integral-Prozess

t
/Xs dVs : (D.19)
0 te

T

e Analog zu Satz gibt es auch fiir stochastische Riemann-Stieltjes-Integrale eine Aussage,
unter welchen Voraussetzungen an den Integranden X und den Integrator V' der Integralpro-
zess (D.19)) wiederum als Integrator eines stochastischen Riemann-Stieltjes-Integrals in Frage

kommt (d.h., welche Klassen von Prozessen in Bezug auf Integration ,abgeschlossen” sind).

Satz D.31 Seien V. = (V;)ier ein stetiger Prozess von lokal beschrankter Variation und X =
t
(X4t)te ein stetiger Prozess mit beschrdnktem Startwert. Dann ist der Integralprozess (0f X stS) T
te

ebenfalls ein stetiger Prozess von lokal beschrankter Variation.

(Ohne Beweis)

Bemerkungen:

1. Analog zu Satz und zum Beweis von Satz ergibt sich aus der Stetigkeit und dem
beschranktem Startwert des Prozesses X die lokale Beschrianktheit dieses Prozesses, d.h.,
es gibt eine lokalisierende Folge (7,)nen und eine Folge (ap)new natiirlicher Zahlen (z.B.

an :=n+ sup|Xp|), so dass
x| < o

fir alle n € IN gilt. Tatsachlich ist neben der Stetigkeit die lokale Beschranktheit von X
hinreichend dafiir, dass der Integralprozess in Satz [D.31] ein Prozess von lokal beschrankter
Variation ist.

2. Somit kdénnen stetige Prozesse X mit beschrianktem Startwert als Integranden sowohl von
stochastischen Riemann-Stieltjes-Integralen (beziiglich eines stetigen Prozesses V' von lokal
beschrankter Variation) als auch von Ito-Integralen (beziiglich eines stetigen lokalen Martin-
gals M mit beschranktem Startwert) verwendet werden. Dariiber hinaus kdnnen fiir solche
Prozesse M und V/, falls Vjy beschrankt ist, fiir t € T die Integrale

t
/VS dM; (Ito-Integral) und

0

t
/Ms dVs (stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral)
0

gebildet werden.
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3. Es stellt sich umgekehrt die Frage, ob Prozesse, die als Integratoren eines Ito-Integral ver-
wendet werden, auch als Integratoren fiir stochastische Riemann-Stieltjes-Integrale in Frage
kommen. Der nichste Satz beantwortet diese Frage — in Bezug auf Prozesse von lokal be-
schrankter Variation als Integrator — mit,,Nein", da lediglich triviale stetige lokale Martingale

von lokal beschrankter Variation sind:

Satz D.32 Essei M) = (Mt(o))te’][‘ ein stetiges lokales Martingal von lokal beschrinkter Variation
und My = 0. Dann gilt

MO = o.
(Ohne Beweis)
Bemerkungen:

e Der obige Satz gilt auch fiir ein stetiges lokales Martingal M = (M;)¢cm, wenn der Startwert
My eine beliebige, aber beschrankte ZufallsgroBe ist: In diesem Fall wird der Prozess (M; —
My)ieT betrachtet und es folgt M = M, d.h. ein stetiges lokales Martingal von lokal
beschrankter Variation mit beschranktem Startwert ist konstant.

o Fiir stetige Prozesse von lokal beschrankter Variation V' = (V;)er gilt gemaR (D.18)
t
R
0

wobei hier ein stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral verwendet wird.

e Fiir stetige lokale Martingale M = (M,;);cT mit beschrianktem Startwert kann analog ein

Ito-Integral

t
/Ms dM;
0

gebildet werden, allerdings zeigt bereits der Spezialfall eines Wienerprozesses W = (W})er,
dass

t
2-/WSdWS + WE-WE = W}
0
t
gilt: Der Prozess | [ W, dW, ist wie der Wienerprozess selbst ein stetiges Martingal
0

teT
(siehe Satz[D.16|mit Bemerkungen). Der Prozess <Wt2> T dagegen ist kein Martingal, wohl
te

aber der Prozess

(w# =)
teT
(sieche Lemma [3.6)).
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e Im Folgenden wird derjenige Prozess [M]| = ([M]t) T fiir den fiir ein stetiges lokales
te

Martingal M mit beschranktem Startwert

t
2-/MSdM8 = M} — M —[M];
0
gilt, als quadratischer Variationsprozess bezeichnet. Der quadratische Variationsprozess stellt
somit gewissenermalen einen ,Korrekturterm” fiir das Rechnen mit Ito-Integralen gegeniiber
dem Rechnen mit stochastischen Riemann-Stieltjes-Integralen dar. Fiir einen Wienerprozess
W ist beispielsweise [W]; = ¢ fir t € T.

Definition D.33 Es sei M = (M;).eT ein stetiges lokales Martingal mit beschranktem My. Dann

heiBt der Prozess

(M] = ([M]t>t€T mit [M]; = M2 — M2 —2-/tMs dM,
0

der quadratische Variationsprozess von M.

Bemerkungen:

e Die Bezeichnung ,quadratischer Variationsprozess" ist durch folgende Eigenschaft motiviert:

Es seien M = (M;).eT ein stetiges lokales Martingal mit beschranktem M und (H%O’t])k N
€
eine reguldre Zerlegungsfolge mit ¢ € T \ {0}. Dann gilt fiir die quadratische Variation
beziiglich dieser Zerlegungsfolge
[0,¢]

lim S;T’“ (M) = [ML in Wahrscheinlichkeit. (D.20)

k—o0

Ist M dariiber hinaus noch beschrankt, so gilt (D.20) im quadratischen Mittel, d.h. im Sinne
der L?-Konvergenz.

Fiir stetige Prozesse von lokal beschrankter Variation (V;)ier gilt — gemaR obigen Betrach-

tungen —
t
Vf—VUZ—z./V;dVS = 0,
0

d.h., die Definition eines quadratischen Variationsprozesses fiir stetige Prozesse von lokal
beschrankter Variation wire nicht sinnvoll, zumal der quadratische Variationsprozess eben
gerade ein wesentliches Unterscheidungskriterium zwischen stetigen lokalen Martingalen mit
beschranktem Startwert gegeniiber stetigen Prozessen von lokal beschrénkter Variation dar-

stellt. Lediglich fiir konstante lokale Martingale ist der quadratische Variationsprozess Null

(siehe dazu auch Satz |D.32)).
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e Ist M lediglich ein rechtsseitig stetiges lokales L?-Martingal mit existierenden linksseiti-

gen Limites (,cadlag”), kann unter Verwendung des linksseitig stetigen Prozesses M_ =
((M,)t) mit
teT

(M_); = lin M,

firt € T\ {0} und (M_)o := My ebenfalls der quadratische Variationsprozess unter Ver-
wendung des Integrals

#wmm

gebildet werden.

e Aus der Beziehung
t
M? — MZ — [M]; = 2-/(M_)SdMS
0

fiir t € T leiten sich aus den Satzen und einschlieBlich der dazugehorigen Bemer-
kungen unmittelbar folgende Eigenschaften von [M] ab:

— Es gibt immer eine rechtsseitig stetige Modifikation von [M], da es immer eine rechts-
t

seitig stetige Modifikation von [(M_), dM; gibt und M wenigstens rechtsseitig stetig
0

ist.
— Ist M stetig, so gibt es immer eine stetige Modifikation von [M].

— Der Prozess
(ne? — M3 — [, (D.21)
teT

¢
ist immer ein lokales L?-Martingal, da J(M_)sdMs; ein lokales L?-Martingal ist. Ist M

0
dariiber hinaus ein Martingal, so ist (D.21)) ebenfalls ein Martingal.

e Fiir ein stetiges lokales Martingal M mit beschrianktem My gibt es eine Modifikation des
dazugehdrigen quadratischen Variationsprozesses [M], die monoton wachsend und somit von
beschrankter Variation ist. Somit kann [M] als Integrator eines stochastischen Riemann-
Stieltjes-Integrals verwendet werden. Auerdem ist diese Modifikation von [M] wegen [M ]y =
0 nichtnegativ.

e Fiir ein rechtsseitig stetiges L?-Martingal M (nicht lokales Martingal!) gelten folgende Be-
ziehungen zwischen dem Doléansmal 11p; und dem quadratischen Variationsprozess [M]:
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1. Firt e T ist

W([o,t] XQ) — EM? —EM? = E([M]t) ~— E /td[M]s ,
0

denn
o il 9 g
(10 x Q) = e (0.8 x @) = B((MF - M) - 1)
S N YR I
0
= E[M]t+2-E< (M_)s dM,
0
i E[M];.

Daraus ergibt sich sofort

E([M]t) < oo firalleteT.

2. Fiir jede vorhersagbare Menge A € P und jedes t € T l&dsst sich dariiber hinaus zeigen,

dass

t
MM<AH([O,t]><Q>> - E /]lA(s,.)d[M}s (D.22)
0
gilt.
3. Aufgrund der bekannten Isometrie zwischen dem L? und dem L%, gilt fir X € £3,
und t € T

2
t
E /XSdMS = /XQduM.
0 [0,t]

S ({0}  9) = 0
%0, xQeR
47gemiB (verallgemeinerter) Definition von [M]

t
“8Der Prozess (f(M_)s dMS) ist ein Martingal, da M ein Martingal ist; somit sind die Erwartungswerte fiir
0 teER

alle t € T gleich dem Erwartungswert fiir t = 0, der wiederum Null ist.
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Ist X auf [0, ¢] beschrankt, |asst sich mit Hilfe von (D.22) die sogenannte Ito-Isometrie
2

t t
E /Xs dM,| = E /de[M]s
0 0

zeigen (siehe dazu auch Lemma fiir den Spezialfall des Wienerprozesses). Diese
t
gilt ebenfalls fiir (allgemeine) X € £2, und t € T, falls E (fo d[M]S> < oo gilt.
0
e Mit Hilfe des quadratischen Variationsprozesses [M] eines stetigen lokalen Martingals M mit

beschrinktem M, kénnen diejenigen Prozesse X € £?\;}OC (siehe Definition D charakte-

risiert werden, fiir die das Ito-Integral beziiglich M gebildet werden kann. Es gilt ndmlich

¢
/j?\’}oc = < X vorhersagbarer Prozess: IP /st d[M]s < oo | =1firalleteT
0

(D.23)

Wird speziell ein Wienerprozess W betrachtet, so ist

t
ﬁf/{/loc = ¢ X vorhersagbarer Prozess: P /XS2 ds<oo| =1firalleteT
0

(siehe dazu auch (|C.5)).

e In der Literatur wird fiir ein lokales L2-Martingal M teilweise auch der vorhersagbare qua-

dratische Variationsprozess

M) = ()
)y = (o)
verwendet (,angle bracket process” gegeniiber dem ,square bracket process”), der ein vor-

hersagbarer Prozess ist. Fiir stetige lokale L?-Martingale stimmen beide Variationsprozesse

uberein.

e Analog zum quadratischen Variationsprozess fiir ein stetiges lokales Martingal M mit be-
schranktem Startwert lasst sich ein Kovariationsprozess fiir zwei stetige lokale Martingale M

und N mit jeweils beschrankten Startwerten definieren:

Definition D.34 Es seien M = (M;)ier bzw. N = (Ny)ieT zwei stetige lokale Martingale mit
beschranktem My bzw. Ny. Dann heiBt der Prozess

[M,N] = ([M,N}t)teT mit [M,N], = i([MJrN]t—[M—N]t)

der Kovariationsprozess von M und N.
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Bemerkungen:

e Fiir zwei reelle Funktion f,g: T — R und eine endliche Zerlegung 11108 = {¢¢,... t,} mit
to=0und t, =t (t € T,n € IN) lasst sich analog zu (D.14) die Kovariationssumme

ST (1) = 30 (80— ) - (9660 — o(tin)

=1

definieren. Da fiir zwei reelle Zahlen a,b

1 1
4<(a+b)2—(a—b)2> = 4<a2—|—2ab+b2—a2+2ab—b2> — a-b

gilt, ist

S 1) = 30 (46~ Fen)) - (o(t) — attin)

i=1 -~
b

i=1

=

(00 st 00 ot

- (60 - £t - st + att:-1)))

— 4 (sE g - -g))

e Aus |dsst sich dann folgende Eigenschaft des Kovariationsprozesses [M, N| zweier
stetiger lokaler Martingale M und N mit beschrinkten Startwerten ableiten: Sei (HLO’t])ke]N
eine reguldre Zerlegungsfolge mit t € T \ {0}. Dann gilt fiir die Kovariation beziiglich dieser
Zerlegungsfolge

[0,t] [0,¢]

lim SHE‘W M,N) = . lim S5 (M +N)— lim S, (M —-N
1 ( ’ ) kl 2 ( ) 1 2 ( )
—00 k—o0

k—o0

N e S

. ([M + N) — [M — N]t> in Wahrscheinlichkeit.

e Wegena b= %((a +b)? —a? — b2> fiir a,b € R gilt auRerdem

(M, N] = ;([M+N] (M) - [N]) (D.24)

fiir zwei stetige lokale Martingale M und N mit beschrankten Startwerten.

e Definition ldsst sich auf cadlag lokale L?-Martingale M und N verallgemeinern. In
Analogie zu Definition [D.33] gilt auBerdem fiir ¢ € T
t ¢
MLN = Mye N My No = [O). N, — [V, an,
0 0
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bzw. im Falle der Stetigkeit
¢ t
[M,N), = M, N, — My- Ny —/MS AN, — /NS dM,. (D.25)
0 0

Dies lasst sich mit der verallgemeinerten I1t5-Doeblin-Formel (sieche Abschnitt [D.6]) zeigen.
e Esgilt [M] = [M, M].

e Der Kovariationsprozess [M, N] ist von lokal beschrankter Variation, da er als Linearkombi-
nation von quadratischen Variationsprozesser@ von lokal beschrankter Variation dargestellt
werden kann. Somit kommt [M, N] — ebenso wie quadratische Variationsprozesse — als Inte-

grator eines stochatischen Riemann-Stieltjes-Integrals in Frage.

e Wird der Kovariationsprozess [M, N] als Integrator eines stochastischen Riemann-Stieltjes-

Integrals in der Form des Differentials d[M, N|, verwendet, ist hdufig auch die Schreibweise
wdMs dN"

(,Produkt” von Differentialen) anzutreffen. Analog ist
JAMdM" bzw. |, (dM,)*"

eine alternative Schreibweise fiir d[M]s, falls der quadratische Variationsprozess [M] als

Integrator verwendet wird.
e Da fiir den quadratischen Variationsprozess [I¥] eines Wienerprozesses W
W]y =t furteT
gilt, wird dies haufig auch als ,Rechenregel”
AW dWy = dt”
geschrieben.

e Formal kann [V] = 0 fiir den quadratischen Variationsprozess eines Prozesses V' von lokal
beschrankter Variation gesetzt werden. Dasselbe gilt fiir den Kovariationsprozess, falls we-
nigstens einer der beiden Prozesse ein Prozess von lokal beschrankter Variation ist. Dies fiihrt

beispielsweise im Zusammenhang mit dem Wienerprozess W zu den ,Rechenregeln”
AWy dVy =0 und ,,dV;dV; =0".

Insbesondere gilt dies fiir dV; = dt.

M + N bzw. M — N sind ebenfalls stetige lokale Martingale mit beschrinktem Startwert; allgemein ist jede
Linearkombination lokaler Martingale wiederum ein lokales Martingal, d.h., die Menge der lokalen Martingale bildet
ebenso wie die Menge der Prozesse von lokal beschrankter Variation einen Vektorraum.
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e Fiir zwei unabhingige Wienerprozesse W' = (W}!);er und W2 = (W2);cr ergibt sich
[Wl, WZ] =0 (dh.,dWldw? =0, (D.26)
denn bekanntlich ist fir t € T
7]

- -

und %(Wl—i—Wz) aufgrund der Unabhingigkeit von W' und W2 wiederum ein Wienerprozess,

so dass

[W1+W2L = 2. [g(WHLW?)L — 2

und somit wegen (|D.24))

] = 3w w] -] ) =

gilt.
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D.6 Semimartingale und verallgemeinerte Ito-Doeblin-Formel
e Im Folgenden sei T := [0,7], T > 0, oder T := [0, o0).

e Fiir einen stetigen Prozess X = (X;)ieT mit beschranktem Startwert Xy kann gemaR den
Ausfiihrungen in Abschnitt [D.4] sowohl ein 1to-Integral

t
/XSdMS
0

beziiglich eines stetigen lokalen Martingals M = (M;)icT mit beschranktem Startwert M als
auch gemiR den Ausfiihrungen in Abschnitt [D.5|ein stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral

t
/Xs av,
0

beziiglich eines stetigen Prozesses von lokal beschrankter Variation V' = (V;)ier gebildet

werden.

e Gemail Satz sind diese beiden, als Integratoren geeigneten Prozessklassen in gewissem
Sinn , disjunkt”. Es sind jedoch Prozesse denkbar, die sich additiv in ein lokales Martingal und
in einen Prozess von lokal beschrankter Variation aufspalten lassen. Dies fiihrt im Folgenden

zum Begriff des Semimartingals, fiir das sich unmittelbar auch ein Integral bilden |3sst:

Definition D.35 Ein Prozess S = (S:):et heilit ein stetiges Semimartingal mit Startwert Sy,
wenn es ein stetiges lokales Martingal M () = (Mt(0)> T mit Méo) = 0 und einen stetigen Prozess
te

von lokal beschrankter Variation V(©) = (Vt(o))t T mit VO(O) = 0 gibt, so dass
€

S = So+MOLvO  4h (D.27)
S, = So+ MY +v firalleteT

gilt. Der quadratische Variationsprozess [S] von S ist definiert als

[S} = [M(O)]
Ist auBerdem X = (X})icr ein stetiger Prozess mit beschrinktem Startwert X, so bezeichnet fiir
teT

t t t
/ X,dS, = / X, dM© + / X, dv©® (D.28)
0 0 0

das stochastische Integral von X beziiglich S.
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Bemerkungen:

1. Die Darstellung (D.27]) ist — bis auf fast sichere Gleichheit — eindeutig: Angenommen, Sy +
M© + V) wire eine alternative Darstellung von S. Dann ergibt sich

MO 4L y©O — pr©) 4 (0,
Somit ist

MO _ 50 — 70 _ 10

ein stetiges lokales Martingal von lokal beschrankter Variation mit Startwert 0. Gemal Satz
ist dann M) — (0 = (0 — 70 =0, d.h., die Darstellung ist eindeutig.

2. Der aus dem Integral beziiglich eines stetigen Semimartingals S gebildete Integralprozess

t
( [x. dss)
0 teT

X ist dabei ein stetiger Prozess mit beschranktem Startwert) ist wieder ein Semimartingal: In
D.28) ist (ngS dMS(O)) T gemal Satz |D.30| ein stetiges lokales Martingal mit Startwert
te

0 sowie (f(sz dVS(O)> T gemal Satz [D.31| ein stetiger Prozess von lokal beschrankter
te

Variation mit Startwert 0.

3. Fiir den quadratischen Variationsprozess [S] eines stetigen Semimartingals S = Sy + M (®) 4
¢

V) mit beschrinktem Startwert S (um die Existenz des Integrals sz dSs zu sichern)
0

ergibt sich analog zu definition fir t € T (aus Griinden der besseren Lesbarkeit wird
M = M© und V = V(© verwendet)

(82— 55— 1sh) .

t t
1
[S]e = 53532'/55(135 bzw. /Ssts =3
0 0

denn

t

t t
/SstS = /SSdMS—i—/SSdVS
0 0

0
t

t
0
t

0
t t
- /SOdMS—i—/MSdMS—i—/VSdMS

0 0 0
t t t
+/S0dVS+/MSdV;+/%dVS

0 0 0
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1

1
+so-(vz—%)+/Msdv;+2(v?—v02)

t
1
S()(Mt+v;t)+2(ME—F‘/E—[M]t)—F/‘/SdMS—F/MSdV;
0

1
0+ (M + Vi) + 5 (M + V2 = [M]:) + My - Vi

g

s

1 1
(3 + M + V2 + 950 M, + 250Vi + 2M V1) — 283 — 5[M]s

S
1
2
1
= 5 (S0 + M.+ V)2 - 53 — [m],)
1
2

(2 - 53— 15))

4. Wird in Definition der Prozess M allgemeiner als ein cadlag lokales L?-Martingal und
der Prozess V als ein cadlag Prozess von lokal beschrankter Variation vorausgesetzt, erhilt
man ein sogenanntes cadlag Semimartingal (bzw. RCLL Semimartingal), fiir das analog zu
obiger Vorgehensweise ebenfalls ein Integral gebildet werden kann. Im Folgenden beschranken
wir uns jedoch auf die (einfacher zu handhabenden) stetigen Semimartingale.

5. Eine Vielzahl weiterer ,angenehmer” Eigenschaften von stetigen Semimartingalen erhalt man
mit Hilfe der folgenden verallgemeinerten Ito-Doeblin-Formel, die fiir den Spezialfall eines
Wiener-Prozesses bereits aus Lemma bekannt ist.

Satz D.36 (Verallgemeinerte Ito-Doeblin-Formel) Es seien V' ein stetiger Prozess von lokal
beschrankter Variation mit beschranktem Startwert Vi, M ein stetiges lokales Martingal mit be-
schrinktem Startwert My und g € C%? eine Funktion g : (v,m) € R x R — g(v,m) € R
(d.h. beziiglich der ersten Komponente einmal, beziiglich der zweiten Komponente zweimal stetig
differenzierbar). Dann gilt fiirt € T

t t t

1
9(Vis M) = gV, Mo) + [ 9u(Vir M) AVt [ (Ve M) AN+ 5 [ gn(Vas M) 101,
0 0 0
(D.29)

My=Vo=0

¢ ¢ t
51 GemiR (D.17)) ist st dM, + fMS dVs = M:V; — MoVp. Hierbei ist allerdings noch zu kldren, ob st dM,

0 0 0
sowohl als Ito- als auch als stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral denselben Wert besitzt. Die Antwort darauf
findet sich in (D.30)) als Anwendung der verallgemeinerten [t5-Doeblin-Formel.
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wobei gy, gm und gmm jeweils die partiellen Ableitungen nach der ersten und zweiten Komponente

bezeichnen.

(Ohne Beweis)

Bemerkungen:

1. Die differentielle Schreibweise fiir die verallgemeinerte Ito-Doeblin-Formel ist

dg(Ve, My) = go(Ve, My)AVy + g (Ve, My)AMy + 5 - g (Vi, My)d[M];.

¢ ¢
2. Die Integrale [g,(Vs, M) dV bzw. [ gmum (Vs, M) d[M]s sind dabei stochastische Riemann-
0 0
t
Stieltjes-Integrale, das Integral [ g, (Vs, M) dM ist ein Ito-Integral.
0

3. Der Prozess

o).,

ist ein Semimartingal mit Startwert g(V, Mp):

o Die Prozesse <gv(Vt,Mt)> und <gmm(Vt,Mt)> sind nach

9 <gm(‘/}/a Mt))
teT teT teT
Voraussetzung stetig und auBerdem auf jedem abgeschlossenen Intervall [0,¢], t € T,

lokal beschrankt, da die Prozesse V' und M nach Voraussetzung stetig mit beschranktem

Startwert und somit lokal beschrankt sind.
t

e Folglich existieren die stochastischen Riemann-Stieltjes-Integrale [g,(Vs, M) dV; sowie
0
t
[ Gmm (Vs, M) d[M],, und der Prozess
0

t

/gv(Vs,Ms)st +
0

N | =

/ Gram (Vs My) d[M],
0

teT
ist somit wegen der 1. Bemerkung zu Satz [D.3]] stetig und von lokal beschrankter
Variation mit dem Startwert 0.

e Da auferdem <g,2n(Vt,Mt)> stetig ist und somit
teT

/ 62, (Va, M) d[M],
0

fir alle ¢ € T existiert, ist wegen (D.23))

(gm(w, Mt)> e L2
teT
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¢
d.h., das Integral [ g, (Vs, M) dMj existiert. Dariiber hinaus ist
0

t

/gm(vvs, Ms) dM;

0 teT

wegen der 1. Bemerkung zu Satz ein stetiges lokales Martingal mit dem Startwert
0.

Somit ist jeder Prozess, der sich durch eine durch die Funktion g beschriebene Transformation
aus den Prozessen V' und M ergibt, ein Semimartingal — so z.B. (V; - My), .

4. Die Anwendung der verallgemeinerten 1to-Doeblin-Formel auf g : g(v,m) := v - m ergibt
wegen g, (v, m) = m, gm(v,m) = v und gmm(v, m) = 0 die sogenannte Regel der partiellen

Integration
t t
Vi-M; = V()-M0+/Msts+/Vdes (teT). (D.30)
0 0

t
Dies entspricht — trotz des Auftretens des Ito-Integrals [V, dM, — der iiblichen Rechenregel
0

(D.17) fur Riemann-Stieltjes-Integrale.

5. Die verallgemeinerte |to-Doeblin-Formel kann auch auf die — insbesondere in der Finanz-
mathematik — wichtige Klasse der sogenannten Exponentialprozesse angewendet werden.
Ein Prozess E = (Ey)ier heilft dabei ein Exponentialprozess, wenn es ein stetiges lokales

Martingal M = (M;)ier mit beschranktem Startwert und eine reelle Zahl a gibt, so dass

2
E, = e Mi—5[M];

fir t € T gilt. Fir den Fall des Wienerprozesses (d.h. M = W und [M]; = t) ist bereits aus
Lemma [3.6] bekannt, dass E ein Martingal ist.

a2
Die Anwendung der verallgemeinerten Ito-Doeblin-Formel mit g(v,m) = ¢*™~ =¥ und
folglich g, (v,m) = —% ~g(v,m), gm(v,m) = a- g(v,m) und gmm(v,m) = a?- g(v,m)

ergibt

E, = 9([M]t,Mt)

t t t

= g(1010, o) + [ou (13010 3.) M)+ o (M1 M.) QL+ 5 g (1321, 38.) ),

0 0 0

t t
2

—g(0.0:0) = -+ [o((a1.0) al0). - [o(a).,01.) dMs+a;'/9([M]s,Ms) (],
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t

- g(O,MO) ta- /E dM,. (D.31)
0

Somit ist ein Exponentialprozess nicht nur ein Semimartingal (was sich allein schon durch die
Anwendbarkeit der verallgemeinerten 1to-Doeblin-Formel ergibt), sondern sogar ein stetiges
lokales Martingal mit beschrinktem Startwert, da in der Semimartingal-Darstellung
kein stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral mehr auftritt und Ey = ¢(0, My) = e Mo

beschrankt ist.

Die differentielle Schreibweise von (|D.31)) liefert auRerdem
dE, = a- E,dM,. (D.32)

Somit ist £ die Losung der stochastischen Differentialgleichung (D.32)) (siehe dazu auch
(3.16))). Die verallgemeinerte 1to-Doeblin-Formel ist demnach insbesondere dafiir geeignet,
Losungen von stochastischen Differentialgleichungen zu iiberpriifen bzw. die zu einem Prozess

gehdrige stochastische Differentialgleichung liberhaupt erst herzuleiten.

6. Die verallgemeinerte Ito-Doeblin-Formel ldsst sich auch direkt fiir stetige Semimartingale
angeben:

Satz D.37 (Verallgemeinerte Ito-Doeblin-Formel fiir Semimartingale)
Es seien S = (S¢)icT ein stetiges Semimartingal und h € C? eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion h : s € R+ h(s) € R. Dann gilt firt € T

h(S1) = h(So) + / H(S.)dS,+ - / B"(S.) d[S].
0 0

Beweis (nur fiir beschrankten Startwert Sp): Fiir die iibliche Semimartingaldarstellung S = Sy +
M© 1+ V(O ergibt sich direkt aus Satz mit g(v,m) := h(v 4+ m) (und somit g,(v,m) =
R(v+m), gm(v,m) =h(v+ m) sowie gmm(v,m) =h"(v+m)) firt e T

hS) = h<(50+V(0))t+Mt(0)> _ g<50 VO, th))
.29 g(So—F]/lt(O)’Mt(O)) +/tgv(So+Vs(°),Ms(°))d(So+VS(°)>
0

N |

S

+ / gm (S0 + VIO, MO ) am ) + - /t gonm (S0 + VI, M) a| )]
0 0

-/h”(Ss)d[SL
0
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= i)+ [w(s)a(so+ V) + [i(sam® +
0

0

N | =
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¢ ¢
1
_ h(So)+/h’(Ss)dSS+2~/h”(SS)d[S]S. (D.33)
0 0
|
Bemerkungen:

1. Differentielle Schreibweise: dh(S;) = R/(S;)dS; + & - ”(S;)d[S]:

2. Der Prozess <h(St)) ist wiederum ein Semimartingal, d.h., Transformationen von Se-

mimartingalen mittels zweimal stetig differenzierbarer Funktionen sind ebenfalls Semimar-
tingale. Das Integral beziiglich S wird dabei — gemaB Definition —in ein lto-Integral
beziiglich M () und ein stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral beziiglich V(©) aufgeteilt.

3. Ist S lediglich ein stetiger Prozess von lokal beschrankter Variation (d.h. M©) = 0), so
¢

entfillt in (D.33) das Integral 5 - [B”(S,)d[S]s. Dieser Ausdruck stellt somit einen weite-

0
ren Unterschied in den ,Rechenregeln” fiir Ito-Integrale und stochastische Riemann-Stieltjes-
Integrale dar.

4. Die verallgemeinerten Ito-Doeblin-Formeln lassen sich auch fiir den mehrdimensionalen Fall

angeben:

Satz D.38 (Verallgemeinerte mehrdimensionale Ito-Doeblin-Formel) Es seien V!,... V™
stetige Prozesse von lokal beschrénkter Variation mit beschrinkten Startwerten Vi, ..., Vi so-
wie MY, ..., M™ stetige lokales Martingale mit beschrénkten Startwerten M{, ..., My und g :
(V1, .oy Um,y M1, ... ,my) € R™MT™ — R eine stetige Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen

Go; firi=1,....m, gy, fiir j=1,...,n und gm,m, fir j,k=1,...,n. Dann gilt firt € T

gV, v Mt M)
= g(‘/(]lv ‘/O 7M(]7"‘7M6L)

t
m
—i—Z/gm LV MY L MY AVE
7,:10
n t
+ /g LV oM M) A
j:10
1 n n t )
t3- /gm]mk , VM ...,Mg)d[Mﬂ,Mk]
j=1 k=17 s

(Ohne Beweis)

52Genau genommen handelt es sich um ein stochastisches Riemann-Stieltjes-Integral beziiglich So + V®. Ein
Riemann-Stieltjes-Integral ist jedoch gemiR (D.16)) auch beziiglich des Integrators linear, und das Integral beziiglich
So ergibt (betrachtet als ,zeitlich konstanter" Prozess) Null.
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Satz D.39 (Verallgemeinerte mehrdimensionale Ito-Doeblin-Formel fiir Semimartingale)

Es seien S, ..., S™ stetige Semimartingale und h : (s1,...,5,) € R™ — R eine stetige Funktion
mit stetigen partiellen Ableitungen hg, firi = 1,...,m und hg, firik=1,...,m. Dann gilt
firteT
t
hSE ..., S™) = h(S§,....Sm) +Z/hsl ..., 8™ dS?
=17

L\DM—~

=1 k=1

Em:f:/th (SL,. .,S;”)d[si,sk]s
0

(Ohne Beweis)

Bemerkungen:

1. Da Linearkombinationen von Semimartingalen wiederum Semimartingale sind (so wie dies
auch fiir lokale Martingale sowie fiir Prozesse von lokal beschrankter Variation der Fall ist),
ergeben obige mehrdimensionale Transformationen wiederum Semimartingale. Die Klasse der
Semimartingale ist somit gegeniiber Tranformationen mit zweifach stetig partiell integrierba-

ren Funktionen abgeschlossen. Insbesondere ist das Produkt von Semimartingalen wieder ein

Semimartingal. In Verallgemeinerung von (D.30)) und (D.25)) ergibt sich fiir zwei Semimar-
tingale S und S? firt € T

t t
Sl.§2 — S&S&+/S§d5§+/5§d5§+ [Sl,SQL. (D.34)
0

2. Die Anwendung von Satz auf m unabhingige Wienerprozesse W', ..., W™ ergibt

wegen

[Wi Wk] B t firi=k
’ t  ]0 sonst

firt € Tund i,k =1,...,m (siehe (D.26))

h(WE, ..., W™
t t
S ) 1 & 1 m
= 0)+ > [ he, (WS, ..., W) AW +5- oo, (WL ... W) ds.
=1 0 0 =1
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