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0 Einfiihrung und Motivation

0.1 Zentrale Fragestellungen der Finanzmathematik

Bewertung von Derivaten und Absicherung gegen aus deren Handel ent-
stehenden Risiken

Definition. Ein Derivat ist ein Finanzprodukt dessen Auszahlung sich vom Preis
eines oder mehrerer gehandelter Basisgiiter ("underlying”) ableitet.

Beispiel.

e Recht in drei Monaten 125.000 Schweizer Franken gegen 100.000 EUR zu erhal-
ten.
(Basisgut: Wechselkurs EUR/CHF; Derivat: ” Call-Option”)

e Recht innerhalb des néchsten Jahres 100 Daimler-Aktien zum Preis von 60
EUR/Stiick zu erwerben.
(Basisgut: Daimler-Aktie; Derivat: ”amerikanische Call-Option”)

e Versicherung gegen Zahlungsausfall spanischer Staatsanleihen mit Laufzeit 5
Jahre. (Basisgut: Kurs spanischer Staatsanleihen; Derivat: CDS (credit default

swap))

e Recht in den nichsten 6 Monaten 10.000 MWh elektrische Energie zum Preis
von 30 EUR/MWh zu konsumieren mit Mindestabnahme von 50.000 MWh
(Underlying: Strompreis; Derivat: ” Swing-Option”)

Auszahlungsvereinbahrungen fiir Derivate kénnen sehr komplex sein ... zu komplex?
— Rolle von CDOs (Partizipationsrechte an gebiindelten Kredite) in Finanzkrise.

Zugehorige Fragestellungen:

e Was ist der ”faire Preis” fiir ein solches Derivat (”Pricing”)?
Fair: fiir Kdufer und Verk#dufer akzeptabel.

e Wie kann sich der Verkdufer gegen Risiken aus der eigenen Verpflichtung absi-
chern ("Hedging”)?

Zusammenstellung von Portfolios die nach Risiko- und Ertragsgesichts-
punkten optimal sind. Zugehdrige Fragestellungen:

e Wie vergleiche ich unsichere zukiinftige Gewinn- und Verlustmoglichkeiten?

o Wie wige ich Risiko gegen Ertrag ab?



e Was bedeutet optimal?

Bemerkung. Abgrenzung zur Versicherungsmathematik: Auszahlungen von Versiche-
rungsvertrigen hiangen i.A. nicht von gehandelten Basisgiitern ab.

Beispiel: Kfz-Versicherung, Hausratsversicherung

Mischformen moglich: z.B. fondsgebundene Lebensversicherung

Mathematische Werkzeuge dieser Vorlesung: Hauptséichlich Wahrscheinlichkeits-
theorie, etwas lineare Algebra, Optimierung und Mafltheorie

0.2 Mathematisches Finanzmarktmodell

Wir betrachten:

¢ W-Raum (Q,F,P)
spéter auch weitere W-Mafie Q auf demselben Messraum (£2, F)
w € Q... Elementarereignisse, Szenarien

e Zeitachse 7 entweder
Z=1{0,1,...,T}... diskretes Modell (T-Perioden-Modell)
Z=10,T]... zeitstetiges Modell
T ... Zeithorizont

Eine messbare Abbildung (92, Z) — R%, (w,t) — S;(w) heifit stochastischer Prozess.

Insbesondere ist
e t+— Si(w) Funktion Z — R>g (Vw € Q)
o w— Si(w) Zufallsvariable (Vt € 7)

beide Sichtweisen sind wichtig

Eine Filtration ist eine Folge (F;),.; von o-Algebren F; C F mit F, C F;
Vs <t,s,t el

Interpretation. F; ist dem Marktteilnehmer zum Zeitpunkt t verfiigbare Information,
Ereignisse A € F; gelten als zum Zeitpunkt t bekannt.

Zusétzlich werden wir stets annehmen, dass Fy die triviale o-Algebra ist.

Aus W-Theorie: Eine R%wertige Zufallsvariable X heiit messbar bzgl. F;, wenn fiir
alle Borel-Mengen B C R¢
X '(B)eF



gilt.
Schreibweise. X € F; (Beachte: X ist kein Element von F; im Sinne der Mengenlehre)

Definition. Ein stochastischer Prozess S = (S5¢),c; auf (©2, F,P) heifit adaptiert an
(Ft)tez wenn
S; € Fi, VteTl

gilt.
Interpretation. Der Wert Sy ist zum Zeitpunkt t bekannt.

Da Fy trivial ist, ist fiir jeden adaptieren Prozess X der Anfangswert Xy determi-
nistisch.

Fiir das Finanzmarktmodell, modellieren wir d Wertpapiere (assets) als stochastische
Prozesse

S":Qx T — Rsg, (w,t) = Si(w)
Si... Preis des i-ten Wertpapiers zum Zeitpunkt t, i € {0,...,d}

typischerweise ist S¢ (i € {1,...,d}) eine Aktie (stock), kénnte auch Wechselkurs, etc.
sein.

SO trigt Sonderrolle: Verrechnungskonto, ” Numeraire”, beschreibt die Verzinsung von
nicht in Wertpapieren angelegtem Kapital.
Definition. Ein Finanzmarktmodell mit Zeitachse 7 ist gegeben durch
e cinen filtrierten W-Raum (Q,]—', (Ft)ez > ]P’)
e cinen an (F;),. adaptierten, R?&lfwertigen stochastischen Prozess (5})
(5P, Si)eez = (57,51, S)rex

tez

Beispiel.

e Cox-Ross-Rubinstein-Modell (zeitdiskret)
R; ... Rendite der t-ten Periode, Zufallsvariable mit zwei moglichen Werten b > «a

definiere SY := (1 + r)! (Verzinsung mit konstanter Zinsrate r)
und S} =S} -TIL_, (1 + R,)

n=1

”rekombinierender Baum”



Ereignisse w = Pfade in diesem Baum (= || < c0)
= zeitdiskretes Mehrperiodenmodell auf endlichem W-Raum

e Samuelson-/ Black-Scholes-Modell (zeitstetig)
Brownsche Bewegung: Stochastischer Prozess (B:), in stetiger Zeit, sodass
- Bi—Bs~N(0,(t—3s)),Vt>s>0
- (B — By) ist unabhingig von (Bs — B;.),Vt > s>r >0
- t— By(w) ist stetig Yw € A mit P[4] =1

(genauere Behandlung gegen Ende des Semesters)
SY = exp(rt)

Sf = exp ((u ~ )t + UBt)

(b — "72)t ... Trend, 0B ... stoch. Fluktuation)

T t
€] = oo
= zeitstetiges Modell auf unendlichen W-Raum

= grofle Unterschiede in mathematischer Handhabung

0.3 Anleihe und elementare Beispiele fiir Derivate

Hier betrachten wir nur ein Wertpapier S; = S}

Anleihe (bond), genauer Null-Kupon-Anleihe: Der Verkéufer einer Anleihe mit Endfillig-
keit T und Nominale N verspricht dem Ké#ufer zum Zeitpunkt T den Betrag von N
Wihrungseinheiten zu zahlen.

Anleihen konnen auf dem Sekundarmarkt weiterverkauft werden.

Preis bei Erstauflage: B(0,7T)
Preis bei Weiterverkauf: B(¢,T),(t < T)

Wir normieren stets N =1 = B(T,T) =1



Anleihen kénnen statt Bankkonto als Numeraire SY = B(t,T') genutzt werden.

Es existieren auch Kupon-Anleihen bei denen zu Zeitpunkten 14,75, T3, ..., T, weitere
Zahlungen (Kupons) erfolgen.

Terminvertrag (forward contract) aus Kéufersicht: Vereinbarung zu einem bestimm-
ten zukiinftigen Zeitpunkt 7" eine Einheit des Basisgutes zum Preis K zu kaufen.
Bemerkung. Kaufverpflichtung!!

Auszahlungprofil: Sp — K
T ... Filligkeit (maturity)
K ... Ausiibungspreis (strike)

Européische Call-Option: Recht zu bestimmten zukiinftigem Zeitpunkt 7" eine Ein-
heit des Basisgutes zum Preis K zu kaufen
Bemerkung. keine Kaufverpflichtung!!

Auszahlungsprofil (zum Zeitpunkt T):
0 wenn St < K, (keine Ausiibung)
St — K wenn Sy > K, (Ausiibung)
=(Sr—K)+

- S,

K

Preis zum Zeitpunkt t: C}
Européiische Put-Option: Recht zu bestimmten zukiinftigem Zeitpunkt 7" eine Ein-
heit des Basisgutes zum Preis K zu verkaufen

Bemerkung: keine Verkaufsverpflichtung!!

Auszahlungsprofil: (K — S7)4+



- S,

Amerikanische Put-/Call-Option: Recht zu beliebigem zukiinftigem Zeitpunkt
7 € [0, 7] eine Einheit des Basisgutes zum Preis K zu verkaufen/kaufen.

Auszahlungsprofil (zum Zeitpunkt 7): (K — S;)+, (S; — K) 4+

Der optimale Ausiibungszeitpunkt 7 € [0, T] muss als Losung eines Optimierungspro-
blems bestimmt werden!

Preis zum Zeitpunkt t: CAM | PAM

0.4 Elementare Replikations- und Arbitrageargumente

Was kénnen wir (mit elementaren Mitteln) iiber 'faire’ Preise Fy, Py, Cy, B(t,T) aus-
sagen?

Fiir die Uberlegungen verwenden wir:

Replikationsprinzip: Zwei Investitionsstrategien mit den selben zukiinftigen Aus-
zahlungen haben heute den selben Wert.

No-Arbitrageprinzip: Ohne Kapitaleinsatz kann kein sicherer Gewinn ohne Risiko
eines Verlustes erzielt werden.

Arbitrage. .. “zu gut um wahr zu sein”

Manchmal ist auch folgende schwéchere Form des Replikationsprinzips niitzlich:
Superreplikationsprinzip: Hat eine Investitionsstrategie in jedem Fall eine groflere

zukiinftige Auszahlung als eine weitere Strategie, so hat sie auch heute den gréferen
Wert.

Lemma 0.1. Fir den Preis Cy des europdischen Calls gilt:

(S, — B(t,T)K), <C, < S,



Beweis. untere Schranke(Widerspruchsbeweis): Angenommen es gilt

St—B(t,T)K—Ot:€>O

dann kénnen wir folgende Arbitragestrategie formulieren:

Portfolio Wert in t Wert in T
St <K St > K
Kaufe Call C 0 St — K
Verkaufe Basisgut -S; —Sr —Sr
Kaufe Anleihe e+ B(t,T)K sum T K sam T K
b 0 K-5r+5m>0| 57 >0
kein Anfangskapital sicherer Gewinn

= Widerspruch zu No-Arbitrageprinzip

= Ct > St — B(t,T)K

da aulerdem C; > 0

= (Ct =25 —B(t,T)K),

Obere Schranke: Ubungsaufgabe.

O

Lemma 0.2. (Put-Call-Paritit) Fir die Preise des Puts (P;), Calls (Cy) und des

Basisgutes (Si) gilt:

Beweis.

C,— P, =8, —KB(t,T)

Wir benutzen das Replikationsprinzip und erstellen zwei Portfolios mit derselben Aus-

zahlung.
Portfolio 1 Wert in t Wert in T
Sr<K | Sr>K
Kaufe Call Cy 0 Sr— K
Kaufe Anleihe KB(t,T) K K
by Cy+ KB(t,T) K St




Portfolio 1 Wert in t Wert in T
Sr<K | Sr>K

Kaufe Put P, K — St 0

Kaufe Basisgut Sy St St

by P+ S; K St

Gleiche Auszahlung = gleicher Wert in t
= Ci+ KB(t,T)=PFP, + S;




1 Mathematische Grundlagen

1.1 Bedingte Erwartung und Martingal
Sei (Q, F,P) W-Raum.
Wir definieren fiir p > 1

LP(P) = LP(Q, F,P) = {X : Q = R? | X ist F — messbar, E[|X|"] < oo}

IX|, = E[IX[”)* ... L? = Norm

Die Réume (LP(P), [|||,,) sind vollsténdige, normierte Vektorrdume, d.h. Banachriume.
Besonders wichtig: L?(Q, F,P)... Raum der quadratintegrierbaren Zufallsvariablen,
ist Hilbertraum mit Skalarprodukt (X,Y") ;. = E[XY]

Es gilt:
o [P(Q,F,P)C LIQ,F,P) firp>gq
o LP(0,G,P)C LP(Q,F,P) fir G C F
Definition. Seien P, Q zwei W-Mafe auf (£2, F). Dann heifit Q

e Hquivalent zu P (Q ~ P), wenn

P[A] =0 Q[A] =0, VA€ F

e absolutstetig bzgl. P (Q <« P), wenn

P[A] = 0= Q[A] =0, VA€ F

e singulir zu P (QLP), wenn A € F existiert mit Q[A] = 0 und P[4] =1
Bemerkunyg.

e Die Relationen ~ und L sind symmetrisch

e Esgilt: Q~P & (Q<P A PKQ)
Theorem 1.1 (Satz von Radon-Nikodym). Seien Q, P W-Mafe auf (Q,F) mit
Q <« P. Dann ezistiert eine Dichte % € LY(Q, F,P) sodass

EC [X] = 7 {X . fl‘%} VX € L'(Q.F.Q)

Die Dichte % ist P-f.1i. eindeutig.



Korollar 1.2. Seien Q, P W-Mafle auf (2, F) mit Q ~ P. Dann ezistieren die Dichten

%, % und es gilt

dQ dP dQ dp\ *
— >0, — >0 f. d—=|-—=
> g >0 e und p (d(@>
Frage. Gegeben sei eine Zufallsvariable X : Q — R und eine o-Algebra G C F.
Was ist die beste G-messbare Schéitzung fiir X, d.h. was ist die beste Prognose fiir X

mit der durch G gegebenen Information?

Proposition 1.3. Sei X € L?(Q, F,P). Dann exitiert eine fast sicher eindeutige
Orthogonalprojektion von X auf L*(Q, G,P), welche wir mit E[X|G] bezeichnen.
Es gilt:

a) E[X|G] minimiert den Abstand von X zu L*(2,G,P), d.h.

X-E|X = i X—-Z
IX ~E[XIG]l, = ,min_ X - 2],

b) (X —E[X|G]) ist orthogonal zu L*(Q,G,P), d.h.

E[14(X —E[X|G])] =0, VA€ G

Beweis (Skizze). L*(, G, P) ist abgeschlossener Teilraum von Hilbertraum L?(Q), F, P).
Mit Satzen der Funktionalanalysis folgt:
e 3 Orthogonalprojektion Y von X auf L?(Q,G,P)

e Y ist eindeutig

e a) und b) gelten

wichtige Beobachtung. b) macht auch Sinn, wenn X € L!(P)

Definition. Sei X € L*(Q, F,P) und G C F. Die Zufallsvariable Y € L'(Q, G, P) mit

E14(X)|=E[14a(Y)], VA€ g

10



heifit bedingte Erwartung von X und wir schreiben E [ X|G] ;=Y.

Bemerkung. Wieso existiert E[X|G] und ist eindeutig? = Ubungsaufgabe.
Zwei Beweis-Methoden: Satz von Radon-Nikodym oder Satz von Hahn-Banach

Proposition 1.4 (Eigenschaften der bedingten Erwartung). Seien X, Y € L*(Q, F,P)
und G C F. Dann gilt:

a) (Linearitit): E[aX +Y|G] = oE[X|G] +E[Y|F], (0 € R)
b) (Monotonie): X >Y fs. = E[X|G] > E[Y](]

c) Sei X € G, so git E[X|G] = X.
Ist auferdem E[|XY]] < oo so gilt:

E[XY|G] = XE[Y]|G]
d) (Turmeigenschaft): Sei H C G. Dann gilt:
E[E[X|G]|H] =E[X|#H]
e) Ist X unabhingig von G so gilt:
E[X]G] = E[X]

Beweis.  a) Ubungsaufgabe.

b) Ubungsaufgabe.

¢) Nehme an X > 0,Y > 0, der allgemeine Fall folgt durch aufteilen X = X — X~
und Linearitit. Approximiere X monoton z.B. mit X,, =27 "[2"X|.
Es gilt X,, T X f.s. und

X, -E[Y|G]T X -E[Y|G] f.s. (wegen X,Y >0)

Mit monotoner Konvergenz:

lim E[14X, -E[Y|G] =E[14X -E[Y|G]]

n— oo

11



Andererseits:

o0

E[14X, E[Y|0] =3 k2" E[1alex, o E[Y] 7]
k=1

M

k27" E [1al(x, —po-n)Y]

@ T

= [1AYXn]
"I E1AXY]
= E[14X -E[Y|G]] = E[14XY]

= E[XY|G] = X -E[Y|{]

8

d) Sei A € H (und daher auch A € G). Dann gilt:

Ela-E[E[X|G[H]]=E[14-E[X|]]]
—E[14X]
—E[14-E[X|#]]
= E[X|H] =E[E[X|G]|H] f[s.

e) Ubungsaufgabe.
O

Proposition 1.5 (Mafiwechsel bei bedingten Verteilungen). Auf dem W-Raum (Q, F,P)
sei eine o-Algebra G, C F und ein dquivalentes Mafs Q ~ P gegeben. Dann gilt:

E* [X - @[J]

Q _
FXI9 = " g

fiir alle X € L*(Q, F,Q).

Der Beweis ist Ubungsaufgabe.

Bemerkung. Wichtiger Spezialfall: Sei (€, F, (Fi)¢>0,P) ein filtrierter W-Raum und
X € Fr. Dann heifit

dQ
P

M, :=E {dp‘.ﬂ]
Mafiwechselprozess zu Q und es gilt

1
EQ [ X|F] = ﬁEP [X - Myp|F], ¥Vt €[0,T)]
t

12



Mit der bedingten Erwartung koénnen wir nun den Begriff des Martingals definieren.
Wir verwenden Indexmenge/Zeitachse Z C R (meist Z =N, Z = R oder Z = [0,T])
und Filtration (F3)tez.

Definition. Sei X ein bzgl. (F;):cz adaptierter R-wertiger stochastischer Prozess. X
heifit Martingal, wenn gilt:

a) E[|X¢]] <oo, V€T
b) X, =E[X;|F], Vs<t; s,tel

Interpretation. Gegeben die heutige Information (F;) ist die beste Schitzung fiir X
zum Zeitpunkt ¢ (E [ X| Fs]) der heutige Wert (Xy).

Definition. Falls in Punkt b) statt ”="die Ungleichung ” <”bzw. ” >”gilt, so heifit X
Submartingal bzw. Supermartingal.

Bemerkunyg.

e Fiir die Indexmenge Z = N reicht es statt b) die Eigenschaft
V) X1 =E[X,|F.1] VneN

zu zeigen (wegen Turmeigenschaft).

e Mit Turmeigenschaft folgt auch
- X Martingal = t — E[X,] ist konstant
- X Submartingal = ¢ — E[X}] ist steigend
- X Supermartingal = t — E[X}] ist fallend
"Das Leben ist ein Supermartingal, die Erwartungen fallen mit der Zeit.”

e Einen R%wertigen Prozess nennen wir Martingal, wenn jede Komponente ein
Martingal ist.

Beispiel.
a) Seien (Y,)neny unabhingige Zufallsvariablen mit E[Y,] = 0. Definiere
Sp =Y Y und F, = o(Y3,...,Y,) dann ist S ein Martingal bzgl. (F,),
denn

— S, ist F,-messbar = adaptiert
— E[|S,]] <> i E[|Y]] < co = integrierbar
- E [Sn| fn—l} =E [Yn| fn—l} + Sn—l =E Dfn} + Sn—l = Sn—l

13



b) Seien (Y,)nen unabhingige Zufallsvariablen mit E[Y,] = 1. Definiere
M, = [li—, Yx und F, = o(Y1,...,Y,) dann ist M ein Martingal bzgl. (F,),
denn

— M, ist F,-messbar = adaptiert
— E[|M,|] = ITi_, E[|Y%]] < co = integrierbar
- E [Mn| «/T-n—l] =E [Yn : Mn—1| ]:n—l] =E [Yn| ]:n—l] M, 1 =E [Yn] M1

n—1

c) Sei (Q,F, (Fi)tez, P) ein filtrierter W-Raum, Q < P ein absolutstetiges W-Maf}
und a0
_wP | I
M, =E Lﬂp‘]—}], tel

der zugehorige Dichteprozess.
Dann ist M ein P-Martingal, denn

— EF [%%’]:t] € F; = M adaptiert

— EP[|My]) < EF [EF [|2|| 72]] = EF [|42|] < oo = integrierbar

- M) 7] = [ B 7| 7] =B [ $]7] -

14



1.2 Anlagestrategien und stochastisches Integral

Wir wollen nun das Konzept einer Anlagestrategie mathematisch formalisieren.

Annahme.
e 7 =N, d.h diskretes Marktmodell
e Anlagestrategie bleibt zwischen den Zeitpunkten n — 1 und n unveréndert
e Eine Anlagestrategie kann nur auf Information aus der Vergangenheit basieren
(kein ’in die Zukunft schauen’ oder Insiderinformation)

Definition. Eine Strategie £, = (£,¢,) = (& ...,fﬁ)neN ist ein R¥*!-wertiger

nr n?

stochastischer Prozess fiir den

£, € Fno1, neN (%)

gilt.
Bemerkunyg.

e Eigenschaft (x) heifit Vorhersehbarkeit (vorhersehbar = predictable).

e ¢! steht fiir die Anzahl der Wertpapiere S?, die im Zeitraum (n — 1,n] gehalten
werden.

e Negative Werte von & stehen fiir Leerverkiiufe (short sale) und werden durch
Lieferverpflichtung gegen Kaution (collateral) realisiert.

e Durch diese Definition ist £ zum Zeitpunkt 0 nicht definiert, wir verwenden daher
die Konvention &, = £,

Definition. Der Strategie £ wird der Wertprozess (WP)
— J— d . .
V=&, Sn=) &5
i=0

zugeordnet. Vj, entspricht dem Gesamtwert des nach der Strategie € gebildeten Port-
folios zum Zeitpunkt n.

Im allgemeinen muss beim Umschichten des Portfolios zum Zeitpunkt n Geld zuge-
schossen oder abgezogen werden, und zwar

Op = &ni1-Sn — £, Sn
N—— ——

Wert nach Wert unmittelbar

Umschichten vor Umschichten

15



Definition. Eine Strategie £ heifit selbstfinanzierend (SF), wenn

bn=8,11-8S,—€,-8,=0, VneN

Interpretation. Einer selbstfinanzierenden Strategie wird kein Geld zugeschossen oder
abgezogen.

Ziel. Verbindung zwischen SF-Eigenschaft, diskretem stochastischem Integral und Mar-
tingaleigenschaft herstellen.

Lemma 1.6. Sei & eine selbstfinanzierende Strategie. Dann lisst sich der Wertprozess

V' schreiben als

Vo=Vo+ > & - (Sk—Sk1) (®)
k=1

Beweis.
Vo=Vo+ Z (€p Sk —&,_1-Sk-1) Ly + ng - (Sk — Sk-1)
k=1 k=1

O
Definition. Sei X ein adaptierter und H ein vorhersehbarer stochastischer Prozess
bzgl. der Filtration (F,)nen. Dann heifit
(HoX), =Y Hp(X—Xs1) (n€N)
k=1
diskretes stochastisches Integral von H bzgl. X.

Bemerkung. Mit dieser Definition kénnen wir (®) kompakt schreiben als
Va=Vit (€oS),

Definition. Ein stochastischer Prozess (H,,)nen heifit lokal beschrinkt, wenn jedes
H,, eine beschrinkte Zufallsvariable ist, d.h.

iB,€R: |H,|<B,, YneN

Theorem 1.7. Sei X ein adaptierter stochastischer Prozess. Dann ist X ein Martingal
genau dann, wenn auch das stochastische Integral (H o X) fiir jeden lokal beschrinkten
vorhersehbaren Prozess H ein Martingal ist.

16



Interpretation.
e stochastische Integration erhilt Martingaleigenschaft

e Fin ”fairer” Finanzmarkt lisst sich auch durch ausgekliigeltste Anlagestrategien

nicht in einen ”vorteilhaften” Finanzmarkt verwandeln.
Beweis. 7 =7
e Adaptiertheit von (H o X) folgt aus Definition.
e Integrierbarkeit:

|Hn| <B, = EHHR : (Xn *anl)H <B, E[|Xn| + |anl|] <00
= E[(HoX),| <

e Martingaleigenschaft:

E[(H o X)n| Fna] =E lz Hy (X — Xi-1) fnl]
k=1

= (HOX)nfl +E[ Hn (X'n, - Xn71)|]:’n71]
~—~
€Fn_1!
=(HoX)p—1+Hy E[(Xy — Xp1)| Fuei]

=0

= (H o X)n—l

” ¢ ”

Fixiere N € N und betrachte lokal beschréinkten vorhersehbaren Prozess Hy, = 1(,—n}
Es gilt: (HOX)N_1 =0 und (HOX)N =Xy —Xn_1

Da (H o X) Martingal folgt:

0= E[(HOX)N‘]:Nfﬂ
=E[(Xn — Xn-1)| Fn-1]
=E[Xn|Fn-1] — Xn_1

= Xn_1 :E[XN‘]:N_l] VN €N O

Zur Erinnerung: (S*,...,5%) ... Wertpapiere, S°... Numeraire/Verrechnungskonto
Nicht in Wertpapieren investiertes Kapital kann auf Verrechnungskonto angelegt wer-
den.

17



= Vergleich von Vermogenswerten zu unterschiedlichen Zeitpunkten £ < n nur in

Relation zu Numeraire sinnvoll
Definition.

e Der R wertige stochastische Prozess

St Sd
X, =(x}... xd :(””) neN
( V=S s

heifit diskontierter (/abgezinster) Wertpapierprozess.

e Gegeben die Strategie & mit Wertprozess V', dann heifit

diskontierter Wertprozess zu €.
Lemma 1.8.
a) Der diskontierte Wertprozess einer selbstfinanzierenden Strategie € = (£9,€)

erfillt
Vn:%+(£OX)na n €N

b) Sei & ein R¥-wertiger vorhersehbarer Prozess. Dann ist € = (€°,€) eine selbstfi-
nanzierende Strategie genau dann, wenn

EQ=Vo+(oX),—&,-Xn, VYneN

gilt.

Interpretation. Wenn wir mit diskontierten GroBen arbeiten ist es nicht notig £ an-
zugeben. Stattdessen reicht es € und das Anfangskapital V anzugeben.

Beweis.

2)

Vo=V + > (‘71@ - ‘71@71)
k=1
Vot Z (51@5;251% B ék_é}é‘sl'k_l>

k=1

18



n

Sy S E Sk Sk-1
s s

k=1

=Vo+Z£k'(Xk—Xk—1)
k=1

=Vo+(§0 X)),

On, :E(T)H-ISTOL - 5252 + €n+1 “Snt1— €n - Sn
on
@ = 9L+1 _€2+£n+1 'XnJrl _€nX’ﬂ

b :> ”
On
Aufsummieren:
n
0=t — &0 — 25k ( Xk — Xk-1)
k=1
+€n+1 “Xnt1— &0 Xo
= 52+1 =Vo + (E o X)n+1 - £n+1 Xt
9 <: ”

On
@ :€n+1 ’ (Xn+1 - Xn) +€n - Xy _£n+1 'Xn-‘rl

+£n+1'Xn_£n'Xn:0

O

Korollar 1.9. Sei der diskontierte Wertpapierprozess X ein Martingal und € eine
selbstfinanzierende Strategie. Dann ist auch der diskontierte Wertprozess

Vo=Vo+(£0X),

ein Martingal.

Korollar 1.10. Sei X ein adaptierter stochastischer Prozess. Wenn fiir jeden lokal
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beschrankten vorhersehbaren Prozess H
E[(HoX);]=0

gilt, dann ist (X,) 7} €in Martingal.

ne{0,..

1.3 Stoppzeiten und Martingalungleichungen

Definition. Eine Zufallsgrofie 7: Q — ZU{+oo} heifit Stoppzeit bzgl. der Filtration

(]:t)t617 wenn
{Tgt}eft, VteTl

Interpretation. Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist mit Sicherheit bekannt ob 7 bereits vorbei ist
("T <t”) oder noch nicht ("7 > t”).

Bemerkung.
o 7 darf den Wert co annehmen!

e Mit der Notation ¢ A 7 := min{¢,7} konnen wir den gestoppten Prozess
Xinr : w = Xiar(w)(w) definieren.

e Fiir f.s. endliche Stoppzeiten (P[r <oo] = 1) ist auch die ZufallsgroBe
X w i X;()(w) wohldefiniert.
Sie lasst sich (fiir Z = Np) als

Xr = Z 1{T:t} - Xy

t=0
schreiben.
Ab jetzt sei Z =N

Theorem 1.11 (Optionales Stoppen). Sei X ein Martingal und 7 eine Stoppzeit bzgl.
einer Filtration (Fi)iez. Dann ist auch der gestoppte Prozess Xin, ein Martingal bzgl.

(Fi)tez-

Beweis ist Ubungsaufgabe. Anwendung. Betrachte Wette auf unabhéingige faire Miinzwiirfe:

v +1, mit W-keit
© | -1, mit Wekeit

N[ D=

laufender Gewinn: S; = EE:O Y;
natiirliche Filtration: F; := o(Yp,...,Ys)

20



Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass S den Wert +A vor dem Wert — B erreicht?
Ansatz: Definiere Ereignis:

D := {S erreicht + A vor — B}
Definiere Stoppzeit:
7:=min{t € Ny : Sy = A oder S; = —B}
Es gilt

t

{r<tt=J S =41u{S=-B}) e F,
k=0

eFLCFy

d.h. 7 ist Stoppzeit.

Des weiteren ist S ein (F;)-Martingal.

= (Siar) ist (Fi)-Martingal

= E[Sinr] = E[Sonr] = E[So] =0, ¥Vt >0

Wir wollen ¢ — co gehen lassen.
Definiere Ereignis:

E, ={Y;=+1, Vie {k(A+ B),...,(k+1)(A+ B) —1}}
= (A 4 B) Gewinne hintereinander

P[Ey] = 2~(A+B)  (wg. Unabhingigkeit)
Wenn Ej, eintritt, dann gilt 7 < k + 1
Umkehrung:

Plr>k(A+B)=P[ESNE{N...NE{_]
= (

1- [ o)” (Wg. Unabhéngigkeit)
’“ﬁ 0

:P[T:oo]gklim Plr>k(A+B)] =0
— 00

=Plr<oo]=1

21



Des weiteren |Siar| < max(A, B)
= E [ST] = 11mt—>oo E [St/\T] =0

Andererseits gilt:

E[S,] = —B-P[S, = —B| + A-P[S, = A]
— _B+(A+B)-P[S, = A]
~0
B
=375

= P[S, = A

Die Wahrscheinlichkeit, dass S den Wert +A vor —B erreicht ist also %
Lemma 1.12 (Bedingte Jensen’sche Ungleichung). Sei ® : R — R eine konveze
Funktion, X € LY(Q, F,P), ®(X) € L'(Q, F,P) und G C F. Dann gilt:

PE[X|F]) <E[2(X)[F] [

Beweis. Sei L := {L(z) = ax +b: L(z) < ®(z), Vx € R} (lineare Funktionen, die
unter dem Graph von @ liegen)
Fiir & : R — R konvex gilt

O(x) = ilé[gL(m)

o

N/

E[(X)|0] = [p L(X)\ g]

Lel
>supE[L(X)|G] (Monotonie)
LeL
=sup L(E[X]|G]) (Linearitit)
Lecl
=®E[X|g]) O

Theorem 1.13. Sei X ein Martingal, ® : R — R konvex und E[|®(X;)|]] < oot € T.
Dann ist (P(X}))tez ein Submartingal.
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Beweis.

Jensen

B(X, ) T SE[X, | Fia)) TS E[B(X)]| Fio]

Bemerkung. Insbesondere gilt:
X Martingal = | X| Submartingal
X Martingal, E[|X;|"] < oo = |X|” Submartingal (p > 1)

Theorem 1.14 (Doobsche Maximalungleichung). Sei X ein Martingal oder ein nicht-

negatives Submartingal und X\ > 0. Dann gilt:

Bemerkung. Die Ungleichung liefert eine Abschétzung des laufenden Maximums durch

den Endwert.

Beweis. Wir setzen Y; = | Xy|, Z; = maxy<; | X¢|. Nach Theorem 1.13 ist Y ein nicht-

P [(max|Xk|) > /\} < w, teZ
k<t A

negatives Submartingal. Definiere Stoppzeit 7 = min{k : Y > A}

Es gilt:

Des weiteren:

Auflerdem:

P[Z, >N =Plr<t] (I

A 1(T§t) <Y.- 1(T§t) (II)

t
= Z Yi - 1(r=p)
k=0

E[Y; - 1=p) = E [E[Vi| Fi] - 1(rpy]  (IT)
——
ceFr

>E (Vi 1pop] firk<t
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Wir folgern:

k=0
) ¢
< D E[Yi i)
k=0
t
=E 1@-21“_@]
k=0
=E[Y,-P[r <1]]

2 (Vi 1z,

"W
O
Bemerkung. Als Nebenresultat erhalten wir aus dem Beweis
AP[Z; > N <E[Y;-1z,>n] (®)

Theorem 1.15 (Doob’s L,-Ungleichung). Sei X ein Martingal oder nichtnegatives
Submartingal und p > 1. Dann gilt:

1

P p pl
p < = . P
E [(rgglek) } < o1 ElXF]

‘ k

X
m‘§l§<| k|

d.h.

p
< —
< B,

Bemerkung. || X||, :=E [|X\p]% ist die Norm des Banachraums L, (2, F,P).
Wichtigster Fall: p = 2

Beweis. Setze Y; = | X,|, Z, = maxy< |X:| wie im Beweis von Theorem 1.14.
Definiere: Z,, := max(Z,n) fiir n € Ny
Es gilt:

4 o0
2P :p-/ xp_ldx:p~/ xp_ll(zgz)dx
0 0
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Einsetzen von Z,, fiir z

Zg :p-/ xpill(mgzn)dx
0

Bilden von Erwartungen:
E[ZF] =p / PPz < Z,]dx
® 0°°
Szﬂ']/ R [Yi - 1a<z,)] do
0

0

Z7L
Y; - / 2P 2dx
0

= LoE [y 2]

Holdersche Ungleichung:

11
]E[A-B]§||A||p-\|B||q, fur];—i—g:l, p,q € [1,00)

p _
= B(2) < v, 1227,

11
—+-=1=p=q(p-1)
poq
1
= |z, = F_Ezt Bz
n D n
> E[z8)r < 2 7 el

Lemma von Fatou liefert:

S

1
1Z.ll, = B[22)7 = liminf E[22]> < T |,

n—roo p
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2 Bewertung und Absicherung in diskreten Markten

Ziel. Arbitrage- und Replikationsprinzip in mathematische Sprache iibersetzen und zur
Bewertung von Derivaten nutzen.

Zentrale Resultate. 1. und II. Hauptsatz der Bewertungstheorie.

Wir betrachten einen Finanzmarkt mit endlichem Zeithorizont T, d.h.Z = {0,1,2,...,T}

2.1 Arbitrage und |. Hauptsatz

Definition. Eine selbstfinanzierende Strategie £ = (£°, €) mit diskontiertem Wertpro-
zess V heifit Arbitrage wenn gilt:

o 1y =0 (kein Anfangskapital)

o P [I~/T > O} = 1 (sicher kein Verlust)

o P [1~/T > 0} > 0 (positiver Gewinn mit positiver W-keit)
Bemerkunyg.

e Falls £ Arbitrage, so ist auch ¢- & (¢ > 1) Arbitrage
= beliebiges hochskalieren von Gewinnen moglich

e Es spielt keine Rolle ob in der Definition der diskontierte oder undiskontierte
Wertprozess verwendet wird

e Ist £ Arbitrage unter P, so auch unter jedem W-Maf P ~ P.

e Arbitragestrategien sind ”zu gut um wahr zu sein”.
Ein realistisches Finanzmarktmodell sollte keine Arbitrage erlauben, d.h. arbi-
tragefrei sein.

e GemifB den Uberlegungen aus dem letzten Kapitel werden wir auch £ als Arbitra-
gestrategie bezeichnen, da ja £° durch die Forderung V; = 0 und die Eigenschaft
der Selbstfinanziertheit eindeutig festgelegt ist.

Definition. Gegeben sei ein Finanzmarktmodell auf dem W-Raum (2, F,P).
Ein W-Maf Q heifit &quivalentes Martingalmafl (EMM) wenn

e Q ~ P gilt und

e X ein Q-Martingal ist
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Wir schreiben

Q:={Q:Qist EMM}
fir die Menge aller EMMs.
Interpretation. Q ist subjektive Einschétzung eines Marktteilnehmers, der weder

?bullish” (]EQ [X:| Fs] > X;) noch "bearish” (EQ [X¢| Fs] < X) ist.
= "risikoneutrales Maf3”

Louis Bachelier (1900):
?L’espérance mathématique du spéculateur est nulle”

Theorem 2.1 (Erster Fundamentalsatz der Bewertungstheorie). Ein Finanzmarkt-

modell ist arbitragefrei genau dann, wenn ein dquivalentes Martingalmaf$ existiert
Bemerkunyg.
o Kurzschreibweise: (NA) & Q # @

e Wieso fundamental?
- Lost Problem der Derivatebewertung
- Arbitragefreiheit ist 6konomisch gut begriindbar
- Gilt in vielen Abwandlungen (stetige Zeit, Sprungprozesse,. . .)
”Meta-Theorem”
e Ideengeschichte: Beweis fiir:
- |Q] < oo: Harrison, Pliska (1981)
- |Q| = 0o und T diskret: Dalang, Morton, Willinger (1990)
- |Q] = oo und 7 stetig: Delbaen, Schachermayer (1998)
Weitere Beitriage von Kreps

Beweis Teil 1. 7 < 7: Widerspruchsbeweis: Sei Q ein dquivalentes Martingalmafl und
¢ eine Arbitragestrategie mit Wertprozess V; = (€ o X); d.h.

Vo=0
]P[T/Tzo}:1
IP{\N/T>O}>O
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Wegen Q ~ P gilt auch
Q[Vr=o0| =1
Q [VT > O} >0,
also folgt EQ [f/T] > 0 und EQ [VT_} =0 < oo.

Andererseits ist laut Theorem 1.7 V; ein Q-Martingal, d.h.
E® [Vr] = Vo =0

= Widerspruch

Die Riickrichtung beweisen wir nur fiir |Q| < co d.h. @ = {wy,wa,...,wN}

Notation/Voriberlegung. Jede Zufallsvariable X — Q auf einem endlichen W-Raum

konnen wir als Vektor
I X(wl)

darstellen.
Ebenso kénnen wir jedes W-Maf} P als Vektor

P1 PP [wr ]

mit vazl p; = 1 und p; > 0 darstellen.
Erwartungswerte lassen sich als Vektorprodukte schreiben:

EIP’[X] :p.X:ZP[wi]'X(wi)

i=1

Auf einem endlichen W-Raum ist jede Zufallsvariable beschréankt und jeder stochasti-
sche Prozess lokal beschréankt.
Fiir den Beweis benottigen wir noch zusétzlich folgenden Trennungssatz:

Theorem (Trennungssatz fiir konvexe Mengen).  a) Sei X ein normierter Vektor-
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raum, A C X nichtleer, abgeschlossen und konvex sowie B C X nichtleer, kom-
pakt und konvexr mit AN B = &. Dann existiert ein stetiges lineares Funktional
l: X — R mit

sup{l(z) : x € B} < inf{i(z) : x € A}

b) Sei X ein normierter Vektorraum, A C X nichtleer und konver sowie B C X
nichtleer, konvex und offen mit AN B = @. Dann existiert ein stetiges lineares
Funktional [ : X — R mit

l(z) <inf{l(z):z € A} VxeB
Beweis Teil 2. 7 = 7: Schritt 1: Definiere
Ap := {(§ 0 X) : € vorhersehbar} ;

dies ist die Menge der ohne Anfangskapital mit einer selbstfinanzierenden Strategie
erreichbaren (”attainable”) diskontierten Portfoliowerte.
Fiir Q endlich kénnen wir Ag als Teilmenge von R¥ schreiben:

(§ o X)r(wr)

Ay = : € vorhersehbar » C RN
(§ o X)7(wn)

Ay ist linearer Teilraum, da fiir £;, &, vorhersehbar auch c- &, + &, vorhersehbar ist.

N
Bi{yeRNiinO, Zyil}

Definiere

i=1

B ist konvex und kompakt.

Schritt 2: Wir zeigen Behauptung I: (NA) = AgNB =0

Mittels Kontraposition: AgN B # @ = —(NA)

Angenommen Jy € Ay N B, dann existiert eine selbstfinanzierende Strategie & mit
Wertprozess V; = (§ 0 X), und Vy =y € B, d.h.

Vo=0
P[Vr>0]=1
P[Vr>0]>0

= Es existiert Arbitrage = Behauptung I richtig.
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Schritt 3: Aus A4p N B = @ folgern wir mit dem Trennungssatz die Existenz eines
linearen Funktionals [ : RY = R; y Zi\; l; - y; mit

sup {l(x) :x € Ap} < inf {I(x): x € B} (%)

Aus der Linearitdt von Ag folgt [(x) = 0 auf Ag. Andernfalls wiirde x € Ag existieren
mit {(x) # 0. Aus der Linearitit von A linear folgt ¢-x € Ay fiir alle ¢ € R und daher

llc-x)=c-l(x) <inf{l(x):x € B} VceR

= Widerspruch.
Insgesamt folgt aus (x) und Ap linear also

0 < inf{l(x):x € B}.

Setze nun

>0, da e;€B

und wihle o € (0, 00) so dass Zf\;l =1
= Q[w;] := ¢; definiert W-Mafi Q ~ P!
Seiy € Ap,d.h.
(€0 X)p (w1)

(€0 X)y ()

Danngilt q-y=a-l(y) =0
N
= E%[(¢0X),] = Z ¢iyi =q-y =0 V& vorhersehbar
i=1

= Q ist Martingalmaf O
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2.2 Erreichbarkeit und Il. Hauptsatz

Definition.

e Ein Claim C ist eine Zufallsvariable, d.h. eine messbare Abbildung 2 — R, die
wir als Auszahlung zum Zeitpunkt 7" interpretieren.

e Ein europiisches Derivat mit Auszahlungsprofil (payoff) f : R¥*! — R ist ein
Claim der Form

C':f(S%,...,S%)
Bemerkunyg.

e Jedes Derivat ist ein Claim. Der Begriff des Claims ist allgemeiner, denn C
kann von Pfaden der Basisgiiter (SO, ) d) und weiteren zufilligen Ereignissen
abhéngen.

e Europdische Puts/Calls fallen unter den Begriff des européischen Derivats.
Frage. Was ist der ”faire” Preis d.h. der marktgerechte Preis II; von C' zum Zeitpunkt
t<7T?

Ansatz I: Replikation

Definition. Sei C' Claim in Finanzmarkt S = (S 0.8 d). Wenn eine selbstfinanzie-

rende Strategie & mit Anfangskapital w € R existiert, sodass
w—&-(fog)T:C (REP)
gilt, so heifit C erreichbar und £ Replikations- oder Hedgingstrategie.

Bemerkunyg.

e Nach dem Replikationsprinzip folgt aus (REP)

H():’LU
und Ht:w—i—(gog)t

e Im Allgemeinen ist es giinstiger mit diskontierten Gréfien zu arbeiten:

C = -5 .- diskontierter Claim
St
~ II
II; = S—é ... diskontierte Preisprozess
t
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Dann ist (REP) dquivalent zu
w4 (EoX), =C (REP’)
und es gilt

ﬁOZHOZUJ
ﬁt:w—i—({oX)t

e Hedgingaspekt: Perspektive des Verkaufers
— FErhélt zum Zeitpunkt ¢ = 0 Preis Il = w

— Schuldet zum Zeitpunkt 7' Auszahlung —C
= Risiko, da C' ungewiss

Hedging: Verkéufer kann nun zusétzlich Il = w in selbstfinanzierende Strategie
& investieren.

Wert des Gesamtportfolios zum Zeitpunkt T
w—l—(EOX)T—C:O

Risiko wurde vollsténdig eliminiert!
Fiir erreichbare Claims ist perfektes Hedging moglich.

Definition. Ein Finanzmarkt heifit nicht-redundant, wenn aus (§{ o X), = 0 f.s.
folgt, dass £ =0 f.s.

Lemma 2.2. Sei C ein erreichbarer Claim in einem gegebenen Finanzmarkt S.
a) Wenn S arbitragefrei ist, so ist der Preisprozess Il von C eindeutig.

b) Wenn S zusditzlich nicht-redundant ist, so ist auch die Replikationsstrategie &
eindeutig.

Beweis. Ubung! O

Bemerkung. Im Fall von Lemma 2.2 (und Integrierbarkeit von C unter Q) heifit die
Gleichung
C=w+(§oX)s

Martingaldarstellung von C' unter Q, da C als Endwert des Q-Martingals IT; dar-
gestellt wird.
Insbesondere folgt w = EQ [C} fiir alle EMMs Q!
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Definition. Ein Markt heifit vollstindig, wenn jeder beschrinkte diskontierte Claim
erreichbar ist.

Theorem 2.3 (Zweiter Hauptsatz der Bewertungstheorie). Ein arbitragefreier Fi-
nanzmarkt ist genau dann vollstindig, wenn es nur ein einziges dquivalentes Martin-

galmap gibt (d.h. |Q| =1).

Beweis. 7 = 7 Mit Widerspruch: Nehme an, der Markt ist vollstdndig und es existieren
zwei dquivalente Martingalmae Q, Q' mit Q # Q' = 3 A € F mit Q [A] # Q' [4]
Betrachte Claim C' = 1,4 mit

w4 (§oX), =C

Dann gilt:

= Widerspruch

7 <7 (unter Voraussetzung || < oo):
Schreibe
Q [wi]

Qlwn]
fiir beliebiges EMM Q.

A={w+ (£0X), : weR, & vorhersehbar}

sei die Menge der mit beliebigem Anfangskapital w erreichbaren diskontierten Portfo-

liowerte.

w+ (§ 0 X)p (wr)
A= . :w € R, & vorhersehbar p C RN

w+ (€0 X)r (wn)

— Einbettung von A in R als linearer Unterraum.
Der Markt sei nun unvollstdndig, d.h. es existiert ein nicht erreichbarer diskontierter
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Claim C , schreibe

mit {C}NA=0
Nach dem Trennungssatz existiert ein lineares Funktional x — [(x), sodass

I(c) <inf{l(x) :x € A}
Aus der Linearitdt von A folgt (analog zum Beweis von Theorem 2.1)
I(x)=0,Vx€e A = I(c)<0 = 1#0

I(e1)

Setze ¢ =q+¢€- : mit € > 0 klein, sodass
l(en)

q¢;>0, Vie{l,...,N}
Es gilt:

e q' # q (wegen 1#0)

e x aus A ist von der Form

w (€0 X)p (wr)
X = + :

w (€0 X)p (wn)
N N

= ) =we Y Ue) + Y Ued) (60 X)p (wi)

=0 VYw € R, & vorhersehbar
N

i=1

N N
= > =) a=1
i=1 i=1

= ( definiert ein W-Mafl Q' ~ P mit Q' [w;] = ¢;
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=E%[(6oX),] =0 V& vorhersehbar

= nach Korollar 1.10 ist Q' weiteres Martingalmaf
= @ ist nicht eindeutig O

Korollar 2.4. In einem wvollstindigen Finanzmarkt ist der Preisprozess eines jeden
Claims C' eindeutig und gegeben durch
C

Ht:S?~E@[S()
T

7| (+)

wobei Q das (eindeutige) EMM bezeichnet.
Ist der Markt nicht-redundant, so ist die Absicherungsstrategie € eindeutige Lisung
von

Oy =11 =&, - (X = Xn-1), &, € Fua

Bemerkung. Falls X eindimensional und X,, — X,,_1 # 0 f.s.

¢ ﬁn - ﬁn,l _ Preiséinderung Claim

= X, X,_1 Preisinderung Basisgut

(+) heiit risiko-neutrale Bewertungsgleichung

Wiederholung W-Theorie. Sei (Q, F,P) ein W-Raum. A € F mit P[A] > 0 heifit Atom
wenn fiir alle B C A, B € F gilt:

P[B]=0 oder P[B]=P[A]

Insbesondere ist P konstant auf jedem Atom A.

Ein W-Raum, der sich als Vereinigung von N disjunkten Atomen Ap, As,..., AN
schreiben ldsst kann mit einem N-Elementigen W-Raum 2 = {wyq,...,wy} identi-
fiziert werden.

Wir verwenden auflerdem folgendes Lemma (ohne Beweis):

Lemma 2.5. dim L>®(Q, F,P) = #{Atome in Q}

Theorem 2.6. Sei S = (S’?7 . S?)iel" T =H{0,...,T} ein vollstindiges Finanzmarkt-
Modell iber einem W-Raum (Q, F,P). Dann hat (2, F¢,P) héchstens (1 + d)* Atome.
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Insbesondere ist |Q| < co.

Beweis-Skizze. Beweis mittels Induktion nach |Z]

|Z| = 2, d.h. T = {0,1} (Einperiodenmodell)

Betrachte Menge A = {({ o X), +w : w € R, £ vorhersehbar} der erreichbaren dis-
kontierten Claims.

Wegen Z = {0, 1} gilt:

w+ (§oX)p =w+ & - (X1 — Xo)

mit & € Fo, d.h. & ist deterministisch € R?

= A ist hochstens (d + 1)-dimensionaler linerarer Teilraum von L (Q, F,P)
st p = [°(Q, F,P) = dim L®(Q, F,P) <d+ 1

= 2 hat hochstens d + 1 Atome

Induktionsschritt: Angenommen die Behauptung gilt fiir |Z| = n — 1. Betrachte Z =

{0,1,...,n}.
Sei € Replikationsstrategie fiir Claim C. Es gilt:

G:E[é‘fn_l}Jr\fq;(Xn—Xn_l)
ST €Faa

=M, 1€Fn_1

Wegen der Induktionsvorraussetzung sind ﬁn_l, &, f.s. konstant auf jedem Atom
A von (Q, Fn—1,P). Sei nun Py [B] := P[I?[Q]B] die Einschrankung von P auf A und
Q4 :=QnNA, FA := F, N A die Einschrinkungen von Q, F,, auf A4, d.h. (Q, F,_1,P)
hat (d +1)"~! Atome.

Mit der gleichen Argumentation wie fiir die Indunktionsvorraussetzung gilt

dim L™ (Qa, F1,Py) =d+ 1

= (QA,.F,‘:‘,IPA) hat hochstens d + 1 Atome, fiir alle Atome A von (Q, F,_1,P). Also
gilt

#{Atome von (Q, Fy,,P)} =#{Atome von (Q, F,—1,P)}
x#{ Atome von (Qa, FA,P4)}
<A+ (1+d)=1+d)"

O

Interpretation. Fiir d = 1 (Ein Wertpapier) sind vollstindige Marktmodelle im We-
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sentlichen Bindrbidume:

I
|
I
|
|
|
!
1
|
I
I

1921
N

I
'S,
Sobald sich an einer Verzweigung mehr als zwei Aste (mit jeweils positiven Wahr-

scheinlichkeiten) befinden, ist das Modell unvollsténdig.
Des weiteren ist jedes Finanzmarktmodell auf unendlichen W-Rdumen mit diskreter

Zeitachse Z = {0, ..., n} unvollsténdig.

Das Bindrbaummodell lisst sich vereinfachen, indem man den Baum rekombinierend

wahlt:

= Cox-Ross-Rubinsteinmodell ist ”das” diskrete vollstdndige Marktmodell.
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2.3 Das CRR-Modell

CRR = Cox-Ross-Rubinstein, auch Binomialmodell

Parameter: r ... konstanter Zinssatz
b... Rendite bei Aufwértsbewegung
a ... Rendite bei Abwirtsbewegung

Wir nehmen an: —1<a<b

Modell fiir ein Wertpapier S = S* und Numeraire S°

(1 +b)l So
“1+b) S,

Se (1+0)(1+b)S,
(1+a) S,

(“+al*S,

Formalisierung. Setze Q = {+1,—1}T (+1...auf, —1...ab), F =29
w=(+1,+1,-1,+1,...) reprisentiert Pfad im Baumdiagramm
Yn(w) ... n-tes Element von w
R, (w) ... Rendite in n-ter Marktperiode
Ro(w) = {b, wenn y, (w) = +1
a, wenn y,(w)=-1

Wertpapier: S, = So - [[—;(1+ R»)

Numeraire: SO = (1 +r)”

n

= X,=5-]]
i=1

Filtration F,, = 0(Sp, S1,...,S5,) ... natiirliche Filtration
AuBerdem mehmen wir an: P[w] > 0, Vw €  und machen keine weiteren Annahmen

1+ R,
1+7r

an (Q, F,P) oder R, insbesondere keine Unabhéngigkeitsannahmen an die Renditen.
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Theorem 2.7. Das CRR-Model ist arbitragefrei genau dann, wenn a < r < b.
In diesem Fall ist das Modell vollstindig und das EMM Q eindeutig.
Die Renditen (Ry,), 1 sind stochastisch unabhdngig unter Q mit identischer Verteilung

r—a
Qfn =] = b—a
b—r
QlRn =a] = b—a
Beweis. Sei Q W-Ma$ auf (2, F).
Setze gy, := Q[R, = b| Fp—1]
1+R
Q —_ EQ . n
ol Foct] =89 | 1 2 7

1+0 1+a
:an \ T/ 4n 1-—- n
! <1+7‘q +1—|—r( q))

D.h. Q MartingalmaB < EQ[X,|F, 1] = X,_1

1+5b 1+4+a
& n 1—¢q,) =1
1+rq +1+r( an)

gn(b—a)=r—a

r—a
dn b—a
Insbesondere ist g, deterministisch
r—a
= QI[R,=bF,-1]=Q[R,=0b] = -

Qist W-MaBund Q ~P & ¢, €(0,1) & a<r<b

Unabhiingigkeit der Renditen unter Q: Seien f : R — R und g : R"~! — R messbar
und beschrénkt.

EQ[f(Rn)g(Ry,..., R QEQ[f(Ry)g(R1,. .., Ry1)| Fuil]

th aRn 1) EQ[ (Rn)|]:n71]]
ZEQ[9(317--~7 n-1) - (f(0)gn + f(a)(1 — qn))]

R
= B0 [o(Rreo )] (SO + Fla) =)
R

—E2[g(Ry,...,Rn_1)] - EQ[f(R,)]
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= R,, unabhéngig von F,_1
= (Ry,...,R,) unabhingig.

O

Theorem 2.8. Sei C' = h(S1,...,S7) ein Derivat im CRR-Modell. Dann ist C er-

reichbar mit replizierender Strategie & und Preisprozess I1,,. Es gilt:

a) Es existieren Funktionen fp, : R™ — R, Vn € {0,...,T} sodass

M, = £u(S1,...,S0), Ve {0,...,T}

und die Werte von f, an den Knoten des rekombinierenden Baums sind rekursiv

bestimmt durch

fr(Si,...,87) =h(S1,...,S7)

1 — b—
faa (S, Sumr) = (’" ZF(S1e e S + ’"fﬁ(sl,...,sn_l))

1+7r \b-— b—a

wobet

Fo(S1, o Snm1) = fa (St Sne1, Sno1(1+ D))
fﬁ(Sl, .. -7Sn—1) = fn (Sl, .. .,Sn_l,Sn_l(l =+ a))

b) Die replizierende Strategie ist gegeben durch

fn = An(Sh .. -7Sn—1)

wobei

D(S1, .y Sn1) = f4(S1, .-, S
An(Srr. . Sy q) = 125 1) — f(Sh )

o Sn_l(bf a)

Bemerkunyg.

e (REK) entspricht einem Riickwirtsdurchlauf des Baumdiagramms
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wobei f,,—1 als (gewichteter) Mittelwert von f2 und f? unter Q bestimmt wird.
e Lisst sich am Computer auch fiir grofle Bidume effizient implementieren

e Fiir européische Derivate (C' = h(St)) ergeben sich Vereinfachungen, z.B. reicht
es fn : R = R zu withlen und II,, = f,,(Sn), & = An(Sn-1)

e Die Formel fiir £, wird auch als Delta-Hedge bezeichnet

Preiséinderung Claim

An = . .
Preisénderung Underlying

e Weitere Interpretationen von A,

A, > 0: Keine Leerverkdufe im Replikations-Portfolio. Preisinderung des Claims hat
selbes Vorzeichen wie Preisénderung des Wertpapiers

A, < 0: Leerverkiufe im Replikations-Portfolio. Preiséinderung des Claims hat ent-
gegengesetztes Vorzeichen zu Preisdnderung des Wertpapiers

A, ~ 0 : Preiséinderungen des Claims sind klein im Verhéltnis zum Wertpapier. Kaum
Investitionen in Wertpapier zur Replikation notwendig
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2.4 Unvolistandige Markte

In unvollstdndigen Mérkten existieren Claims, die nicht erreichbar sind
= Replikationsprinzip nicht anwendbar

Alternativ verwenden wir:

Arbitrageprinzip: Wir betrachten das Finanzmarktmodell S = (SO, St Sd) und
Claims (C1,...,C™) mit Preisprozessen (IT',... TIM).

Annahme. Auch unter Investition in Claims C!,...,CM darf keine Arbitrage entste-
hen, d.h. erweiterter Finanzmarkt

(89,8t ..., 841, ..., 1Y)
ist ebenfalls arbitragefrei.

Sub-/Superreplikationprinzip: Betrachte Claim C
Eine selbstfinanzierende Strategie € = (50,5) heifit Superreplikationsstrategie,
wenn

€ -Sr>C fas. (SUP)
und Subreplikationsstrategie, wenn
£&+-Sr<C fas. (SUB)

Mit w = &, - Sp...Angangskapital und X ... diskontierter Preisprozess kénnen wir
dquivalent schreiben:

w+ (EoX)p >C fs. (SUP?)

und
w+ (EoX)r <C  fs. (SUB”)

Definition. Der kleinste Superreplikationspreis II fiir C ist gegeben durch
HT:inf{wER:w—i—(EoX)Tza}
Der groite Subreplikationspreis II* fiir C ist gegeben durch

I = sup{w e R: w+ (£ 0 X)p < C}
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Interpretation.

e Minimales Anfangskapital um C sicher zu superreplizieren bzw. Maximales An-
fangskapital um C' sicher zu subreplizieren

e Ein Verkiufer, der fiir C' den Preis II" einnimmt, kann sich auch im unvollstéindi-
gen Mirkt perfekt absichern (hedgen), denn

I+ (EoX)r—C>0 fs.

VerkaufvonClaim
+Absicherung

Theorem 2.9. Gegeben sei ein arbitragefreier Finanzmarkt S = (SO, St Sd) mit
der Menge dquivalenter Martingalmafe Q und Claims (C*,...,CM) mit Preisprozes-
sen (H}l, cee Hﬂ/[)ne{lwa} .

Wenn der erweiterte Finanzmarkt (g, m,... 1M ) arbitragefrei ist, dann existiert ein
Q € Q sodass

I, = S0 . EC @

fn] Vie{l,...,M} (%)
Insbesondere gilt:
a) Alle TV sind Q-Martingale

b) Es gelten die Preisschranken

3o

J
S92 inf E9 {CO
QeQ Sy

) J
]-"n] < I, < S-supIEQ{C

QeQ S¢

Bemerkunyg.

e Falls S vollstéindig ist, gilt |Q = 1 d.h. der Preis ist eindeutig
= Ubereinstimmung mit Korollar 2.4

e Im Allgemeinen ist der Preis fiir einen Claim C' im unvollstindigen Markt nicht
eindeutig, aber es existieren Preisschranken

e Ein dquivalentes MartingalmaB Q bestimmt die Preise aller Claims C!,...,CM

e In der Praxis wird das Mafl Q aus den bekannten Preisen ”einfacher” Claims
(Calls und Puts) ermittelt und dann fiir die Bewertung von komplexeren Claims
verwendet, fiir die keine Preise bekannt sind (”Kalibrieren an Marktpreise”)
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Beweis. Betrachte erweitertes Finanzmarktmodell (§, I, ... ,HM).
Nach dem ersten Fundamentalsatz (Theorem 2.1) existiert ein dquivalentes Martingal-
maf} Q sodass

Si Si
n o_ Q T .
5 —F {S% ]—"n] vie{0,...,d} (1)
117 CcI
n _RQ | 1
o =F [sg; ]-"n} vie{l,..., M} (11)

Aus (I) folgt Q € Q d.h. Q ist auch #quivalentes Martingalma$ fiir reduziertes Modell
S=(59,8,....5%).

Aus (II) folgt (x) und Behauptung a).

Behauptung b) folgt durch Minimieren bzw. Maximieren iiber Q € Q O

Theorem 2.10. Sei S ein arbitragefreies Finanzmarktmodell mi der Menge dquiva-
lenter Martingalmafie Q. Seien C ein Claim und T bzw. II¥ die optimalen Super-
bzw. Subreplikationspreise fir C.

Dann gilt:

" = sup B¢ {%}
QeQ St

und

II* = inf E9 %
QeQ St

d.h. die Schranken in Theorem 2.9 b) sind gerade 11" und II+.

Bemerkung. Gemeinsam mit der Definition von IIT ergibt sich
inf{w € R: w+ (£ 0 X)p > C} = sup{E? [5} Qe 9}

Aussagegen dieser Art sind Dualitéitsséitze fiir Optimierungsprobleme. Statt eine
Minimierungsproblem kann ein Maximierungsproblem mit dem selben Optimalwert
gelost werden und umgekehrt.

= Das Berechnen von Preisschranken fiir Claims und das Berechnen von optimalen
Sub/Superreplikationsstrategien sind zueinander duale Optimierungsprobleme.

Beweis.

e Sei (w, &) Superreplikationsstrategie, d.h.

w4 (EoX)p >C
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Qe Q@ = X Q-Martingal
= (£ 0X) Q-Martingal

= w=w+E[(oX)r] 2B [C] vQeQ

= w > sup EQ [5’}
QeQ

= I’ > sup E© 5]
QeQ

(wir wollen aber Gleichheit!)

o O <0
Definiere Ag und Ay (mit Anfangskapital 0 erreichbare Claims) wie im Beweis
von Theorem 2.1. Definiere zusétzlich

A= {(w,w+ (€0 X)) :w e R, & vorhersehbar}
und " Vektorisierung”
w

A= w + (5 O'X)T(Wl)

:w € R, & vorhersehbar p C RN+
w + (§ o X)T(wN)

Definiere
B = {(w,yl,...,yN) eRV M w <O,y > é(wl)} C RN+

offen und konvex. Behauptung: A’N B = &
Wiire dies nicht der Fall, so wiirde w < IIT existieren mit

w+(€OX)T26

Es gilt aber
HT:inf{weR:w+(§oX)T2C'}

im Widerspruch zu w < II"
= Behauptung korrekt
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Mit dem Trennungssatz fiir konvexe Mengen existiert ein lineares Funktional
N
DRV SR, x> L
i=0

sodass
sup{/(x) : x € B} <inf{l(x):x € A’} (+)

Aus der Linearitdt von A’ folgt I(x) =0, Yx € A’ (vgl. Thm 2.1)
= Aus (+) folgt:

N
low—&—Zli(w—i-ai):O Yw eR, a€ A4 Q8]
1=1
N
low + Zl,yl <0 Yw< HT, Yi > C’(wz) (II)
=1

Aus (I) folgt zunéichst
lp>0 und ;<0 Vie {1,...,N}

(Ansonsten wiire die linke Seite unbeschrinkt = Widerspruch)
Fall 1: [y # 0: Setze

l;
Gii=—2>0 ie{l,....,N}
lo

Aus U folgt

lo

N N
w-(l—Zqi>—Zqiai=O Yw e R, ae Ap
i=1 i=1

N N

=>Zqi:1und Z%‘%ZO Va € A
i=1 i—1

= Q[w;] = ¢; ist W-MaB und

N
EC[(£0X)r] = Z gi - (o0 X)r(w;) =0 V& vorhersehbar
i—1 —
€Ao
= X ist Q-Martingal (nach Lemma 1.8)
= Q ist Martingalmaf
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Aus % folgt

N
w=Y yig; <0 Vw<I y > Cw)
i1

N
Z (wi)gi <0

éEQ{

= sup E©
QeQ

|—|
;l :l

Fall 2: 1o = 0
Aus (I) folgt

Aus (IT) folgt
N ~
D Ly <0 Yy >C
i=1

=1; <0 vie{l,...,N}

= 1=0 = Widerspruch
(Fall 2 kann nicht eintreten)
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3 Nutzenoptimierung

3.1 Praferenzordnungen und Erwartungsnutzen
Ziel:

e Modellierung von Entscheidungen unter Unsicherheit

e Vergleichen zufiilliger Auszahlungen (“Lotterien®) XY

Wir vergleichen X,Y anhand ihrer Verteilungsfunktionen F,G.

M:=Menge aller (1-dim) Verteilungsfunktionen auf dem gegebenen W-Raum (Q2, F, P)
Definition. Eine Relation < auf M mit den Eigenschaften

o reflexivi FF VFe M

o transitiv:i (FG)AN(G<XH) = FH VF,GHeM

e vollstindig: es gilt immer (F < G) oder (GX F) VF,Ge M
heifit Priferenzordnung auf M.

Interpretation. F < G & “G wird gegeniiber F' bevorzugt”.

Bemerkung. Statt M konnen wir auch allgemeiner eine konvexe Teilmenge von M
betrachten.

Aus einer gegebenen Préferenzordnung (PO) ldsst sich eine

e Aquivalenzrelation F ~ G & (F < G) A (G < F) “Indifferent zwischen F' und
G77

e strikte Priferenzordnung F < G & (F < G)A-(GXF)

ableiten.

Wir definieren folgende Axiome, die das Hinzufiigen einer dritten Wahlmdoglichkeit
betreffen.

Definition.

a) Eine Priiferenzordnung ‘<’ erfiillt das Stetigkeitsaxiom, wenn fiir alle F, G, H €
M mit F < G < H ein « € [0,1] existiert mit

(I1-a)F+aH ~G
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)

b) Eine Priferenzordnung ‘<’ erfiillt das Unabhéngigkeitsaxiom, wenn fiir alle
F,G,H € M und « € [0,1] gilt

FG & 1-a)F+aH < (1-a)G+aH

Interpretation.

a) Eine ,gute® und eine ,schlechte“ Verteilung kénnen so gemischt werden, dass sie
zu einer , mittelprachtigen* dquivalent sind.

b) Das Mischen mit einer dritten Verteilung H beeinflusst die Ordnung zwischen F
und G nicht.

Bemerkung. Kahnemann & Tversky konnten in psychologischen Studien zeigen, dass
menschliche Entscheidungen oft das Unabhéngigkeitsaxiom verletzen.

Definition.

e Eine Priferenzordnung ‘<’ hat eine numerische Darstellung, wenn eine Ab-
bildung U : M — [—00, c0) existiert mit

F<G & UWF) <U@G)

e Die Darstellung ist eine von Neumann-Morgenstern-(vINM-) Darstellung,
wenn eine Abbildung u : R — [—00, 00) existiert mit

U(F)= /Ru(x)dF(x)

Theorem 3.1 (von Neumann-Morgenstern). Sei || < co und < eine Priferenzord-
nung auf der Menge der Verteilungen auf (Q, F). Dann sind dquivalent:

a) Die Priferenzordnung < erfillt Stetigkeits- und Unabhingigkeitsaxiom

b) Die Priferenzordnung < hat eine vNM-Darstellung
Fiir den Beweis benttigen wir mehrere Lemmata.

Lemma 3.2. Sei F' 5 G und < eine Prdiferenzordnung welche das Unabhdingigkeitsazi-
om erfillt. Dann ist die Funktion

0,1] = M; a—~ (1—a)F +aG
monoton bzgl. <, d.h.

a<f & 1-a)F+aG =< (1-p)F +BG
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Beweis. Ubungsaufgabe! O

Lemma 3.3. Sei < eine Priferenzordnung auf M, die Stetigkeits- und Unabhdnging-
keitsaxiom erfillt. Dann existiert eine affine numerische Darstellung U von < d.h.

U(l-a)F+aG)=(1—-a)U(F)+aU(G) VF,Ge M, a€l0,1]
Fiir jede weitere affine numerische Darstellung V existieren b € R, ¢ > 0 sodass
UF)=b+c-V(F) VFeM
Beweis. Seien F, H € M mit F' < H. Definiere das “Intervall”
[F,H ={GeM:F<G=<H}

Laut Ubungsaufgabe 3.4 ist [F, H] eine konvexe Teilmenge von M.
Fiir jedes G € [F, H]| existiert nach dem Stetigkeitsaxiom ein « € [0, 1] sodass

(I1-a)F+aH ~G
Setze U(G) := a.
Behauptung : U ist affine numerische Darstellung von < auf [F, H]

e Seien G,G’ € [F, H] mit G < G’

l1-a)F+aH~G<G ~(1-d)F+dH
Lem3.2 a S a/
= U ist numerische Darstellung von <.

e Noch zu zeigen ist die affine Eigenschaft. Sei 8 € [0, 1]. Setze

G.:=(1-p)G+pG'

o i=(1 = Ba + B’
G.=(1-p)G+pG’
~(1=B3)[(1—-a)F+aH]+B[(1 - )F + o H|
= (1 - Oé*)F + Oé*H
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= U(Gy) = a, = (1= B)U(G) + BU(G")
= U ist affin.

Sei V' eine weitere affine numerische Darstellung von < auf [F, H|. Setze

= b+cV(G)=b+cV((1—a)F +aH)
=b+c(l—a)V(F)+caV(H)
=b+cV(F)4calV(H) - V(F)]
=0

—UG) O

Beweis von Theorem 3.1. Sei |2 = N. Jede Verteilungsfunktion F iiber (Q, F,P) ist
von der Form

N
Fla) =Y aiDs, (2)
N

mit Zai =1 und Dy, :=154,, z;€R
i=1

Setze u(z) == U(D,), © € R mit U eine affine numerische Darstellung von <.
N
UF)=U (Z alil)
i=1
N
=> a;U(D,,)
i=1
N
= Z a;u(z;)
i=1

_ /R w(@)dF(z) O

Bemerkung. Fiir |Q = co muss zusétzlich verlangt werden, dass < stetig bzgl. schwa-
cher Verteilungskonvergenz ist, dann gilt Theorem 3.1 weiterhin.

Anstatt Verteilungsfunktionen F, G kénnen wir auch direkt Zufallsvariablen X, Y ver-
gleichen. Sei also < eine Préferenzordnung mit vNM-Darstellung, dann setzen wir fiir
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X,Y € LYQ, F,P)

XY e F<G:eEuX)<E[uY)
Definition. Eine Funktion u : R — [—00,00) heifit (Bernoullische) Nutzenfunk-
tion wenn u monoton steigend und strikt konkav ist.

Bemerkung. Aus monoton und strikt konkav folgt strikt monoton auf {z : u(z) > —oo}

Proposition 3.4. Sei < eine Prdiferenzordnung mit vNM-Darstellung
XY e EuX)] <E[ul))

Dann ist u Bernoullische Nutzenfunktion genau dann, wenn
a) cxdec<d Ve, deR ( “Mehr besser als weniger”)
b) X <E[X] VX e LY(P) (Risikoaversion)

Beweis. 7 =7 :

u strikt konkav: E [u(X)] < w(E[X]) = X <E[X]
” @ ” :
{amwm
X =

b mit W-keit

[N L N

X = E[X] = E[u(X)] > u(E[X])

= L(u(a) + u(d)) > u ()
= ist strikt konkav
= ist Bernoullische Nutzenfunktion. O

Definition. Sei u eine Bernoullische Nutzenfunktion und <, die zugeho¢rige Préferen-

zordnung

a) Fiir X € L'(P) heifit
cr=c(X,u) €R mit c¢~X

certainty equivalent von X

b) Fiir u € C? heif}t
u//(x)

(@)

Ay (z) =

Arrow-Pratt-Koeffizient der absoluten Risikoaversion.
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Bemerkung. Das certainty equivalent ist jene deterministische Grofle, die bzgl. < als
dquivalent zur Zufallsvariablen X angesehen wird.

Proposition 3.5. Seien u,v Bernoullische Nutzenfunktionen. Dann sind dquivalent:

a) X <pc = X <yc VX eLYP),ceR

b) c.(X,u) < co(X,v) VX € LY(P)

c) es existiert eine monoton wachsende, konkave Abbildung g, sodass

u=gow

Sind u,v € C?, ist ebenfalls dquivalent:

d) Ay(x) > Ay(xz) Vx eR
Bemerkung. Alle Punkte a) — d) lassen sich interpretieren als: u “risikoaverser® als v
Beweis. a) = b): Es gilt:

X~y c(X,v) = X %y c(X,0) 4 x < (X, 0)
mit Transitivitdt und c. (X, u) ~, X folgt
(X, u) Sy (X, 0) = (X u) <X, v)

Die restlichen Beziehungen sind Ubungsaufgabe! O

Bemerkung. Analog zum Koeffizienten der absoluten Risikoaversion lédsst sich der Ko-
effizient der relativen Risikoaversion

R, (z) =2 Ay(z)

definieren.
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Beispiel.
-

%7 I‘ZO
o u(z) = @ a>0,a#1
—00, x <0

ist Nutzenfunktion mit konstanter relativer Risikoaversion R, (z) = a # 1
(CRRA-Nutzen, Potenznutzen)

log x, z >0
* ulw)= —00 z <0

ist Nutzenfunktion mit konstanter relativer Risikoaversion R, (z) =1
(CRRA-Nutzen, logarithmierter Nutzen)

o u(z) = —exp(—yz) TER,7>0
ist Nutzenfunktion mit konstanter absoluter Risikoaversion A, (z) =~y
(CARA-Nutzen, Exponentialnutzen)

Beispiel. St. Petersburger Paradoxon (Nikolaus Bernoulli (1713))

Spiel. Eine faire Miinze wird geworfen bis in der N-ten Runde das erste Mal Zahl f&llt.
Der Spieler erhilt die Auszahlung 2V 1€,

Frage: Wieviel Einsatz sollte man zahlen um an dem Spiel teilzunehmen?

Antwort I: Der Einsatz sollte gleich dem erwarteten Gewinn sein.

N ... geometrisch verteilt, d.h.

= 0

N | =

E[2V-1] = i (;)k . k1 :g

k=1
Einsatz = oo 17
Kritik: Tatséchlich sind nur wenige Leute bereit mehr als 20€zu zahlen, die meisten
deutlich weniger!

Nikolaus Bernoulli sah dies als Schwiche der Wahrscheinlichkeitstheorie, die dieses
Verhalten nicht erklédren konnte.

Die Losungsvorschlige von Gabriel Cramer und Daniel Bernoulli entsprechen (in heuti-
ger Sprache) genau der Bewertung des Spiels anhand des certainty equivalent c, (2V =1, u)
mit Nutzenfunktion

ui(z) =V (Cramer)

us(z) =logx (Bernoulli)
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Berechnung 1.
1= C*<2N_1,U1) ~ 2N—1
d.h. ui(er) =E [ug (2N 71)]

oder ¢; = uj ! (E [u1(2V1)])

= ¢ =(2—v2)2~2,014

= FEinsatz = 2,91€

Berechnung 2.
2 =uy" (E[uz(2V7)])

NR®: |z] <1

= ¢y = elog2 =9
= FEinsatz = 2€.

k=1

0o 1\ FH1
k=0

@logQ. 1

Ok

=log?2

oo

sz:11 |82

k=0 —c ?
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3.2 Nutzenoptimale Portfoliowahl

Gegeben.
e Finanzmarktmodell S = (SO, cee S’d) mit Zeithorizont T
e Bernoullische Nutzenfunktion @
e Anfangskapital w € R

Ziel. Investiere Anfangskapital w so in den Finanzmarkt, dass der Nutzen aus dem
Endvermogen zum Zeitpunkt 7" maximal ist.

Formal: -
(NOP?) {maXE [#{&r- Sr)
&y - So =w, & selbstfinanzierend.
Wir losen (NOP’) unter den folgenden zusétzlichen Annahmen:
o Q] <00

e Numeraire S? ist deterministisch

Da S° deterministisch, ist u(z) := @(S%x) ebenfalls Nutzenfunktion und (NOP’) ist
dquivalent zu

maxE [u (w + (£ o X)7)]

(NOP)
& vorhersehbar

Wie sieht es mit der Losbarkeit von (NOP) aus?

Theorem 3.6. Sei u eine Nutzenfunktion und || < co. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) Das Finanzmarkt-Modell S ist arbitragefrei

b) Das Nutzenoptimierungsproblem (NOP) mit Anfangskapital w besitzt eine Lisung
§.

Wenn zusdtzlich S nicht-redundant ist, so ist &€, eindeutig

Beweis. “a) <= b)” : (mit Widerspruch)
Angenommen &, sei Losung von (NOP) und ~ Arbitragestrategie.
Dann gilt:

(yoX), >0 fus.
Pl(yoX)p > 0] > 0
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Definiere £ = £, + v. Es gilt:

optimal

Elu(w+ (€, 0X)p)] = Elu(w+ (§0X),)]
:E{u(w—&-(S*OX)T—&- (vyoX)p )}
———

>0 mit
pos. W—keit
> Efu(w+ (€. 0 X)7)]
= Widerspruch
“a) = b)” : Setze
Ay = {(§ 0o X) : € vorhersehbar}

... linearer Vektorraum
(NOP) ist dquivalent zu

max {E [u(w+ X)] : X € Ap} (*)
Setze ¢ := E [u(w)] und betrachte

N:={XecAy:Eu(w+ X)] > c}

(*) ist dquivalent zu

max {E [u(w+ X)]: X € N} (%)
Wir zeigen: N ist beschrankt.
Angenommen X,, sei unbeschriankte Folge in N, d.h.

Jim [| Xy, = oo
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral besitzt H))((inlh eine konvergente Teilfolge
X,

—k— = ne A 0
e, 77 € A MO

¢ <limsupE [u (w + X, )]

k—o0

<E |limsupu (w + Xp,)

k—o0
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Xn
:E[limsupu(w—l— b '|Xnk||1>:|
k—o0 ||XmH1 ~—
N——

—00
—n

=u(00) - P[n > 0] + u(—o0) -P[n < 0]
——

=—00

= Pp>0=1und P[n>0]>0

= 3 Arbitrage n € Ay mit P [n > 0] = 1! = Widerspruch

= N ist beschrinkt und abgeschlossen

|Q\:<>oo N ist kompakt

= () ist Maximierungsproblem mit stetiger Zielfunktion iiber einer kompakten Men-
ge

= Losung X, € Ag existiert

= J€, vorhersehbar mit

Eindeutigkeit von &,:
Angenommen es existieren zwei optimale Strategien &, # 1, mit

Y. —w+ (€, 0 X);
Z* =w + (77* © X)T
———
#0

Da das Finanzmarktmodell nicht redundant ist, folgt Y. # Z, und beide 18sen (%)

Set
etze Yotz

K.
2

Eu(K.)] 5" 1 u(¥)] + E[u(Z.)

= Widerspruch. O

Theorem 3.7. Sei u eine stetig differenzierbare Nutzenfunktion. Dann sind dquiva-
lent:

a) &, list (NOP)

b) Das durch
00 w(w+ (€, 0 X)r)
dP Eu(w+ (€, 0 X)r)]

definierte Maf3 Q* ist ein dquivalentes Martingalmayfs.
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Beweis. “a)=b)”: Sei &, optimal, n beliebige vorhersehbare Strategie.

0= aﬁE [u(w + (£, +en) 0 X)7)]

& gP 2U(w + (€ +en)o X)T)L_o}

e=0

Oe
= E" [u/(w + (&, o X)7) - (0 X)7]
EY [(noX)r] =0 Vn vorhersehbar
= X ist Q" — Martingal

I

= Q* ist dquivalentes Martingalmaf

® Fiir || < oo kann "E* und ” £ ¢ immer vertauscht werden.
Fiir || = oo muss Konkavitit von u zur Begriindung genutzt werden.

“a)<=b)”: u strikt konkav: setze ¢ = EF [u/(w + (€ 0 X)7)]
es gilt: u(y) < u(z) + (y — z)u/(x)
Somit gilt fiir ein beliebiges vorhersehbares &

w(w + (€0 X)) <u(w+ (£, o X)r)
+((E— &) oX)r v/ (w+ (£, 0X)7)
=E” [u(w + (§ 0 X)7)] <EF [u(w + (£, o X)7)] + B [((§ — &,) o X)7] ¢

=0 da Q* EMM

= £, ist optimal O

Bemerkung. Gemeinsam bilden Theorem 3.6 und Theorem 3.7 einen weiteren Beweis
fiir den ersten Fundamentalsatz der Bewertungstheorie (Theorem 2.1) unter der An-
nahme || < 0o, denn

No-Arbitrage 28 (NOP) besitzt eine Losung &% o5 existiert ein EMM

Korollar 3.8. Betrachte einen arbitragefreien, vollstindigen Finanzmarkt mit eindeu-
tigem dquivalenten Martingalmafl Q und setze L = %. Weiterhin seien ein Anfangs-
vermdgen w € R und eine Nutzenfunktion u € C gegeben. Definiere I(y) := (u')~(y).
Das optimale diskontierte Endvermdgen Yy, = w + (€, o X)r erfiillt

Y, = I(cL)

dabei ist ¢ € R Ldsung von
EQ [I(cL)] = w

59



Bemerkung. Wenn das optimale Endvermégen Y, bekannt ist, so kann die optimale
Strategie €, als Replikationsstrategie fiir den ,,Claim* Y, berechnet werden.

Beweis. Aus Theorem 3.6 folgt die Existenz einer optimalen Strategie &, mit diskon-
tiertem Endvermogen Y, = w + (€, o X).
Setze ¢ :=E [u'(w + (€, o X)7)].
Nach Theorem 3.7 definiert die Dichte % . %u’ (Y,) ein dquivalentes Martingalmafl
Q.
Aber Q ist eindeutig, d.h. Q = Q*
= L= %u’ (Yy)
= Y. =1I(cL)
AufBlerdem gilt
EQ[1(cL)] = E2 [w + (€. o X)r)] = w. O

Weitere Anwendung auf Derivatebewertung: Grenznutzenpreis

Gegeben sei ein Claim C' mit Preisprozess II;. Wir betrachten NOP im erweiterten
Finanzmarktmodell (S°, St, ..., S TI;) mit optimaler Strategie SA* = (£9,... ¢d gdtl)
Wenn £4+1 = 0 gilt, so hat der Claim C keinen Einfluss auf die Nutzenoptimierung,
er ist “Nutzenneutral”

= Grenznutzenpreis
Korollar 3.9. Der Grenznutzenpreisprozess Il eines Claims C' ist gegeben durch

[ C
I, = S - E© {
t S%

7

mit Q* aus Theorem 8.7

Bemerkung. Der Grenznutzenpreis von C' ist auch in unvollstdndigen Mérkten eindeu-
tig, héngt aber von der Nutzenfunktion u ab.

Beweis. Anwendung von Theorem 3.7 auf den erweiterten Markt liefert

v s (X)) (5:%), ] o

fiir einen beliebigen R¥*!-wertigen vorhersehbaren Prozess 7 = (n,nd“). Nach An-
nahme gilt £4+1 = 0 und damit

(I) EF [/ (w+ (& 0 X);) (noX)p] =0
(U1) B[ (w+ (€ 0 X)) (v o D) | =0
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Aus (I) folgt
E% [(noX)r] =0

fiir alle vorhersehbaren R?-wertigen Prozesse 1, und damit stimmt das Martingalmafl
Q. des erweiterten Marktes mit dem Martingalmaf} aus Theorem 3.7 iiberein. Aus (II)
folgt

EQ- [(nd+1 Oﬁ)T:| -0

fiir alle vorhersehbaren R-wertigen Prozesse n9t! und damit ist II ein Q,-Martingal.

Es folgt
IIp 11,
E® | —| F| = =
Bl
fiir alle t € {0,...,T} und mit II; = C die Behauptung. O

3.3 Capital Asset Pricing Model (CAPM)

Optimale Investition unter Unsicherheit nach Markowitz (1952)

Wir leiten das CAPM als Spezialfall des NOP ab.
Annahmen:

e Einperiodenmodell Z = {0, T}
e Numeraire: S =1, S =1+r
e Wertpapier: S' ~ A (u, ) ... Multivariate Normalverteilung

e Investor I(w,~) mit Anfangsvermogen w € R und CARA-Nutzen
u(z) = —exp(—7yx)
Ziel.
I) Optimales Investment von I(w,~) ohne Anteil in Numeraire
IT) Optimales Investment von I(w,y) mit Anteil in Numeraire
Betrachte zuerst das erste Markowitz-Problem

maxE [u (gTsl)]

(Mark-I)
'Sy =w
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Es gilt
~2
Eu(€781)] =E[-exp (-1¢"81)| = —exp (vﬁTu + 25%)
= (Mark-I) ist dquivalent zum “Mean-Variance” Optimierungsproblem

max (€7 - 3¢ ¢)

M-V
£7S, — w (M-V)

Interpretation: Optimiert wird der Erwartungswert des Portfolios zum Zeitpunkt 1,
verringert um einen Strafterm, der der Varianz des Portfolios, gewichtet mit dem Fak-
tor v entspricht.
VE = ¢"S, - max (IE {Vf] — 2 Var (Vf)) ... Mean-Variance-Tradeoff
Wir definieren die Lagrange-Zielfunktion zum Optimierungsproblem (M-V):

LEN = €n—26"8e+2 (7S —w), AeR

Bedingungen fiir Optimalitét:

oL
oc . r B

Aus (I): €, = %271 (p+ ASp)
Aus(IT): ST¢, = STE"tu+ ASTE71Sy = wry

N wy — SOTE_lp,
T sfx-is,
1 1 1 ST's—1p
= =-x! -2 »ls
L= % nt (w SIS 1S, sgz—lso) 0
—— ——
=P =Q

1
=2 lu+ (wP — Q) »!S,
v g

Two-Fund-Separation. Jeder Investor I(,w) investiert in eine Linearkombinati-
on aus zwei Portfolios (‘funds’) ¥ =1y und 1Sy unabhiingig von der Anzahl d der
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verfiigharen Wertpapiere.

Bemerkung. Eine mogliche Erklarung fiir den Nutzen von Anlagefonds

Betrachte nun

p, =E [Vls*]
V2 = Var(V;)

Erwartungswert und Varianz des Optimalportfolios zum Zeitpunkt 1:
_ T R QN 1y
pe =E €51 771142 p+ (wP 5 [T )

T I et QN1 ey Q) Ty—1
Vi=Var(§,S1) = s ¥ p+2(wP— =) —p X" So+ (wP— =) S3X7°Sg
Y Y/ Y

Ml it realisierbare
Portfolios

&‘opfimale Portfolios

nicht optimale

Portfolios

V()

¥—0
¥<0

wy und V; als Funktion der Risikoaversion ~y

Zusammengfassung.
Markowitz-Problem I: Optimales Investment ohne Risikofreies Asset
Optimales Portfolio: E*%E_lu + (wP - %) Y18

Two-Fund Separation: Optimale Anlage ist eine Linearkombination von X ~'p und
2_180.
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Erwartungswert und Varianz des optimalen Portfolios:
1
= s (wp - 2) sty

*

VI = .. quadratischesPolynom in —
Y

KN picht
erreichbar,

nicht optimal Hyperbelast

=00

\\ A,A/—V;P ... tandardabw.

Markowitz-Problem II: Mit Investment in risikofreie Anlage So (S§ = 1, S§ = 1+7)

{max ET[“ (¢'s))] (Mark-IT)
NB: €' Sy = w
E [u (ET§1)} =E {— exp <—7§TS1 =& (1 + T))}

= —exp <’y (ET/L + &0+ r)) + §5T21£>

NB: {0 +€TSO =w
=& =w-¢"So

— _exp (—v (w4 r) + €7 (= So(1+7))) + fgz_ﬂ

= (Mark-II) ist dquivalent zu

{max ¢ (u—So(1+7)) — %gTZ_lg (Mark-1T")

keine NB
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Optimalitit: F(&) = &7 (u—So(1+7)) — 3¢"571¢

oF
afg—ll»
6 =257 (= Sa(1+7))

—Sp(L+7) —y57"¢

One-Fund-Theorem: Jeder Investor I (v, w) investiert in eine Linearkombination aus
einem Wertpapierportfolio (dem “Marktportfolio”)

51 (e — So(1+ 7))

und der risikofreien Anlage S° (unabhiingig von der Anzahl d der verfiigharen Wert-
papiere und vom Anfangskapital w)
Erwartungswert und Varianz des Optimalportfolios

V=€) + &(1+r)
=w(l+r)+ S*T(Sl —So(l1+7))

> W=V = w(l+n)+ 2 (= (14 080T 57 (i (1+7)80) =
=R

=w(l+r)+ lRTZ_IR
Y

1
V! =Var(V*) = SR"S'R
gl

PN picht
erreichbar

gerade Linie

nicht optimal

=00

A/'\/-v‘f['l

x

CAPM: Weitere Interpretation der Optimalitit des Marktportfolios, Vergleich von
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Marktportfolio und einzelnen Wertpapieren S°.
Werteprozess des Marktportfolios: M; = STYX71 (u — So(1 + 7)), te{0,1}
Daraus folgt

E[M] =p"S7 (p—So(1+7) = "SR
Var(M;) =RTE 'R
In der Praxis miissen g und ¥ nicht bekannt sein!

Als Ersatz fiir Marktportfolio kann Aktienindex, Anlagefund etc. dienen.

e Kennzahlen des Marktportfolios:
Uberschussrendite:

E[M] - My(1+7)=p"S 'R -S3(1+ 2 'R=RTES'R
?Erwartungswert von Investition in Marktportfolio”
— ?Investition in risikofreie Anlage”

Sharpe-Ratio:

E[M]-My(1+r)  RTISTR
SR =500 VR Y R

e Kennzahlen eines einzelnen Wertpapiers S*:
Uberschussrendite:
pi = So(L+7)

Sharpe-Ratio: _
i — Se(L+7)
Std(S?)

Beta: Skalierte Kovarianz zwischen Wertpapier und Marktportfolio

SR(S") :=

g = Cov (8%, My)
o Var(Ml)

kann zum Beispiel aus Zeitreihe geschéitzt werden.

66



CAPM-Gleichung I:

;. Cov(S%, My)
b= Var (M)
1
TS5 (1= So(1+1))
RTY-IR
_ ki = Sp(L+r)
~ RTY-IR
_ mi =S+
- E[Mi] — Mo(1+7)

= Bi (BE[My] — Mo(1+7)) = (i — So(1+ 1))

Uberschussrendite Uberschussrendite
Marktport folio Wertpapier S*

Interpretation als Regressionsgleichnunyg.

- Angemessene Rendite von S lisst sich aus Beta und der Rendite des Marktport-
folios erkléren

- Liefert statistischen Test fiir Markowitz-Modell

U- Rendite

"besser als das

CAPM erlaubt” °

, "schlechter als das
° CAPM erlaubt”

Beta

Tatséchlich: Meist kein guter Fit!
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CAPM-Gleichung II:

wi — SE(1+ 1)

Var(S;)
_ Cov(S}, M")
Var(Sy)
= Cor(Si, M*) - \/Var(M)
= Cor(S%, M%) - VRTLS- 1R

SR(S%) =

= Cor(S;,M") - SR(M)
—_—— ——
Korrelation zw. Sharpe— Ratio
St & Marktportfolio Marktportfolio
€l-1,1]

Kein Wertpapier hat hohere Sharpe-Ratio als Marktportfolio!

Probleme bei Schitzung von erwarteten Returns

Beispiel. Wy ... Brownsche Bewegung, d.h. W; — W, ~ N(0,t — s) unabhingig von
Ws =W, (r<s<t)

log(S:) = oWy + at, t... in Jahren

Typisch: o € 20% — 80%, «€5% — 30%

zB.0=0,2,a=0,1

n Beobachtungen pro Jahr, z.B. n = 250 (Beobachtungen/Jahr)

d.h.ijlog(S%)—log(5%>...11d N(n,n>
"X = ;;ﬁ N (o)

Wihle N ausreichend grof, damit o mit 95% Wahrscheinlichkeit im Konfidenzintervall

[@—0,01,a + 0,01] liegt.
n
1 .oy /~ = 0,01
96 0y =0,0

95%—Quantil

N  02.1,962
=22 —0.22.1,96%-10.000 ~ 1536, 64
n 0,0001 ’ ’ ’

Der Preisprozess S muss 1536 Jahre beobachtet werden!!
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4 Optimales Stoppen und Amerikanische Optionen

Amerikanische Call-Option: verbrieftes Recht, das Basisgut S zu einem beliebigen
Zeitpunkt 7 € {0,1,...,T} zum Preis K zu kaufen.

Amerikanische Put-Option: verbrieftes Recht, das Basisgut S zu einem beliebigen
Zeitpunkt 7 € {0,1,...,T} zum Preis K zu verkaufen.

Frage. Wie bestimme ich den optimalen Zeitpunkt 77
= ”Optimales Stoppen”

4.1 Optimale Stoppprobleme

Definition. Sei (2, F,P) ein W-Raum mit Filtration (F;,)ner und (Z,)ner ein inte-
grierbarer, adaptierter stochastischer Prozess (” Auszahlungsprozess”).
Das Maximierungsproblem

max{E[Z;] : T Stoppzeit, 0 < 7 < T} (0S)

heifit optimales Stoppproblem zu Z.
Eine Stoppzeit 7 heifit optimal fiir (OS) wenn

E[Z] = swp E[Z]
0<7<T

Frage.
e Wann existiert ein optimales 77
e Wie bestimmt man 77

Definition. Dem Stoppproblem (OS) ordnen wir den optimalen Werteprozess

Vi:= sup E[Z;|F], tel
t<7<T

zu. Eine Stoppzeit 7 fiir die das Supremum angenommen wird heifit optimal nach t.

Bemerkung. Wir nehmen an, dass €2 abzéhlbar ist, sonst miissen wir ”sup” durch das
essentielle Supremum ”ess sup” ersetzen!

Einige einfache Folgerungen aus dem Satz zum optionalen Stoppen (Theorem 1.11)
Proposition 4.1. Fiir das optimale Stoppproblem (0OS) gilt:

a) Wenn Z ein Martingal ist, so ist jede Stoppzeit 0 < 7 <T optimal
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b) Wenn Z ein Submartingal ist, so ist T =T optimal

c) Wenn Z ein Supermartingal ist, so ist T =0 optimal
Beweis. Sei 0 < 7 < T, dann gilt:

a) E[Z;] = konst = E[Zy] = E[Z7]

b) B(Z,] <E[Z]

©) E[Z,] > E[Z)]

Fiir die allgemeine Losung brauchen wir folgende Definition:

Definition. Die Snellsche Einhiillende von Z ist das kleinste Supermartingal wel-
ches Z dominiert.

Bemerkung. ” X dominiert Y” < X; >Y; Viel

Theorem 4.2. Zu jedem adaptierten, integrierbaren stochastischen Prozess (Zi)ier
existiert die Snellsche Einhillende.

Beweis. Definiere
D := {(D¢)ter : D Supermartingal, D dominiert Z}

Behauptung: D # @
Setze Y, == E [Z{:n(zm‘ 7

o Esgilt: V,, > (Z,)+ > Z, VYnel
= Y dominiert Z

e Weiterhin gilt: E[Y,, 11 — Y,| F] = —(Zn)+ <0
= E[Yni1|Fn] <Y,
= Y ist Supermartingal

Setze S, := infpep Dy

Behauptung: S, ist Snellsche Einhiillende
klar: S dominiert Z

Bleibt noch zu zeigen: S ist Supermatingal

E[lSnl] <E[|Zn]] + E[|Dn|] <oo VD €D
E[Sns1| Fo] <E[Dpss| Ful <D, YD eD
= E[Spi1]|Fn] < inf D, =S,
DeD
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= S ist Supermatingal
= S ist Snellsche Einhiillende O

Theorem 4.3. Die Snellsche Einhiillende S, von Z kann rekursiv definiert werden
durch:

St =Zr
Sp = max {Z,,E[S,+1]| Fn]}
Beweis. Man sieht leicht, dass
e S dominiert Z
e S, >E[Snt+1| Fu] = S ist Supermartingal

Bleibt noch zu zeigen, dass S das kleinste Supermartingal ist, das Z dominiert. Sei dazu
D ein weiteres Z dominierendes Supermartingal. Wir benutzen Riickwartsinduktion
nach n. Fiir den Induktionsstart gilt:

Dy > Zp = ST.
Unter der Induktionsvoraussetzung Dy, > Sy, fiir alle k € {n+1,...,T} folgt

Dn Z maX{Zn,E[Dn-i-ﬂ]:n]}
I1.V.
> max {Zn, E[Sp41| Fal}
= Sn,
O

Theorem 4.4. Der optimale Werteprozess ist die Snellsche Einhiillende von Z und
die Stoppzeit
N :=1inf{k € {n,...,T}: Z; =V}

ist optimal nach n.

Beweis. Per Induktion: Sei dazu S die Snellsche Einhiillende und V' der Werteprozess.
Start: Sp = Zp = Vp und np = T ist optimal.
Schritt: Wir nehmen an, dass Sy, 1 = V.41 und 7,41 optimal nach n + 1.
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Sei 7 Stoppzeit mit n <7 < T

E[ZT| -Fn] =Znp li—p+E [ZTA(n+1) ' 17—>n| -Fn]
=Zpli=n + 1rsn -E[E [ZTA(7L+1)| ]:nJrl] | Fnl

<Vn41=Sn41

<Zp licn +E[Sni1]| Fn]  Lrsn
< max{Z,,E[Sp11| Fnl}
— S,

=V,= sup E[Z|F,]<S,

n<t<T

Betrachte nun 7, = inf{k € {n,...,T}: Sy = Zy}

{1 =n} = {8, = Zy} = {Z > E[Sk+1| Ful}

E [Z”]n | ‘Fn] = 17771:771 ' Zn + 177n>7l E [Znn ‘ ‘7:"]

Iv.
= 12, 5E[Spi1|Fa] - Zn T 12, <E[ 501|170 - B [Sni1| Ful

=max{Z,,E[Sn+1| Fnl}
:Sn
= V,= sup E[Z;|F.] >S5,

n<r<T

= V,=S,undV, =E[Z,, | F,]
= 1), ist optimal nach n. O

Theorem 4.5.  a) Der optimale Werteprozess V' im Stoppproblem ist die Snellsche
FEinhiillende von Z.

b) Eine Stoppzeit T ist optimal genau dann wenn
i) Zz =V gilt und
it) (Vaat)ter ein Martingal ist

Beweis. a) Betrachte Vi = sup,<, <7 E[Z,| Fi]
Es gilt:

o V., > 7, d.h. V dominiert Z

o VizE[Zr| F] =E[Vr| F]
= V ist Supermartingal
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e Sei D ein weiteres Supermartingal welches Z dominiert:

(dominiert) (Superm.)

E[Z|F] < E[D.|F] < D, VStoppzeitent <7 <T

= sup E[Z]|F]< D
t<r<T

=V, <Dy Vtel

= D dominiert V
= V ist Snellsche Einhiillende

b) 7=": Sei T optimal fiir (OS)
Es gilt:
Vo= sup E[Z]=E[Z]

0<7<T
Andererseits gilt: Vo > E [Vz] wegen Supermartingal-Eigenschaft
= E[Vz] <E[Z3]
Aber V dominiert Z, d.h. V; > Z; Vt e I
= E[Vz] =E[Zz] = (i)
Des weiteren gilt:

(Superm.) (Superm.)
E[Zz]=Vo > E[Vins] = E[V=E[Z]

= t+— E[Via7] ist konstant
Ein Supermartingal mit konstantem Erwartungswert ist ein Martingal
= Viprz ist Martingal = (ii)

”¢77:
_ (@0 _ (@)
Vo =Vorr = EVraz] = E[VZ] = E[Z7]
dh E[Zz] =Vo = sup E[Z,]
0<7<T
= T ist optimal O

Fiir die Existenz einer optimalen Stoppzeit benttigen wir die Doobsche Zerlegung:

Theorem 4.6. Sei X ein Sub/Super-Martingal.
Dann existiert eine Zerlegung

X=M+A

wobei M ein Martingal ist und A ein vorhersehbarer, integrierbarer, monton steigen-
der/fallender stochastischer Prozess mit Ag = 0.
Die Zerlegung ist fast sicher eindeutig.

73



Beweis. Ubung! O

Theorem 4.7. Sei V = M + A die Doob-Zerlegung des optimalen Werteprozesses V.
Dann st
=inf{ne€{0,...,T—1}: A,y1 <0}

eine optimale Stoppzeit fir (OS).
Fiir jede weitere optimale Stoppzeit gilt T < v f.s., d.h. v ist mazximal optimal.
Beweis. Es gilt:
Varnw = Mupw + Annw = Mppy
——
=0
d.h. (Vuaw)n € N ist Martingal.
Wir zeigen des weiteren: Z,, =V, f.s.
Auf {v =T} gilt Zp = Vp.
Auf {v =n}, n < T gilt

Vn:Mn+ An = n:]E[Mn—&-lLFn} >E[Mn+1+An+1 |-7:n] :E[Vn+1|‘7n]
\/O./ ——
= <0

Andererseits gilt mit Theorem 4.3
Vi, = max{Z,,E [ Vii1| Ful}

= Vo, =2, auf {vr =n}

= V,=2Z,1s
Thm4.5b) .
= v ist optimal

Sei T eine weitere optimale Stoppzeit.
Dann gilt (nach Theorem 4.5): V,, A7 ist Martingal, d.h.
Vo =E[Vz] =E[Mz + Az] = Mo + E [47]

= E[A?]ZO = A?:O
= 7<v O

4.2 Amerikanische Optionen

Call-Option: Auszahlung zum Zeitpunkt k: (S; — K)4 - 1,
d.h. der faire Preis bei Ausiibung zum (Stopp-)Zeitpunkt 7 ist

4 (r ZE@[S— ) - SOT;C}:]E@[SO(S— )4
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Der optimale Ausiibungszeitpunkt 7 ist gegeben durch das optimale Stoppproblem

1
AC _ Q _
I = OlgnrangE [SQ (Sr K)+]

Notation: Zj, = %(Sk — K)4 ... Auszahlungsprozess
k

Theorem 4.8. Die risikofreie Anlage SP sei f.s. steigend (z.B. S = (1+1)t). Dann
gilt

1

AC

¢ = g {S%(ST - K)%

d.h. der Preis des Amerikanischen Calls ist gleich dem des Europdischen Calls und
der Ausiibungszeitpunkt entspricht der Endfilligkeit, d.h. 7 =T ist optimal.

Bemerkung. Die Annahme SY steigend ist fast immer gegeben.

Beweis. Da S? steigend, gilt:

SO(S"K)'F(SOSO>+Z(SOSO ) (+)
n n n n —+

n—1

]:n1‘|

K
- 0) (wg. Jensen)
Snfl +

Die Funktion z — (x — SOL) ist konvex, daher
n—1 —+

(+) S, K
o] S ()
' l Sy S ).
S
Q n
> (=

= (Sgl - f) (da Q MartingalmaB)
SY .S N

B | g5 (5, - K-

]:n—1:|

n—1
1
= ST(Snfl - K)Jr
n—1

dh. EQ[Z,| Fni1] > Zna
= Der Auszahlungsprozess Z, ist ein Submartingal

Prop. 4.1 . .
TR 2 st optimal O
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Put-Option:

1
47 (r) = E¢ [SO(K - ST>+}
1
47 = sup EC {SO(K—ST)JF}
0<r<T T
1
Zk = Sig(K - Sk)+

Der Preis der Amerikanischen Put-Option entspricht im Allgemeinen nicht dem Preis
der Européischen Put-Option.
Ausnahme: S konstant (d.h. Zinsrate = 0)

Der Preis muss iiber das optimale Stoppproblem berechnet werden.
Losung z.B. iiber Rekursion im CRR-Modell.

Theorem 4.9. Betrachte eine Amerikanische Put-Option im CRR-Modell und V,,, den
Werteprozess des zugehdrigen optimalen Stoppproblems. Dann existieren Funktionen
fn: R =R, sodass

und die Werte von f,, in den Knoten des Baumdiagramms lassen sich rekursiv berech-
nen durch
1
e fr(Sr) = W(K —57)+
b—r r—a
® fn(Sn) = max W(K — Sn)+; mfnﬂ(sn(l +a))+ mfnJrl(Sn(l +b))

“continuation value'

Insbesondere gilt Vo = fo(So)
Der optimale Ausiibungszeitpunkt ist gegeben durch

~_ 1
T = 1nf{n € {0, v ,T} : fn(Sn) = W(K — Sn)+}
Beweis. Folgt aus Theorem 4.3 mit Z; = ﬁ(K — Sk)+ und

E2 [Viuia] Fol = E2 [ fri1(Sni1)| Fl
=Q[Rnt1 =a] fuy1(Sn(1+a)) + Q[Rut1 = 0] - fur1(Sn(1+0))

O
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Bemerkung. ﬁ([( — Sn)+ heiBt “exercise value”

... diskontierter Wert bei sofortiger Ausiibung
. in jedem Knoten bekannt
”continuation value”

. Wert der bei Verzicht auf sofortige Ausiibung noch in der Zukunft erzielt werden
kann

. muss durch Riickwirtsrekursion als risikoneutraler bedingter Erwartungswert
des zukiinftigen Preises berechnet werden

In jedem Knoten des Baumes werden continuation value und exercise value verglichen:
- exercise value grofler = optimal auszuiiben

- continuation value gréfler = optimal abzuwarten
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5 Black-Scholes-Formel

Ziele.
e Ubergang zu Finanzmarktmodellen in stetiger Zeit mittels Grenzwertbildung
e Herleitung der Black-Scholes-(BS-)Formel fiir européische Put- und Call-Optionen

Wir betrachten eine Folge von CRR-Modellen (S™),en mit kleiner werdenden Schritt-
weiten A, := %

Wihle ¢ > 0, r > 0 und setzte
Zinsrate: v, =1 - A,
Rendite bei Aufwirtsbewegung: b, = - A, + ovA,
Rendite bei Abwirtsbewegung: a,, = r - A,, — o/A,,
Es gilt also (siehe Kapitel 2.3)

Sp =5[] +R (CRR™)

i=1

R} nimmt Werte a,, und b,, jeweils mit strikt positiver Wahrscheinlickeit an.
Wihle n ausreichend grof}, sodass —1 < a,, gilt.
Aus Kapitel 2.3: Unter den jeweiligen Martingalmafien Q" sind die (R?)i€{17'.'7n} sto-
chastisch unabhéngig und
@ [Rp =)= i = SV
bp —an 20N, 2

Frage. Wogegen konvergiert die Verteilung von S7 unter Q" fiir n — oo?

Ubergang zu Logarithmus:

Z, = log <g§) = Zlog (1+RY})
i=1 )

—.In
=:L7

... Summe von unabhéngig, identisch verteilten (aber von n abhéingigen) Zufallsgréfen
= Zentraler Grenzwertsatz?

Es liegt ein sogenanntes Dreiecksschema vor:
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Zy = L} Zufallsgrofen in einer
Zy L2+ L2 Zeile sind stoschastisch
Zs3 L3+ L3+ L3 unabhéngig

Theorem 5.1 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Dreiecksschemata).
Sei fiir jedes n € N eine Folge L™ = (LY, ..., L") von Zufallsgrifien gegeben (”Drei-
ecksschema”) mit folgenden Eigenschaften:

a) Vn € N sind (L});c(y, .,y unabhingig mit identischer Verteilung

K2

b) 3 Folge von Konstanten K™ — 0, sodass

L' < K™ Vie{l,...,n}

¢) Mit Z™ :=>"" | L gilt
E[Z"] — u
Var(Z™) — o*

Dann konvergiert (Z"),, oy in Verteilung gegen eine Normalverteilte Zufallsgrofie mit

Erwartungswert p und Varianz o2.

Beweis. Ubung! O

Zur Erinnerung.
Dichte der Standardnormalverteilung:

Verteilungsfunktion:

®(z) :/; e(y)dy = \/12?/; e dy

Die Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz o2 hat die Verteilungsfunk-
tion @ (£)

Definition. FEine strikt positive Zufallsgréfie X heifit lognormalverteilt mit Para-
metern p und o2 wenn log(X) normalverteilt mit Erwartungswert y und Varianz o>

ist.
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Theorem 5.2. Betrachte eine Folge von CRR-Modellen S wie in (CRR™) beschrie-
ben. Dann konvergiert Z—ﬁ unter Q™ fiir n — oo gegen eine Lognormalverteilte Zufalls-

grofie mit Parametern Tp =T (r — ‘772) und To?.

/Iquivalent dazu gilt mit Z™ = log (gg)

"z <a] 0
len <4l ( o2/T )
Beweis. Das Dreiecksschema L™ = (LY,...,LY) mit LT = log (1 + R}) erfiillt unter
Q" offensichtlich die Bedingungen (a) und (b) von Theorem 5.1
(Wihle z.B. K,, :=rA,, + ovA,)
Wir berechnen Erwartungswert und Varianz:

Taylorentwicklung fiir log:

2 333

1og(1+z):x—?+§+0(z4) firx — 0

E®" [L}] = E¥ [log (1 + RY)]

1 1
3 log(1 +by,) + 3 log(1+ an)

1 1
i(bn-f—an)—z(bi-i-ai)-l-...

_ NI 3
= A, — 5 (AL +0%A,) + 0 (A7)

A, — %a%n 40 (A%)

n 1 1
EQ {(LZ‘)Q} =3 log?(1 + by,) + 3 log?(1 + ay,)

(
= var®" (1) =E" [(27)’] - (B [L?])2
(

=o*A,+0(Ad)
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Mit Theorem 5.1 folgt:
Z™ konvergiert unter Q™ in Verteilung gegen eine Zufallsgrofie Z ~ A (Tu, Taz)

Mit Z™ = log (%) folgt die Behauptung. O
Wir fixieren den Ausiibungspreis K und die Falligkeit 7" und schreiben

C™(tyn, St,) . .. Preis einer européische Call-Option im CRR-Modell (CRR™) zum
Zeitpunkt ¢, := %Ltnj in Abhéngigkeit vom Preis S;, des Basisguts

P"(tn, St,) ... analog fiir Put-Option

Theorem 5.3. Die Preise C™, P™ konvergieren fiir n — oo gegen den Black-Scholes-
Preis

CBs(t7St) = hm C"(tn,St”)

n—oo

PBs(t, St) = h_)m Pn(tn, Stn)
und es gilt die Black-Scholes-Formel

Cps(t,S) = S®(dy) — Ke " T d(dy)
Pps(t,S;) = —8,®(—dy) + Ke " T=9d(—dy)

wobei
log (88) + (r+2) (T —t)
dy = di (t, 5)) = %) J(T_Qt)
log(%)—i—(r—";) (T —1%)
dgzdg(t,st): oJT —1 :dl—U\/T—t
Bemerkunyg.

- Geschlossener Ausdruck fiir die Bewertung européischer Put- und Call-Optionen
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- Herleitung als Grenzwert aus CRR-Modell entspricht nicht der iirspriinglichen
Herleitung von Black und Scholes mittels stochastischer Analysis (néichstes Ka-

pitel)

- Fiir die Entwicklung der BS-Formel und des BS-Modells erhielten Scholes und
Merton den Wirtschaftsnobel(-gedenk)preis 1997

- Der Parameter o heifit Volatilitdt und entspricht der Schwankungsbreite der
Preisénderung

Beweis. Wir beweisen das Resultat fiir t = 0, der Beweis fiir beliebiges ¢t € [0, T'] erfolgt
analog.
Nach Korollar 2.4 gilt fiir den Preis der Put-Option

P"(0,80) = (1+rA,) "EY" [(K - S7). ]
(1+7“A |: K Soe :l
= (1+7A,)"EY" [f(2")]

mit f(z) = (K — Spe”), stetig und beschrénkt.

T —n
e lim (1+7A,)™" = lim <1 + r) =e T

n— 00 n— 00 n

o lim EY" [f(zm) "5

n— oo

E[f(Z)] mit Z ~N (uT,0°T)

oo

E[f(2)] =

z (Z _ MT)Q
(K — S()e )+ exp (_20'27_' dz

BRI
oVT V2r J-

2Mf/log %) (K — Spe? )exp< 1(20_\/‘1T>2> dz

—uT d
Substitution: y = it o dy = i

oVT ' oVT
: (K — Spexp (a\/Ty—FuT)) eiédy

1
N V 2 /;oo
1 —do 2
= K®(—ds) — SOE/ exp (aﬁy + uT — y2) dy

=®
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Nebenrechnung;:

2
2 2 > (y_aﬁ)
U\/fy—I—,uT—y—:U\/Ty—U—T—&—rT—y—:rT—i
2 2 2 2
2
- 1 —dso (y—U\/T)
® = K®(—da) — Spe” —/ exp| ———— | d
(—d2) = So Vo I 5 y

= K®(—dy) — Spe'T® (—d2 + o\/f)
= K®(—dy) — Spe" ' ®(—dy)

= Formel fiir Put gezeigt.
Mit Put-Call-Paritit (Lemma 0.2) gilt:

C"(O, So) = P”(O, So) + So — K(l + T’An)in

= lim C™(0,50) = —So®(—d1) + e " K®(~dy) + Sp — Ke ™"

n— oo
= So(1 = ®(—dy)) —e "TK(1 — ®(—dy))
= Soq)(dl) — e_rTK(I)(dg)
Wegen 1 — ®(—z) = &(x) (Symmetrie der Normalverteilung) O

Weitere Aspekte der Black-Scholes-Formel:
Wir haben gezeigt: CRR-Preise konvergieren gegen BS-Preise

Frage. Was gilt fiir die Replikationsstrategie aus dem CRR-Modell?
Konvergiert diese auch?

Korollar 5.4. Fiir den Aktienanteil & im Replikationsportfolio der Put- bzw. Call-
Option im CRR-Modell (CRR") gilt:

. 0P

Jim & = =25 (1. 5)) = ~®(~d) (Put)
.. _aC

Jim & = T2 (1, 5) = () (Call)

d.h. die Replikationsstrategie entspricht der partiellen Ableitung des Put- bzw. Call-
Preises nach S (”Delta”)
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Beweis. Wir betrachten den Zeitpunkt ¢ = 0, der Beweis fiir allgemeines ¢ € [0,T]
erfolgt analog.
Nach Theorem 2.8 ist & (fiir den Put) gegeben durch

P (Ap, So(14b,)) — P (A, So(1 + ay))

fo - SO(bn - an)
P (A, So (1470 + 0v/A)) = P (A, So (1474, — 0V/A))
N 2500’\/ An
mit A,, — 0 ... Differenzenquotient

Es gilt P"(A,,, So(1+rAy)) — Pps(0,S0)
Unter geeigneten Annahmen an gleichméflige Konvergenz gilt also:

lim & — 2285 0, 5)

Analog fiir Call und ¢ € [0, 7] allgemein.
Wir berechnen nun ag—gs explizit.
Mit @' (z) = p(z) gilt

9Cps B 8d1 ety N
O(dy) + @(dﬁ _ (T t)K (d2)
ovT —1t S oT —

=p(d1)
Also gilt:
0Cps
=
“25(1,5) = a(dh)
Analog fiir Put. O
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Bemerkunyg.

o Cns hyy.

58 81555 lassen sich auch als Sensitivitdt des Put- bzw. Call-Preises

gegeniiber Preisdnderungen des Underlyings interpretieren.

L ngs (t,S) liegt zwischen —1 und 0 und fillt mit S.

= Shortposition in Replikationsstrategie notwendig.

Wenn Basisgut steigt fillt der Put-Preis.

o 255 (¢,S) liegt zwischen 0 und 1 und steigt mit S.

= keine Shortposition in Replikationsstrategie notwendig.

Wenn Basisgut steigt, steigt auch der Call-Preis.

Analog lassen sich die Sensitivitéiten der BS-Preise gegeniiber den weiteren Parametern

berechnen und interpretieren.

Definition. Die Parameter-Sensitivitidten (” Greeks”) des BS-Preises sind die partiel-

len Ableitungen:

Bezeichnung | Definition als Wert Interpretation
part. Ableitung
Call Put
Delta e ®(dy) —®(—d;) | Aktienanteil in Replikati-
onsstrategie/ Sensitivitit
gegeniiber Preisdnderung
Basisgut
Gamma 88—322 Ubung Sensitivitdt der Replika-
tionsstrategie gegeniiber
Preisdanderung Basisgut
Vega % Ubung Sensitivitit des Opfc.ions—
preises gegeniiber Ande-
rungen der Volatilitdt o
Theta a% Ubung Anderung des Options-
preises in der Zeit
Rho % K(T —t) | —K(T—t) | Sensitivitit des Options-
ce (=t | e=(T=t) | preises gegeniiber Ande-
- ®(dy) - ®(—dy) rungen der Zinsrate r

Bemerkung. ”Vega” ist kein Buchstabe des griechischen Alphabets.
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Korollar 5.5. Der BS-Preis Cps(t,S) erfillt folgende partielle Differentialgleichung

0Cps ICps | 1 5 ,0°Chgs
o T s T30 s

- TCBS =0 (BS—PDE)
auf (t,5) € [0,T) x R>g mit der Endwertbedingung

lim Cpg(t,S) = (K —9)4+

t—T
Der Put-Preis erfillt die selbe partielle DGL mit der Endwertbedingung

lim PBs(t,S) = (S - K)+

t—T

Beweis. Ubung O

Bemerkung. In den meisten komplexen Modellen die als Erweiterung des BS-Modells
verwendet werden gibt es keine geschlossene Formel fiir die Put- und Call-Preise mehr.
ABER: Partielle DGL #hnlich zu (BS-PDE) gelten auch in diesen Modellen (mehr
dazu: Kapitel 6)

Im néchsten Resultat schreiben wir etwas ausfiihrlicher
CBS(t; St; Ta Ka 0) = CBS(ty St)

um die Abhéngigkeit von T, K, o zu verdeutlichen.

Theorem 5.6 (Implizite Volatilitidt). Sei C*(0,So; T, K) ein vorgegebener Preis fiir
eine Call-Option mit Filligkeit T und Austibungspreis K der strikt innerhalb der Ar-
bitragegrenzen (siehe Lemma 0.1) liegt, d.h.

(S() *eirTK)_i_ < C*(O, So;T,K) < Sy

Dann ezistiert ein eindeutiges o*(T, K) € (0,00), die implizite Volatilitit von C*,
sodass
C*(O, So; T, K) == 035(0, So; T, K, U*(T, K))

gilt.
Beweis. Ubung O

Bemerkung. Mithilfe der impliziten Volatilitét ldsst sich bei mehreren gegebenen Op-
tionspreisen testen, ob das BS-Modell eine gute Anpassung liefert.

BS-Modell passt gut: o*(T, K) annéhernd konstant in T', K

BS-Modell passt nicht gut: o* (7T, K) variiert mit T, K
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Typische tatsichliche Beobachtung: ” Volatilitédts-Smile”
\6°(T.K]

T klein

T SI'OP

K<S, K

Sa K>Sb

Vola-Smile ist
e immer konvex
e nicht immer symmetrisch
e flacher fiir lange Laufzeiten, steiler fiir kurze Laufzeiten

Die Form weist darauf hin, dass grofle Preisspriinge des Basisguts vom BS-Modell un-
terschétzt werden
= zeigt Defizite des BS-Modells auf

genaue Form des Vola-Smiles — aktuelles Forschungsthema
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6 Finanzmarktmodelle in stetiger Zeit

Letztes Kapitel. Herleitung der BS-Formel mittels Grenzwertbildung aus diskreter Zeit

Frage. Konnen wie die Finanzmarkttheorie wie in Kapitel 5 fiir diskrete Zeit entwickelt
auch direkt fiir zeitstetige Modelle formulieren?

Antwort. Ja, aber wir benotigen vollig neue mathematische Werkzeuge
— Stochastische Analysis und Ito-Kalkiil

Die urspriingliche Herleitung des BS-Modells und alle Erweiterungen basieren auf die-
sem Kalkiil.

Hier nur eine kurze Einfiihrung, viele Beweise werden nur skizziert.
Wen die Details und weiterfithrendes interessiert sei verwiesen auf die Vorlesung Sto-
chastische Analysis im Sommersemester.

6.1 Brownsche Bewegung

Wir betrachten nun stochastische Prozesse in stetiger Zeit, d.h. messbare Abbildungen
X:[0,T] x Q=R (tw) = Xi(w)

Messbarkeit bezieht sich dabei auf die Produkt-o-Algebra B([0,T]) ® F

Die Definitionen der Begriffe Filtration, adaptiert, Stoppzeit, Martingal, Sub-
und Supermartingal lassen sich direkt aus diskreter Zeit in stetige Zeit iibertragen.
Wir betrachten vorerst nur stetige stochastische Prozesse.

Definition. Existiert eine P-Nullmenge A, sodass fiir alle w € Q\ A der Pfad ¢t —
X;(w) stetig ist, so heift X stetiger stochastischer Prozess

Unter technischen Bedingungen an die Filtration (%), gelten fiir Martingale folgen-
de Séatze aus Kapitel 1 weiterhin:

e Satz vom optionalen Stoppen
e Doob’sche Maximal- und L,-Ungleichung
e Satz iiber konvexe Transformation

Das wichtigste Beispiel fiir einen stetigen stochastische Prozess ist die Brownsche Be-
wegung
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Definition. Ein stochastischer Prozess (By),¢ (o 7y heit (standardisierte) Brownsche
Bewegung auf [0, 7] wenn folgendes gilt:

.B():O

e B hat unabhéngige Inkremente, d.h. fiir beliebige Zeitpunkte 0 < t; < o <
... < t, < T sind die Zufalls gréBen (B, — By,), (B, — B,) ..., (Bi,, — Bt,_,)
unabhéngig

e (B; — B;) ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz (¢ — s) fiir alle
0<s<t<T

e B ist ein stetiger stochastischer Prozess
Alternative Charakterisierung als Gaufischer Prozess

Definition. Ein stochastischer Prozess (Xt)te[mT] heift Gaufischer Prozess, wenn
fiir beliebige 0 < t; < tg < ... < t, < T der Vektor (X¢,, Xt,,..., X, ) multivariat
normalverteilt ist

Lemma 6.1. Sei (Xt),cr ein stetiger Gaufscher Prozess mit Xo =0
e E[X;]=0 Vte[0,T]
e Cov (Xy, Xs) = min(s,t) Vs, t€[0,7]

Dann ist X eine Brownsche Bewegunyg.

Beweis. Zu zeigen ist: Inkremente sind unabhiingig und Var (X; — Xs) =t — s
X GauBscher Prozess = (Xy, — X4,,..., Xy, — Xy,_,) ist multivariat normalverteilt.
Die Inkremente sind also unabhéngig, wenn sie unkorreliert sind. Sei i < j

Cov (Xti = Xy Xy, — th—l) =E [(Xti - Xti—l) (th - th—l)]
=E [Xtith} —E [th‘—lth]
-k [X%'th—l] +E [Xti—lth—l]
= min (¢;,¢;) — min (¢;_1, t;)
— min (¢;,t;-1) + min (¢;-1,t;-1)
=t —ti-1—ti+li
=0
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= unabhéngige Inkremente

Var (X; — X,) =E [(Xt - Xs)ﬂ
=E[X7] - 2E[(X; — X,) X,] — E [XZ]
=t—0—s

=t—s

Existenz der Brownschen Bewegung auf [0, 1] (Skizze)
Betrachte Hilbertraum Ly[0, 1] mit beliebiger Orthonormalbasis (1,)
Zur Erinnnerung: Parsevalsche Gleichung

neN

oo

(f,9) =D (g, %) Vfog € La[0,1]

k=0

Seien (Z,), ¢y unabhéngige standardnormalverteilte Zufallsgrofien. Definiere

By = Z Zn /Ot U (x)dx (*)
n=0
Behauptung: B ist Brownsche Bewegung
Zu zeigen:
a) Summe in (%) konvergiert
b) B ist Gaufischer Prozess
c) E[B:] =0, Cov (B, Bs) = min(t, s)
d) B ist stetiger stochastischer Prozess

Es ist leicht zu sehen, dass a) = b) gilt.
Wir zeigen c):

E[B]=) E [Zk]/ Y (x)dz = 0
k=0 0

90



COV Bta

szk/wk deZ/wn ]
fjoo ZkZ/wk da:/wn

i/ dm/wk

= (L, vn) - (Lo, )

k=0
<10t)7 OS)>
mlnts)
—/0
= )

Beispiel fiir Orthonormalbasis: Haarbasis (H,),,cy

[ S—
; Hals) XH,, (s)ds
>~ 0
O 0
*———t—O0
L L
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= Konstruktion der Brownschen Bewegung

n grop W

Es lasst sich zeigen:
P [Funktion t — B;(w) differenzierbar an Stelle ¢] = 0

d.h. Mit Wahrscheinlichkeit 1 ist die Brownsche Bewegung nirgendwo differenzierbar!

Es gelten folgende Invarianzeigenschaften der Browschen Bewegung unter Spiegelung,
Translation, Skalierung und Inversion.
Proposition 6.2. Sei B eine Brownsche Bewegung auf [0,00). Dann sind

a) (_Bt)tzo

b) (Bi+s — Bs)i>o

c) (%Btcz)tzo Ve >0

4 B, {0 t=0

t-Br t>0

wieder Brownsche Bewegungen auf [0, 00).

Beweis. Ubung O

Die Filtration die von der Brownschen Bewegung und allen P-Nullmengen erzeugt wird
heifit Brownsche Standardfiltration (BSF), d.h.

Fiim o (Bocost) VN
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(N ...o-Algebra der P-Nullmengen)
Theorem 6.3. Folgende Prozesse sind stetige Martingale bzgl. der BSF:
a) die Brownsche Bewegung (Bt),s selbst
b) B2 —t
¢) exp (oBt - %215) Vo e R
Beweis. Ubung O

Definition. Sei (2, 7, P) ein W-Raum mit Brownscher Bewegung (B;),~, und Brown-
scher Standardfiltration (F),~,- -

Das Black-Scholes-Modell mit Zinsrate r, Volatilitdit ¢ > 0 und Drift u € R ist
gegeben durch

SY = ert .. fiir die risikofreie Anlage
S} = exp (G'Bt + (u — %2> t) .. .fiir den Wertpapierprozess
Bemerkunyg.

o (Stl) £0 heifit auch geometrische Brownsche Bewegung mit Volatilitdt ¢ und
Drift p

e S} ist fiir alle t > log-normalverteilt (vergleich Kapitel 5 zum Grenziibergang in
CRR-Modell)

Unser Ziel. Bewertung von Derivaten im BS-Modell mittels Replikation
= alternative Herleitung der BS-Formel

Definition. Ein adaptierter stochastischer Prozess (fg, ftl) heiflt Strategie fiir das

BS-Modell.

>0
Was wird aus Selbstfinanzierungsbedingung in stetiger Zeit?
Zur Erinnerung: In diskreter Zeit sind dquivalent:

a) (Ek)ke{o T selbstfinanzierend

b) Vi =Viei =6, (St — Si1)

¢) Vi =Vo+ Ejg & - (Sk = Sket) = Vo + (€2 9),
(diskretes stochastisches Integral)

Schliissel zur Verallgemeinerung des stochastischen Integrals in stetiger Zeit
= 7It6-Integral”
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6.2 Ito-Integral und 1t6-Formel

Ziel 1. Definition des stochastischen Integrals bzgl. der Brownschen Bewegung auf
festem Intevall [0, T:

T
1(f) = / f(s,w)dB,

fiir geeignete Integranden

Ziel 2. Interpretation des Integrals als stochastischer Prozess
t
t— / f(s,w)dBs
0

Ziel 3. Verallgemeinerung auf andere Integranden wie z.B. S} = exp (oBt + (u — "72) t)
in BS-Modell
= definieren von Werteprozess, selbstfinanzierend in stetiger Zeit.

Bemerkung. Wieso nicht bestehenden Integralbegriff verwenden?
definiere z.B.

T
/ f(s,w)dBs(w) fiir festes w € Q
0

als Riemann-Stieltjes-Integral, d.h.

lim Z f(ti,w) (B, (w) — By, (w))

At—0

By ist nirgends differenzierbar = B hat unendliche Totalvariation
= das Riemann-Stieltjes-Integral existiert nicht fiir stetige Integranden f

Zunichst: Zusammenhang zu diskretem stochastischen Integral

Definition. Der Vektorraum H3[0, 7] der einfachen Integranden besteht aus allen
stochastischen Prozessen f(t,w) der Form

Fltw) =" ai(w) 1, 0 ()
mit a; € Fy, undE[af] <oo, 0<ty1 <...<t, <T
Bemerkunyg.

e a; € Fy, macht f(t,w) adaptiert an (F3),,

e einfache Integranden: stiickweise konstante, adaptierte, quadratintegriebare sto-
chastische Prozesse
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Definition. Fiir f € HZ[0,T] ist das Ito-Integral definiert als

S
|
—

I(f): ai(Bti+1 _Bti)

<
I
=}

und entspricht dem diskreten stochastsichen Integral auf dem Gitter 0 < ¢; < ... <
t, <T.

Wir wollen diesen Integralbegriff auf folgenden Raum verallgemeinern:

Definition. Es sei H?[0,7] der Vektorraum aller (Ft);>o-adaptierten stochastischen
Prozesse f, welche die Integrierbarkeitsbedingung

T
E [ f(w,t)zdt] < 00
0

erfiillen.

Bemerkunyg.

T 3 1
2 _ 2
ElA ﬂ%ﬂd% _<l;mﬂﬂ%0dp®ﬁ>

ist die L2-Norm auf dem Hilbertraum L?(dP ® dt). Demnach ist H2[0, 7] ein linearer
Unterraum von L?(dP ® dt).
AuBerdem ist H2[0,T] ein linearer Unterraum von H2[0, T}, d.h.

H3[0,T] € H?[0,T] € L*(dP © dt)
———

Hilbertraum

Lemma 6.4. Das elementare Ito-Integral I ist eine Isometrie von H3 C L*(dP ® dt)
in L?(dP), das heisst

I 22apy = 1 2capxar Vf € H;.
(Isometrie = normerhaltende Abbildung)
Beweis. Fiir die L2-Norm von I(f) gilt

n—1

2
”I(f)HiZ(dP) =E ( ai(Bt,, — Bt))

I
=)

%
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Fiir die gemischten Terme des Quadrats gilt (mit 7 < j):

E [a’iaj(BtiJrl - Bti)(Btj+1 - Btj)] = E[aiaj(Btz:+1 - Bti)E [(Btj+1 - Bt1)| ‘th:l ] =0.

=0

Fiir die Diagonalterme gilt
E [a}(Bi,, — Bi,)*] =E[a{E [ (B, — Bi)*| Fu]] = E [af] (tis1 — i),

und somit

11(f ||L2 Py = ZE (tit1 — t:)

=E

2
= ||fHL2(dP><dt)

Niéchster Schritt: Approximation

Lemma 6.5. HZ ist dicht in H?, das heisst fiir jedes f € H? existiert eine Folge
fn € HE sodass

If = fallL2@pxary = 0

Beweis. siehe z.B. ”Stochastic Calculus and Financial Applications”
von Michael Steele O

Definition. Das Ité-Integral I(f) einer Funktion f € H?[0,T] ist folgendermafen
definiert:

e Wihle eine Approximationsfolge f, € HZ mit ||f — f];2 — 0 gemiB Lemma
6.5

e Setze I(f) gleich dem Limes von I(f,) in L?(dP)

Theorem 6.6. Das Ité-Integral I1(f) ist wohldefiniert fir alle f € H?[0,T], d.h. es
existiert und ist eindeutig (als Element von L*(dP)) festgelegt.
Auperdem ist es eine Isometrie von H?[0,T] in L*(dP), d.h.

I 2 apy = 1 L2(apxan vfeH.
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Bemerkung. Dieses Theorem erweitert die It6-Isometrie von HZ auf H?.

Beweis. Existenz: Laut Lemma 6.5 gilt ||f — fn|/;- — 0 daher ist (f,) eine Cauchy-
Folge in L2(dP x dt):
Ve > 0 existiert ein NV € N sodass

||fn_f7”||L2(dP><dt) <€ Vm,nZN

Mit Ito-Isometrie auf HZ folgt

IL(fn) = I(fw)ll2apy = 1fn = il p2(apxary <€ Yn,m =N

d.h. I(f,) ist Cauchy-Folge in L?(dP).
Da L?(dP) vollstindig ist existiert der Grenzwert I(f).

Eindeutigkeit: Sei f/, € H2 eine weitere Approximationsfolge fiir f. Dann gilt

11(fn) = I(f’:L)HLQ(dP) =fn — fT/L”LQ(dPth)
Dreiecks—UG ,
< ||fn_fHL2(dP><dt)+ an_fHL?(ddet) —0

Isometrie: Fiir jede Approximationsfolge gilt

1l = I1F = falle < [falle < Ufllpe + 11 = fall

= i |full2 = £

und analog
i (1)l = Il -

Damit folgt auch

VA = tim [1(£)] = i £l = 1£]]- O

Das Ito-Integral iiber [0,¢] C [0,7] kann durch Anbschneiden des Integranden definiert

werden. Setzte
1 s<t
my(s) = {

0 s>t

(Indikatorfunktion von [0, t])
Wir wollen ¢ — I(myf) als stochastischen Prozess betrachten.

Theorem 6.7. Fiir jedes f € H2[0,T)] ewistiert ein stetiges Martingal X, adaptiert
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beziiglich der Brownschen Standardfiltration sodass
P[X; =I(mf)] =1, vt e [0,7].

Bemerkung. Ab nun schreiben wir

X, = /0 f(s)dB,

t
X — X ::/ f(r)dB,
Proposition 6.8. Das Ito-Integral besitzt folgende Figenschaften:

a) Linearitit:
/0 (a-g(s)+0b-f(s)dBs=a- /0 g(s)dBs +b- /0 f(s)dBs

b)
E {/Otf(s)st} =0 und

var | t ras.) <[ t P

Theorem 6.9 (Ito-Formel). Sei f : R — R eine zweifach stetig differenzierbare Funk-
tion. Dann qult

1B = 10+ [ F(ByaB. -+ [ ri(Bas (®)

fast sicher fiir alle t > 0.
Bemerkunyg.

e Das Itd-Integral in (®) ist wohldefiniert, denn

[ stetig = f' € Li.[0,t] Vt>0

loc

e Wiirde in (®) statt B, eine differenzierbare Funktion b, stehen, dann wiirde
gelten:
db; = bidt
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und somit mit dem Hauptsatz der Integralrechnung
t
£ = 10+ [ G,
0

Der Term 1 f(f f"(Bs)ds hingt also mit der Nichtdifferenzierbarkeit der Brown-
schen Bewegung zusammen!
It6-Formel = Hauptsatz der Integralrechnung fiir Ito-Integrale!

Korollar 6.10 (Ito-Formel mit Zeitabhiingigkeit). Sei f € C12?(RsoxR), (f : (¢, ) —
f(t,x)). Dann gilt

1 [to%f

Lo )
f(t,Bt):f(O,0)+/0 ajtc(s,BS)ds—l—/o 87;];(8’35)0{354—5 | ﬁ(s,Bs)ds (®a®)

fast sicher fiir alle t > 0.

Bemerkung. C'?(RxoxR) bezeichnet dabei den Raum aller Funktionen f : R>oxR —
R die in der ersten Variable einmal stetig differenzierbar und in der zweiten Variable
zweimal stetig differenzierbar sind.

Kurzschreibweise fiir (®®)

of of 19%f

df(t, Br) = 5ot Br)dt + 2=(t, B)dBy + 5 55

(tv Bt)dt

Beispiel. Betrachte den Wertpapierprozess
o2
S} = exp <o*Bt — (u — 2) t)

- Darstellung als ’stochastische Differentialgleichung’

im Black-Scholes-Modell

- Charakterisierung der Martingaleigenschaft

%(t,x} =o- f(tx)
2
a—;;(t,x) =% f(t,x)
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Ito-Formel:

t 0_2
st=em) =1+ [ (n=5) B
+ /Ot g- f(?", BT‘)dB’I' + % /Ot 02 : f(’l", B,.)d’/‘

t t
=1+u/ Sﬁdr+a/ SlaB,
0 0

ds; = uS} dt+ oS; dB:

~~ ~~ ~~
Wachstum Trend- Volatilitéts-

von S} komponente komponente

Da f(t,B;) € H? gilt
t

p=0 = Stl:l—&—a/ StdB,
0

Martingal!

Beweis von Theorem 6.9. Wir nehmen zunéchst an, dass f auflerhalb eines Intervalls

[— M, M] gleich 0O ist.

Setze t, = k% und schreibe f(B,) — f(Bo) als Teleskopsumme:

N—

,_.

Btk+1 7f(Btk))

f(By

k=0
f zweimal stetig diffbar = Taylor-Entwicklung
Fl) — F(@) = F'@)y —2) + 55" @)y — 2 + bl y)(y - 2)?

wobei h gleichmifig stetig ist mit h(z,x) =0, Vx € R

Einsetzen in ®:

f(By) — f(Bo) =1, + Jp + K,, mit

N—-1
I, = Z f (Bt ) (Bt1+1 - Bt1)

=0

1 N-1 )
Jn = 5 f” (Btl) (Bti+1 - Bti)

=0

N-1 )
Jn = h (Bti7Bt1+1) (Btl+1 - Btl)

=0
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Weiteres vorgehen: Zeige

~

*(dP)

I, — /t 1/ (Bs)dBs

O

Bemerkung. Beweis von Korollar 6.10 ist analog unter Verwendung der gemischten
Taylor-Entwicklung

s~ Fit.z) = (s 2 6. a)+(g—2) 2L (8. 2)+

)2 82
ot ox u#(t,xﬁr(sft)(yf:ﬂ)zh(x,y,s,t)

2

Definition. Ein (ein-dimensionaler) Ito-Prozess ist ein stochastischer Prozess der
Form

X =Xo+ /t a(w, s)ds + /Ot b(w, s)dBs
0
Wir schreiben auch in Differentialnotation
dX; = a;dt + b dB;
Bemerkung. Der Preisprozess S} im Black-Scholes-Modell ist ein Itd-Prozess mit
a(w, s) = uSH(w), blw,s) =aSH(w)

Definition. Sei X ein It6-Prozess und f(w, s) ein adaptierter stochastischer Prozess,
sodass

¢
a) P [/ la(w, s) f(w, s)|ds < oo] -1
0
¢
b) P U [b(w, s) f(w, 5)|* ds < oo} =1
0
Dann konnen wir das stochastische Integral von f(w,s) bzgl. X definieren als

frdXy = frardt + fibid By

Theorem 6.11 (It6-Formel fiir Itd-Prozesse). Sei X ein eindimensionaler Ito-Prozess,
d.h. dX; = a;dt+b,dB; und f € C*? (R>q x R). Dann ist auch f(t, X;) ein It6-Prozess
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und es gilt

ar(t x0) = 2@, x e+ 2L x)ax, + 107

ot ox 2@“’&)@2‘”

Der Beweis erfolgt analog zur It6-Formel fiir Brownsche Bewegungen, nur verwendet
man statt der Martingaleigenschaft von B? — t die Martingaleigenschaft von

t 2 t
</ b(w, s)st> — | V(w,s)ds
0 0

6.3 Replikation im Black-Scholes-Modell

Zur einfacheren Notation schreiben wir nun das Black-Scholes-Modell als
By =e"t (risikofreie Anlage)
o2
Sy = exp <0’Bt + (u — 2) t) (Aktie)
Diese zwei Gleichungen kénnen wir in Differentialform schreiben:

dBy =rBidt, fo =1 (gew. DGL)
dSt = /,LStdt + O'StdBt So =1 (StOCh. DGL) (BS)

Insbesondere folgt, dass £; und S; Ito-Prozesse sind.
Wir betrachten eine Strategie (50,51), d.h. einen R%-wertigen, adaptierten stochasti-

schen Prozess.
Zugeordnet ist der Werteprozess

Vi=& B+ & S

Mithilfe des Ito-Kalkiils (Itd-Integral, etc.) kénnen wir nun endlich die Selbstfinanzierungs-
Eigenschaft definieren.

Definition. Die Strategie £ heifit selbstfinanzierend, wenn
t t
Vi=Vo+ [ &dBs+ | &dS;
0 0

oder #iquivalent (in Differentialschreibweise)

AV, = dp, + &, dS,
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Sei nun ein européisches Derivat C' = h(S7) im Black-Scholes-Modell gegeben, z.B.
Call: h(z) = (z — K)
Put: h(z) = (K —x)4
Ziel.
e Finde eine selbstfinanzierende Strategie & = (£°,¢") welche C repliziert
e Bestimme den zugehorigen Preisprozess I1;, Werteprozess V; zu &

Methode. Sei € = (£°,&") eine selbstfinanzierende Strategie mit Werteprozess
Vi =8B+ & S (WP)
Wegen Selbstfinanziertheit muss gelten
dV, = &dp, + & dS, (SF)
Wir machen den Ansatz
Vi=f(t,S), fe€C"* (R0 xR) (M)
Aus (SF) und (BS) erhalten wir

dVy = €27 Bydt + £} (uSpdt + 0SydBy)
= (0rBe + €} uSt) dt + €} 0Spd By (SF?)

Andererseits folgt aus Anwendung der It6-Formel auf (M)

_of of 102f
AV, = (1, S0)dt + 5 (1, 51)dS, + 555

2
= (atf(t, St) + %Sfatxf(t7 Sf) + ,ustamf(ta St)> dt + 83:f(ta St)dBt (M7)

(t, Sy)o?SEdt

Durch Gleichsetzen der dB;-Terme in (SF’) und (M) erhalten wir fiir den Aktienanteil
¢! der Strategie
of

&= %(t, Sy) (A-Hedge)

Durch Gleichsetzen der dt-Terme in (SF’) und (M’) erhalten wir fiir den Anteil £° der
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Strategie

2
§rBu+ & nS, = Ouf(1,51) + T S70u (1 S1) + & S,

:>§O—i 6f(tS)+U—2528 f(t,Sy)
t*rﬁt t s Pt 2 t Yz s It

Nun setzen wir wieder in (M) und (WP) ein:

(WP)

£t 5 My, M 05, 4 el

2
= % <8tf(t7 St) + %Sfamf(t, St)> + 0, f(t,5¢)S,

Wir ersetzen wieder Sy durch = und erhalten eine partielle Differentialgleichung fiir f.

rf(t,x) = %21;26193]"(1&, x) +rxdy f(t,x) + 0 f(t,x), V(t,z) € [0,T) x R>¢ (BS-PDE)

Da & den Claim replizieren soll muss die Endwertbedingung

f(Tx) = h(x)

gelten.

Bemerkung. Es ist erstaunlich, dass der Modellparameter p weder im (A-Hedge) noch
in der Formel fiir £° oder in der (BS-PDE) auftaucht!
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