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Kapitel 1

Einfiihrung

Zur Motivation zwei Beispiele:

1.1 Hazard-Funktion mit Sprung
Sei X > 0 eine Zufallsvariable (ZV) mit Verteilungsfunktion (VF) F' und Dichte
f
Beispiel.
o X = Zeitpunkt des Todes eines Patienten (gemessen ab OP)

o X = Zeitpunkt des Wiederauftretens von Metastasen (gemessen ab Che-
motherapie)

e X = Ausfallzeitpunkt einer technischen Einheit

Sprechweise: X = Lebensdauer eines Teilchens

Definition und Satz 1.1. T := {z > 0 : F(z) < 1}. Dann ist T ein Intervall
vom Typ T = [0,7) fir ein r < co. Die Funktion h : T — [0, co] mit:

e o IO

=" teT
11— F{t)

heifst HAZARD-FUNKTION (hazard rate, failure rate, mortality rate, force of mor-
tality).
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Zur Bedeutung von h betrachte die Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen nach
Erreichen der Lebensdauer ¢ innerhalb einer nachfolgenden Zeitspanne A stirbt:

P(X<t+A|X 1= 208 = F0)

1— F(t)
~ fle)-A .
=1 fiir ein z € (t,t + A)
) f(z) = f(1)
“Torg At iorm A

Falls f stetig in t € T', so folgt:
PIX<t+A|X>t)=h(t)-A+o0(A), A—D0.

Beispiel. (Sterblichkeitsrate beim Menschen)

Beispiel.
fxy=XeM=2>1-F@) ==
h(t)=AVteT =]0,00)
h
A

,Nichtalterungseigenschaft“

F bzw. f legen h (bis auf Nullmenge) eindeutig fest. Die Umkehrung gilt auch.
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Dazu:

=—log(l—F(x)) wegen F(0)=0

F(z) = 1—exp{—/h(t)dt}, reT (1.1)

0

flz) = h(m)exp{—/h(t)dt}, reTl (1.2)

Ferner wegen F(x) — 1,z —r:

/ h(t)dt = co.

Somit charakterisiert jedes h : T' — [0, 00) mit:

/h(t)dt<oo VeeT=][0,r)

0

und

/h(t)dt =00

0

eindeutig eine VF F' (einer ZV X > 0) mittels der Beziehung (1.1) bzw. (1.2).

Beispiel 1.2. h: [0,00) — [0, 00)

7, aund [ positiv, a # (.
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* t
ae” 0<t<rT
) = )= { o (13)
ye 7, t>T
mit v = Bel7
- t

7 = Zeitpunkt einer abrupten Verédnderung von Umwelteinfliissen des Teilchens
(Schock)

oder auch

T = kritischer Zeitpunkt nach Transplantation

Schitzen der Sprungstelle

Xi, ..., X, i.i.d. mit Dichte f = f, aus (1.3), wobei a # (3 bekannt =

n

Likelihood-Funktion = L,(r, X ) = [ [ £-(Xi) =

1=1

=1 - I rx) =
)ézglr )gi>’r

1
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Log-Likelihood-Funktion = [, (7, X ,,) =

= Z (log v — aX;) + Z (log B + (B — )7 — BX;) =

X; <t X;>T

n

— Z {logg + (B —a)r — (ﬁ_a)Xi:| +Z(10g04—04Xi) =

=1

=) lxisn {bgg + (B —a)(r - Xi)} +) (loga—aX;) ,7>0 =

=1 =1

-~

P
héangt nicht von 7 ab

Maximum-Likelihood-Estimator (MLE) fiir 7, ist gegeben durch

7, = argmax Sy, (%),
>0

wobel

Sn(t) = %Z 1{Xz~>t} {logg + (6 — Oz)(t — Xz) .

i=1

Beachte, die Trajektorien von S, sind rcll (right-continuous with left-hand limits)

Man kann zeigen (Details spéter):

1. Numerische Bestimmung von 7,, unproblematisch

2.
sup |Sn(t) — S(t)] "%V 0 fast sicher (fs.)

>0
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wobei S : [0,00) — R stetig mit

T = argmax S(t) als eindeutige Maximalstelle.
>0

Problem: Gilt Implikation

Sn — S gleichméBig auf Ry f.s. = argmax S, (f) — argmax S(t) fs.?
t>0 t>0

Lieferte:

~

7, — 7 f.s. (starke Konsistenz).

3. Sei Z der lokalisierte Prozess zu .S, d.h. geméf} Definition
t
Zn(t) ::n{Sn(T%—E) —Sn(T)}, teR.

Es gilt:
n(7, — 7) = argmax Z,(t).
teR
(Z,) kann aufgefasst werden als Folge in einem Funktionenraum D(R), und
es gilt:
() Z, 5 Z in D(R)
Problem: Was genau bedeutet die Verteilungskonvergenz in (x)? Und folgt
aus (%)

argmax Z,(t) £ argmax Z(t) 7
teR teR

Lieferte:
n(7, — ) £ argmax Z(t)
teR

Ziel der Vorlesung: Moglichst allgemeine Antworten auf Fragen in 2. und 3.

1.2 Regression mit Sprung
(X;,Y;) iid. ~ (X,Y) mit

(1) X ~ F unbekannte Verteilungsfunktion

(2) P(Y € - |X =z) = Bin(1,m(z))
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btoe

a, <460
) mia) = { 1 L2 ) ]
0

0 = Parameter von Interesse, a # b € (0,1) Storparameter.

Interpretation:
o X = zufalliger Input
e Y = zufilliger Output
= 6 = Schwellenwert (kritischer Wert)

Beispiel. (Herzrhythmusstorung)

X = Variabilitdt des Herzschlags

v 1, falls plotzlicher Herztod
1 0, sonst

Beispiel. (Atemwegserkrankungen bei Kindern)

X = NOy-Emission

v _ 1, falls Kind mit Bronchitis
~ 1 0, falls Kind ohne Bronchitis

Beachte:
P(Y € A) = E(E(lyyen | X))
_ / E(Lpyeny| X = 2)F(dz)
_ /P(Y € AIX = 2)F(dx)
2 [ Bin(t.m(w)(4)F(da)
szmwm®+ﬂ—M@MMHﬂm)

/ mdF - 6, (A (1— / mdF) So(A
- Bin(l,/m dF)(A) =



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

4) Y~ Bin(l,/m dr)
Ferner:
5) EY|X=2)=E(ly-yX=2)=PY =1X =2 @ m(z).
D.h. m ist die Faktorisierung der bedingten Erwartung: m(X) = E(Y|X). Setze
e=Y -—m(X)=
(6) Y =m(X)+emit E(e|X) = 0.

Insbesondere ist € zentriert wegen E(e) = E(E(e|X)) = 0.

Gleichung (6) heift REGRESSIONSMODELL. Somit liefern (1)-(3) ein (spezielles)
Regressionsmodell mit sogenannter REGRESSIONSFUNKTION m = Treppenfunk-
tion mit Sprung. Zum Schétzen der Sprungstelle 6 folgende Idee: Betrachte zu
(X1,Y7) und (Xs,Y5) den Erwartungswert

p(t) = E(lx,<ixs) (Y1 = Y2))

E
= E(lix, <o lixsn Y1) — E(Lix <o lixo>0Y2)
P(X2 > t) . E(l{Xlgt}Yl) — P(X1 < t) . E(l{X2>t}Y2) wg. Unabh.
t 0
—(1— F(t) / m(z)F(dz) — F(t) / m(z)F(dz)
—00 t

/Bedingen bzgl X bzw. X, sowie (5)

- / m(z)F(dz) — F(t) ,

wobei 777 := fm(x)F(d:):).

Eine Fallunterscheidung ¢t < 6 und t > 6 liefert:

[ @D - FO)F®), <0
o) {(a—b)F(@)(l—F(t)), t>0

Als Folgerung: Ist F' in einer Umgebung von 6 streng monoton und F'(f) € (0, 1),
so ist

0 = argmax p(t)
teRr
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eindeutige Maximalstelle von F', falls a > b. Ein erwartungstreuer Schétzer fiir
p(t) ist gegeben durch die V-Statistik

1 n n
n(t) = — 1y, A(Y; —Y5).
P ( ) n(n — 1) ; ; {X1§t<X]}( ])
i#]
Wir erhalten den Schétzer von Dempfle und Stute [DS02]:

0, := argmax py(t).
teR

Ziele:

1. Zeige starke Konsistenz
0, —0 fs.VOER

mittels f.s. gleichméaBiger Konvergenz von p,, — p.

2. Nachweis der Verteilungskonvergenz iiber lokalisierten Prozess Y,, zu p,:

Yo(t):=n {pn(e + %) — pn(e)} , teR=

n(6, — 0) = argmax Y, (t).

teR

Fazit: Wir haben es zu tun mit ZV 7, = argmax M, (t), wobei M, = {M,(t) :
teT
t € T},n € N, Folge von stochastischen Prozessen mit Parametermenge T' C R.

Problem: Wann zieht eine bestimmte Konvergenz der stochastischen Prozesse die
der Maximalstellen nach sich:

(?
M, — M fs. = argmax(M,) — argmax(M) f.s.

bzw.
c ? c
() M, = M = argmax(M,) = argmax(M)
In (x) stellt sich zusétzlich die Frage nach dem metrischen Raum S, in dem die
Verteilungskonvergenz stattfindet. Beachte, unsere M, € {S,, Z,, pn, Yn} sind

nicht stetig, da Spriinge auftauchen. Damit ist der Funktionenraum C(7') zu
klein. Als in vielfacher Hinsicht geeignet erweist sich der Skorokhod-Raum.
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Der Skorokhod-Raum D

Sei I := [a,b], a < b, und
D := Dla,b] :={f : I — R mit f(¢+) existiert und
f(t+) = f(t) YVt € [a,b) sowie
f(t—) existiert V ¢ € (a,b]}

kurz: f rcll (right-continuous with left-hand limits).

Lemma 2.1. f e D =

(1) f beschrankt.

(2) f hat hichstens abzihlbar viele Sprungstellen.

,\/ Sprungstellen kénnen sich durch-

\ | o\ / aus hdaufen!
\

Wegen Lemma 2.1(1) ist sup-Metrik
d(f.g) =suwp|f(t) —g®)| = f =gl fgeD
€

definiert, aber ungeeignet, weil z.B. (D, d) nicht separabel und weil Borel-o-
Algebra B;(D) zu grof (— Messbarkeitsproblem). Es gibt eine schwéchere (=
bessere) Metrik. Dazu definiere:

H :={X:1— I|\(a) = a,\(b) =b, X stetig + streng "}

10
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ANeH=X'eH
Id € H mit: Id(x) =z, Ve el

s(f,9) = inf {[[f =g oAl + A= Id[|}
eH
Man iiberpriift leicht:

Lemma 2.2. s : D x D — R ist Metrik auf D (so genannte SKOROKHOD-
METRIK ).

Eigenschaften von s in

Lemma 2.3. (1) f, —a [ = fn —s f. Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.
Aber:

(2) fn_)s.fa feC(I):>fn_)d.f

(3) (eingeschrinkte Stetigkeit der Addition)

fo—=sfy gn—s9€CU) = fotgn—s f+g
Falls g ¢ C(I), muss die Implikation nicht gelten. (D kein topologischer
Vektorraum)

(4) fo—sf<3IN\) CHmit|f,— fol| — 0 und||\, — Id|| — 0.
(Folgt aus Definition von s und der des Infimums).

Sei
Bs(D) =0 ({GC D:Gs—offen }) = Borel-o-Algebra bzgl. s

und
m D — R, fm(f):= f(t), die Projektion bzgl. ¢.

Satz 2.4. B,(D)=o(m :t € I).
Folgerung 2.5. Sei X : (2, A) — (D, Bs(D)) eine Abbildung. Dann:

X A — Bs(D) messbar < X(t) A— B(R) messbar V't € I.

Beweis: ,=“ X(t) = m, o X = Komposition von messbaren Abbildungen.

11
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,<="“ Satz 2.4 und 1.2.11 in Génssler und Stute [GS77].

Sei T'= {t1,...,tx} C I. Setze

mr(f) = (f(t), ..., f(te) = (f())eer = 70 : D — R

Diese Projektionen erzeugen ebenfalls die Borel-o-Algebra, d.h.
Bs(D) = o(mr : T C I, endlich) .
Mit dem MaBeindeutigkeitssatz folgt:
Satz 2.6. (1) Q und Q W-Mafe auf By(D) Dann:
Q=QeQor;' =Qomny' VT CI endlich .
(2) X ,Y ZE in (D,s). Dann:

XE2Y & rp(X)E£ap(Y) VT CI endlich .

GeméB Satz 2.6(2) ist also die Verteilung eines ZEs in (D, s) eindeutig durch seine
fidis festgelegt (fidis = finite dimensional distribution).

12



Kapitel 3

Verteilungskonvergenz in D

Ziel: Bereitstellung von Kriterien fiir Verteilungskonvergenz in D. Erinnere an

den Stetigkeitsmodul
w(f,0) = sup |f(s)=f()l, feD.

s,tel
|s—t]<6

Das Gegenstiick fiir den Raum D ist
W'(f,0) =inf max inf [f(s)— f(t)],

.0 1<i<r t;_1<st<t;

wobei das Infimum gebildet wird iiber alle Zerlegungen a =: ty < t ...

mitti—ti_1>5V1§i§r,r€N.

Satz 3.1. Seien X, X,,, n > 1, ZE in (D, s). Falls

7 (X5) 5 mp(X) VT C1I endlich
und
(lsin% limsup P(w'(X,,0) >€) =0 Ve>0,
so gilt:

X, 5 X in(D,s) .

Die obige Aussage lasst sich erweitern, falls w’ durch w ersetzt wird.

Satz 3.2. Gilt in Satz 3.1 anstelle von (3.2) die Bedingung

lim lim sup P(w(X,,,d) >€)=0 Ve>0,

=0 pnooco

so folgt
X, 5 X in (D,s) und X € C(I) fs.

13

<t.=b

(3.1)

(3.2)
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Der Nachweis von (3.2) bzw. (3.3) ist im konkreten Fall mitunter schwierig. Es
gibt ein handlicheres Kriterium.

Satz 3.3. Seien X, X,,, n > 1, ZE in (D,s) mit (3.1) und
P(X(b—)#X(b) =0.

Falls eine stetige, monoton wachsende Funktion F': I — R und a > 0, § > 1
existieren mit

E|X,(t) = Xa(0)]*[Xa(t) = Xa(t2)|* < (F(t2) = F(t1))” (3.4)

i &Stlététgéb, \V/TLZl,

S0.
X, 5 X in(D,s) .

Als Beispiel betrachte den so genannten uniformen empirischen Prozess
a, = {a,(t) : t €[0,1]},n € N, mit

ay,(t) = % ; (Lipi<ey — 1),
wobei Uy, ..., U, iid. ~U(0,1). Es gilt:
Satz 3.4. (Invarianzprinzip von Donsker [Don52])
an 5 By in D[0,1] ,

wobei By eine Brownsche Briicke bezeichnet.

(Beachte aus der Definition By(t) := B(t)—tB(1), t € [0, 1], wobei B eine Brown-
sche Bewegung (BB), folgt, dass By ein zentrierter Gaufs-Prozess mit Kovarianz-
Funktion: Cov(Bq(s), Bo(t)) = s At — st.)

Beweis: 1.) Konvergenz der fidis: t; < ... <t =

(an(t1), -y am(tr)) = —= Z &

mit
52‘ == (1{Ui§t1} - tl, ey 1{Ui§tk} - tk))/ 11d

zentrierte ZV in R* mit I' := Cov(&;) = (¢, A ts — tots)1<rs<k 2GS

(n(tr), - .., an(ts)) = Nu(0,T).

14
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Da (Bo(t1), ..., Bolts)) £ Ny(0,T), folgt (3.1). Wegen By stetig ist somit der 1.
Teil von Satz 3.3 erfiillt.

2.) Seien t; < t <ty = M,(t1,t,ts) = E|a,(t1) — an(t))?|an(ts) — an(t)* =

_E<¢_§:1h’ @—h) <\/_§:1H2 31;2)2
=\(B)

— Y B |1 -2 ) (1) - )

1<i,j,k,l<n
~(b@m—xw0(u@m—MBQ]
A B disjunkt
([ I 1
\ I\ ]
0 tl t t2 1

Z Mijkl

1<4,5,k,l<n

Wegen Unabhéngigkeit + Zentriertheit gilt: pm = 0V (4,7,k,1) € {1,...,n}*
mit mindestens 3 voneinander verschiedenen Komponenten, denn dann existiert
mindestens ein Index, der von allen anderen verschieden ist. Aus demselben

Grund: fijii = Pijii = fliiji = Hizig = 0 (J # 1)

= Z Hijkl = Z Hiiii + Z {Niijj + figij + Pijgi T Mg + Hgigi + ,ujiij}
ijk,d i=1 i#j

2

iiii = E(lA(Ui) - )\(A))2 (IB(Ui) - )\(B))

= B [(1a(U3) = 2X(A)La(U3) + X*(A)) (Lp(U;) — 2AM(B)15(Ui) + X*(B))]
PEINAN2(B) — 202(A)N2(B) + A2(A)A(B) — 2A2(A)A2B + \2(A)N2(B)

=M@MB(gwg AANB)+A(A)

<1 >0 1

IN

<t —ty)(ty —t) .

15
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fiig e E<1A(U,-) - A(A))2E<1B(Uj) - )\(B))2 =...

>0 >0

= MAAB) (1 = NA)) (1 = \(B)

. (La(U:) = AA) || (1aU;) = M(A))
Hijij =
(1s(U:) = A(B)) || (1(U;) = X(B))
‘ ‘ und ‘ ‘ sind unabhéngig
={B[[_]]}" . aati 20,
= M (A)N*(B)

SAMAAB) = (t = ta)(t — 1)

Da Hijii = Hiijj und Hijij = restliche ,u’s, fOlgt

My(ti,t,ta) < (t—t1)(t2 — t){ % +n(n— 1)%}

(-

:%-i-g,—%SG
< 6(ty — 1)

= (3.4) erfiillt mit a = 2, b= 2, F(t) = V6t

Sata 33 Behauptung.

U
Unsere Prozesse S,, Z,, p, und Y, sind zwar rcll, aber haben nicht I = [a, b] als
Definitionsbereich, sondern I = [0,00) bzw. I = R. Es gibt auch eine Theorie fiir
DJ0, 00) und D(R). Die zugehorige Skorokhod-Metrik s = s, ist derart, dass sich

alles auf den kompakten Fall I = [a, b] zuriickfiihren ldsst. (Verzichte deshalb auf
die komplizierte Definition von $..)

Satz 3.5. (1) Seien X, X,,, n > 1, ZE in (D(R), ss,). Dann gilt:
X, 5 X in (D(R), so0)
s :
Xnll—aq = X|i—a,q i (D[—a,al,s)

YaeTlx CR.
Dabei Tx == {t € R: m; f.s. stetig in X}.

16
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(2) X, Xp,n>1, ZE in (D[0,00), Seo). Dann

X, & X in (D]0,0), 500)

L .
Xn|[0,a] - X|[0,a] m (D[Oa CL], S)

VaeTx C0,00) .

Da B, _(D(R)) = o(m : t € R), ist jeder stochastische Prozess mit rcll Pfa-
den automatisch ein ZE in (D(R), s ). Analoges gilt fiir D[0, 0c0). Damit ist der
Messbarkeitsnachweis vollkommen unproblematisch.

In den Anwendungen ist der Nachweis von (3.2), (3.3) oder (3.4) (sogenannte
STRAFFHEIT, TIGHTNESS) meist der schwierigere Teil. Dieser entféllt bei einer
bestimmten Prozessklasse. Sei V! die Menge aller Funktionen f : [0,00) — R
der Gestalt

F) = sy, 20,

n>1

wobei t, T oo, t; > 0 und t,, < t,41, falls ¢, < oo.

*—o V+’1 Q D[O, OO)
tn

Satz 3.6. Seien X, X,,, n > 1, ZE in (D0, ), $,) mit Pfaden in V', Falls

(X)) S ap(X) VT CA, T endlich, (3.5)

wobei A irgendeine dichte Teilmenge von [0,00) ist, dann:
X, 5 X in (D]0,00), 500).

Dieses Resultat findet sich in Jacod und Shiryaev [JS03]. Ferger und Vogel [FV07]
geben eine Verallgemeinerung an. Dabei diirfen die X,, Sprungprozesse sein mit
beliebigen ganzzahligen, positiven Sprunghchen und nur der Grenzprozess X
muss Spriinge sdmtlich der Hohe Eins aufweisen. Eine Formulierung dieses Ergeb-
nisses geht auf M. Csorgd und Horvath [CH88] zuriick. Deren Beweis ist allerdings

17
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fehlerhaft.

Fiir eine Anwendung des Satzes betrachte U;, ¢ > 1, i.i.d ~ U(0,1) mit empiri-
scher VF

1 n
F(t) = - > <y, tER.
=1

Dann ist
t n
= — = t >
ﬂn(t) : nFn <n) izgl 1{UiS;}’ t = 0

ein stochastischer Prozess (SP), also (3, = {3,(t) : t > 0} ein ZE in DJ0, c0). Es
gilt

Satz 3.7. (3, £ Nin DI0,00), wobei N ein Poisson-Prozess ist mit Parameter
A=1.

Beweis: 3, € VP (t; =nU;,, 1<i<n, t; =4+00oVi>n+1)Vn>1und
N € V! (t; = i-te Eintrittszeit). Also bleibt nach Satz 3.6 nur Nachweis der
Konvergenz der fidis.

Seien 0 < s < t < 00 = (B,(s), 3.(t)) diskrete ZV aus NZ. Betrachte deshalb
fir k <1 aus Ny:

P(ﬁn(s) =k, Bu(t) = l) = P(ﬁn(s) =k, Bu(t) — Buls) =1 — k) = Gn

I I, I3
( Il Il 1
\ N I\ ]
s t
0 n n 1 n>t
k -k n—1
Treffer

= Bu(s) = Z Liv,er,y = # Treffer 1. Art =k
Ba(t) = Bu(s) = Y Lver,y = # Treffer 2. Art =1—k
= Z Liv,er;y = # Treffer 3. Art =n —1

18



KAPITEL 3. VERTEILUNGSKONVERGENZ IN D

n n n

e () () ()

:n-(n—l)....~(n—l—|—1)s_k(t—s)l—k (1_2)11(1_3)_1

= g = Mult (n, p)({k,] — k,n—I}) mit p = <f,t_8,1—3)

n! k! (1 —E)! n n
™~ . = D
e-sf sy (= 8)"F
k! (1—k)!
= P(N(s) =k)P(N(t) — N(s) =1 —k)
= P(N(s) =k,N(t) = N(s) = — k) e Zavacha
P(N(s)=k,N(t) =1) =
(Bu(s), Balt) = (N(s), N(2).
Analog behandelt man k& > 2 Punkte t; < ... < t; Satz 36 Behauptung (mit
A = (0,00)) O

Bemerkung. In der Diplomarbeit von Vogel [Vog05] wird gezeigt: (o, 3,) A
(B(], N) in
(D]0,1] x D[0,00), s X S ), wobei By und N unabhingig.

Zum Abschluss eine Variante von Satz 3.6. Ein Beweis findet sich in Jacod und
Shiryaev [JS03], p. 345.

Satz 3.8. Seien X, X,,, n > 1 ZE in (D[0,00), Ss) mit monoton wachsenden
Pfaden. Falls X stetig, dann liefert (3.5) bereits

X, 5 X in (D]0,00), 50).

Beispiel. Seien &;, i > 1, i.i.d. ~ F' mit Trager [0, 00). Setze

an(s) == % ; (Ligi<sy — F(s)), s=>0.

= (a,) € D|0,00). Mit der Quantil-Transformation und Theorem 16.6 in Bil-
lingsley [Bil99] zeigt man, dass

L _
Oén:OénOF,

wobei @,, = uniformer empirischer Prozess.
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KAPITEL 3. VERTEILUNGSKONVERGENZ IN D

Die Abbildung h : (D[0,1],s) — (D[0,00), Seo), h([f) := foF ist stetig auf C[0, 1],
denn:

(fn) € D[0,1] mit f, —s f€C[0,1] = f, —a f .
Es folgt V N > 0:

sup [h(fn)(t) = h(F) ()] = sup [fu(F(t)) = f(F(1))]

0<t<N 0<t<N

< d(for f) = 0= W fn) =5, b(f)

wobei 0, = Metrik der gleichméBigen Konvergenz auf Kompakta (local uniform
topology). Da ¢, stirker als s., (vgl. Proposition 1.17, p. 328 in Jacod und
Shiryaev [JS03]) folgt Stetigkeit von h. Da P(B, € C|0,1]) =1 folgt mit CMT:

an S ag in DJ0,0) ,

wobei ag(s) = By(F(s)), s > 0. Betrachte

Mit Continuous Mapping Theorem (CMT) folgt (checken!), dass (3.5) erfiillt ist.
Somit liefert Satz 3.8

t t

{/|an(s)lds:tzo} i{/|BO(F(s))|ds;tzo}

0 0

in (D[0,00), Seo)-
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Kapitel 4

Stetigkeitssitze fiir das
argmax-Funktional

Erinnere an Problem: Wann iibertragt sich die Konvergenz von stochastischen
Prozessen auf deren Maximalstellen? Dazu zunéchst genaue Definition der Maxi-
malstelle argmax(f) fiir f rcll. Es folgt aus Lemma 2.1(2), dass jedes f € D(R)
hochstens abziahlbar viele Sprungstellen s;, i € I C N besitzt. Sei

§:=06(f) =inf{|s; —sj| :i#jel}.
Falls 6(f) > 0, so gilt ¥ s;:

f stetig auf (s;,s; + d) und f stetig auf (s; — 0, s;) (4.1)

~S o

Si

Sei
A(f)={teR: f(t)V f(t—) =sup f(s)}.

/\/"

, [ 1

' j ]

N /
A(f)
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

Lemma 4.1. f € D(R) mit §(f) > 0= A(f) abgeschlossen.

Beweis: A(f) = 0 = A(f) abgeschlossen. Also 0.E. A(f) # 0. Sei (t,) € A(f)

mit ¢, — t.

1. Fall: ¢t ¢ {s; : i € I} = J = 3 aufeinanderfolgende s < s € J mit
t € (s,§)=t, € (s,8) schlieBlich = (x) f(t,) = f(t,—) = sup f(s) schlieBlich
seR
=
f(t) = lim f(t,) wegen f stetig in ¢

= sup f(s) wegen (*) und ¢, € A(f)
seR
=t e A(f).

2. Fall: 3ie€l:t=s5,. OE. t, |[todert, 1t

() ta | t = t, € (t,t + 6) schlielich mit 6 = 6(f) = f(t,) = f(tn—)
schliefllich = t € A(f) (wie im 1. Fall).

(i) tn 1t = t, € (t — 6,t) schlieBlich = f(t,) ‘&) f(t,—) "LV sup £(s)
sE
schliefllich = f(t—) = lim f(¢,) = sup f(s)
n—oo sER
=t e A(f).
O

Beachte: 6(f) > 0 ist immer gegeben, solange die Sprungstellen sich nicht hiufen.
Damit sind nur , pathologische” f aus der folgenden Definition ausgeschlossen.

Definition 4.2. f € D(R).
Falls ) # A(f) abgeschlossen und nach unten beschriankt (nub), dann

argmax(f) := min A(f) = kleinste Maximalstelle (Supremalstelle).
Falls () # A(f) abgeschlossen und nach oben beschrinkt, dann
Argmax(f) := max A(f) = groBte Maximalstelle (Supremalstelle).

Lemma 4.3. f € D(R), 7 € A(f). Angenommen fiir ein € > 0 gilt:

ig}g f(t) >sup{f(t):|t—7| >¢e} =:ale).

Dann folgt:

(1) b(e) = 5 (sup £(1) — a(e)) > 0.

teR
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

(2) g€ D(R), 0 € A(g) # 0. Dann:
If =gl <ble) = |7 —o| <e.
Beweis: (1) ist trivial.
(2) Nach Vor. gilt sup f(t) € {/(r), f(r=)}. Sei € R mit |t — 7| > ¢ Wegen
() 1f = gl b(e) & —b(e) < g(s) — f(5) <be) VseER
folgt g(74) — f(74) = —b(e) und g(t) < f(t) + b(e) < a(e) + b(e)
= g(T4) —g(t) = f(r£) = b(e) — ale) = b(e)

=sup f(t) —a(e) —2b(e) =b(e) >0 =

teR

g(t£) > g(t)+ble) Vté|[r—e,7m+¢]

] \ Grenziibergang s T t liefert:
S t T—€ T T+E€ s t

g(t) > g(t—)+ble) Vté|[r—e,7+¢]

") 9V glt-) < glr%) Vgl e d

Angenommen |0 — 7| > ¢, also 0 & [T — e, 7 +¢| =

ilelﬂlgg(S) =g(o)Vglo—)

(+)
< g(tx) <supg(s).
seR

Widerspruch = |0 — 7| < e. O

Beachte, in Lemma 4.3 keine Eindeutigkeit von 7 gefordert.

Folgerung 4.4. f und 7 wie in 4.3. Angenommen:

(1) sup f(t) > a(e) VeeQ.

teR

Sei (f,) € D(R) und 7, € A(fn) #0 ¥V n schlieflich. Falls || f, — f|| — 0, dann

Ty — T .
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

Beweis: Sei € > 0 beliebig. O.E. ¢ € QN (0,50] = b(e) > 0 = I nyg = ny(e) :
1o = FII<ble) Wnzng " n 7| <& Vi 2 nole). =

Bemerkung. (1) 7 € A(f) mit Eigenschaft (1) aus 4.4 ist eindeutige Maxi-
malstelle, denn angenommen 3 7 # 7, 7 € A(f). Wegen 7 # 7: 3 € Q:
|7 — 7| > e.

= f(7£) < a(e) < sup(f) Wid.
= sup(f)

(2) 7 € A(f) mit 4.4(1) heiBt wohlsepariert

\ ( \ (
Jor N Jor N

wohlsepariert wohlsepariert
A\ ( \ v
Y T \ ] T \
wohlsepariert nicht wohlsepariert

Die Aussagen 4.1-4.4 gelten entsprechend fir D(T) mit T' = [0,00), T = [a, b],
T = (a,b), etc. In Anwendungen ist f oft stetig und die Wohlsepariertheit durch
Kompaktheits- und Monotonieargumente nachweisbar.

Folgerung 4.5. Sei f € Cla,b], A(f) = {7}, (f») C Dla,b], 7, € A(fn) # 0 V n.
Dann gilt:
[fo=fl=0=m—T

g0 = +min(t —a,b—7) >0

Beweis: ( !

a T b

= [ nimmt auf Kompaktum [a,7 — ¢] U [T + ¢,b] =: K das Supremum an.
=3dJoeK:ale) = f(o)= f(1) > ale), sonst: f(1) = f(o) =0 € A(f), o #T
Widerspruch = Wohlsepariertheit Folg 44 Behauptung. O
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

Folgerung 4.4 liefert unser unser 1. CMT:
Satz 4.6. M, M,, n > 1, SP iber (2, A, P) mit Pfaden in D(R) und

(1) T € A(M) fs.
(2) sup M(t) > sup{M(t): |t — 7| > e} f.s. Ve > 0.

teR
(3) A(M,)#0 fs.Vn>1.
(4) || M, — M|| — 0 f.s. fiirn — oo.

Fiir jede messbare Auswahl T, € A(M,) folgt:

Tn — T [.s.

Beweis: O := {7 € A(M)},

Oy = {sup M(t) >a(e) Ve € Q},

Q3 = {/tle(]ﬁ%n) £DVn>1},

Qy ={|M, — M| —-0}. =

Qo = N...N QY ist P-Einsmenge et g, C {tn— 7} O

Analog erhélt man aus Folgerung 4.5 einen Stetigkeitssatz.

Beispiel. X;,... X, iid.,, X; ~ 8y, 0 € [a,b], 0 < a < b < 1 bekannt. Dann
betrachte

0, := argmax M,(t)

a<t<b
M, (t) == X, log(t) + (1 — Xy)log(1 =), t € [a,b]
1

( = M, = 5ln, l, = Log—Likelihood—Funktion)
M, — M gleichmafig auf [a, b] f.s., wobei
M(t) = 0log(t) + (1 —0)log(1l —1t)
stetig mit A(M) = {0} PG g ts. O
Aus Satz 4.6 bzw. Analogon folgt insbesondere
Ty — T £ 0.
Problem: Finde (o) mit «a,, — oo, so dass
(T — 7) A

wobei T' nicht-degenerierte ZV. Folgendes Lemma liefert die Grundidee
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

Lemma 4.7. Sei g € D(R) mit Sprungstellenmenge

J(g) :={s € R:|f(s) = f(s=)| > 0} .

Fiir a,c >0 und 7 € R definiere

h(t) ::c{g<7+é> —g(T)}, teR.

Dann gilt:

(1) h € D(R).
(2) Zu jedem t € J(h) ezistiert genau ein s € J(g) und umgekehrt. Fir diese
qgilt:
(¥) t=a(s—71).

(3) Zu jedem t € A(h) existiert genau ein s € A(g) und umgekehrt. Fir diese
gilt (%). Insbesondere: A(h) = a(A(g) — 7).

(4) argmax(h) = a(argmaz(g) — 7) und Argmaz(h) = a(Argmax(g) — 7).

Beweis: Die Abbildung ¢t — 7 4 £ ist homéomorph.

= h(i—) = c{g (<T+ é) —) —g(T)}

1. Fall: 7+ £ ¢ J(g) = h(t—) = h(?)
2. Fall: 7+1eJ(g)= (+) 7+ L =5, 5€ J(g) eindeutig wegen Bijektivitiit.

07

= h(t=) = {g(s—) —g(7)}
# cfg(s) —g(7)} wegen s € J(g)
= h(t) wegen (+)

Analog: h(t+) = h(t) stets = h € D(R). Ferner:
t
TH—€ J(g)eteJh) (++)

Dies zeigt (1) und (2).

Zu (3): Seit € A(h).
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

1. Fall: ¢ ¢ J(h). Dann:

= (4) (Rechenregeln fiir min und max) O

Bemerkung 4.8. Es gibt andere Transformationen h von g, die dasselbe wie
Lemma 4.7(4) leisten, z.B. fiir jede positive Konstante c:

G
lt) = g(r)
O

Eine Anwendung von Lemma 4.7 auf g = M,,, s = 7,, € A(M,,), 7 = argmax (M),
c=cp, a = q, liefert:

(T, — 1) € A(Ly), (4.2)

wobei

Lo(t) = e {Mn <T+ i) - Mn(T)}, tER.

Qn

Die Darstellung (4.2) in Kombination mit folgendem 2. CMT liefert die Vertei-
lungskonvergenz.

Satz 4.9. (Argmaz-CMT fir Verteilungskonvergenz) Seien L, L,, n € N, SP
iiber (2, A, P) mit Pfaden in D(R), und sei o, € A(L,) # () messbar. Falls

(1) Ly 5 L in (D]—a,a],s) ¥ a >0,
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

(2) 0 # A(L) abgeschlossen und beschrinkt f.s.

und

(3) 0, =O0p(1) , d.h. ali_)rgolimsup P(lo,| > a) =0,
so gilt:

(4) liminf P(o, < 2) > P(0wax <) Vaz€X,

(5) limsup P(o, <z) < Plown <) VzeX,

n—oo

wobet oy 1= argmaz(L), oyayx = Argmax(L) und

X ::{at e R: L stetig in x f.s.}.

Ferner gilt:

(6) R\X ist hichstens abzihlbar, also liegt X dicht in R.
(7) Falls o,, echte Mazimalstelle, so ldsst sich (4) verschirfen zu

liminf P(o, < ) > P(opax <) VzeX.

n—oo

Zum Beweis von Satz 4.9 verwende 2 Lemmata.
Lemma 4.10. f € Dla,b], 0 € A(f) abgeschlossen, o
Argmax(f). Dann gilt V z € [a, b]:

(1) o <x = sup f(t)> sup f(t)=c<cx

a<lt<zx z<t<b
(2) 0 >x= sup f(t) < sup f(t)=7>u=x.
a<t<z r<t<b

Falls 0 echte Maximalstelle so gilt:

(3) o0 >x= sup f(t) < sup f(t) =7 >=x.
a<lt<lz z<t<b
sup f(t), M[z,b] := sup f(t). Sei 0 < x.

: Setze M|a,x] :=
z<t<b

Bewels
a<lt<x

o€la,r]

1. Fall: f(0) = Mla,b] = Mla,z] > f(o) = Mla,b] > Mlz,b).
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KAPITEL 4. STETIGKEITSSATZE FUR DAS ARGMAX-FUNKTIONAL

2. Fall: f(o—) = Mla,b] = M[z,b] < M]a, b]—hmf()<M[a,x]
<M[ams<a<x

Dies zeigt die erste Implikation ,=*“ in (1). Weiter: Sei M[a,z] > M[z,b] =

Mla,b] = M[a,z] V M[x,b] = MJa,x]. Da [a,z] kompakt, existiert ¢ € [a, z] mit
t € A(f) (denn: f beschrankt = MJa,x] € R, und es existiert (¢,) C [a,x] mit
f(t,) — M]a,x]. Da [a,z] kompakt o.E. t,, — ty. Hier wiederum o.E. ¢, | tg
oder t, T to. Im 1. Fall: f(ty) = nh_)rrolo f(t,) = Mla,x] und im 2. Fall: f(tp—) =

nh—{EO f(tn) = Mla, x], also ty € A(f))

o>x

1. Fall: f(0) = Mla,b] = M[z,8] > f(o) = Mla,b] > Mla, 2]

2. Fall: f(c—) = MJa,b] = Mla,z] < Mla,b] =lim f(t) < M|x, b
tlo "~

<M|z,b], da z<t<o

i (Hier wichtig, dass o > 2z und nicht nur o > z.)
x o

Dies zeigt die erste Implikation ,=“ in (2). Weiter: Sei Mla,z] < Mz, b] =
Mla,b) = Mz,b] = 3t >a:t € A(f) = 7 >t = & > x. Damit (2) gezeigt.
Nachweis von (3): Vergleiche 1. Fall in (2). O

Lemma 4.11. Seien f € Dla,b|, z € [a,b),

T.(f) == sup f(t), S:(f):= sup f(t)

a<t<z r<t<b

= T,,S; : D[a,b] — R sind Bs(D)-messbar und s-stetig auf E, = {f € D : f
stetig in x}.

Beweis: Messbarkeit: Wegen f rechtsseitig stetig ist z.B. T.(f) = sup{f(¢) :
a<t<uzxteQ}. Abzdhlbarkeit von Q und Satz 2.4 liefern die Behauptung.

Stetigkeit: siche Beweis von Proposition 2.4, p. 339 in Jacod und Shiryaev [JS03].
U
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Beweis von Satz 4.9: Sei z € X beliebig. Finde a > 0 mit |z| < a =

{on <z}= {-a<o,<z} U {on < —a}
~~ - %/_/
Lemma 4.10(1)
C { sup Ln(t)> sup Ln(¢)} C{lon|>a}

—a<lt<lz rz<t<a

= P(0, <) < P(Ay(Ly) = 0) + P(lon| > a) mit:

A(f) == sup f(t) — sup f(t)

—a<lt<lz z<t<a

messbar und stetig Pp-f.i. (denn: z € X & P(L € E,) =1 und E, C Cy, gemiB
4.11)

YT AU(L) B AL, n— oo
Po

2 limsup P(o, < 2) < P(Ay(L) > 0) + limsup P(|on] > a) Va> |zl

n—~0o0 n—oo
. J/

— 0 (a—o0)

Sei Oin(a) := min A(L||_q4). Dann folgt aus Lemma 4.10(1), dass {A,(L)
0} € {omn(a) < z} C {omn < x}, wobei die letzte Inklusion wegen oy,
Omin(a) ¥V a > 0 gilt. = (5). Weiter: (4) < (Ubergang zum Komplement)

(4)*  limsup P(o, > ) < P(0max > T)

n—oo
{o, >z} = {oz<o,<a} U{o,>a}
—————— ————
Satz 4.10(2)
P a0y Cllonl>a)

Rest wie oben mit Satz 4.10(2) = (4). Die Aussage (6) beweist man wie Pro-

position 3.12 in Jacod und Shiryaev [JS03]. (7) folgt analog wie (4) mit Lemma
4.10(3). 0

Man erhélt in Satz 4.9 sogar Verteilungskonvergenz, falls L f.s. eindeutige Ma-
ximalstelle besitzt. Zum Nachweis verwende

Satz 4.12. (Pdlya)

(1) Seien F, I, : R — R (n € N) monoton und A C R dicht. Dann:

F.(r) - F(zr) VeeA = F,(r)— F(x) Vzelp.

(2) Ist F' zusdtzlich stetig und beschrinkt, so:

F.(z) - Fzr) Ve e A= ||F,— F| — 0.

(3) Fir F, F, :[a,b] — R gilt (2) analog.
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Beweis: — Witting und Miiller-Funk [WMF95], p. 70-71. O
Folgerung 4.13. Gilt in Satz 4.9 anstelle von (2) sogar
(U) A(L)=A{r} fs. (Uniqueness)
mit 7 :Q — R st ZV, so folgt: .
Op =T .
Beweis: opin = Omax = 7 f.5. wegen (U). Aus Satz 4.9(4) und (5) folgt:
F.(x):=Plo, <z) = F(zx):=P(r<z) VeeXnNCpr=D.

Geméif Satz 4.9(6) ist X = R\X hochstens abzihlbar und bekanntlich auch Cf,
also auch D := XU Cr = D dicht in R = Behauptung mit Satz 4.12(1). O

Das Argmax-CMT lésst sich verallgemeinern. Damit kann man spéter z.B. mehr-
dimensionale MLE behandeln.

Satz 4.14. (Extended Argmaz-CMT)
Bezeichnungen wie in Satz 4.9. Ferner seien Y, Y,, n > 1 ZV dber (2, A, P) in
einen separablen und vollstindigen metrischen Raum (S, d). Annahmen:

(1) L, A Lin D|—a,a] ¥ a > 0. (Bemerkung: Es reicht Straffheit von L)

(2) (r7(Ly), Ys) = (7p(L),Y) in RIT x S YT C R endlich.

Dann qilt Vx € XV B Y-randlos:

(4) liminf P(o, < z,Y, € B) > P(0max < z,Y € B).

<, falls oy, echte Mazx.-stelle

(5) limsup P(o, <z,Y, € B) < P(opm < z,Y € B),

n—oo

wobei X dicht in R gemaf$ Satz 4.9(6).
Beweis: Schneidet man im Beweis von Satz 4.9 das Ereignis {o,, < x} mit {Y,, €
B}, so erhélt man analog:

Cel(B)
(i) P(0n < Yy € B) < P((As(Ln),Ya) € [0,00) x “B) + P(lo] > a)
Zeige: (i6) (Ln,Y,) = (L,Y) in D[—a,d] x S.
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Dazu: (L,,) straff nach Voraussetzung (L, 5= (Ly) relativ kompakt = (L)
straff mit Prokhorov (vgl. Theorem 5.2 in [Bil99])). Aus (2) folgt Y, Ly =
(Y,) straff wegen Prokhorov = (L,,Y,) straff in D[—a,a] x S (versechen mit
Produkttopologie) wegen Satz von Tychonov. Sei (n') beliebige Teilfolge von (n).
Da D[—a, a] x S separabel, ist gemaf Prokhorov ist (L,, Y,,) relativ kompakt, also
existiert Teilteilfolge (n”) mit

(i46) (Lo, Yor) 5 (L, Y")

fiir eine Grenzvariable (L', Y”), die (zunéchst noch) von der Teilfolge (n’) abhéngt.
Sei Ty = {t € [—a,a] : m; stetig in Z f.s. } fiir eine ZV Z in D|—a, a]. Es gilt:
Ty dicht in [—a, a], da Ty hochstens abzihlbar, vgl. Billingsley [Bil99], p.138. Fiir
T ={t1,...,tx} C [—a,a] gilt: mp stetig Py f.i. & T C T. Somit liefert CMT:

(WT(Ln//), Yn”) £) (ﬂ‘T(L/)’ Y’) VT - TL’-

Andererseits folgt aus (2) (angewendet auf Teilteilfolge (n”) :

(n7(Lor), Yor) S (7p(L),Y) VT CTy

= () (rp(L),Y") £ (7p(L),Y) VT CTuNTy

Sei
Fi = {n;'(4) : A€ BR™), T C Ty NTy, endlich}.

Wegen Ty, N Ty, = T, UTy, hochstens abzihlbar, ist Ty := T1, N7}, dicht in [—a, a.
Geméfl Theorem 12.5 (i74) in Billingsley [Bil99] gilt:

Bs(D)=o0(F) =
B(D x S) = Bs(D) ® By(S) geméf 1.3.12 in Génssler und Stute [GS77]
=o(F1 x By(S)) geméif 22.1 in Bauer [Bau90]

Die Gleichung (iv) bedeutet, dass die Verteilungen P/ yn und Py auf F; x
B4(S) iibereinstimmen. Letzteres ist aber N - stabil und erzeugt die Borel-o-
Algebra B(D x S) = (L', Y”) L (L,Y). Dann zeigen (7i7) und das Teilfolgenprin-
zip (Theorem 2.6 in Billingsley, 1999), dass (i) gilt. Da [0, c0) x ¢l(B) abgeschlos-
sen (in der Produkttopologie) und da (A;, Id) : DxS — RxS, (f,y) — (Az(f),v)
stetig Pp,yy-f.ii., liefern das CMT und das Portmanteau-Theorem fiir alle a > |z|:

limsupP(an <Y, € B) < P( A (L) >0, Y e cl(B)) + o(1)
vgl. Bew. von 4.9(5) — 0, n—oo
C {omin<z}
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= (5),da B C ¢l(B) = Int(B)UJB C BUJB und P(Y € 0B) = 0. Zum
Nachweis von von (4) beachte:

(NANE=FE\(ANE) VAFECAQ,
somit:

liminf P(o, < z,Y, € B) =liminf[P(Y, € B) — P(0, > ,Y, € B)]
n—oo N — n—oo

O\{on>a}
> liminf P(Y,, € B) — limsup P(o, > z,Y, € B).

n—oo n—o0

(2) =Y, 5 v " liminf P(Y, € B) > P(Y € B)

n—~o0

da B Y —randlos.

Ferner wie oben mit Lemma 4.10(2)

limsup P(o, > z,Y, € B) < P(A,(L) <0,Y € B).
n—oo T/>—}/
CH{omax>T

= Behauptung. O

Folgerung 4.15. Gilt in Satz 4.1/ die Bedingung (U), d.h. Omin = T = Omax [-S-,
s0:

lim P(o, <uz,Y, € B)=P(r<z,Y € B)

n—~o0o

Vx e C(F,), ¥V B Y-randlos.

m: OSP(O’maX:[L’,YEB) SP(UmaX:x) (g)P(O-min: ): ( :ZE'):
0, da x € C(F;). Satz g F.(z) := P(o, < x,Y, € B) — F(z) := P(tr <uz,Y €
B),V z € XN C(F;). Anwendung von 4.12(1) auf F,, F und D = XN C(F;)
liefert die Behauptung. O
Gilt in Satz 4.9 nur (2) und nicht (U), so ist die Schlussfolgerung, z.B.
argmax(L,) A argmax (L) (4.3)

zwar verfithrerisch, aber nicht gesichert. In der Tat lassen sich Beispiele angeben,
bei denen Satz 4.9(1)-(3) erfullt sind, aber (4.3) nicht gilt.
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Kapitel 5

Erste Anwendung: Regression
mit Sprung

Erinnere an Abschnitt 1.2: (X;,Y;), i > 1, ~ (X,Y) mit

(1) X ~ F und @ Verteilung induziert durch VF F,

@ P =ylx =)= { 0 0]

(3) m(x) = al{xgg} + bl{x>9}, a # b.
Sei p = &y + 6; das Z&hlmaf auf {0, 1}. Es folgt V A C B(R), B C{0,1}:

P((X,Y)e AxB)=P(X €AY € B)

P(Y € B|X = z)Q(dx)

Bin(1, m(z))(B)Q(dx)

A S

/ m(z)? (1 — m(x))'pu(dy) Q(de)

Fuhini

= (X,Y) hat Q ® p-Dichte

faxvy (@, y) =m(z)Y(1 — m(z))*™Y, xcR, yec{01}.

= Likelihood-Funktion = Hm(X,-)Yi(l —m(X;)) N

1=1
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Daraus erhélt man die Log-Likelihood-Funktion:

Z Y;log(m + (1 = Y;) log(1 — m(X;))

i) Z I{Xige} [Yz IOg(a) + (1 - Yl) 10g(1 - a)} +

i=1

+ Z Lix,>ey [Yilog(D) + (1 - ;) log(1 —b)]
= :l_l{Xi<9}

. a
= Z Lixi<oy [Yi log ;T (1-Y) log

1=1

} + Z Y log(b) —Y;)log(1l —b)

S

hangt nlcht von 6 ab
(und auch nicht von a)

Daraus ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer:

0, = argmax S,(t) fiir
teR
1 n
Sp(t) = o Z Lix,<ty [OéYi + ﬁ}, t € R mit
1-0 1—
a = log(%—1 — a) und g := log(1 _Z).

Sy, ist Treppenfunktion mit Spriingen in X7, ..., X,, (und sonst nicht). Wegen o+
f=1log¢ und 3 = log + wird entweder nach oben oder nach unten gesprungen,
daher ist A(S,) eine dlSJqute Vereinigung von bestimmten Intervallen vom Typ
[Xi_1.n, Xi:n). Betrachte die empirischen Prozesse in t:

1 < : .
t) = ~ ; lix,<1yY; (markierte empirische VF)

1 n
=— E lix,<sy (empirische VF).
" <
i=1

Damit kann S,(¢) auch geschrieben werden als
Sn(t) = aH,(t) + BEL(),

und wir erhalten

S(t) == E(S,(t) = aH(t) + BF(t)

Mﬂ:ﬂHﬁD:/m@Wdr

wobei sich das letzte Gleichheitszeichen durch Bedingen bzgl X ergibt.

mit
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5.1 Starke Konsistenz des MLE

Lemma 5.1. (1) Angenommen F ist strikt monoton wachsend in einer (bel.

kleinen) Umgebung B.(0) = [0 —r,0 +r], r > 0, dann folgt

0 = argmaz S(t)
teR

st eindeutige Maximalstelle von S.

(2) Falls zusdtzlich eine Konstante L = L(r) > 0 existiert mit
|F(0) — F(t)| > L0 —t| Vte B.(0),

so gilt:
S(@)—S(t)>LIe—t| Vte B.(0),

wobes

L:=L(r) = Lmin{aa+ 3, —(ab+ 3)} 2 0 .

Beweis: Aus t < 0 folgt H(t) = aF(t) und aus t > 0 folgt H(t) =

b(F(t) — F(0)). Daraus folgt:

s - {(aa + B)F(1), t<0

(ab+ B)F(t) + ala—b)F(f), t>06
Kann man also zeigen, dass
aa+F>0>ab+ 3,

so folgen (1) und (2). Dazu:

al—"» 1—a
ac+fB=a- loggm +10g1_b

=log($ ) -log (%)
a l1—a
—alogg—i-(l—a)log T3
= K(Q,P),

aF(0) +

(5.3)

wobei K(Q, P) gerade die Kullback-Leibler-Info zu @ = Bin(1,a) und P =

Bin(1,b) ist.

Klar: @ # b = @ # P. Damit gilt bekanntlich K(Q, P) > 0. Analog kann
ab+ f = —K(P,Q) < 0 gezeigt werden. Daraus folgt (5.4) und damit folgen

auch (1) und (2).

36

O
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Lemma 5.2. F stetige VF = ||S,, — S|| — 0 f.s.

Beweis: |5, — S|| < |o|[|[H, — H| + B][[Fn — F. Q¢ := {H,(t) — H(t)} P-
Einsmenge V ¢t € R gemi SGGZ = Qg := () ; P-Einsmenge, da Q abzéhlbar.

teQ
SchlieBllich:
Qo C{||H, — H|| — 0}

geméfl Satz 4.12(2), da H,, und H monoton und
H(E) = 1oy aF (1) + 1y [aF(0) + H(E (1) — F(9))]

stetig und beschrankt.
= ||H,— H| -0 fs.

Analog: || F,,—F|| — 0 f.s. (so genannter Satz von Glivenko + Cantelli in Glivenko
[G1i33]; gilt sogar fiir beliebige F') = Behauptung. O

Bemerkung 5.3. Lemma 5.2 gilt auch fiir beliebige VF F.

Beweis: Gemifl Quantiltransformation von Rosenblatt [Ros52] gilt
(X,Y) £(FHU), m ™ (VIFTHU)),

wobei (U, V) gleichverteilt auf (0,1)% und

m(ylr) = P(Y <y|X = )

= P(Bin(l,m(z)) < y), r,y €R
0, y <0

=¢ 1—-m(x), 0<y<1 =
L, y=>1

m” (v]r) = { 1, 1-m@)<v<l’
Somit 0.E. (X, Y;)i>1 ::(F‘l(UZ-),m‘l(Vi\F‘l(Ui)))iZl, (U, Vi) iid. ~ (U, V).
= H,(t) = Ha(F (1)),
H,(u) = % i Lwicwym™ (VIF~H(UL)
— F(Z;)l f.s. fiir jedes feste u aus [0,1].

H(u) = E(liy<ym™ " (VIF'(U)))
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:/E(m_l(V\F_l(UﬂU:x)dx

0
u

= /E(m_l(V|F_1(:B)))dx wegen U und V unabhéngig

0
u

:/E[l{l_m(Fl(x))<V<1}}dI

0
:i/mwﬂgw@, 0<u<l wegen V ~U(0,1).
0

= H(F(t)) = | Ljo<o<rym(F " (z))dz

:/hFWKmmFN@m% da F(t) > 2o t > F(2)
/ m(y)F(dy) Trafo

da H stetig und beschrinkt bzw. [0, 1] kompakt. (analoge Anwendung von Satz
4.12 wie im Beweis von Lemma 5.2) = Behauptung. U

Wir erhalten starke Konsistenz von (6,,).

Satz 5.4. F stetig auf B,(0) fir ein r > 0 und dort streng monoton wachsend
j A
0,—0 fs,n—o00 VOER, Ya#b.

Beweis: Wegen (5.4), (5.3) und Voraussetzungen an F' ist S stetig auf B,(6) und
strikt 7 bzw. N\, auf [# — r, 0] bzw. [0, 0 + r|, insbesondere gilt A(S) = {0} =
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S = a(e) : =max{S(t): |t — 0] > ¢}
= max{S(0 —¢),S(0 +¢)}

—

existiert Ve € (0,7).

[ -

(S(0) — S0 —¢)) oder

W =W =

(S(0) = S(0+¢))

Damit b(¢) > 0V 0 < € < r = Behauptung mit Satz 4.6 und Bemerkung 5.3. O

Numerische Bestimmung des MLE én: Seien X;.,, < ... < X,,., die Ord-
nungsgrofien zu Xy, ..., X, und Y{i.p), ... Yy die Konkomitanten,
d.h. die i-te Konkomitante erfiillt

Yi =Y; & Xiyy = Xj.

Damit ist
0, = X;

m

wobei }
[ := argmax Z (@Y + B)

1<i<n =

der kleinste Index ist , der die Partialsumme maximiert. Beachte, 6, ist echte

~

Maximalstelle von S, d.h. S, (6,) = max Sn(t).
€

5.2 Fehlerabschitzung

Ziel: Herleitung einer oberen Schranke fiir die Fehlerwahrscheinlichkeit
P(l6,, — 6] > d), d > 0.

Satz 5.5. Angenommen fiir ein (beliebig kleines) r > 0 gilt:
(1) F strikt monoton wachsend auf B,.(6).
(2) Es existieren Konstanten L = L(r) und L = L(r) mit:

Lis—t| < |F(s)— F(t)| < L|s—t| Vs,te B.(0).
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Dann ezistiert Konstante C' = C(r) mit

lim sup P (n|én — 0] > {E> <Cz™' Va>0. (5.5)

n—~o0

Insbesondere liefert v — oo:

0, —0=0p(n7?). (5.6)

Beweis: Sei d > 0 beliebig =
(1) P(n—0>d)<PA<|,—0/<r)+  P(|,—0]>r)

J

=0 fi‘ig d>r =:an(r)—0 Vv 7’;6 gemif Satz 5.4
Daher betrachte nur fiir d < r:
2) {d<lb—0/<r}C |J {Sa(w)>S.(0)}.
d<|u—0|<r

denn sei w € linker Menge und angenommen w ¢ rechter Menge, dann folgt, dass
Sp(u) < S,(0)V d < |[u—0| < r, also insbesondere fiir u = 6, folgt S, (6,,) < S.(0),
was einen Widerspruch darstellt.

Fir
(3) U {-1¢c U ¢3v U 3
d<|u—6|<r d<u—0<r d<0—u<r
= E1UE2
mit

Ey= | {Su(v+6) > S,.(0)}

= [ {Suv +0) = S(v+0) = (Su(0) — S(6)) > S(0) — S(v+6)}
d<v<r (5.2\),
c {di“‘i [Sn(v+0) — S(v +f) — (Sn(®) = SO)] L}

folgt mit (2):
(4) P(d<|0,—6| <r)< P(E)+ P(E,)

mit: (da S, = aH, + fF,, S=aH + fF, a und § #0)
b |H,(0 +v)— H(O+v)— (H,(0) — H(0))| > 2|l;|) N

(5) P(Ey) <P ( su

d<v<r v
o (up B0 PO - (B0 FON, L
d<v<r v 2‘6|
= Al + Ag.
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Fiir die Behandlung von A; sei
T:=Tyg:={teR:H() <1}

Definiere Vn e NVitc T :

Hy(t) — H({)

©) Malt) = =

und F,(t) == o(Hp(u) :u <t).

Da unser H < 1, ist hier Ty = R. Man kann zeigen, dass fiir jedes feste n € N
(M, (1), Fu(t) i t € Tiy)

ein zentriertes Martingal ist. Wegen (6) ist H,, — H = (1 — H)M,,, und es folgt:

(6)

v Y H,(0+v) — H(O +v) — (H,(0) — H(e))}
-1{1— (0 + )M (0 +v) — (1 — H(0))M,(0)} =
v H(0) — H(0 +v) } Mo (0 +v) + v (1 — H(0)){M,(0 +v) — M, (6)}

= A, < P( sup [H(®+v) _H(9)||Mn(9+v)| > i)

d<v<r v 4|a|

+P< [M(8 + v) = M, (6) L )

su >
izekr v = ol - H©),

=: Ay + Ao

Fiir die Abschétzung von Aq; beachte:

0+v

(7) |H©O+v)— «—/m

Vor. 5.5(2)

=b{F(@+v)-F(@)} < blv Vd<v<r

AuBerdem ist (M, (0 +v), F,(0 +v) : d < v < 1) ein zentriertes Martingal mit
rcll Pfaden. Daher kénnen wir die Doob’sche Martingalungleichung (vgl. Shorack
und Wellner [SW86], p. 874) anwenden:

@ L
) Ay <P M, (0+v) > ———
®) Aus <ds<1igr‘ 6+ )] 4|a|bL)

Doob _
< 16a20*T° L2 E[M,(0 + )Y
N—_—— —

© (1 _H(0+r))~2Var(Hy (0+1))
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Zur Berechnung der Varianz, beachte:

n

nH() =% Ly o~ Bin(n, H(1))

1
! Bernoulli-Var,da Y;€{0,1},
mit Treff.-w. p=H(t)

= VarH,, (0 +r) = n~*Var[Bin(n, H(0 +r))]
=n 'HO+r)(1-HO+7r) =
(9) A <Cin!

mit Oy = 16a20*L°L2H(0 +r)(1 — H(0 + 1))~ L.
Zur Abschiatzung von Ay betrachte

M, (v) == Mp(0+v)— M,(0), d<v<r=

(M, (v),F(@+v):d<wv <r) ist zentriertes Martingal.
Sei

{vk::d+(r—d)k2_m:0§k5§2m}, m e N,
eine dyadische Zerlegung von [d, r]. Setze
Sk = Mn(vk), Qk = fn(«9+vk), 1 S k S 2m7 S() = 0, go = {@,Q}

(Sk, Gk 1 0 < k < 2™) ist (diskretes) zentriertes Martingal =

o >\/2
(0] A~

(10) Ap = P( sup

d<v<r v
M, A
<P ( sup )] > —
d<v<r v 2

=P (sup max M > é)

m>11<k<2m Vg, 2

da v— M ()] rcll auf [d, 7]

v
ISkl A
== U max — > —
1<k<2m vy 2
m>1 '
~
monoton wachsend
= lim P| max @ > é o— Stetigkeit
m— o0 1<k<2™ v 2 von unten
- _/

<a-2o¥ UZZE[(Sk—Skfl)Q]
1<k<2m

gemifl Hajek’s Martingal-Ungleichung (— z.B. Génssler und Stute [GS??])..I
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(1) E[(Sk— Se)?] = B(S) — 2 B(Se1S1) +E(S2.,)
—_——
= E(Sk—1 E(Sk|Gk-1)) = E(S7_))
————
= Si_1, da S Martingal

= E(S;) — E(Si1) = E[Mu(v)’] = E[My(vp-1)?],
wobei die letzte Gleichung nur fiir alle £ > 2 gilt wegen der Definition von Sj.

(12)  E[M,(v))] "= E[(M,(0 +v) — M,(6))?]
= E[M, (0 +v)% — E[M,(0)?] , da (M,(t) : t € R) Martingal.

Weiter mit (6):
E[M, (6% € (1 — H(t)) 2VarH,(t) 2
=n 'Ht)(1—H(t)™ (11)£02)
B(SE) — E(SE1) = EQL(0 +0)%) — EOLG - 0f) ¥ >2
:n—l{ H (0 + vy) H(0+ vg_1) }

1—H(9—|—’Uk) 1—H(9—|—’Uk_1)

o H(9+Uk) —H(9+Uk_1) Ty =
(1—H(9+Uk) (1—H<¢9+Uk_1) (=T
<H(0+r) <H(0+r)<1
<(A—HO+7)n {HO+v) = H(O —vp1)}
) bru,
= [ _m dF

Otve—1 2

<Dn HFO+v) — F(O+vp1)}

J

< L(vg — vp_1) wegen Vor. 5.5(2)
< Dfn‘l(vk — 'Uk—l) .

Fir k =1 ist Sp,_1 = Sy =0, also

= DLn ' (v; —vg) + DLn .
Da vg = d < vy, folgt:

A SADIA 07! lim Y v (0p — vpoy) + 4DLntd
1<k<2m
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T

= 4DIL\ *n ! /U_2d1) +4DIn~td !

= A < an_ld_l 2

(13) Al S C’ln_l + an_ld_l.
Zur Behandlung von As beachte:

—————— 0(F,(s):s<t):teT

(P otm s <0 ety

ist zentriertes Martingal mit rcll Pfaden ¥V n € N (siehe z.B. Gaenssler und Stute
[GS87)).

Analoges Vorgehen liefert:

Ay < Cynt 4o tat B
P(El) < C'5n_1 + Cﬁn_ld_l.
Es ist

Ey=|J {S.(0+v)<S.00)}.

—r<v<—d
Daher ldsst sich P(FE;) analog abschitzen, wenn man beriicksichtigt, dass
Ho(t) — H(1)
M, (t) = bzgl.

Folt) =0 (Hp(u): u>t),

teli_u,
ein reverses Martingal bildet. Man erhéalt

P(FE;) < Con~ '+ Cen~td ™t (1):_>(3)

P(‘én — 9| Z d) S an_l + Clon_ld_l + an, s

wobei a, = a,(r) = o(1), n — co. Sei d =xn~!, z > 0= (5.5).

5.3 Verteilungskonvergenz

~

Ziel: Grenzwertaussagen fiir die VF von n(6, —6) fiir n — oo. Dazu: GemiB (4.2)
gilt

n(6, —0) = argmax L, (t), (5.7)
teR
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L) = n {Sn (e + %) - Sn(e)} |

Anwendung von Satz 4.9 erfordert:
(1) (6 —0) = 0p(1)
(2) L,=5 Lin D[—a,a]Va>0
(
(

wobel

3) (0 # A(L) abgeschlossen und beschrinkt

Wegen (5.6) ist (1) erfiillt. Bleiben (2) und (3). Zu (2): Es stellt sich heraus,
dass L ein zusammengesetzter Poisson Prozess (compound Poisson process) ist,
definiert durch:

Ni(t)

L(t) =1 "wio (5.8)
— Z i, t <0
=1

wobei Ny und N, Poisson Prozesse sind mit Parameter \; = F'(6+) bzw. Ay =
F'(0—). Ferner gilt V i:
b, r=log¢=a+p
H&zwz{ Y
1-0, v=logi3 =0
a, x = log ?_a
l—a, v=logi7}

Plo= ) = {

AuBerdem sind {Ny, No, &, m; : @ > 1} unabhingig (Wéhle den Poisson Prozess
N, derart, dass die Pfade linksseitig stetig sind mit rechtsseitigen Limiten = L
rell).

Lemma 5.6. t1,....t € R = (Ln(t1), ..., Lo(t)) = (L(t1), ..., L(t)).

Beweis: 0.E. k= 2. Seien s <t € R.
1. Fall: 0 < s < ¢t. Betrachte Zuwéchse

L,(s) = Ln(s) — L,(0)

= Z 1{9<Xi§6+%} [aY; + ] und
=1
Ly(t) = Lu(s) =) 1 (02 <x,<0+£10Yi + ] =
i=1
Ln(s) = (a+ 3) 21 + B2,
L,(t)— L,(s)=(a+ 0)Zs+ 24 , wobei
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n

Zy = Z 1{9<X1~s€+%%=1}
izl

Zy:=) pex<ors vimo}
izl

J3 = Zl 1{9+5<Xi§9+%vy'i:1}
i=

n

Z = ]_ ; t

4 E 1: {o+2<x;<0+Lvi=0}
1=

Die Zuwéchse sind diskret mit Zielbereich W = {k(a+ 3) + 103 : k,l € Ny}.
Seien u,v € W mit (zunéchst eindeutigen) Darstellungen v = k(o + ) + 1,
v=m(a+p)+q0 =

Eind. v.
u,v

P(Lo(s) = u, Ly(t) — Ln(s) =v) = P(Zy =k, Zo=1,Z3=m,Zs = q)
:P(Z1:k,Zg:l,Zg:m,Z4:q,Z5:n—k—l—m—qJ),

wobel Zs :=n— (Z1+ ...+ Zy).
Treffer Treffer
1. Art 3. Art
: by L V> k4ldmtgs
(Zl, ey Z5) ~ Mult(n,pl, c. ,p5)
[ s
0 ST S
0 0+ = 6+ L
Treffer " Treffer n
2. Art 4. Art

p=PO<X <0+ y=1)= /m(:):)F(dx)
(%
=b{F(0+2) - F ()}

o= (1—b){F<9+2> - F(o)}

pgzb{F<9+%) —F(9+%>}
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retonfr(ee ) e )

p5:1—(p1+...—|—p5):1—{F(@—l—%)—F(Q)} N

npy — bsF'(0+),  nps — (1 —b)sF'(0+)
nps — b(t — s)F'(0+), nps— (1 —0b)(t —s)F'(0+)
n(pr+...+ps) = tF'(0+) =

n

(1) P(Ln(s) = u, Ly(t) = La(s) = v) = (

vgl. Poisson’scher bk+m(1 . b)l+q

k 1 m
B o) q'p')pl “Po - D3 png

Grenzwertsatz

Oas)FH O (E — )™t

El-1V-m!-q!
Andererseits

u=k(a+p)+13
P(L(s) = u, L(t) — L(s) = v) "~ @0

k41 k+l4+m-q
= P(Zflzu,]\ﬁ(s):k+l, Z §Z:v,Nl(t)—N1(s):m+q>
i=1

i=k+1+1

= P(iflzu> 'P(N1(S):]€+l)

P[5 ) rov0- 50 -mral

i=k+1+1
wobei die 1. Gleichung gilt, weil

{Ti)gi:“} C{MN(s) =k+1}

N1(t)

{ Y a-vfemo-mo-nia,

i=Nq (8)+1

47



KAPITEL 5. ERSTE ANWENDUNG: REGRESSION MIT SPRUNG

und die 2. Gleichung gilt wegen der Unabhéangigkeit. Da

p (kz;fg :u> _ (k;:l)bm _b)

P(Ny(s) =k +1) = e‘AISM

(k+0)
k+l4+m+q m+q
P [ — —= n — q
(Z & v) ( N )b (1—b)? wund
i=k+I+1

_ (s At = s))m
P(Ny(t) = Ni(s) =m+q) =e (t=s) (m+ ) ,

folgt aus (1)

(Ln(s), Ln(t) — Ln(s)) 5 (L(s), L(t) — L(s))
R (Lo(s), La(t)) — (L(s), L(t)).

Die Eindeutigkeit der Darstellungen v = k(a+ ) +13 und v = m(a+ () +qf war
mehrfach entscheidend. Angenommen z.B. u = k(a+ )+ 18 mit (k,1) # (k, 1) ist
weitere (von genau 2 Darstellungen) = {L,(s) =u} ={Z1 =k, Zy =1} +{Z, =
k, Zy = I}. Allgemein erhilt man disjunkte Zerlegung in d Mengen bei d € N
verschiedenen Darstellungen von u. Genauso fir {L,(t) — L,(s) = v}, falls v

genau e € N Darstellungen hat. Es folgt:
P{Ln(s) = u, Ln(t) = Ly(s) = v} =

d e
ZZf){ZI = ki, Zy = i, Zs = my, Zy = q;}.

i=1 j=1

lasst sich behandeln wie oben

2. Fall: s <t < 0: analog

3. Fall: s < 0 < ¢: Betrachte (—Ly(s), L,(t)). Mit den gleichen Argumenten wie
oben zeige

(—Ln(5), Lu(t)) 5 (—L(s), L(2)).

Das néchste Resultat liefert die Straftheit von (L,,) C D[—a,al.

Lemma 5.7. Angenommen es ewistiert ein v > 0 mit |F(s) — F(t)| < L|s — t|
YV s,t € B.(0). Seien a > 0 und —a < t; < t < ty < a beliebig. Dann existiert
eine Konstante C, so dass ¥V n > % gilt:

BE|L,(t) = Ly(t)|| Lo(t2) — Ln(t)] < C*(t —t1)(ta — 1) < (Clta — 11))?.
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Beweis: |Y;| <1Vi=|aY;+ 6] <c=|a+ 8] +]|8] =

El...]]...|=E

Z 1{9+%<X1~§9+%}(O‘Yi +B) Z 1{9+%<ng9+%2}(o‘yj + ﬁ)‘
i=1 Jj=1

gczzp<e+t—l<Xi§9+3,9+3<Xj§9+t—2)
n n n n

b,J

g dan — ¥ 1 disj.
il gt ot 2
Unabh.
t t t t
é&Z{F (9+—) —F<9+—1)}{F (9+—2) —F(9+—)}
. n n n n
Z?é] (. ~  \ J
<t <Ti~t2 (5.2)

= Behauptung.

Da P(Ni(a—) = Ni(a)) =1 (vgl. 7.5.6 in Gaenssler und Stute [GS77]) und
Ni(a—) Ni(a)
{3 a=Y 6 2 nta) =My,
i=1 i=1

folgt: P(L,(a—) # Ly(a)) = 0.
Somit folgt mit Satz 3.3, Lemma 5.6 und Lemma 5.7:

Satz 5.8. Angenommen 31 > 0 mit |F(s) — F(t)| < L|s —t| V s,t € B.(0) und
angenommen F'(0+), F'(0—) € (0,00) existieren =

Lo 5 L in D[—a,a] ¥ a > 0.
Damit ist auch (2) erfiillt. Bleibt (3). Dazu:

E(fl):ab—l—ﬁ<0<aa—l—ﬁ:E(m)

geméB (5.4). Bekanntlich N;(t) — oo, t — oo und Ny(—t) — oo, t — —o0 f.s.
= L(t) — —o0, [t| — oo f.s. mit SGGZ = A(L) # (). Da §(L) > 0 f.s. gilt wegen
Lemma 4.1: A(L) abgeschlossen = (3). Somit liefert Satz 4.9:

Theorem 5.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 5.5 gelte zusdtzlich, dass
F'(64) und F'(0—) existieren. Dann folgt:

(1) liminf P (n(én —-0) < x) > P(o < x) und

n—oo
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(2) limsup P (n(én —9) < x) <P(r<z),VzeX=R,

wobei o und T die grofite bzw. kleinste Mazimalstelle von L aus (5.8).

Bemerkung 5.10. (1) Da L Treppenfunktion mit §(L) > 0 f.s., ist ¢ > 7 f.s.
Insbesondere gilt nicht:

cLr (dennsonst:aéT:>0:E(U—T):>a:Tf.S.)
>0

(2) Sei (a,b) € R? mit a < b eine Losung der Ungleichung
Plo<b)—P(r<a)>1—-a,
und sei

I() == (én — é,én — ﬁ) =
n

n

liminf P(0 € I,(a)) = liminf P(a < n(6, — 0) < b)

> liminf P(n(f, — ) < b) — limsup P(n(0, — 0) < a)
@ - .
gp(0<b) (%)P(Tga)

>1—«

A

= I, () ist asymptotisches KI fiir # zum Niveau 1 — a.

5.4 Der Fall ¢ und b unbekannt

Dann klar: a und b sind zu schitzen. Dazu: Angenommen 6 wire bekannt. Erin-
nere an Log-Likelihood-Fkt.

n(0,0,0) =Y 1ix,<oy [Yilog(a) + (1 — ;) log(1 — a)]+

1=1

+ 3 Lixesay [Vilog(b) + (1= Y;) log(1 = b)] .

i=1
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Diese ist fiir festes 6 partiell differenzierbar nach a und b =

ol, < Y, 1-Y
0—%—21{)@-9} [;— 1_a]
~—————

" YVilix
a = dn(e) = ZZ:I {(X:<6} (9 Z Xl:n)

Z?:1 1{X1~§9}

Ol - " Vil
Analog: 0= — <& b=10,(00)= ZZ;I {Xi>0}
Zi:l ]‘{Xi>€}

b
Mit dem Lemma von Borel-Cantelli folgt leicht, dass der MLE (a,,(6), by(6)) fiir
(a,b) (bei bekanntem 6) wohldefiniert ist fiir schliefilich alle n € N f.s. Da 6 aber
eben unbekannt, betrachte beliebiges Paar (a,(s),b,(t)) mit s,t € R.

(0 < Xpn)-

Lemma 5.11. Falls F(s) > 0 und F(t) <1, so gilt:

s

an(s) — Fés) | m(z)F(dz) =:a(s) fs.

b(t) = =g [ m(@)F(de) = b(t)  fs.
t
Beweis: SGGZ O

Folgerung 5.12. Falls s <0 <t, F(s) >0 und F(t) <1, so
(an(s),ba(t)) = (a,b)  fs.

D.h. man muss 6 nicht exakt kennen, um (a,b) konsistent zu schitzen. Es reicht
Kenntnis eines Intervalls [s,¢], das 6 enthélt. Klar: Je kleiner s bzw. je grofler t,
desto schlechter sollte die ,performance“ des MLE sein. Mathematische Recht-
fertigung in

Satz 5.13. (Asymptotische Normalitit) Voraussetzungen von Folgerung 5.12 =

an(s) a L U
Al )= = (v)
wobei U ~ N(0,0%) und V ~ N(0,72) unabhingig mit o® = o(s) = “L=2 ynd

b(1—b) Fe)
2 =7%(t) = )
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Beweis: Erinnere an Abschnitt 1.2 (6) =
Y;:m(X,)—l—EZ s E(€Z|X):O s

m(z) = alz<gy + blizsay

1 n
Ha(s) = — 3 Tpassy(a+e)

i=1

1 n
= al n + — lex, s1Eq =
aFy(s) 0 ;:1: {Xi<s}

N2 Y lixsass
Vidan(s) —a} = —=

Fo(s)
Analog
n_% Z 1{Xi>t}€i
5 . i=1
Sei

n

1
Sni=n"2 Y (Lxiep Lixosn)e
=1 v
=:7;

Wegen E(g;|X;) = 0 sind Z; i.i.d. und zentriert. Mit ZGWS folgt sofort
S, 5 Ny(0,T) =: S =: (£,n)*, wobei
' =a(l —a)F(s)
oo =b(1 —0b)(1 — F(t))

und I';p = I'y; = 0 wegen 1ix,<s31{x,>1 = 0. Berechne z.B.

I = E [L{x<s€’]
= E [1{X§5}<Y — a)z]

s

_ / E[(Y - a)|X = 2] F(dz)

_ / [ / (y—a)QBin(l,a)(dy)]lF(d:)s).

=Var(Bin(1,a))=a(1—a)
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Mit SGGZ: (F,.(s),1 — F,(t)) — (F(s),1 — F(t)) f.s. Daher mit Cramér-Slutsky:

(S Fuls), 1 — Fu(t)) 5 (€,m, F(s),1— F(1)) ,

wobei & ~ N(0,I'11) und 1 ~ N(0,'y2) unabhéngig wegen I' diagonal. Da

\/ﬁ( o ) = (S, Fa(s), 1 — Fo(t))

und h stetig f.i., folgt die Behauptung mit CMT. 0J

Beachte, 0 — oo fiir s — —oo0 und 72 — oo fiir t — oo. D.h. fiir zu grofie Inter-
valle [s, ] haben die Schitzer a,(s) und by, (t) w.U. inakzeptabel grofe Varianzen.
Andererseits sind o2 und 72 minimal fiir s = 6 = ¢, d.h. ,(0) und b,(0) sind in
diesem Sinne optimal. Problem (immer noch): § unbekannt. Idee (Plug-in): Erset-
ze 0 durch Schiitzer 67, der nicht von a und b abhingt (Vorsicht: 6, = 6,,(a, b) ist
daher nicht geeignet, denn hier ,wiirde sich die Katze in den Schwanz beiflen*.)

Erinnere an Dempfle-Stute Schétzer:

0 := argmax p,(t)
teR

1
pu(t) = 1) Z Lix,<iexy(Yi = Y5)
n(n=1) e
Zweiseitige Variante davon ist

0, = argmax |p,(t)| .
teR

Dempfle und Stute [DS02] zeigen
0, —0=0p(n7"), fallsa>b.
Es ldsst sich ahnlich wie in Satz 5.4 zeigen (Beweis spéter):
0, — 0 fs, fallsa>b

Vermutung (Beweis spiter):

0, —0=0p(n7"Y), fallsa#b

0, —0 fs., falls a # .
Sei nun 0 irgendein Schitzer mit
00— 0 fs. VYa#bd (5.9)
bzw.
0F —0=0p(n") Va#b. (5.10)

Betrachte: af := a,(0%) und b% = b, (0)
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Satz 5.14. F stetig auf B.(0), 0 < F(0) <1 =

(an,b,) — (a,0)  fs.
Hy(s)

Beweis: a,(s) = 7

, 8 € [ X1, 00). Beweis von Lemma 5.2 zeigt fiir stetige F:
(1) ||H,—H||—0 fs.

Dies gilt auch fiir beliebige F' (vgl. Bemerkung 5.3). Bekanntlich gemafl
Glivenko-Cantelli [Gli33]:

@) ||F—F||—0 fs.

. H, H H,—H HF,—F)
p — Q4= — — — = —
F, F

E, FF, 7
folgt mit (1) und (2):

<1
—
[Hn — HI| H(c0)[|F — F]
0

sup |an(s) —a(s)| < —0 fs,
s€B,(0) @n () () F.(0—r) F@—-nr)F.,(0—1)
denn F(6 —r) > 0, falls r klein genug. Wegen (5.9) gilt:
0r € B,(0) fiir schliefllich alle n > 1 f.s.
= |a;, — a| = |an(07) — a(0)]
< |an(0,) — a(0,)] + |a(6y,) — a(0)|
< sup |an(s) —a(s)|+  |a(6;) —a(0)]
sEB(0)
~ ~~ d ——
—0fs — 0 denn a stetig auf B, ()
Analog: bX — b fs. O

Satz 5.15. Es gelten Voraussetzungen (1) und (2) aus Satz 5.5. Falls zusdatzlich
F'(0+) und F'(0—) ezistieren, so:

() -Gr=(v)

wobei U ~ N(0,02(0)) und V.~ N(0,7%(0)) unabhingig (mit den minimalen
Varianzen,).
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Beweis: Wegen Satz 5.13 und Slutskys Theorem reicht es zu zeigen:

Betrachte z.B.

linke Seite in (1) = v/n(a,(0)) — a,(0))
) 7O,
Fa(07)  Fa(0)
1 H., ()

Z (Lix,<0:3 — Lixi<oy)

n= Z Livi<oy — Lixi<on})-
=1

Wegen der gleichméfiigen Konvergenz von F, und H,, (vgl. Lemma 5.2 und Be-
merkung 5.3) folgt mit (5.9), dass die Koeffizienten von 7T, und U, (sogar) f.s.
konvergieren. Bleibt z.z.:

T,—0 und U, — 0 P-stochastisch

Dazu: Sei € > 0 und M > 0 beliebig. Setze I,, := (6,60 + 2], J, := [0 — X 4].

[
M
0 -

]
]
0+

s|=

3 P(TI > o) P(|T|>e o< ) (o )

——_————
={0;€ln}+{0;,€Jn}

P ( i1{9<xi<9+lg} > 6) +
P (n 221{9 Mox,<6) >5>

+P (|9;§ -0 > %) =: A,(M) + B,(M) + C,(M).

I/\R
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Geméf Poisson’schem Grenzwertsatz gilt:

Z 1{9<Xi§9+%} £ Bin (n, F (9 + %) — F(@)) £ Poisson(MF'(6+))
i—1

Shutgly Ay(M)—0,n—00 VM>O0.
Analog: B, (M) — 0V M > 0. SchlieBlich wegen (5.10):

lim limsup C,(M) =0

M—oo 5500

Es folgt (1). Analog erhdlt man (2). O

Erinnere an MLS = 6, = 0,(a,b). Héngt von a und b ab. Ersetze (a,b) durch
Schéatzer (af,b’) Erhalte:

n’-n

0} := argmax S*(t)
teR
* 1 - * *
Sult) = Z; LixicplonYi + G,
ar(l—=10;) 1 —a,
* = log — =1 -
= 0B Ty T BT,

Numerische Bestimmung wieder unproblematisch

é; = Xl;‘l:n
l
[} =argmax < ay » Y +10,
g {0 Lo 15

Satz 5.16. F stetig auf B.(0) und streng monoton dort =
0 -0 fs.

Beweis: S} = o) H,, + 35 F,, gemé$ Definition. (o, 55) Iy (cv, B) wegen Stetigkeit
und Satz 5.14.

Ferner (vgl. Lemma 5.2 bzw. Bemerkung 5.3):

|\H,— H|| —0, ||[F,—F|| -0 fs. =
|S¥— S| — 0 fs.= Behauptung mit 4.6 (vgl. 5.4).

0

AbschlieBend der Nachweis, dass sich auch die (beinahe) Verteilungskonvergenz
in Theorem 5.9 auf 6 iibertriagt. Erfolgt wieder mit unserem Argmax-CMT 4.9.
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Satz 5.17. Voraussetzungen aus Satz 5.5 =31 C >0:

limsup P(n|fF — 6] > z) < Cz' Yz >0.

n—~o0

A~

Insbesondere: n(6; — 0) = Op(1).
Beweis: Wir orientieren uns am Beweis von Satz 5.5. Sei d > 0 beliebig =

(1) P(0:—0>d)<P<I|0;—0|<r)+ P05 —0]>r)

~
— 0 V r>0 wegen Satz 5.16

Fiir o.E. d < r gilt:
P(|6: — 6| > d) < P(E}) 4+ P(E})

mit z.B.

(2) P(E)<P ( qup 1530+ 0) = S0+ )~ (S3(0) ~ SO L) |

d<v<r v

Da S} = oy H, + B;F, und S = aH + (F, folgt
Str—S=a(H,— H)+ (o —a)H + B:(F, — F)+ (8 — B)F,
und daraus folgt

(BN < P ( up J98H(O 4 ) = H(O ) = (H(6) = HO)| %)
d<v<r v

L p < sup |on—ollHE+v) ~HO) £)
d<v<r v 4

L p ( qup FAlIFu(6 +0) = F(9-+v) = (Fu(6) = FO) | g)
d<v<r v

L p < sup [P BIE@O ) = FO)] £>
d<v<r [ 4

= AT+ A5+ A5+ A).
Zerlegung des zugehorigen Ereignisses liefert:
A< P ( sup |H,(0 +v)— H(O+v)— (H,(0) — H(9))| > L )
d<v<r v 8|Oé|
+ P(log,| > 2[a])
= Ap + A,

Dieselbe Herleitung wie von (13) im Beweis von Satz 5.5 zeigt:

(3) AL, <Cin 't Cintd
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Weiter
>0

PN
(4) A}, < P(Hofm — |a|‘ > o ) — 0 wegen Satz 5.14.

Da |H(0 +v) — H(0)| < bLv gem&B Satz 5.5 (2), folgt

L
(5) A3 <P (\a; —al > —_) — 0 wegen Satz 5.14.
40L
Analog behandelt man A} (vgl. Ay in Satz 5.5) und A} = Behauptung. O

Bleibt funktionaler Grenzwertsatz fiir
t
L (t):= n{SZ <9+ 5) — SZ(@)} ,teR,

denn geméf (4.2) haben wir wieder

n(0: — 0) = argmax L% (t).
teR

Satz 5.18. Voraussetzungen aus Satz 5.8 =

L> 5 L in D|—a,a] Va > 0.

n

Beweis: Geméf Definition gilt z.B. fiir ¢ > 0
n <1 "
* * /\ *
L) = La(t) = (0 =) D Lgpexicorn Ye + (85— B8) D Lrpex,cont)
i=1

1=1

= sup [L(1) — La(t)] <

—a<t<a
{lag, —al + 18, — /6|}Z 1{9—%<X1~S9+%}'
=1

Die Summen konvergieren in Verteilung geméafl dem Grenzwertsatz von Poisson,
wihrend die Faktoren stochastisch gegen Null konvergieren geméfl 5.16, also kon-
vergiert die obere Schranke ebenfalls stochastisch gegen Null.

= Behauptung mit Slutsky + Satz 5.8. O

Aus Argmax-CMT 4.9 folgt

Theorem 5.19. Sind die Voraussetzungen aus Theorem 5.9 erfiillt, so gilt fir
alle x € R.
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(1) liminf P (n(é; —0) < a:) > P(o < )

n—oo

(2) limsup P (n(é;; —9) < :c) < P(r <u).
Bemerkung. (1) gilt V G = (—o00,z), + € R, aber nicht notwendig fiir alle
offenen G C R. In diesem Fall hitte man geméfl Portmanteau-Theorem, dass
n(6x — 0) £ . Analog gilt (2) nur fir alle abgeschlossene (—oo,z], z € R.
Insofern gilt Portmanteau-Theorem nur beinahe (und auch fiir 2 verschiedene ZV
o und 7). Daher Sprechweise: n(6* — ) konvergiert beinahe in Verteilung (oder
fast schwach, almost weakly, a.w.) gegen (o, 7):

A~

n(0F —0) —aw (0,7).

5.5 Der Schitzer von Dempfle und Stute

1
o) = ———— 3 dincien,y (Vi - V)
n(n—1) e
gni = argmax =+ p,(t)
teR

0,, := argmax |p,(t)|
teRr

Idee am Rande: Ersetze die Funktion h(Y;,Y;) = Y;—Y; durch beliebige messbare,
antisymmetrische Funktion h.

Bestiitige zuniichst Vermutung, dass 6,, Schitzer mit (5.9) und (5.10). Dazu

Lemma 5.20. a # b und F beliebige Verteilungsfunktion =

lpn — pll — 0 fast sicher, wobei
B (1—=FO)F(t), t<8
plt) = (a—b) { FO)(1— F(t), t>0

Beweis: Eine einfache Umformung liefert

pult) = 5 3 Lo (Vi = T)
- nﬁ - {HA(0) = VaFa (D)}
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| F, — F|| — 0 f.s. geméB Glivenko-Cantelli. Im Beweis von Bemerkung 5.3 wurde
gezeigt:
|H, — H|| =0 fs.

Klar mit SGGZ: Y, — J mdF f.s. = Behauptung. O

Folgerung aus Satz 4.6, falls F' auf B,(f) sowohl strikt monoton wachsend als
auch stetig:

Ry f.s., falls a > b

n —
— 0 fs., fallsa<bd

|

n

Beachte: [||pn| = [pll| < llon = pll — 0 fs.

Setby. 0 fs., falls a £ b.

Dies zeigt, dass 0, (5.9) erfiillt. Bleibt z.z. dass 6,, auch (5.10) erfiillt, also

gn —0= Op(n_l).

Folgt aus
P@,#8,)—0, a>b (5.11)
und
P@O,#6,)—0, a<b, (5.12)
denn:
_ Zerlegun _ _ _
0< Plf, -6 >d) < P —0>d+P@" £8,) "=
dlim limsup P(n|f, — 0| > d) = 0 < (5.10).
Nachweis von (5.11) und (5.12) mit folgendem
Lemma 5.21. f € D(R), A(f) # 0. Falls
—inf f(s) < sup f(s), (5.13)
seR sER
so folgt
A(f) = A(FD)- (5.14)
Insbesondere, falls zusdtzlich A(f) abgeschlossen+nub:
argmaz(f) = argmax(|f]). (5.15)
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Beweis: (1) Zunéchst 1. Vorbetrachtung:

t e A(f) & sup f(s) = max{f(1), f(t—)}
& f(s) <max{f(t), f(-)} VseR

denn: ,=“ trivial;
”<:(L
L Fall: £(t) > f(t—) ™S f(s) < f(t) Vs €R

trivial

ft) < supf(s) =
f(t) = max{f(t), f(t—)}

9. Fall: f(t—) > f(t) = f(s) < f(t-) Vs €R

= sup f(s) < f(t=) = lim f(u) < supf(s)
ult \/-?)
<sup f(s

= sup f(s) = f(t—) = max{f(t), f(t—)}
(2) Vorbetrachtung: t € A(f) =

() SOV =) =fOIVIfE-)],  denn:
1. Fall: f(¢) und f(t—) > 0= (%)

2. Fall: f(t) <0< f(t—) =

(sonst:

= f(t) < inf f(s) Widerspruch)
= [FOIV I L =) 20 pe-) 22 ) v fe-)
= (%)
3. Fall: f(t—) <0< f(t) =
(+4)  1FE) < IFO)
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(sonst:

—f(t-) = 1£-)] > 1) = £
)V (=) =sup f(s) > —inf f(s)
= f(t—) <inff(s) = £ > 0:
f(t—)+e < inf f(s)
Zue>03u<t:|flu)—ft=) <e=

f(u) < f(t—) + e < inf f(s) Widerspruch)

= 1OV e E ) 2 pe) P2 fe) v ofe-)

= (%)
4. Fall: f(t) und f(t—) < 0 nicht mdglich, denn dann:

sup f(s) < 0= —inf f(s) (523) sup f(s) < 0= inf f(s) > 0 > sup f(s)

= Widerspruch.
Jetzt Beweis von (5.14):

,C“ Sei t € A(f) und s € R beliebig.
1. Fall: f(s) > 0=

M)

F(s)] = £(5) < FOV ft=) Z1FO] VI F(E-)]
2. Fall: f(s) < 0=

(5.13)

1£(s)] = —f(s) < —inf f(s) < sup f(s)
— f)V =) 21OV IFE-)-

Somit: | f(s)| < |f()| V[f(t=)] VseR EieA(f).

(Wenden in der letzten Implikation (1) auf |f| an mit |f|(s) = |f(s)|. Beachte,
dass wegen der Stetigkeit der Betragsfunktion gilt:

[F1(t=) =im | f|(u) = lim | ()
E lim f(w)| = |£(E)])

Tt
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1

D4te A(f) Y
sup | £(s)] = | F(8)] V |£(t=)

1. Fall: sup |f| = |f(t)] = f(t) >0
(sonst: sup(—f(s)) = —f(t) = [f(£)] = sup |f(s)| = sup(=[(s)) = sup|f(s)| =

sup(—f(s)) = —inf f(s) (523) sup f(s) < sup|f(s)| Widerspruch)
Es folgt fir f(s) > 0:

fls)=1f&I < 1f@O)] = f(t) < f(E) v ft-)
und fiir f(s) <0

fs) <0< f(O) < f(OV flt=) =

fls) < fA)V fi=) VseR=1teAf)

2. Fall: sup |f(s)| = |f(t=)| = f(t—) > 0

(sonst:
sup(—f(s)) = —f(i=) =I[f{=)]=sup[f(s)| = sup(—=f(s)) =
——
=lim —f(u)
<o Z7)

sup | £(s)] = sup(—f(s)) = —inf f(s) "< sup f(s) < sup|f(s)| Widerspruch)
Es folgt fir f(s) > 0:

f(s)=f() < [f(t=) = f{t=) < f(O) V f(t-)
und fiir f(s) <0

fls) <0< ft=) < fOVfE-) =

fs) < FO)V =) VseRY e A

Dies zeigt (5.14), woraus mit Definition 4.2 die Gleichung (5.15) folgt. O

Lemma 5.22.

P@, #8,") <2P(|pn — p|| > 5%)
(a

P(
wobei 6+ = +£3p(0) = £5(a — b)F(0)(1 — F(0)) positiv.
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Beweis: Mit Lemma 5.21 folgt:

{0, #8,7} € (= inf pa(s) > sup pa(s)}

seR
——_——
>pn (9)

C{pn(0)2p(0)-5"}
_j’_ N

= P(0, # 0, ) < P(=inf p,(t) = pu(0), |pn(0) — p(0)] < 67)
+ P(|lpn(60) — p(6)] > 67) = P+ Qn.

Da
—inf p,(t) = —inf{pn(t) — p(t) + p(t)}
>inf{pn—p}+inf p
< —inf{p, — p} — inf
< {pn —p} infp
= 0 (in unserem Spezialfall Bin-modell)
= sup{—(pn — p)}
< [lpn = ol
folgt

P < Pllpn = pll = p(6) = 07).
—

=5p(0)=0%

Klar: @, < P(||pn — p|| > 67) = Behauptung fiir §n+. Analog fiir 6, , wenn p,,
p durch —p,, —p ersetzt werden. O

Aus den Lemmata 5.20 und 5.22 folgen sofort (5.11) und (5.12). Damit ist un-
sere Vermutung bestétigt und 0} := 0,, geeignet fiir Plug-In. Beachte, dass 6,
nichtparametrischer Schéatzer ist, d.h. ben6tigt nicht Werte von a und b.
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Kapitel 6

Mehrdimensionale
Grenzwertsatze

Was bisher geschah:
0, = 0,(a,b) = MLS fiir 6 bei bekannten a, b
(6n(6),b,(0)) = MLS fiir (a,b) bei bekanntem 6
0* = Schiitzer fiir # (unabhingig von (a,b), z.B. 8,,)

(a3, 5) = (an(65), ba(67))
0, = On(as,,0})
Bislang gezeigt:
() 10 —0) —auw. (0,7) (Theorem 5.19)

(i) ﬁ{(i;L)_(Z)}i(g) (Satz 5.15)

Ziel: Gemeinsame (beinahe) Verteilungskonvergenz der ZVen in (i) und (7).

Dazu: R
n(0F — 0) = argmax(L)) geméaf (4.2).

Ferner gemé$ (1), (2) im Beweis von Satz 5.15

a{(5) -0 (e ) - (5 )} ==
& =(n(0: — 0), Vn(az, — a), Va(b;, — b))
= (argmax(L},), v(an(0) — ), vn(bu(0) — b)) + op(1).

~~

n
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Wir werden sehen, dass ein einfaches Argument & la Cramer-Slutsky zeigt, dass
es ausreicht,
(argmax (L), Yn)
fiir n — oo zu untersuchen.
Ziel: Anwendung des Extended CMT Satz 4.14. Uberpriife Voraussetzungen (1)-

(3) dort. Zu (1): L} A Lin D]—a,a] Ya > 0. Ist erfiillt gemafl Satz 5.18. Zu (3):
o, = argmax(L}) = Op(1). Ist erfiillt gem&f Satz 5.17. Bleibt (2) in Satz 4.14,
d.h. zu zeigen

(nr(L7),Y,) = (r(L),Y) in R x R (6.1)
V T C R endlich, wobei Y = (U,V) mit U ~ N(0,02(0)), V ~ N(0,72(0))

unabhéngig. Dazu: Der Beweis von Satz 5.18 zeigt sogar:

sup |L)(t) — L,(t)] = op(l) Va>D0.
<t<a

Daher betrachte (Notation aus 5.13):
(77 (Ln), Yn) = H(mr(Ly), Sp, Fn(0), 1 — F,(0))

wobei H := (Id,h), denn Y,, = h(S,, F,,(6),1 — F,,(0)). Wegen CMT und Satz
von Slutsky reicht es fiir Nachweis von (6.1) zu zeigen

(7r(Ly), Sp) = (rr(L), S) in RT x R (6.2)

VT C R endlich, wobei S = (£,71) ~ No(0,I') mit I" wie im Beweis von Satz 5.13
mit s =t =40.

Zeige (6.2) mittels Konvergenz der charakteristischen Funktionen (CF). Starte
mit Spezialfall, der allerdings spéter verwendet werden kann. |T'| = 2.

1. Fall: 0 < s < t. Sei
©n(uy, ug) := CF von (Ly(s), L,(t) — Lyn(s))

=F {exp{iul Z 1{9<ngg+%}(a}/j + /8)
j=1

+ U Z 1{e+§<xjse+g}(ayj + 6)}]
j=1
= {E [exp{iulUl + ZUQUQ}]}n
mit
U = 1{9<XS9+%}T(Y) ’

Uy = 1{0+%<X§6+%}T(Y) ’
r(y) =ay+p, yec{0,1}.
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Es gilt

1\ k

it — (Zt)
k!
k>0
:1+it——t2—1it3 teR
2 6 ’

Setze

U :=uw U +uyUs =

{.}=E(Y)=E <Z z’fﬁk)

k>0

-k
:1+E<Z%U’f).

k>1

Mit dem Binomischen Lehrsatz folgt:

k

k

k_ ! L1 qk—l k=l k-l

v lz <l> 1{9<X§9+%}T(Y) T 1{9+5<X§9+%}T(Y) " Uy
=0

Esgilt: 1, =1, VIeN, 19 =1,1415=0 VA, B disjunkt =

Es verschwinden die Summanden fur [ € {1,...,k — 1} =

U" = Ypexcnrs }(ar (V)" + 1oz cxecpusy (V)"
= 1 (ur(Y)* + 1, (wr (V)" =

E <Z ;f_k'Uk) = F <Z 17, (Zuﬂ]’f('Y))k) + F (Z 17, 7(iu27’]{;(!§/))k> =: Ry + R».

k>1 k>1 k>1

Betrachte zunéchst ersten Erwartungswert. Summation ab k = 0 liefert wieder
die Reihendarstellung der e-Funktion. Dies fiihrt zu:

Ri=E 1112(““;#))]6—111]
— B[1, exp {iugr(Y))] — P(I,)
=: Ry1 — Ry,
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Klar: Ris = P(# < X <0+ %) =F (6+ £) — F(6). Bedingen beziiglich X liefert
Ry = E{ Inx) E(exp{iugr(Y)}X)
——"
o(X)—mb
= / E (exp{iuir(Y)}X = z) F(dx).
Ii(x)

Erinnere an

EIT(X, V)X = 1] = /T(x,y)P(Y cdylX —z) =

Ry = / [/e“‘”(y) P(Y e dy|X = x)} F(dx)
(0,0+2] :Bin(l,b)(\dry)7 da x>0

-~

=FE[exp{iuir(B)}], B~Bin(1,b)

= or(3)(u1) {F (6’ + %) — F(Q)} =

(.

By={F (0+=) = FO) } v () - 1)
Analog:

Ry = {F <9+ %) —F (9+ %)}{%(3)%) -1 =

Z\" )

gpn(u17u2) == {1 + Rl + RQ}” = (1 —+ ?) mit
Zn = n(Rl + Rg)

F(6+3) - F6)

an =S {QOT(B)(ul) - 1}

— sF'(0+){¢rm)(u1) — 1}

nR2:(t_F(9+g)—F(9) F 6+

3w

— S -

3|m:|°°

— F(9)> {SOr(B)(“2) - 1}

= (t = ) F'(0+){pr(m)(u2) =1} =
On(u1,uz) —  exp{sF'(0+)(rm)(u1) — 1)} -

exp{(t — s)EF"(0+)(¢rm)(u2) — 1)}  Vui,us €R
= p(ur,u9) (6.3)
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Zeige:
¢ = CF von (L(s), L(t) — L(s)). (6.4)

Fiir Beweis von (6.4) verwende

Lemma 6.1. Seien das Paar (N, M) € N und die Folge (X;)ien unabhingig.
Ferner gelte:

(1) M <N fs.
(i) M, N — M unabhingig

(iid) X;,i>1, iid, X;~ X.

Dann gilt fir S, == > X;, n € Ny:

n
i=1

(a) psy(i) = Pn(px(p) VwpeR,
wobei Oy (2) ==Y FP(N=1), z€C, |2]<1,
1>0
die probability generating function von N ist.

(b) psy—su() = Pn-mlpx(n) VpeR.

(C) 905M75N—5M()‘7/~L) = (I)M(QPX(A))(I)N—M(QOX(M)) = ¥Su (>‘) ) QPSN—SM(M) fiir
alle A\, u € R.

M N
(d) Sy = ZXZ- und Sy — Sy = Z X; sind unabhdingig.

1=1 1=M+1

Beweis:

Def.
903M7SM—SN()‘>:“) =

S

M N
[exp i)\ZXj+z'u Z X]}]
j=1

j=M+1

Zerlegung von €2 m m n
! . .
= E|i ]-{M:m,N:n}eXp{Z)\ZXj_I'Z,U Z XJ}:|
m>0 n>0 j=1 j=m+1
Lebesgue
l

= E ll{M:m’N:n} -exp{.. }]

m>0n>0
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= Z ZP (M =m,N=n)- E{ei)‘s’"ei“(s’l_s’")}

m>0 n>0 _

'

(423)
= 05, (A)Ps,—5. (1)

D Lox Y™ fox ()3

da 1{p—m,n=n}, exp{...} unabhéngig nach Voraussetzung.

Ferner: {M =m,N =n} ={M =m, N—M =n—m} gP(M:m,N:n) =0
fiir alle n < m wegen (i), und fiir alle n > m gilt: P(M =m,N =n) = P(M =
m) - P(N — M =n —m) wegen (ii) =

(6) PSn,Sn—Sm ()‘7 ,LL)

=D > {ex()" - P(M =m)-{ox(u)}" ™ P(N — M =n—m)

m>0n>m =?t;m ::b‘n,,m
. ( > m) ( > bl) oSy s
m>0 >0
= {exWY"P(M =m) > {ox(u)}'P(N = M =1).
m>0 >0
M =0= Sy =0ud Sy — Sy = Sy QOSN(:U) - Q)OSM,SN—SM()‘?M) (;)
Dzo{sw( WY - P(N =1)=®y(px(n) = (a).

A =0in (e) liefert:

(©)
PSn—Sum (1) = PSm,Sn—Sum (0, 1) = Prn—m(px (1) = (b).
Nochmal (e) liefert sofort 1. Gleichung in (c), woraus wiederum aus (a) und (b)
die 2. Gleichung in (c) folgt.

(d) folgt aus (c) (vgl. z.B. Aufgabe 5, p. 195, in Bauer [Bau90]). O

Zur Identifikation von ¢ in (6.3) erinnere an:
N ~ Poisson(\) =
dy(z) = AV V2 <1 (6.5)

(Beachte: N(s) — N(t) ~ Poisson(A(s — t)) fiir Poissonprozess N mit Parameter
A.)
Damit folgt:

(6.3)
©(uy, us) = D, () (2rB) (11)) - Py ()= (5) (0 () (U2))
N1(S) N1(t)

Lemma 6:1(9) B von <Z r(By), Y T<Bﬂ'>) ’

=1 J=Ni(s)+1
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wobei Bj, j > 1, i.i.d. ~ Bin(1,b). Da

r(B)=aB+p%¢,

folgt (vgl. (5.8)):
v = CF von (L(s), L(t) — L(s)).
Somit liefert (6.3) mit Stetigkeitssatz fiir CF’en:

(Ln(8), La(t) — Ln(s)) 2 (L(s), L(t) — L(s))
S (La(s), Lu(1) 5 (L(s), L(1)).

2. Fall: s < 0 <t. Betrachte hier

(=Ln(s), La(t)) = ( Z 1{9+§<Xi§9}7’(yi)’ Z 1{9<Xi<6+%}r()/;)) :
i—1 i=1
Jetzt analog wie im 1. Fall mit
Ui = Lpys cxanyr(Y) = Lr(Y)
Uy = 1{9<Xi§6+%}r(Y) =1,r(Y).
Wegen I; N I, = () folgt wieder fiir U = u,U; + uyUs:
Ub = 15, (uir (V) + 1, (uer(Y))* VE>1
Ry = / / W P(Y € dy| X = xz] F(dx)

(0+,0] =Bin(1l,a), da <0

= ©ray(u1) {F(Q) —F (9 + %)} ,  A~Bin(l,q)

312=P(11)=F(9)—F<9+%> =

By=—{F (0+2) = FO) } {ora(w) - 1},
Analog:

On(ug,ug) = (1 + é ”’ Zn =n(Ry + Rs)
) — F(6)

{%«(A) (Ul) - 1}

— (=8)F'(0=){pr(ay(ur) — 1}
nRy — tF'(0+){prs) (u2) — 1}
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Daraus folgt

©n (U1, usz) — exp { (=) F' (=) (¢ray(ur) — 1) } - exp {tF'(0+) (rm) (u2) — 1) }
(6:3), (6.5)

(I)N2(—s)((pr(x4) (ul))J ’ (I)Nl(t)(SOT(B) (u2>>4
LcmmiG.l(a)cF‘Vron N2§S) T(Az) Lcn)n)iG‘l(a)CFjon Nigt) T(Bz)
i=1 i=1
A ia.d.~A g w
— CF von < Z r(As), Z T(Bi))
(5.8) - -

= CF von (—L(s), L(t))
fir (A;), (B;), N1, N2 unabhéngig. Mit dem CMT folgt

(La(s), Ln(t)) 5 (L(5), L(t)).

3. Fall: s <t < 0. Betrachte

(=Ln(t), Ln(t) — Ln(s))
und gehe vor wie im 1. Fall.
Dies zeigt
mr(Ly) 5 7p(L) VT CR,|T|=2.

Beweisskizze im Fall [T'| > 2: Seien endl. viele Punkte s; < s, < ... < §1 <
So:=0=itg <t <ty <...<tn:

S8 Sic1tco Sy st 0t farecticn e ity

Betrachte Vektor der Zuwéchse

(an) La(ti) 1 <0 < i L(si1) — La(s). 1< < z) _

<Z 1{9+%<ng9+%}r(l/j)’ l<ism; Z 1{9+%<Xj§9+5i7*1}7’(y})a I<i< l)
=1

i=1

li— t; .
IZ:IZ(X):{H‘F 1<X§9+—},1§z§m,
n n
Insi = Lni(X) = {0+ 2 < x <0+ 221 1 <<,
n n

Ukzllk(x)r(Y),1§k§m+l =
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Vektor der Zuwéchse = < o1 Ikr(Yj)) hat CF
j=1

1<k<m+l

on(w) = E exp{imzﬂuk<g 1zk7’(Yj)) H

k=1

o35 )

=1 k=1

{efnfi e H}"

=F

m+l
U := ukUk, Uk = 1[k (Y)
k=1
{1+ E ikU’“ '
=B Y
k>1

Wegen der paarweisen Disjunktheit der I;’s folgt mit dem Polynomischen Lehr-

satz
m+l

= Z 11j(ujr(Y))k =

m+l k
S vt = Yy

k>1 j=1 k>1

=exp{iu;r(Y)}—1
m4l

= Z 1y explivr(Y)} =1, =

m+l

1+ E| ;k'U’“ = 1+Z{ <1Ij exp{iujr(Y)}) —P(Ij)} =
e = {1 {r (0+2) = # (0422 b -1
I il F<«9+%) F(H+%>}{%(A)(Uj)—1}}n
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m+l
+ Z FI(0—=) (sj-1— 55) (pr(ay (uy) — 1)}

g =—s;—(—s;-1)
(5.8),(6.5) m m+l
= T eme-men @rm (@) - TT Pvo(esy)—noesy—n) (@riay (7))
j=1 j=m+1

= CF von <L(tj) — L(tj—1),1 <j <m;L(sj_1) — L(s;),1 <j < l).
Die letzte Gleichung folgt aus Erweiterung von Lemma 6.1(c) zu
Lemma 6.2. (Ny,..., N;) € Nt und (X;);>1 seien unabhingig. Ferner gelte
() 0= Ny <N, < ... < N fs.
(it) N; — Nj_1, 1 < j <k unabhingig.
(i) X, 0> 1, idd ~ X.

Dann gilt fiir alle A = (\y,..., \) € R*

(@) oA, ..., ) = H Dy, (px(N5))

=1

k
- H YSn;=Sn; (A,
j=1

wobei ¢ = CF des Vektors der Zuwichse (S, — Sn,_, : 1 < j < k).
Aus (a) folgt:
(b)  Sn; —Sn,_,, 1 <j <k, unabhdngig.

Beweis: analog wie Lemma 6.1. O

Bemerkung. Aus Lemma 6.2(b) folgt, dass der Grenzprozess L unabhingige
Zuwéchse besitzt. Vgl. auch Schmidt [Sch96].

Haben nunmehr gezeigt

- (L(tj) — L(tj-1), 1 < j <my L(sj—1) — L(s;), 1 < j < l) =

mr(Ly) S 7p(L) VT CR, |T| < oco. (6.6)
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Damit Lemma 5.6 nochmals bewiesen. Zuriick zum Beweis von (6.2). Wegen CMT

betrachte
A, :z(Z 1,7(Y;),1 <k <m+ l,Sn>
j=1

n 1 _1
=2 <1zk<xj>r(Yj), 1<k <mtln 2l n 21{Xﬂ'>9}€j)'
st Gy =V )

Wegen Unabhéngigkeit der Summanden hat A,, CF

on(u,0) ={pw ) (w,0)}"  mit
E:(ul,...,umﬂ) ERm+l, V= (’01,’02) €R2
Q:(U1a~~~>Um+l)a szljJ(X)T(Y),1§j<m—|—l
K: (%7%)7
pw.yv)(u,v) = E(exp{i(u'U +v'V)})
U=dU, V=0V =
-k
. 7
P () =E(expli(U+V)}) =1+ HE((U+ V))E
k>1

k=1 E(U +V) = EU) + B(V) = E(U)

k=2 E(U+V)? = E(U?) + E(V?) + 2E(UV)

E(V?*) =n"'"Tv wegen Disjunktheit, wobei
I' = Diag(a(l — a)F(6),b(1 — b)(1 — F(0))),

m+l 2

[BUV)[ <Y wjoi (Lo lr(Y)| Vi)

j=1 i=1

Da |V;| <n~2 Viund |[r(Y)] < o+ 8]V |B| =: ¢ folgt
2 m+l

IBUV)| < en 2> uni P(I;(X)).

i=1 j=1

lim nP(l;(X)) =

n—oo

(tj — tj_l)F/(9+), 1 S ] S m
(sj-1—s;)F"(0—=), m+1<j<m+l
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k>3
Lk
EU+V)F=Y" < )E(Uk—qvq)
—o \¢
q
Lk
=E{U" + ) ( )E(Uk—qvq) =
q=1 q
2 i* k
by =1+iEU) - SEU) + ) FEU)
k>3
1 Y i* i k i’
——vTv-n" 4on™ ")+ » — ( )E(U 1Y)
k>3 k! q=1 q
—Rn
=1+ Z iE(U’“) - 1UTU nt+o(n )+ R
k! 2- "
k>1
Zeige:
R, =o(n™).

Dazu: R, = R,1 + R,2 (Abspalten des Summanden ¢ = k) mit

-k
1

k>3

Gk k=l
=S (5 pwv,
k>3 ’q1

V= n_%a(vll{xgg} + valixsgy) = n_%f/, wobei V beschrinkte ZV, denn
\‘7\ < max(|v], |ve]) =m =

Lk
‘Rn1‘<z_.n 2 ‘V‘ )

_3
<n 2
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Weiter gilt wegen 1];]__‘1 = 1y;, da k — ¢ > 1 (durch Abspalten von q = k):

k—1 m-+1
1 k kg —9 74
Rl < 53 3 (5) | oot 1)
= M\ j=1 hp sang ;,;;?m/

wobei m = ¢ max{|ui|, ..., |unii|} geeignet. Vertauschung von Summation und
Erwartungswertbildung liefert:

B 1 m—+l
Rual <07 X B[ Yt
lp3

k-1
k>3 =

(-

q

m+l

<Y PU)
=C Jj=

7j=1

m+l
= C’n_%P< U I; (X)) (Disjunktheit)
X

tm w) —F0) s
n tm 51 n
. Fet) P

Somit (vgl. Beweis von (6.6))

Pa, (U v) = n(u,v) = { (U v) }n

i* 1, Nl
:{1+ ZEE(Uk) —§yfyn '+ o(n 1)}
k>1

N—_— ——

— Beweis von (6.6)!

=CF von N2(0,I")
.

7z 1 Y
— o(u) -exp {——QTQ} )
&y 2

=CF der Zuwichse von L

Mit Stetigkeitssatz, Eindeutigkeitssatz und S. 22.5, p.191 in Bauer [Bau90] folgt:

A, 5 (A, No(0,T)) in R™H+2
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KAPITEL 6. MEHRDIMENSIONALE GRENZWERTSATZE

und A (Vektor der Zuwéchse von L) ist unabhéngig von N, (0,T"). Daraus folgt
mit dem CMT

(wr(La). 8n) = (wr(L), Na(0,T)) = (wr (L), 5). (6.8)
Damit (6.2) gezeigt, wobei iiberdies gilt, dass m7(L) und S = (£, 7n) unabhéngig
VT C R endlich

S (mr(Ly), Ya) 5 H(nr(L), S, F(0),1— F(0))

= (WT(L)a Y)a
wobei Y = h(S, F(0),1—F(0)) = (U,V) unabhéngig von 71 (L) ¥ T' C R endlich.
Da B(D(R)) = o(wr : T C R endlich) gemédfl Theorem 12.5(iii) in Billingsley
[Bil99], folgt L, (U, V') unabhéngig, woraus wegen U, V unabhéngig folgt, dass L,
U und V unabhéngig sind. Damit auch (2) in Satz 4.14 gezeigt. Zur Erinnerung

U~ N(0,6%) und V ~ N(0,7%)

mit
5 2 _ a(l—a)
o =0c°(0) FO) und
b(1 —b)
2 _ 2
77 =71°(60) T F0)
Es folgt nunmehr mit Satz 4.14:
Theorem 6.3. Fir alle x,y,z € R gilt:
n(fr —0) <z
(1) liminf P [ /n(a; —a) <y | = P(omax < )P (£) @ (),
i Vbt —b) < z

n( A;j —0) <=z
(2) limsup P (af —a) <y | < P(omn <z)® (L) ®(2).
Dabei 00 = Argmax(L), omin = argmaz(L) und L aus (5.8). Beachte X = R.

Beweis: Seien
o = n(A;—H)
Yo = vn(a,(0) —a
Yoo = VA (Bn(e) —b)

Y= V(e —a)
Y, = v/n(b,—0).
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GemaB 4.14 gilt:
(1) lminf P({, <z, Y1 <y, Yo < 2) > P(0pmae < )P (E) d (E) )

Geméif (1) und (2) im Beweis von 5.15 gilt
Ep i — (erkl - Ynl; Y:z — Yng) = Op(l).

P(<n<x7 Yr:kl <V, Yr:k2<z)

Z P(Cn < xZ, Ynl +5n1 < Y, Yn2 +5n2 < Z, ‘5n1| S g, ‘5n2| S 5)
Z P(§n<x7 Yn1<y_€> Yn2<2_€a |5n1| Sga |5n2| Sfi)
—A =B

— P(ANB)
— P(A)+ P(B)— P(AUB)

N———

<1

> P(A)—-(1-P(B))
— P(A) - P(CB)

> P(lp<z,Yyi<y—ce,Y<z—¢e)— P(lean| >¢)— P(lenz| > €)

fiir alle € > 0.
Grenziibergang n — oo und anschlieflend ¢ — 0 liefert mit (i) die Behauptung
(1), da ® stetig. Fiir Nachweis von (2) verwende man

P(Cngx,Yglgy,Ygzgz)
S P(Cngx,Yn1§y+€,Yn2§2+&?)
+P (lep1| > €) + P(lenz] > ).

O

Bemerkung. Eine unwesentlich modifizierte Argumentation liefert fiir beliebige
Intervalle I;, I, C R und z € R:

liminf P (¢, < z,v/n(a), —a) € I, v/n(b}, —b) € L)
> P(Opas < 2)P (N(0,0%) € L) P (N(0,7°) € L)

und entsprechend fiir lim sup. Dabei ist es unerheblich, ob Intervalle offen, halb-
offen, abgeschlossen usw.

Mit Theorem 6.3 ldsst sich Konfidenzgebiet fiir (0, a,b) angeben. Dazu

2 a,(1—ay) 2 by (1 —b;)

RG-SR0
Aus (5.9), Satz 5.14 und Glivenko-Cantelli [Gli33] folgt:
62 —o? | P21 fs (6.9)
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~

Theorem 6.4. Fiir ¢, :=n(6; —0) und

g im ( alt=a) (- b))’:%y@,

n Tn

qgilt:

(1) liminf P(¢, < 2, Y € I} X Iy) > P(0pax < 2)
.P(N(0,1) € I,) - P(N(0,1) € L)

und

(2) limsup P(Cy < 2,V € [t X Ip) < P(omin < 2)
-P(N(0,1) € I) - P(N(0,1) € L)

V z € R und ¥V Intervalle I, I, C R.

Beweis: Ahnlich wie Beweis von Theorem 6.3, daher nur Skizze fiir I; = (1, y1],
Iy = (32, yo:

P <§n<z, Melh
n Tn

> P(C < z, 611 < V/n(a), —a) < oyr, Tuxa < /n(b), — b) < Ty,
6, — 0| <e, |7, — 7| <¢)

> P(C <z, (0+e)z < vnla, —a) < (0 — ey, (T+e)xza < /n(b), —b)
<(t—e)ys, |on—0c|<e, |Tn—7| < 5)

> PG <z Y €((o+e)m, (0—e)u], V5 € ((T+e)zs, (T—¢)p])
—P (|6, —0c|>¢e)=P (|7, —71| >¢).

A

Vit~ b) ]2)

Rest des Beweises ist klar. O

Konstruiere mit Theorem 6.4 ein Konfidenzgebiet:

A A A d An dAn An dAn
G = <e;—ﬂ,9;;+—1)x<a;:—02“ ar + 2")><<b;;——c37,b;+ 37)
n n

n N AR NN
= P((0,a,b) € Gp) = P(=dy < (, < c1, —dy <V} < 3, —d3 < Y}, < c3)
::A:\Bn =?6n

(A\B)NC, = (A, NCO\(B.,NC,) =
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liminf P((0,a,b) € Gn) = liminf{P(Cn <,Cp) —P(C < —dl,C’n)}

n—oo n—oo

> liminf P((, < ¢1,C,) —limsup P((, < —d;,C,)

n—oo n—oo
J . 7
~~ ~\~
Theorem 6.4 Theorem 6.4
> <

Z{p(o—m < ¢1) — P(0min < —ch)}-

{o(e) - at-a) [{atcx) - 0(-a0)}
=1l—-a
bei geeigneter Wahl von ¢y, ¢, ¢3,dy, dso, ds.
Beispiel. d; =¢;, i =2,3; co =c3 := 07! (3(B+1))

1
= 5(1 + ) - Quantil von o«

1
—d; = 5(1 — ) - Quantil von oy,
Bi=(1-a)

1, d; unbekannt. Kénnen iiber Monte-Carlo Methode geschéitzt werden.
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Kapitel 7

Asymptotik des Dempfle-Stute
Schitzers in allgemeinen

Modellen

(X, V) ~(X,)Y), 1 <i<n, iid, X ~F, E|Y|<oo, m(z):=
E(Y|X =), z € R.

Y =m(X)+emit E(¢/X)=0 fs. (7.1)

0" = argmax =+ p,(t)

n

teR

0, = argmax |p,(t)]
teR
n _

H,(t) = %Z lix,<yY; — H(t) = / m(z)F(dz) fs.

Der Beweis von Bemerkung 5.3 ldsst sich problemlos auf obige allgemeine Situa-
tion {ibertragen, so dass gilt (vgl. auch Stute (1997):

|H, — H|| =0 fs.
Bekanntlich: || F,, — F'|| — 0 f.s. Damit folgt:
Satz 7.1. Sei F' beliebig. = ||p, — p|| — 0 f.s., wobei

t

p(t) = / (m(z) — m) F(dx)

—0o0
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und

M = / m(z)F(dz).

Eigenschaften der Grenzfunktion p in
Lemma 7.2. (1) p€ D(R), d.h. p ist rcll.
(2) p ist stetig in t < m(t) =m oder F stetig in t.
(3) p monoton wachsend auf (—o0,0), falls
m(t)>m Vit<86. (7.2)
p monoton fallend auf (6,00), falls
m(t) <m Vit>0. (7.3)
Insbesondere gilt 0 € A(p).
(4) Falls m(t) #m VYt e R, dann C, = Cp.

(5) Sei F' streng monoton in B.(0), und es gelte (7.2) und (7.3) mit strikter
Ungleichung firt € B.(0)\{0} fir ein e >0, d.h.

m(t) >
m(t) <

Vo—e<t<d, (7.4)
Vo<t<l+e. (7.5)

m
m

Dann ist p strikt monoton in B.(0). Insbesondere gilt: A(p) = {0}.

Beweis: (1) h(z) :=m(x) —m. Sei t <0 und t,, Tt beliebig

pltn) = [ Looan)(e) - ) F(ds).

R Tl(foo,t)

Mit Satz von Lebesgue (mit integrierbarer Majorante |m(x)| + |[m]|) folgt:

lim p(t,) = / h(z)F(dx) = p(t—).

m—0o0
(—oo,t)

Da 1(—oot,](7) = L(—ooy fiir jede Folge ¢, | t, folgt wiederum mit dem Satz
von Lebesgue:

plt+) = / B(t)F(dz) = p(t)
(—o0,t]

= prcll =(1)
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(2)
p stetig in ¢ Yo= p(t) — p(t—)
0= /1{t}(x)h(x)F(dx)
< 0= (m(t) —m)-{F(t) - F(t-)}
= (2)

(3) t < 0 = p(t) = [1—ey(x)h(z) F(dz) = p(t) monoton wachsend wegen
—— —
Jint
Monotonie des Integrals.
t > 0 analog mit p(t) = p(0) + [ 1g(z)h(x) F(dx).
—_————

\\ in t wegen (7.3)
(4) folgt aus (2).

(5) Angenommen es existieren v < v < 6, u,v € B.(f) mit

0=p(v) — p(u)
= / Liuw) (2) () F(dx).
—_————

>0 wegen (7.2)
Sei () = Wahrscheinlichkeitsmafl zu F' = Vtlg. von X
= (+) Q({z e R:1y(2x)h(z) >0}) =0
= (%) {z € (u,v]: h(z) =0} #0,
denn angenommen: (xx) {...} =0 =

(u,v] = {z € (u,v] : h(z) <0} + {z € (u,v]:h(z) =0}

'

=0 wegen h >0 =0 wegen (xx)

+ {z¢€ (u,v];h(m) > 0};.

={z€R:1(y ) (z)h(x)>0}

Und damit

= Q({r € R: 1y (x)h(z) > 0})
=0
= F(v) — F(u).
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Widerspruch zu F' streng monoton = (x) = 3 z € (u,v];h(z) = 0, d.h.
m(x) = m = Widerspruch zu (7.4). = p streng monoton wachsend auf
(0 —€,0).

Analog fiir Bereich (0,6 + ¢).

Satz 7.3. Seim mit (7.2)-(7.5).

(m ansonsten sehr
________ e allgemein, z.B. keine
Stetigkeit verlangt)

(
\ 0 ]
Falls F' auf B.(0) stetig und strikt monoton, dann:

5; — 0 fs.

Beweis: Mit Satz 7.1: ||p, — p|| — 0 f.s. Mit Lemma 7.2: A(p) = {0}, p stetig und
strikt monoton in B.(6). Die Behauptung folgt jetzt mit Satz 4.6. O

Lasse im Folgenden auch zu:

m Vi<, (7.6)
m Vt>0 (7.7)

IV IA

mit strikter Ungleichung in einer Umgebung B, (), d.h.:

m(t) < m Vte(0—¢0), (7.8)
m(t) > m Vte(0,0+c¢) (7.9)
fiir ein € > 0.
()
I\ 0 ]

Lemma 7.4. Falls entweder (+) := (7.2)-(7.5) oder (=) := (7.6)-(7.9) gilt, so:
~
PO, #0") < 2P(llpa — pll = 0%),

wobei 6+ = £3p(0) > 0.

85



KAPITEL 7. ASYMPTOTIK DES DEMPFLE-STUTE SCHATZERS IN
ALLGEMEINEN MODELLEN

Beweis: Beweis von Lemma 5.22 kann wortwortlich iibernommen werden. O

Folgerung 7.5.

Y0, falls (+) gilt.
. ) — 0, falls (=) gilt.

0 —0 fs.,

falls (7.6)-(7.9) gelten. Bleibt der ,zweiseitige® Schiitzer: 6,

Satz 7.6. Angenommen, es gelten (7.2)-(7.5) =: (A1) oder (7.6)-(7.9) =: (A2).
Falls F' auf B.(0) stetig und streng monoton, so gilt:

0, —0 fs.

Beweis: |||pa] — [pl|| < llpn — pll — 0 f:5. gem&B Satz 7.1. Aus Lemma 7.2 folgt
A(lp|) = {0}, |p| stetig und monoton auf B.(6). Satz 4.6 liefert Behauptung. O
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Kapitel 8

Fehlerschranken fiir den
Dempfle-Stute Schatzer

Es wird sich zeigen, dass das asymptotische Verhalten von @, hinsichtlich ei-
ner Konvergenz der Verteilungen entscheidend von der ,,Glattheit* bzw. , Nicht-
Glattheit” von m in einer Umgebung von # abhéngt.

Beispiel 8.1. (nicht-glatter Fall) m mit Sprung in #, ansonsten mit (A1) oder
(A2).

Ferner sei m stetig auf R\{0}.

Beispiel 8.2. (glatter Fall) m mit (A1) oder (A2) und m(f) = m, sowie fiir ein
keN
(x) 0=m/(0) =...=m* ()

mit
—m®(0+) >0, (=D)F!m®(6—) >0, falls (A1),
bzw.  —m®(0+) <0, (=1)*m™(@-) <0, falls (A2).

Fiir £ = 1 entfillt die Forderung (x).

87
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k>1

0 heifit split-point.

Lemma 8.3. Sei m wie in Beispiel 8.1 und f = F' Dichte von F mit f(0+) > 0.
Dann ezistiert € > 0 und eine Konstante L = L(e) > 0 mit

p(0) —p(t) = L-|t =0 Ve B(6).

Beweis: (Al): p(t) = _j h(z) f(x)dx, p'(t) = h(t)f(t).
Sei z.B. t > 6. Mittelwertsatz liefert: 3 z € (0,¢) mit
p(0) = p(t) = =p'(2)(t = 0) = inf (—p'(u)) |t —0]

0<u<O+e

—Li(e) 1 (m—m(6+)) f(6+)
> () wegen Sprung

t < 6 analog = Behauptung.
(A2): analog. O

Lemma 8.4. Seim wie in Beispiel 8.2 und f k-mal stetig diff-bar mit f(6+) > 0.
Dann ezistieren € > 0 und L = L(e) > 0 mit

p(O) = p(t) = Lit — 0" ¥t € B.(0).
Beweis: p/(t) = h(t)f(t). Fir 2 <1 < k folgt mit der Leibniz’schen Formel:
/ -1 -1
P00 =(0 ()" =(n@)70)""

-1 -1
( . ) h(j)(,g) f(l—l—j)(,g)
e ] ~—

J =0 V 0<j<l—1 nach Vor.

Ferner nochmal mit Leibniz:

o) =3 ()

— h® (01 F(04) = mP(0£)f(0£) (2 — 6+).
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SCHATZER
Mit Taylor-Formel folgt:
1
plt) = pl0) + G0 - 6)

1. Fall: t € [# —¢,0)
(t . 9)k+1 — (_1)k+1|9 o t|k+1 =

1

pl6) = p(8) = ~ DS = 0
1

> inf ((_1)kp(k+1)(u)) |t o 9|k+1

(k +1)! 0—e<u<o

L (C1)Em) (6-)F(0-) (210)

-

2. Fall: ¢t € (6,6 + ¢] analog.
= Behauptung. O

Im Folgenden wieder Herleitung einer oberen Schranke fiir die Fehlerwahrschein-
lichkeit P([6," — 0] > d).

Dazu:

9n+ = argmax 7,(t),
teR

wobel

Ta(t) == H,(t) — Y, F(t).
Betrachte (vgl. Beweis von Satz 5.5):

E={d<|0, —0|<c} CE UE,

Er= | {ra(0+u) —r.(6) > 0}

d<u<e
By= |J {ra(0+u)—r.(0) >0}
—e<u<-—d
Es gilt:
ra(t) = Hy(t) — H(t) =Y, (Fo(t) = F(t)) +  H(t) =Y, F(t)
—Un(t) —Vn(t)  H(t) - mF () + (7 — V) F(2)

—p(t) =i Zn(t)

Daraus folgt
(0 +u) — 1 (0) ={U (0 +u) — U,(0)} — {V,(0+u) — V,(0)}
+iZ"<9 +u) — Zn(H)l—ip(H) — p(0 + u)}J

(- ) (F(0+u)—F(6) > Luk
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(k = 0 < m hat Sprungstelle in )
|Un(8 +u) — U, (9)]

ukt+1

= P(F,)) <P ( sup

1
d<u<e 3
[V (0 +u) — V,(0) 1
* <d<u<e uk+l 3L
— |F(0+u)—F(@)| _ 1
+ <|m — Y, dS;LI; wk+l §L

:ZP1+P2+P3.

Abschétzung von P;:

Un(t) = %Z Lix,<ny (Y, —m(X;)) + % Z (1{X1~§t}m<X@') — H(t))
— ,(0) + Lalt)

< |Sn (0 4+ u) — S, (0)]

kL

1

6

Lo +u) — Lo(0)] _ 1
o el 0

d<u<e

=q+q.
Setze

An(u) = S (0 + 1) — S (6)

1 n
— E Z 1{0<Xz‘§€+u}(Y;' - m(Xz))
i=1

1 n
i=1

wegen des Kommutativgesetzes. Erinnere an

n

wobei F-! = verallgemeinerte Inverse zu F, (Quantilfunktion). Fiir jede VF G
gilt (vgl. z.B. Shorack und Wellner [SW86], p. 5):

(**) G(l’l) <t< G(l’g) =T < G_l(t) < a9 i T, < Tg.
Damit folgt:

0 < Xjin) © Ft (1) <fO+u (<*:*>) nF,(0) <i<nF,(0+u)
n
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n
nFy(0)<i<nFy,(0+u)

Der Prozess A, = {A,(u) : u € [d, €]} ist stiickweise konstant und springt genau

in den Punkten U := X;., — 6. Dasselbe gilt auch fiir |A,| > 0. Da u +— u~*+Y
monoton fallend auf [d,e] C (0, 00), folgt, dass der Prozess {% tu € [d, 5]}

in den Punkten U; springt und dazwischen monoton fallend ist:

Bild 1:
N \
)
Ul UB
£

0 Uay p Ua

Ub+1

mindestens ein U in (d, €].
Bild 2:

kein U; in (d, €.

Setze

_ O{le €0+d0+e]l.
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Fir w € Q,, definiere

AX,))=min{l <I<n:X.,€(d+0,0+c¢|}
B(X,)=max{1<I<n:X;,€e(d+6,0+¢]},
wobei X, := (X1, ..., Xpn) (Vektor der Ordnungsgrofien),
C:=C(X,) = nF(0)

gy 10 (I (0}

Fir w ¢ Q,, gilt:

[An(w)] _ [Aa(d)]

d<use uk+1 - dk+1
Damit
_ [An(u)| 1 [An(u)| 1
=: a1+ as
[An(d)] _ 1 |AL(U)] 1
aq P< i1 > BL + P Argla<XB R > EL nQ,
=:b; + by

u 1
by =P ( > 6nLd’m) ,

Z Lip<x,<oray(Yi — m(Xi))
wobei 1gg<x,<o+a}(Yi — m(X;)) i.i.d. (klar) und zentriert, denn:

=1
E |:1{9<X§9+d}(y - m(X))} =F (E(1{9<X§9+d}5|X))

=L [1{9<X§9+d} E(5|X)] = 0.
N——
=0 f.s.
Die Ungleichung von Tschebyscheff liefert:
by < 36n 2L 2d 2kt pVar (1{9<X§9+d}5)

Var (1{9<X§9+d}5) et g (1{9<Xg9+d}(Y — m(X))2)
Bed- E[1{9<X§9+d}p ((v - m(X))Z‘X)j

::‘;?X)

0+d

- / V(z)f(x)d.
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0+d
f V(z)f(z)dz
bl < Cn—ld—(2k+1) 0
- d

(. J/
-~

—V(0)£(8) fiir d—0

(8.1)

Sei d = dn = rnTY = n—ld—(%—l—l) 1: x—(2k+1)n—1+a(2k+1) _ l’_(2k+1), falls o =
—L_ Betrachte ab jetzt d = axn~ 2+1. Schreibe deshalb genauer b; = b\ (z).
2k+1 1

Analog fiir die Wahrscheinlichkeiten ¢; = qg”) (x) etc. Es folgt
lim sup b (z) < Cz~ @+ (8.2)

fiir alle x > 0.

Fiir die Abschétzung von by ist folgendes Lemma sehr wichtig.

Lemma 8.5. (Stute und Wang [SW93]) (X;,Y;), 1 <i<mn, iid., ~ (X,Y) mit
beliebiger bivariater Verteilung, X, = (Xim,.-s Xnn), Yo = Yimps -+ -5 Yinm))-
Dann gilt:

fiir alle y, € R™ und fiir Po X'~ fast alle x, € R". D.h. Y-+ Yinm)
sind bedingt X ,, unabhdngig.

fiir alley € R™, fiir PoX '~ fast alle z, € R™ und fiir jedes feste 1 <i < n.
(¢) P(Yim) <yl Xin =) = P(Y <y|X = 2)
fiir alle y € R, fiir Po X;!- fast alle x € R und fiir jedes feste 1 <1i < n.
Bemerkung. (a) Ausarbeitung des Beweises vorhanden (siche Diplomarbeit

Klotsche [Klo02]).

(b) Fiir (X,Y) mit bivariater Dichte wurden (a) und (b) von Yang [Yan77]
bewiesen.

A, (U, L
52:P<{max|k7(+1[)|2_}ﬁ9"):E<19”1 |An(Up)] )
A<I<B Ul 6 {maXAglgB U72+{ >é}
1

- >

::H(X'rwxn)

)
Ln
>6}

mit

S ()

J=C(z p)+1

(z1—0)~(+D)

H(zmyn):l{

max
Az ) <I<B(z )

i=1
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denn C(X ) = nF,(0) und nF, (0 + U;) = nkF,(X;.,) = . Also:
b= E (g, - H(X,,Y ).
Sei Tp, == {z, ER": 2y <xy <...<a,} = Triiger von Q, := Po X' und
R, ={z,€T,:31<i<nmitz; € (0+de+d}.
Dann folgt Q, = X }(R,) € 0(X,) = g, ist 0(X,,) - messbar.

n

o / E(H(X,.Y,)|X, = z,)Quldz,). (3.3)
Ry, ::I(En)

Beachte fiir z,, € R, sind A(z,)) =min{l <l <n:z, € (#+d,0+c¢c|} = aund
b:=B(z,)=max{l <] <n:xz € (0+d,0+ ¢c]} wohldefiniert.

= Iz /H vy )P, €dy | X, =1,)

(vgl. Alsmeyer [Als98], Satz 53.6). Sei Q(z,-) := P(Y € -|X = z). Dann folgt mit
Lemma 8.5

PY, edy X, =1,)=Q) Qz:dy).
Somit . )
o) = [ He,y,) @ QU dy).
=1

Seien 7y, ..., Z, unabhingig (o.E. iiber (Q, A, P)) mit Z; ~ Q(z;,-), 1 <i<n=

PO(Zl,...,Zn)_1:®Q(xia ) =
=1

I(z,) = E(H(z,, Z1,...,%,))

> (Zi = m(x:))

i=c+1

Ln)
> — .
- 6

Satz 8.6. (Hajek-Rényi-Ungleichung) Seien &;, 1 < i < n, unabhdngig und zen-
triert. Fir1l < m <mn gelte by, > b1 > ... > b,. Dann gilt

(mrg%icnbk Z@ > A) <A {zﬂm; Var(§) + ) b7 Var(&)} YA>0.

i=m+1

1
=P (;ISI?S}% (x — @)kl

Jetzt nachstes Hilfsmittel:

94



KAPITEL 8. FEHLERSCHRANKEN FUR DEN DEMPFLE-STUTE
SCHATZER

Beweis: Siche Génssler und Stute [GS77] fiir m = 1. Ubertragung des Beweises
auf m > 1 unproblematisch (siche Diplomarbeit Hohne [H6h01], Lemma A.1) O

Bemerkung. Verallgemeinerung auf Martingaldifferenzenfolge (&;, F;) in Sho-
rack und Wellner [SW86], p. 873.
Ln)
> — .
~ 6

Mittels Indextransformation erhalten wir
I8
Z (Zi+c - m(xi—l—c)l

a—c<r<b—c - ~
i=1 =: &; unabhg.

I(z,) = P( max (4. — )" F+D

Ferner:
E(&) = E(Ziye) —m(zi + ¢)
= /y Q(Tiye, dy)—m(Tiyc)
N’

=P(Yedy| X=xitc)

J/

[Als98] e
!

= E(Y|X:xi+c):m(xi+c)

AuBerdem: b, = (2,4 —0)~**Y monoton fallend in r, da z, € R, C T,,. Es folgt
mit Satz 8.6:

I(z,) < %{(ma — 9)_2(k+1) Z Var(Z; — m(x;))

i=c+1

b
+ Z (z; — 0) "2 DVar(Z;, — m(:):,))}
i=a+1
Beachte: Var(Z; —m(xz;)) = E[(Z; — m(x;))%] = [(y — m(x;))*Q(zi, dy) = V (z;).
Im Folgenden spalte in der ersten Summe den Summanden fiir ¢ = a ab und
ergénze damit die zweite Summe. Wir erhalten

36
](zn) < n2[2 {[1(£n) + ]2(£n)}7

wobel
a—1
L(z,) = (xa — )% 3" V(ay)
i=c+1
b
Liz,) =Y (z;—0)*F V() .
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Es folgt aus (8.3):
(8.3) 36 2
b [ 1e)@uds,) < > [u@quaz,). s
R7L - R7L

Verwende im Folgenden die Bezeichnung

l9ll6 == sup{|g(t)| : t € B(0)}
fiir die Abbildung g : B.(6) — R. Mit Transformationssatz folgt

_ 20 S px
/Il(zn)Qn(dzn) —E<1Qn<XA:n 0) > V(Xm))

g N i=C+1
< d_2(k+1)E’ <1Qn Z ]-{C—I—ISiSA—l}V(Xi:n)) .
=1
Es gilt auf Q,, (d.h. Vw € Q,):
(x) C+1<i<A-1e0<X;,<0+d

Beweis von (x): ,=“ i < A= X, <60+ d, sonst Widerspruch zur Minimalitét
von A. Weiter: C' =, Anzahl der X, < 0“. Angenommen X, < 0. Dai > C+1,
folgt Xei1.n < Xip < 6 = mindestens C' 4+ 1 Ordnungsgroflen X, sind < 6.
Widerspruch zur Definition von C.

,<=“ Angenommen i > A = X,.,, > X4., > 0 + d Widerspruch.
Angenommen i < C = X;., < X¢., < 0 Widerspruch. ]

Es folgt

/Il(gn)Qn(dZn) S d_2(k+1)E <Z 1{€<Xi;n§9+d}V(Xi:n)>

R, =1
d
Fomm. k“n/V O+u)f 9+u2du,
0 <||V||59||f||se
also
/ L(z,)Qn(dz,) < Cnd™k+D), (8.5)
Ry,

C ist hier und im Folgenden eine generische Konstante. Schlielich:

/12(%)Qn(d£n) =FE (15% Zn: Lia<i<py(Xim — 9)‘2(’“+1)V(Xm)> :
i=1

Ry
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Da Q,N{A <i< B} C{d< X;., — 0 < e}, ergibt sich folgende obere Schranke:

/IZ(ﬁn)Qn(dzn) S E (Z 1{d<Xi;n—€§€}(Xi:n - 9)_2(k+1)V(in)>
i=1

Rn
3

fomm. ) / u 2DV +u) f(0 + u)du,
d

also

/ Iy(2,)Quldz,) < nCd- D), (3.6)

Ry

Mit (8.4)-(8.6) folgt: by < Cn~'d=k+D. Fiir d = an %+ folgt insbesondere
(by = b\ (2) ete. ):

limsup b (z) < Cz~ ) vz >0

n—~o0

= limsupa\”(z) < C2~ @) vz >0

as=al"(z) < P <| ko(rl)| < 6) = b\ (x)
limsup ¢, (z) < Ca~ @) vz >0 (8.7)

n—o0

Bleibt ¢, = qé") (x). Dazu verwende die so genannte Doob-Meyer-Zerlegung des

A

Prozesses L,(t) in

() Lalt) = Lmegm(X) —H() , €.

J/

~~

=:Ln(t)
Es gilt

Satz 8.7. Xy,..., X, i.i.d. ~ F beliebige VF, m beliebige messbare Abbildung.
Dann gilt:
Ly (t) = My (t) + An(t),

wobet
(M, (t), Fu(t) : t € R)

ein zentriertes Martingal ist bzgl. der Filtration

Folt) =0 <Ua({{X,- <rl:r< t})) .
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Ferner gilt

= 71 _Fn(ﬂj_)m xr X
An(t) = / e LN

(_Oo7t]

(M, heifst Innovations-Martingal und A, Kompensator).

Bewels:

My(t) = Lo(t) — Au(t)

= %; Lixcnm(Xi) — / %m(uw(dw (8.8)

(—oo,t]
Es ist zu zeigen
E (M, (t)|F.(s)) = Mn(s) fs. Vs<t (8.9)

Folgendes Argument reduziert die Betrachtung auf den Fall n = 1: Es bezeichne

Gi(t) :za({{Xi gr}:rgt}), 1<i<n.

Daraus folgt

Fuls) = o—( U gj<s>)

j=1
- o(Uguan)
i
= 0(0( U gj(s)) U gi(s)) (8.10)
T
fiir jedes i € {1,...,n}, wobei die letzte Gleichung aus der Monotonie des o-

Operators folgt. Mit (8.8) und der Linearitét der bedingten Erwartung ergibt
sich:

BOLOFE) = 73 Bllaeom(X) = [ {252tsm) ) |7 ()
=1 (—o0,]

(. J/

ZEZEWMmmﬂ (8.11)
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wobei die letzte Gleichung eine Folgerung ist von (8.10) und der Eigenschaft der
bedingten Erwartung, dass ,unabhéingige Anteile gestrichen werden diirfen*, vgl.
z.B. Abschnitt 9.7 in Williams [Wil91]. Fixiere 1 < ¢ < n und unterdriicke i.f.
den Index i in der Notation. Zeige fiir M; = M,(X):

E (M\g(s)) =M, fs. (8.12)
Dazu beachte, dass wegen (—oo,t] = (—o0, s] + (s, t] folgt:
M, =M, + [1{8<X<t}m /1{X>u}1 — )_)F(du)}
5]

Daher reicht es zu zeigen:

E [lggex<ym(X)|G(s)] = E /HXM}%FMU)\Q(S) fs. (8.13)
(s:t]

Gemafl Satz 1.7.10 (i) in Génssler/Stute [GS77] ist dies gleichbedeutend mit

/ Lsexenm(X)dP = / / 1{XZU}%F(CZU) P (8.14)

G G (s
fir alle G € G(s) = a(&(s)), wobei
E(s) ={QUu{{X <r}:r<s}

ein durchschnittsstabiler Erzeuger. Da o.E. m > 0 angenommen werden kann
(sonst m = m™ — m~ und Linearitét der involvierten Integrale ausnutzen), kann
der Mafleindeutigkeitssatz angewendet werden, d.h. es reicht (8.14) fiir Mengen
G € &£(s) nachzuweisen.

1L.Fall: G ={X <7}, r <s = Auf beiden Seiten in (8.14) steht Null.

2Fall: G =0Q =
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linke Seite in (8.14) & / m(z)F(dz).

(st]

Fub1n1

(st]
rechte Seite in (8.14) / / 1{X>u}1 Q)L )F(du)d
Q

/ (X>u) T Q)L )dPF(du)
Q

(st]
konstant in we

/ _m) px s P(X > u) F(du)
(s,t]

1— F(u—)
1- F(u—)
= m(u)F(du).
(s:t]
Dies zeigt (8.12) und iiberdies die Zentriertheit von M, (t).

Anwendung von (8.12) auf i-ten Summanden in (8.11) liefert
1\~
B (M, ()| Fu(s)] = — D M(X;) = M,(s) fs.
i=1

= (8.9) wie gewiinscht.
Schliefflich gilt Adaptiertheit, d.h.

M, (t) ist F,(t) — messbar V t € R. (8.15)
Mit Standardargumenten reduziert sich der Nachweis von (8.15) auf den von
Lix<pm(X) ist G(t) — messbar V¢ € R. (8.16)

Esist X : (€2, 4) — R eine Stoppzeit bzgl. G(t), denn offensichtlich gilt
{X <t} € G(t). Sei

Gy ={AcA: AN{X <t} €G{t)Vt R}

die so genannte o-Algebra der X-Vergangenheit. Dann ist Gx eine o-Algebra
(klar) und X ist Gy-messbar, denn fiir alle a € R gilt

{X <a}ln{X <t} ={X<ant}egGlant) CGgt) =

{X<a}elfx VaeR=
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Messbarkeit gemafl Satz 1.2.7 in Génssler/Stute [GS77]. Jetzt Beweis von (8.16)
per algebraischer Induktion:

1.Schritt: m = 15, B C R borelsch = 1ix<;ym(X) = l{xepinix<s
{X € B} € Gx wegen X Gyx-messbar = {X € B} N{X <t} € G(¢)
GemaB Definition von Gx = lix<yn{xep} ist G(t)-messbar

= (8.16) gilt fiir m = 1p.

2.5chritt: Sei m = 22:1 bi1p, eine einfache Funktion =

Lix<gm(X) =) br Lix<plp, (X)
_ ———
=1 G(t)-mb V k gem 1.Schritt

Rest ist Standard.
= (8.16) = Adaptiertheit (8.15). Damit ist der Beweis von Satz 8.7 vollstandig.

]
Da
A, (t) — H(t) = A, (t) — / m(z)F (dx)
(=00,
B 1—F,(z—)— (1= F(z—))
_(_/ﬂ T F(e) m(z)F(dz) ,
folgt
Lo(t) = M, (t) + H(?) / F"<f :)}f(:f_(f_)m(x)F(d@
(=00,
& L) = Mo(t) — / E "(f :)F_(fff_) (z)F(dz)
(=00,
—Dn(t)
Daraus folgt:
o 2 (L0t L0 1)
M, (0 +u)— M, (0 1
. (diEiEJ O+ M) EL)
Du(6+w) = Du(®)] _ 1
P (dilql};s uk+1 N EL)
— ate (8.17)
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Zur Abschiatzung von ¢; betrachte
M, (u) := M, (0 +u) — M,(0), d<u<e.

= (M,(u), Fo(0 +u) : d < u < g) ist wieder ein zentriertes Martingal. Sei
{uj :=d+(e—d)I27™: 0 <[ < 2™} die dyadische Zerlegung des Intervalls [d, ¢].
Setze S == M, (w), G == F,(0 +w), 1 <1 <2m S5 :=0, Gy := {0,Q} =
(S1,G;: 0 <1 <2™) ist diskrets zentiertes Martingal.

Eine analoge Argumentation wie beim Herleiten von (10) im Beweis von Satz 5.5

liefert:
a < lim 242072 Y w 2B [(S - 5.0)7.

m—o00
1<i<2m

Da (S;) Martingal, folgt fiir [ > 1:

E(S; = 81-1)* = E(S}) — E(St.1)
=E (M,(w)?) — E(M,(uj_,)), falls { > 2,
E (M, (u)?) = E ((My(0 +u) — M,(6))*)
= E(M,(0 +u)?*) — E(M,(6)?) .

Man muss also E(M,(t)?) berechnen. Dazu:

M0 L - %m(m)F(dz)
(—o0,t]

n

1 Lixi>a)
= Z [1{Xi<t}m(Xi) - / T@_)m@)ﬂd@

i=1 (—o0,1]

- -

Vo
=:£;(t) i.i.d. und zentriert, da M (t) zentriert

— EM,(1)? = L Be ()2
T N’

=:u(t)

~28 teyn()- [ 2O Plas)

(_Oovt}
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1. E-wert 2 / m(z)*F(dz) =: K(t).

(—00,t]
o 1{X>x}m xXr 1{X>y}m(y) "

2 Bwert = O[t( zﬂ PO UL ()
Fuﬁim .C(I\/y m( )m(y> T
b / / Pl Fdy)

(—00,1] (~o0,]

Zerleg.
= / / Liy<ay—F( / / 1{y>m}

(—00,t] (—o0,t] (—00,t] (—o0,t]

= Il+]2-

m(z)m(y)

1 7 M
{yﬁx}l _ F(

y_)F(dw)F(dy)

(—00,t] (—o0,t]

- / 1—m1*£?é@)/—)[ /1{y<x<t}m(‘”)F(d@ ]F(dy)

(_Oo7t]

- -

=H(t)—H(y—) vgl. Beweis von Lemma 7.2

m(y)
- | s - Hu-)Play)

(_Oo7t]

[, s / 1_m}§2_>(H(t)—H(:):))F(dzv).

(_Oo7t]

3. B-wert = / 1_mfgz_)(}[(t)—H(x—))F(dx):1’1.

(—oo,t]

H(z) = / m(u)F(du) = / F(du) + / m(u

—00,z] —00,T) {=}

— H(a-) 4 ml) - F({x)).
L= [ () - Hs) - m)F () Fa)

(_Oo7t]

Damit folgt

u(t) = K@) 4L +1 — / i ;{,Zji)m(x)zF(d:p)—2[1

—(OOJ}
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_ K- / %m@)%’(d:ﬁ).
—(00,1]
Fiir alle [ > 2 gilt:
E(S; — Si_1)?
=E (M,(0+w)*) — E(M,(0)*) — E (M,(0 +w_1)*) + E (M,(6)?)
1

= ﬁ{,u(e +w) — p(0+uw-1)}

— %{K(Q +w) — KO+ u-_1)} — % / %m(xFF(d@
(0+up—1,04u]

-

'

< m(z)?F(dx)

(6+ul71 ,6-‘1‘“1}

1
n

(denn m ist lokal beschrénkt: ||ml|. o < o0)

1
< i {F(6+w) ~ F(O+u 1)}

<[ flle,0 (wr—ui—1)

<OnMu—w_y) V2<I1<2m
Nun [ = 1:
E(Sy — S0)* = ES} = E (M,(0 +w)?) — E (M,(6)*)
= {0+ ) — p(0)}

1
<C—-uy
n

= Y MVE(S - 5i)?

1<l<2m
< COnt Z ul_z(kﬂ)(ul —u_q) + Cn_1u1_2(k+1)u1
2<i<2m
<Cnt Z ul_z(kﬂ)(ul —u_1) +Cn 7t~ da uy > ug = d.
1<i<2m

g

—>]€ z=2(k+)dy (m—oo)
d
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0 uO:d Ugm = &

= < C n—ld—(2k+1)
1
hingt nicht von d ab

und daraus folgt

(mit d = xn_#ﬂ)

a=d"(@) < Ca &) vrs>0 Vn>1. (8.18)

Zur Abschétzung von ¢s = ¢ () beachte:

sy D0+ ) = D,(0)

d<use ukt+1
[ PSS m () F(dr)]
— (0,04+u]
d<use ukt+1
[ B i () | F(d)
< g (0,04u]
= deuse ukt+1
1 |F(0+u) — F(0)]
< co—————||F, — F
< Imlleor g5 I s
<CdM|E,~F|,  dal|F(0+u)— FO) <[|f].ou

Jetzt Anwendung von

Satz 8.8. (Dvoretzky-Kiefer- Wolfowitz- Ungleichung)

P(HFn —F|| > A) < 2exp{—2n\*} VA>0.

Beweis: vgl. Shorack und Wellner [SW86].
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12 144
_—
=:A>0

1 Satz 8.8 1
=y < P<||Fn —F|| > —Lc-ldk) < 2exp{—2n—L*C2d**}

1
d=xn 2k+1

L 2exp{—Cn1_%€Hx2k}

= limsupd”(z) =0 V>0

GIEE1) i sup i (z) < Ca= ) v >0
Mit (8.7) folgt
limsup P (z) < Cx~ @D vz >0 (8.19)

Py(z) = Py ()

B P<|7n| s |F,(0+u) — F(6 Zkzi)l— (En(0) = FO)I %L)

Da |Y,| < |m|+ 1 auf {|Y,, —m| < 1} liefert Zerlegung
——

>|Yn|—|m]
Fo(6 + ) — F(O+ 1) — (Fu(6) — F(8))] 1
%“°§P<££e o 23wm+wL)
+P(|Y,—m| >1)

:Zdl—l—dg .

Klar: dy — 0 (SGGZ). Da Satz 8.7 auch fiir die konstante Funktion m = 1 gilt,
lasst sich d; vollkommen analog zu ¢, nach oben abschéatzen. =

lim sup P\ (z) < C=(F+D) (8.20)
Py =P
3 5 (2)
Slljjlf,eu
FO+u) — F(0)

v

= P<|7n — | sup

1
! L)
d<u<e 3

uk+1
- 1
< P(Cd—ﬂyn —m| > gL)
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VFJ‘ETVTL
= i

>

~~ 1
— g = 2@k ™
£>|N(0,>»<)\mit VF G stetig ‘0 =Cn —

=1—-Gulz,—)— (1 —=G(x,)) +1—G(x,)
<||G.-G||+1—-G(x,) =0
SN—— SN——

—0 (Pélya) —1

= lim P{"(z)=0 Va>0.

n—oo

Aus (8.19) und (8.20) folgt fiir B, = E\™ (2):

lim sup P (E{") (x)) < Oz~ v > .

n—oo

Analog behandelt man Fs (vgl. auch D. Tillich (2007) [Til07]). Dies zeigt:

(12) lim sup P (nrlﬂw‘; — 4> x) < Cr @Dy s,

n—oo

Theorem 8.9. Sei F' diff-bar in B.(0) \ {0} mit F'(0+) > 0 und F’" beschrinkt
auf B.(0) \ {6}.

(1) Falls die Voraussetzungen von Beispiel 8.1 (nicht glatter Fall) erfillt sind,
S0
lim sup P (n@n — 0] > x) <Czx ! Vz>0.

n—oo

(2) Falls die Voraussetzungen von Beispiel 8.2 erfillt sind, so

lim sup P <nT1+1|§n —0| > x) < Cgp~ 3D v >,

n—oo

Beweis: Falls z.B. (A1) gilt, so:

P (070, = 0] > 2) < P (070, — 6] > 2) + P (6, #6)

—0

(g) Behauptung. O
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8.1 Verteilungskonvergenz im glatten Fall

Ziel: Herleitung der Grenzverteilung von nﬁ@n — ). Wegen Folgerung 7.5

betrachte
1 —
1 2k+1 (9n+

— ) = argmax Z,(t),

teR

Z0(t) = nf, {rn (9 + i) - rn(H)} . teR.

n

. 1 _ . . .
Die Folgen o, := n%1 und 3, = ;% erweisen sich als ”Verteilungskonver-

genz erzwingend”. Beachte 3, — 0, da k > 1. Dies ist spéater wichtig und zeigt
Unterschied zu k£ = 0 (nicht glatter Fall).

1< _
rn(u) = - ; i<y (Yi = Ya)
Sei t > 0:
Zn(t) = Bu Y Lpaxzor i} (Vi = mXD) + Ba D Lrgx g o} (m(X:) — )
i=1 =1
+ [n Z 1{6<X@'§0+£}(m ~Yy)
i=1

=: T, (t) + Tu(t) + R, ().

Fiir ¢t < 0:
Fult) = 0 3 o i) Vi = m(50)
Ta(t) = =B 22 Ligs t ox,<oy (m(Xi) =)
Bat) = =523 L 2 cxco) =T

=Z,=T,+T,+R, .

Zeige:
I, 5T in D[—a,a]Va>0 (8.21)

und identifiziere den Grenzprozess I'.

sup |T,(t) =T(#)|] —0fsVa>0 (8.22)

—a<lt<a
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und identifiziere die Grenzfunktion T.

sup |R,(t)| 2o Va>0.
—a<lt<a
Beweis von (8.21): Anwendung von Satz 3.3

(i) Konvergenz der fidis (mit ZGWS).
Seit > 0:

In(t) = Zﬁn1{9<xise+§n}(yi —m(Xq)).
i=1 ~ -

=:£;n 1.1.d. und zentriert

n

ZE(Szzn) = nﬁELE (1{9<X§9+ﬁ}82>

i=1

2 [ B = m(X)P|X = 0) Fldo)

% [ Vs

0+
) 0 N bf V(z)f(z)dx
ap, L

Qn

=1 —>V(9+)R€+)::Ui

Ljapunov-Bedingung;:

0+

an

(8.23)

L= El&al = s / E[[Y — m(X)P|X = 2] F(dx)

0

la+bP <227 {]a|’ + [b’} Va,b>0

= [Y =m(X)P <C{[YP + |[EY|X)P }
N—_————

Jensen

é E[lY|PX]

= Integrand < 2C E[|Y|P|X = z]
—_—— —

=:Mp ()
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0+

= L, <2Cnf’ / M,(x)f(x)dx
0

2
n
=920 & 55—215 0
=1 NS

—M,(0+)f(0+)<oo

ST () S N(0,0%t) = 0. N(0, 1)

Im mehrdimensionalen Fall betrachte Zuwiéchse, z.B. fiir 0 < s <t

(Cn(s), In(t) = T'n(s)) = Z §in

und verwende mult. ZGWS:
€ = 3 ( Locxisor 2 & )

Moz exison g )

C = i Cov(&n) € M(2x2)
i=1

(ol =n [ E[(Y = m(X)"|X = o] Fido)
" —V(2)
o [ V(@) f(2)de
= L — sV (0+)F(0+)
0+5-
(Cr)oz =0y | V(x)f(x)da
0+
52 fEV(x)f(x)dx faV(:)s)f(x)dx
o ——
— V(0+)F(0+)t —HV(9+) F(6+)s n
—o2(t—s)
(Cn)i12 =0,
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wegen Disjunktheit der beiden Indikatormengen.

2
L o_ [ 958 0
= Cn C_<0 Ui(t—s))’

Sei I'(t) := 04 By(t), t > 0, wobei By eine BB auf R s

(Ln(s), Lu(t) = Tn(s)) = (L'(s),I'(¢) — T'(s)).
Seinun s < 0 < ¢

(=T'n(s), Tn(t)) = Zﬁn

Ein = ﬁn(1{9+%<Xi§9}€"’ 1{9<Xi§9+a%}6i)
n —02s 0
C, = ; Cov(&in) — C = ( 0 o2t ) ’

wobei 0% = V(0—)f(0—). Sei ['(t) :== —o_By(—t), t < 0, und By eine BB,
unabhéngig von By =

C = Cov( (;F(S) (F’(t) ) .

Nachweis der Ljapunov Bedingung geht analog zum 1-dimensionalen Fall (Man
verwende die L;-Norm |[(z,y)|| = |z| + |y|). Analog hohere fidis. Insbesondere

starke Vermutung:
By (t t>0
r) = 4 7510 = (8.24)
—O'_BQ(—t>, t<0

ist unser gesuchter Grenzprozess.

(ii) Bleibt Straftheit von (I',): Nachweis mit Satz 3.3. Seien s < ¢t < u aus [—a, a],
zB. s <0<t <u

2 2
E[ | Tut) = Tuls) [* - \rn<u>—rn<t>}}
:6ni§11{9+%<xi§9+£} :6ni§11{9+(ﬁ<xiﬁ9+ﬁ}

=F 53 <i 1I(Xi)5i) <i 1J(Xj)5j) )
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wobei I = (64 2,0+ L], Ji= (0+ L0+ 2], 11T =0

« «

= ﬂi Z FE |:1I(Xz>5z . 1I(Xj)5j . 1J(Xk)€k . 1J(Xl)€l .

1<,k 1<n .,

'

=:Hijkl

Sei (1,7, k,1) € {1,...,n}* mit mindestens 3 verschiedenen Komponenten. Dann
existiert mind. eine Komponente, die von allen anderen verschieden ist. Der Er-
wartungswert dieser Komponente kann wegen der Unabhéngigkeit als Faktor ab-

gespaltet werden, z.B. der i-te:

(bedingte Zentriertheit der ;). Damit 155 = 0, d.h. fiir diese Tupel verschwinden

die pt;55. Aus demselben Grund gilt:
Miiij = Miiji = Mijii = Myiii = 0
Weiter gilt wegen der Disjunktheit von I und J:

Pizii = Mijij = Mijji = 0.

= = D gy + pigi}

1<i,jk,I<n 1<izj<n

pig = E[1(X0)E2,(X;)el]
et g 1 (X0)e] B [15(X;)ed]

J

0+ 0+ 5=
_ / V() f(2)dz - / V() f(z)da
0+ 0+

Da s,t,u € [—a,al, liegen die Integrationsbereiche I und J in B.(0) V n >

no(a,e) € N=

E {}Fn(t) —T()]” [Tlu) — rn(t)ﬂ
<220 v 2t — ) )

——
=1

< C*(u—s)* = (Cu— Os)?.

112



KAPITEL 8. FEHLERSCHRANKEN FUR DEN DEMPFLE-STUTE
SCHATZER

Andere Konstellationen von s, ¢, u analog.

RS VS S Dl-a,a] Va > 0,

wobei I' aus (8.24). Dies zeigt (8.21).
Zu (8.22): Fixiere t € [0, a].

(1) = To(t) — BT (1)) +B(T.(0).
—Valt)
Zeige
Vo(t) =0 fs.Vtel0,d (8.25)

n

Va(t) = ﬂnz (1{9<Xi<6+atn}|:m(Xi) —m] —E(Zi))

i=1 i

=:Z;

J

~
=:p; i.i.d und zentriert

Markov

1
P(|V.(t)| >¢e) < e PE|V,(t)|P Vp>2
n p
>
1=1

Satz 8.10. (Ungleichung von Marcinkiewicz-Zygmund) Seien &, ..., &, unab-
héingig und zentriert und p-fach integrierbar (p > 2). Dann:

> &
=1

Falls die (&) zusdtzlich identisch verteilt, so:

—TE

p n
E <Oz Y Elg).
=1

no|P
E Zgz < Cpn%EEl‘p-
i=1
Beweis: vgl. Chow und Teicher [CT97], p.386. O

= BV, ()P < C,BnEE|p|?

Elpn|" = E( |21 - E(Z)P] ) <2 HE| 4] + |B(Z)]"}
—_——— — N—_——
<2 H|Z1|P+|E(Z1) P} <E|Z:[p
< PE|Z,P .
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0+

=m
an

BIZP = B[ Lpexcpn oy m(X) = m0)

f(z)dz
—_—
2 Lm0 (2)(z—0)* (2€B:(0))
0+ 4

_t
an

<C / (z — 0)Prde = C/u”kdu

b 0
t:ﬂk+1

=

t<a

< C’ozflpk_l

= E|V,(t)|]? < Cn5pPa, PF!

— on~(F7-8)

2k+1 2
=Y P(|[Vu(t

2
) >e)<oo Ve>0,
n>1
falls

b —(2pk+1)
=Cn2a,,

(Forderung an p)
Mit 1. Borel-Cantelli-Lemma folgt (8.25), also

Vo(t) =0 fs. Vte|0,d]

t

B [1{9<X<9+L}<m<x>—m>]

an

= / — mF(dz)

0

ety

nﬁn p(k—i—l)(

vgl. Bew. von 8.4

Zn) k+1 .. t
w_/
k
) F(04), da 2,16 fiir n—soo
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— _ *®) (g
(325) _ mW(0+)

= Wf(9+)tk+l fs. firn — oo Vte[0,a] Va>D0.

Wegen (7.3) ist T',, monoton fallend auf [0,a]. Da m™® (64) < 0, ist [ ebenfalls
monoton fallend und als Monom stetig. Somit folgt mit Satz (4.12):

sup [T,(t) —T(t)] -0 fs.Va>D0.
0<t<a

Analog fiir [—a, 0] =
sup [T,(t)—T®#)] —0 fs.Va>0,

—a<i<a
wobei
arf O+)m® ()]t t>0
— i f(0=)(—DFEm® (0-)[t+, ¢ <0
= (8.22).
Beweis von (8.23):

|Rn(t)| S |7n _m|ﬁnz 1{€<XiS€+ﬁ} Vt € [O,CL]
=1

(. J/
~~

=:5,>0

= sup |R,(t)| <Y, —m|n 73,5, .
0<t<a —_—

=:U, =:Vn

Wegen {U,V,, > e} C{U, > e} U{V, > /e} Ve > 0 folgt:

P< sup |R,(t)] > 5) < P(\Un| > \/E) +P<\Vn| > \/E)

0<t<a
:?An :?én
mit
A, = P ( S -m)| > nf)
=1
T'schebyschef f
< e 'n®**nVar(Y)
1
— 0, falls 2y —1 <0 & v < —.

2
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= B, < P(Sn — E(S,) > %n”ﬁglﬁ) + P( {Cnl‘mglﬁn > %ﬁ})

unabhéngig von w

{Cnl_'ya;l/@n > %\/g} = @ \V/ n 2 nO(E) c N’ del’ll’lj
Ty B, = n! TR TR = ! T

falls

k:+1<0(:) o1 k+1 k

2k + 1 i W+l 2+l

Klar: (i) v € (Tlip 1) # 0 existiert fiir alle k > 1 = 2. W-keit in B, ist sogar
gleich 0.

1—~v—

Tschebyscheff
1. W-keit in B, < 4n~2 32 Var(S,)

2k 1
< Cnt=2"z1 2%

= Cn”—0.
(ii)) Wéhle y aus (i) = A, + B, = 0Ve >0

= sup |R,(t)] Lo va>o.
0<t<a

Analog zeigt man

sup |[R.(t)] 20 Va>o0.
—a<t<0

= (8.23) wie gewiinscht.

+R
l

€ D[—a,d

RS

Z, =1, +
lec
I

P
iy ;'
o

Aus (8.21)-(8.23) ergibt sich mit Slutskys Lemma:
Satz 8.11. Z, = Z in D[—a,a] ¥V a > 0, wobei

m(k)
o) + e e, t>0

—DEm®E) (9= f(o—
—0_By(—1) _ =D (k+(1)!)f( )|t|k+1, t<0

mit V(z) = E[(Y — m(X))2|X = a]).

Bemerkung: Wegen By £ — By kann man das Minuszeichen bei o_ auch weglassen.
Frage: Besitzt Z eine eindeutige Maximalstelle (f.s.)?
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Satz 8.12. (Lifshits [Lif82]) Sei M = {M(t) : t € R} ein Gauf-Prozess mit
fast sicher stetigen Pfaden. Falls

(1) E[M(t)] — —oo fiir |[t|| — oo und
(2) E[(M(s) = M(1))*] #0 Vs # 1,

dann besitzt M f.s. eine eindeutige Maximalstelle.

In unserem Fall: E(Z(t)) = I'(t) — —oo fiir |[t| — oo wegen m®(#+) < 0 und
(=1)*m®(6—) > 0 nach Annahme = (1).
Zu (2): Zeige

K(s,t):=E[(Z(s)—Z(1))})| =0=s=t.
Dazu (i) s >t > 0:

0=K(s,t) = E [{o4(Bi(s) = Bi(t)) + T(s) = T(t)}?]
=0 E(Bl(s): Bi(t))’ +0 + (T(s) — T(t))?
—(s—1)>0
>o0,.(s—t) >0 = s =t.

(i) s >0 >t

0=K(s,t) = E [{04Bi(s) — 0_By(—t) + T(s) — f@)}ﬂ
= B[(04Bi(s) — 0-Ba(—1))*] + (T(s) — T(1))?

— 025 —2 E(Bi(s)By(t—)) oso_ + 0 (—t) + (T(s) — T(¢))?
~ - N————
=0 wegen Bj, B2 unabh. >0
> (02 Ao?)(s—1) >0 = s =t.

(iii) 0 > s > ¢: wie (i)

Somit liefert Satz 8.12:

Satz 8.13. Z besitzt f.s. eine eindeutige Mazimalstelle T = argmazx Z(t).
teR

Theorem 8.9, Satz 8.11 und Satz 8.13 ermdglichen die Anwendung des Argmax-
CMT in der Form von Folgerung 4.13. Es folgt

—0) Y (n — o0). (8.26)
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Mit Folgerung 7.5 und Portmanteau-Theorem iibertrigt sich das Ergebnis auf 6,,:
Sei FF C R abgeschlossen =

limsup P (nTlﬂ(Hn —0) e F) < limsup P (n%lﬂ (5; —0) e F)

n—~o0 ' n—0o0
'

§P<nﬁ(§,ﬁ—e)eF> +P(§n+;é§>

(8.26)
< P(revrF),
und es folgt

Theorem 8.14. Sei m wie in Beispiel 8.2. In der beliebig kleinen gelochten Um-
gebung B.(0)\{0} gelte:

(1) f k-mal stetig diff-bar und f(0+) > 0.
(2) V(z):=E(Y —m(X))?|X = z) beschrinkt.
(3) Ap>2: My(x):= E[|Y|P|X = z] beschrinkt.

Dann folgt:
nTlﬂ(gn —0) £ argmaz Z(t).
teR
Bemerkung. e k = 1 — ,cube root asymptotics“ (in Kim und Pollard

[KP90]), Z = Brownsche Bewegung mit parabolischem Drift, Grenzver-
teilung von 7 analytisch bekannt (sieche Groenebloom [Gro89]).

e k>1— ,(2k+ 1)-th root asymptotics®.

8.2 Grenzwertsitze im nicht-glatten Fall

Es gelten die Voraussetzungen von Beispiel 8.1

— ) = argmax Z,(t)
teR
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Betrachte Z,, mit Y, ersetzt durch m, also

. Z 1{0<Xi§6+%}(yi -m), t<0
Zy(t) = ¢!
> Lon g exzop (Vi =), 10

Dann gilt fir R, := Z,, — Z:

—a<t<a

sup (0] < max{ [V =] 3 1o o)
=1

Y, —m| Z 1{0—%<X1~§9}}‘
=1

Die beiden Summen konvergieren in Verteilung geméfl Poissonschen Grenzwert-

satz. Klar Y,, — m LN 0=
sup |Ra(t)] 2 0.

—a<t<a

(8.27)

Wegen Cramér betrachte (Z,,). Man kann zeigen (Anwendung von Satz 3.3, dabei
Konvergenz der fidis mittels charakteristischer Funktionen, z.B. wie im Nachweis

von (6.2), alternativ auch mittels Konkomitanten):
7.5 7 inD[-a,a]Va>0,

dabei

wobei { Ny, N, (&), (n;)} unabhéngig sind.
N1 = Poissonprozess zu f(0+), n; i.i.d ~ Q1(6,-),
Ny = Poissonprozess zu f(0—), & iid ~ Q2(0,-).
Q; =1{Qj(x,-) : x € R}, j = 1,2 sind zwei Familien von W-maflen mit

Ql(l’,'), T <0
Q2(x,), =>40

Q) = P(Y € X = 2) :{
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Damit
m(z) = E[Y|X =z] = /yQ(x,dy). (8.29)

Beachte, dass @ = {Q(z,-) : * € R} die Regressionsfunktion m iiber (8.29)
eindeutig festlegt. Die Umkehrung gilt nicht, weil im Allgemeinen die ersten Mo-
mente nicht die Verteilung festlegen.

Beispiel.
Q(z,-) = N(m(x), 0% (z))
Q(z,-) = Bin(1, m(z))
= [vw.dy) = miz) = [yQ(w.dy) VaeR,
aber Q(z,-) # Q(, ) sogar fiir alle z € R.
Wegen (8.27) und (8.28) gilt
Z, 5 Z in D[—a,a] ¥V a >0,

Geméf Theorem 8.9 gilt .,

n(d, —0)=0p(1). (8.30)
Da
E(& —m) = /yQ2(9,dy) —m
=m(6+) —m < 0nach Annahme in Beispiel 8.1
und
E(n —m) = /le(ﬁ,dy) —m
=m(f—) —m > 0 nach Annahme in Beispiel 8.1,
folgt dass

Z(t) —» —oo f.s. fiir [t| — oc.

Mit Satz 4.9 folgt ) # A(Z) abgeschlossen (wegen 6(Z) > 0) und beschrinkt
Folg. 7.5:+(3.30)

Theorem 8.15. Es gelten die Voraussetzungen von Beispiel 8.1. Dann folgt:
n(gn - 9) 7 a.w. (Ua T)a

wobei:

o = kleinste Max.-stelle von £7,

T = gréfste Max.-stelle von £7,
je nachdem ob (4) = (A1) oder (=) = (A2) gilt.
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