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Vorwort

Die Untersuchungen zur Zuverlässigkeit technischer Systeme hat in den letzten Jahren an Bedeu-

tung zugenommen. Das beweist auch die große Anzahl von Fachbüchern und Zeitschriftenartikeln,

die in letzter Zeit publiziert wurden. Es wurden einerseits die theoretische Grundlagen studiert und

Modelle zur Behandlung von Zuverlässigkeitsfragen bereitgestellt. Besonders ist dabei auf unter-

schiedliche Wahrscheinlichkeitsmodelle zur Beschreibung der Systemzuverlässigkeit, aber auch zur

Instandhaltung von Systemen hinzuweisen. Andererseits wurden auch die statistischen Auswertun-

gen von Daten aus der Praxis und die damit verbundene Modellanpassung weiterentwickelt. Es

kommen verschiedene Methoden aus der mathematischen Statistik zur Anwendung, natürlich auch

solche der klassischen Herangehensweise, bei denen Realisierungen von unabhängigen und identisch

verteilten Zufallsvariablen ausgewertet werden.

Der Text beginnt mit einer kurzen Abhandlung von klassischen Verfahren der Zuverlässigkeitsana-

lysen. Es werden Begriffe zur Zuverlässigkeit und Verfahren zur Datenauswertung eingeführt.

Der zentrale Teil des vorliegenden Textes ist die Modellierung und Statistik reparierbarer Systeme.

Modellen der Reparatur und Instandsetzung benötigen stochastischen Prozessen, beispielsweise Er-

neuerungsprozesse, Zählprozesse und inhomogenen Poissonprozesse. Es wird versucht, eine kleine

Einführung und Übersicht zu bekannten Untersuchungen zu geben. Darin eingebunden sind auch

einige neuere Forschungsergebnisse.

Für das Verständnis des Textes benötigt der Leser gewisse Grundkenntnisse aus der Mathematik,

der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der mathematischen Statistik. Da diese Kenntnisse auch im

Studium technischer und wirtschaftswissenschaftlichen Richtungen vermittelt werden, ist der Text

ohne Zweifel auch für Ingenieure geeignet.

Das Büchlein besteht aus sechs Kapiteln. Zuerst werden monotone Zuverlässigkeitssysteme vor-

gestellt. Es folgt eine Einführung von Zuverlässigkeitsbegriffen und von wichtigen Lebensdauer-

verteilungen. Schließlich werden Methoden der klassischen Statistik, wie Punktschätzungen und

Intervallschätzungen für Parameter der Lebensdauerverteilungen sowie Zuverlässigkeitsnachweis-

verfahren behandelt. Mit Kapitel 4 kommen wir zum Hauptteil. Es werden stochastische Prozesse

für reparierbare Systeme eingeführt, insbesondere Markovsche Prozesse, Poissonprozesse, Erneue-

rungsprozesse sowie verschiedene Punkt- und Zählprozesse für spezielle Zuverlässigkeitssysteme.

Diese verschiedenen Prozesse ermöglichen unterschiedliche Reparatursituationen zu behandeln, un-

ter anderen auch Minimalreparatur und Perfektreparatur. In den Reparaturmodellen können auf

der Basis von Ausfalldaten Parameterschätzungen oder auch Prozessvorhersagen ermittelt werden.

Ein großer Teil des vorliegenden Textes entstammt einer Vorlesung ”Modelle und Statistik zur

Zuverlässigkeit”, die ich an der TU Dresden gehalten habe und die für Mathematik- und Technik-

studenten vorgesehen war. Ich hoffe, mit dem Text das Interesse für eine Untersuchung reparierbarer

Systeme geweckt zu haben.

Dresden, Dezember 2015 Jürgen Franz
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1 Zuverlässigkeit binärer monotoner Systeme 7

1.1 Systemfunktion 8

1.2 Pfade und Schnitte monotoner Systeme 11

1.3 Zuverlässigkeit binärer monotoner Systeme 12
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Einführung

In allen Wirtschaftsbereichen und insbesondere in technischen Bereichen der Industrie hat ei-

ne hohe Zuverlässigkeitsarbeit immense Bedeutung. Komplexe Industrieanlagen, die vielfälti-

gen Waren- und Personentransportsysteme und auch die enge Datenvernetzung verlangen

eine hohe Qualität und Zuverlässigkeit. Dabei zeigt sich die Notwendigkeit der Anwendung

mathematischer Methoden und die Einbeziehung modernster Datenverarbeitungssysteme.

Eine einfache Zuverlässigkeitsplanung und ein genauer Zuverlässigkeitsnachweis sind mit

empirischen Methoden nicht mehr möglich, deshalb wurden in den letzten Jahrzehnten neue

mathematische Zuverlässigkeitsverfahren entwickelt und eingesetzt.

Ein entscheidender Teil der technischen Zuverlässigkeitsarbeit beginnt bereits bei der Projek-

tierung und Entwicklung technischer Systeme. Naturgemäß spielen auch Kosten eine große

Rolle. Alle diese Gesichtspunkte können mit technisch-technologischen, betriebswirtschaft-

lichen und mathematischen Methoden gemeinsam betrachtet und analysiert werden. Einen

der wichtigen theoretischen Bausteine für solche Untersuchungen liefert die Zuverlässigkeits-

theorie. Die Zuverlässigkeitstheorie beschäftigt sich mit der Messung, der Vorhersage, der

Erhaltung und der Optimierung der Zuverlässigkeit technischer Systeme.

Zuverlässigkeitsmodelle liefern eine Beschreibung der Intaktsituation von Bauelementen bzw.

der Verfügbarkeit von technischen Systemen; die Betrachtungen basieren in der Regel auf

der Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie und der mathematischen Statistik.

Die stochastische Untersuchung von reparierbaren Systemen ist Bestandteil der Zuverlässig-

keitstheorie, sowohl in ihrer mathematischen Modellbildung als auch in der statistischen Auf-

bereitung. Zur theoretischen Beschreibung kann sowohl die Boolesche Systemtheorie als auch

die Lebensdauermodellierung herangezogen werden. Für die praktische Anwendung von Zu-

verlässigkeitsmodellen ist eine statistische Modellierung und eine geeignete Datenauswertung

erforderlich. In die Modellbeschreibung zur Zuverlässigkeit von Systemen können Reparatur-

, Erneuerungs- bzw. allgemein Instandhaltungsstrategien (unter Hinzunahme von Kosten)

ebenso einbezogen werden wie Strukturuntersuchungen für Systeme. Für Strukturstudien

werden oft Zuverlässigkeits-Ersatzschaltbilder - in Anlehnung an elektrische Schaltkreise -

(kurz: Zuverlässigkeitsschaltbilder) verwendet.

Beispiel: Drehstrom-Außenläufer-Motor

Das System Motor kann so modelliert werden, dass 3
”
ausfallfreudige“ Baugruppen betrach-

tet werden:

Ständer- und Läuferwicklung, Lagerung der rotierenden Teile, übrige Bauteile.

Zuverlässigkeitsschaltbild:

Zuverlässigkeit des Systems: ps = pW pL pÜ

Die Zuverlässigkeit technischer Systeme ist ein Teil der Qualitätsbewertung. Für die Arbeit

in der Technik gilt die folgende Definition nach DIN 40041 (1990, Begriffe):



6

Zuverlässigkeit ist die Fähigkeit eines technischen Systems, innerhalb vorgege-

bener Grenzen und während einer bestimmten Zeitdauer den durch den Ver-

wendungszweck bedingten Anforderungen zu genügen.

Die voranstehende verbale Definition der Zuverlässigkeit ist zu allgemein, um als Arbeits-

grundlage zur Bewertung des Zuverlässigkeitsverhaltens technischer Systeme genutzt zu wer-

den; man verwendet vielmehr quantifizierbare Zuverlässigkeitskenngrößen, die die statisti-

schen Eigenschaften von betrachteten Zuverlässigkeitsmerkmalen charakterisieren und auf

dem Wahrscheinlichkeitsbegriff aufbauen. Solche Zuverlässigkeitskenngrößen sind beispiels-

weise die Überlebenswahrscheinlichkeit des Systems in einem vorgegebenen Zeitraum, die

Verfügbarkeit als Arbeitswahrscheinlichkeit des Systems in einem Zeitpunkt, die Hazardrate

als Maß für die Ausfallanfälligkeit des Systems oder die mittler Lebensdauer des Systems.

In den Betrachtungen des Buches werden hauptsächlich einfache reparierbare Systeme vorge-

stellt. Solche Systeme sind technische Erzeugnisse, deren Ausfallverhalten in seiner Gesamt-

heit ohne Strukturbetrachtungen untersucht und für die Instandhaltungsmaßnahmen nicht

auf Teilstrukturen differenziert werden. Ein einfaches System wird folglich auch wie ein ein-

zelnen Bauelemente behandelt. Im Gegensatz dazu werden bei strukturierten Systemen das

Zusammenschalten und das Ausfallverhalten der einzelnen Bauelemente eines Sytems unter-

sucht.

Ein kompliziertes System ist in der Untersuchung nur so fein zu strukturieren, wie es

nötig ist. Für die zeitliche Entwicklung der Zuverlässigkeit reicht es oftmals aus, ein System

als eine Betrachtungseinheit aufzufassen. Zuverlässigkeitsprüfungen werden in der Praxis

in den meisten Fällen als Laborprüfungen vorgenommen (andernfalls: Datenrückmeldung

vom Betreiber der Produkte).

Im Ausfallverhalten unterscheidet man zwischen Sprungausfällen und Driftausfällen. Im wei-

teren wird vorausgesetzt, dass nur Sprungausfälle auftreten und das System dann nur die

beiden Zustände
”
funktionstüchtig“ und

”
ausgefallen“ besitzt. Für den Systemzustand kann

eine Boolesche Variable Y (t) eingeführt werden mit

Y (t) =

{
1 wenn das System funktionstüchtig

0 wenn das System ausgefallen
.

Um das Ausfallverhalten eines Systems (oder auch nur eines Systemelements) mathematisch

beschreiben zu können, wird die Wahrscheinlichkeit des Überlebens eingeführt. Und das kann

mit Hilfe von Y (t) erfolgen. Y (t) wird dann als Zufallsvariable aufgefasst:

P (Y (t) = 1) =: pS(t)

pS(t) ist die Überlebenswahrscheinlichkeit (oder die Verfügbarkeit) des Systems zum Zeit-

punkt t; Insbesondere bei einem einzelnen Bauelement spricht man auch von der Zuverlässig-

keit.



Kapitel 1

Zuverlässigkeit binärer monotoner

Systeme

Wir beginnen die Zuverlässigkeitsbetrachtungen mit einfachen Systemen, für die die Struktur

der Systeme in Abhängigkeit von ihren Elementen herangezogen wird, aber eine Zeitabhängig-

keit des Funktionierens außer Acht gelassen wird. Jedes Element kann nur ”funktionstüchtig”

oder ”ausgefallen” sein.

Es wird der Begriff eines Zuverlässigkeitssystems, kurz: ”Systems”, verwendet, wenn für ein

technisches System, das aus Baugruppen bzw. Bauelementen besteht, ein Zuverlässigkeitsmo-

dell angegeben und dabei die Elemente mittels eines Zuverlässigkeitsschaltbildes strukturiert

werden.

Zunächst werden deterministische Beziehungen zwischen der Funktionstüchtigkeit und dem

Ausfall von Systemen und deren Komponenten (Elementen) untersucht. Es gibt jeweils nur

die Zustände ”intakt” (oder funktionstüchtig bzw. up) und ”defekt” (oder ausgefallen bzw.

down).

Ein System bestehe aus n Elementen und für Elemente werden binäre Variable eingeführt:

Xi(t) =

{
1 wenn das Element i intakt

0 wenn das Element i defekt (i = 1, ..., n).
.

Die Variablen Xi(t) werden auch Zustandsvariable der Elemente i (i = 1, . . . , n) genannt.

Der Zustand des Systems sei Y (t) und ist dann eine Funktion der Elementezustände. Die

Zeitabhängigkeit der Variablen Xi und Y wird in diesem Kapitel im Weiteren vernachlässigt,

auch, weil sich die Betrachtungen auf einen festgen Zeitpunkt beziehen. Es gilt:

Y =: S(X1, ..., Xn) =

{
1 wenn das System intakt

0 wenn das System defekt.
.

Es kommt also zunächst darauf an, die Struktur des Zuverlässigkeitssystems zu finden.

Für Strukturuntersuchungen – und damit für Zuverlässigkeitsaussagen – werden oftmals gra-

phentheoretische Beschreibungen gewählt. Der Begriff ”monoton” bedeutet hier, dass sich

die Zuverlässigkeit eines Systems bereits bei Ausfall einer Komponente ändern kann, also

keine überflüssigen Komponenten existieren.

7



8 KAPITEL 1. ZUVERLÄSSIGKEIT BINÄRER MONOTONER SYSTEME

Das Ziel dieses Kapitels wird sein, eine Einführung in die Zuverlässigkeitsbewertung mono-

toner Systeme zu erhalten. Für eine ausführliche Betrachtung binärer monotoner Systeme

kann man die Monographien von Beichelt (1993,[9]) oder von Reinschke (1973,[41]) heran-

ziehen.

1.1 Systemfunktion

Die Variable S = S(X) heißt Systemfunktion bzw. Strukturfunktion des Systems, wobei

S = S(X1, . . . , Xn) =

{
1,

0.
wenn System

intakt

defekt.
Schreibweise: X = (X1, . . . , Xn) ∈ Vn (n-dim. Vektorraum), wobei X Komponenten

”
0“ oder

”
1“ hat. Speziell sei 1 = (1, . . . , 1) und 0 = (0, . . . , 0).

Einige Begriffe:

• Ein Element i heißt unwesentlich, wenn S((0i, X)) = S((1i, X)), für alle X,

wobei (0i, X) := (X1, . . . , Xi−1, 0, Xi+1, . . . , Xn), (1i, x) entsprechend.

• Ein System wird nicht reduzierbar genannt, wenn keine unwesentlichen i vorhanden

sind.

• Redundanz : Elementeanordnung im System derart, dass der Ausfall eines oder mehre-

rer Elemente noch nicht den Systemausfall bewirken.

• Reserve bilden Elemente, die bei Ausfall eines Elementes dessen Funktion zur Auf-

rechterhaltung der Systemfunktionstüchtigkeit übernehmen.

(heiße Reserve: Reserveelemente arbeiten im System ständig mit;

kalte Reserve: Reserveelemente werden erst
”
zugeschaltet“, wenn gewisse funktions-

wichtige Elemente ausgefallen sind.)

• k-fache Reserve: Neben funktionswichtigen Elementen existieren k weitere (von glei-

cher Funktionsfähigkeit)

•
”
k-aus-n“-Redundanz : Das System ist funktionstüchtig, wenn mindestens k von n Ele-

menten funktionstüchtig sind.

• Ein System wird monoton (oder kohärent) genannt, wenn

S(Y ) ≥ S(X) für alle Y ≥ X



1.1. SYSTEMFUNKTION 9

also wenn S(X) wachsend bzgl. jedes Xi und wenn alle Elemente des Systems wesent-

lich sind.

Im weiteren werden nur noch monotone Systeme betrachtet.

Ein n-elementiges System nennt man Seriensystem, wenn es genau dann intakt ist für

den Fall, dass alle n Elemente intakt sind. Ein n-elementiges System heißt Parallelsystem,

wenn es bereits bei einem intakten Element intakt ist.

Systembeispiele (mit Zuverlässigkeitsschaltbildern):

1. Seriensystem:

Satz 1.1: Für ein Seriensystem gilt:

S(X) = min(X1, . . . , Xn) =
∏n

i=1Xi 2

Beweis: S(x) =
∏n

i=1 xi ist offenbar genau dann gleich 1, wenn alle xi den Wert 1

annehmen, andernfalls gleich 0. 2

2. Parallelsystem:

Satz1.2: Für ein Parallelsystem gilt:

S(X) = max(X1, . . . , Xn) =
∨n
i=1Xi = 1−

∏n
i=1(1−Xi) 2

Beweis: S(X) = 1−
∏n

i=1(1−Xi) ist offenbar genau dann gleich 1, wenn mindestens

ein Xi den Wert 1 annimmt, und 0 beim Ausfall aller Xi. 2

3.
”
k-aus-n

”
-System: S(X) =

{
1,

0,
wenn

∑n
i=1Xi

≥
<
k.

Spezialfälle: k = 1 : S(X) =
∨n
i=1 Xi = 1−

∏n
i=1(1−Xi)

k = n : S(X) =
∏n

i=1Xi

Beispiel ”k-aus-n”-System: k = 2, n = 3 (es sind zwei Bilder angegeben; man erkennt,

dass Zuverlässigkeitsschaltbilder i.a. nicht eindeutig sind):
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Unschwer ist der Nachweis für:

Satz 1.3: Für Systemfunktionen gilt stets:

1. S(1) = 1 bzw. S(0) = 0

2.
∏n

i=1Xi ≤ S(X) ≤
∨n
i=1Xi (

”
Schranken der System-Funktionsfähigkeit“)

3. S(X(1)) ≤ S(X(2)), wenn X(1) ≤ X(2), d.h. X1
i ≤ X2

i , ∀i 2.

(o.B.)

Zerlegungssatz der Systemfunktion:

Satz 1.4:Jede Systemfunktion S(X) kann für alle X ∈ Vn folgendermaßen dargestellt werden

(für bel. i ∈ {1, 2, . . . , n}):

S(X) = XiS((1i, X)) + (1−Xi)S((0i, X))2

Beweis: Wenn das Element i intakt bzw. defekt ist dann ist das gleichbedeutend mit xi = 1

bzw. xi = 0. Eingesetzt in S(x) liefert das S((1i, x)) bzw. S((0i, x)). Man erkennt unmittel-

bar die Gültigkeit der obigen Gleichung. 2

Weil S((1i, X)) und S((0i, X)) schließlich
”
nur“ Systemfunktionen von (n− 1)-elementigen

Systemen bedeuten (was man sich leicht durch entsprechende Ersatzschaltbilder verdeutli-

chen kann), kann jede Systemfunktion von n Elementen auf entsprechende von n − 1 Ele-

menten reduziert werden.

Bemerkung: Ziel der Zerlegung ist, das System letztendlich auf Serien- und Parallelsysteme

zurückzuführen; also wird im folgenden Beispiel besonders das Element 3 interessant sein.

Beispiel
”

Brückenschaltung“:

S(X) = X3S1(X1, X2, X4, X5) + (1−X3)S2(X1, X2, X4, X5),

wobei S1(X1, X2, X4, X5) =
[
1− (1−X1)(1−X2)

][
1− (1−X4)(1−X5)

]

S2(X1, X2, X4, X5) = 1− (1−X1X4)(1−X2X5)
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Bemerkung: Bisweilen werden weitere Darstellungsformen für S(X) verwendet:

a) Wiederholte Anwendung des Zerlegungssatzes führt schließlich zur sogenannten disjunk-

tiven Normalform SD der Systemfunktion S(X):

SD(X) =
∑
y

S(y)
n∏
i=1

Xyi
i (1−Xi)

1−yi ,

wobei über alle y ∈ Vn summiert wird und y ebenfalls Komponenten
”
0“ oder

”
1“ hat.

b) Ausmultiplizieren (und evtl. Beachtung der Idempotenz
”
x2
i = xi“) führt zur Linearform

der Systemfunktion:

SL(X) = a0 +
n∑
i=1

aiXi +
n∑

i,j=1
i<j

aijXiXj + · · ·+ a12...nX1X2 . . . Xn

(ai, aij, . . . , a12...n sind ganzzahlig, durch Koeffizientenvergleich aus SD(X) ermittelbar)

Es gilt: Die Funktionen S(X), SD(X) und SL(X) sind eindeutig für jedes System.

1.2 Pfade und Schnitte monotoner Systeme

Beobachtungen zu Pfaden bzw. Schnitten liefern Aussagen über die Funktionstüchtigkeit

bzw. den Ausfall eines monotonen Systems und ermöglichen schließlich die Berechnung der

Systemfunktion.

Wir führen zunächst die Begriffe ”Pfadvektor” und ”Schnittvektor” ein

1. X heißt Pfadvektor , wenn S(X) = 1;

die Menge der Elemente P = P(X) = {i : Xi = 1}, wobei X ein Pfadvektor ist, ist die

Pfadmenge (kurz: der Pfad);

ein Pfadvektor X und der zugehörige Pfad heißen minimal, wenn S(Z) = 0 für alle

Z ∈ Vn mit Z < X gilt (also mindestens ein intaktes Element durch ein defektes

getauscht wird).

2. X heißt Schnittvektor , wenn S(X) = 0;

die Menge C = C(X) = {i : Xi = 0}, wobei X Schnittvektor ist, heißt Schnitt(menge);

X und C(X) werden minimal genannt, wenn S(Z) = 1 für alle Z ∈ Vn :, Z > X (also

mindestens eine Komponente von Z größer als die entsprechende von X ist).
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Beispiel
”

Brückenschaltung“:

minimale Pfade:

P1 = {1, 4}, P2 = {2, 5}, P3 = {1, 3, 5}, P4 = {2, 3, 4}
minimale Schnitte:

C1 = {1, 2}, C2 = {4, 5}, C3 = {1, 3, 5}, C4 = {2, 3, 4}
Weitere Begriffe:

Pfadfunktion: Pj(X) =
∏
i∈Pj

Xi =

{
1,

0,
wenn

alle Pfadelemente intakt,

sonst.

damit:

S(X) =

p∨
j=1

Pj(X) = 1−
p∏
j=1

(
1− Pj(X)

)
= 1−

p∏
j=1

(
1−

∏
i∈Pj

Xi

)
= max

1≤j≤p
min
i∈Pj

Xi

(p = Anzahl der minimalen Pfade)

Schnittfunktion: Cj(X) =
∨
i∈Cj Xi =

{
0,

1,
wenn

alle Schnittelemente defekt,

sonst.
damit:

S(X) =
k∏
j=1

Cj(X) =
k∏
j=1

1−
∏
i∈Cj

(1−Xi)

 = min
1≤j≤k

max
i∈Cj

Xi

(k = Anzahl der minimalen Schnitte)

am Beispiel
”
Brückenschaltung“:

P1(X) = X1X4

P2(X) = X2X5

P3(X) = X1X3X5

P4(X) = X2X3X4

S(X) = 1 − (1 − X1X4)(1 − X2X5)(1 − X1X3X5)(1 −
X2X3X4)

=1− (1− P1(X))(1− P2(X))(1− P3(X))(1− P4(X))

C1(X) = 1− (1−X1)(1−X2)

C2(X) = 1− (1−X4)(1−X5)

C3(X) = 1− (1−X1)(1−X3)(1−X5)

C4(X) = 1− (1−X2)(1−X3)(1−X4)

S(X) = [1− (1−X1)(1−X2)][1− (1−X4)(1−X5)] ·
[1− (1−X1)(1−X3)(1−X5)] ·
[1 − (1 − X2)(1 − X3)(1 − X4)] =

C1(X) · C2(X) · C3(X) · C4(X)

1.3 Zuverlässigkeit binärer monotoner Systeme

Die in Abschnitt 2.1. eingeführten binären Variablen werden jetzt als Zufallsvariable verstan-

den, d.h. Xi ist der zufälliger Zustand des Elements i im System. Es wird angenommen, dass

alle Elemente des Systems unabhängig voneinander arbeiten, also stochastisch unabhängig
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sind.

Dann ist Xi für jedes i eine Bernoulli-verteilte Zufallsvariable:

P (Xi = 1) = EXi =: pi P (Xi = 0) = 1− pi

pi ist die Zuverlässigkeit des i-ten Elements (0 ≤ pi ≤ 1; i = 1, . . . , n) und P (S(X) = 1) =

ES(x) =: pS die Zuverlässigkeit des Systems

Bemerkunmg: Vereinbarungsgemäß war die Zeitabhängigkeit der Zuverlässigkeit (des Sy-

stems oder der Elemente) außer Acht gelassen worden. Später wird die Zeit hinzugenommen,

also z.B. Xi(t) geschrieben, insbesondere, wenn Lebensdauerverteilungen betrachtet werden.

Die oben genannten Ausdrücke werden auch für die Verfügbarkeit von Elementen und

Systemen verwendet, wenn also zwischenzeitlich Ausfälle und folglich Reparaturen bzw. Er-

neuerungen auftreten.

Für die Systemzuverlässigkeit verwenden wir auch die Darstellung

h(p) = h(p1, . . . , pn) (= pS),

d.h. pS ist durch die Zuverlässigkeit seiner Elemente bestimmt. pS = P (S(X) = 1) ist die

Intaktwahrscheinlichkeit und 1− pS die Ausfallwahrscheinlichkeit des Systems.

Beispiele für Systemzuverlässigkeit:

Satz 1.5: Es gilt für ein

Seriensystem: h(p) =
∏n

i=1 pi
Parallelsystem: h(p) = 1−

∏n
i=1(1− pi)

”
k-aus-n“-System: unter spezieller Annahme pi = p,∀i, gilt

h(p) =
∑n

j=k

(
n
j

)
pj(1− p)n−j

Beweis: Aus der Unabhängigkeit der Variablen Xi und der Erwartungswertdarstellung der

Zuverlässigkeiten folgen in den obigen Systembeispielen die Zuverlässigkeitsgleichungen un-

mittelbar. 2

Allgemeiner gilt sogar:

Satz 1.6: Seien S(X) in disjunktiver Normalform oder in Linearform gegeben und

Xi(i = 1, ..., n) unabhängig. Unter Verwendung von p = (p1, . . . , pn) und

ps = h(p) = ES(X) gilt dann

h(p) = S(p).

Beweis: O.B.d.A. sei S(x) = SD(x).
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h(p) = E(SD(X)) = E

∑
y∈Vn

S(y)
n∏
i=1

Xyi
i (1−Xi)

1−yi


=

∑
y∈Vn

S(y)E

(
n∏
i=1

Xyi
i (1−Xi)

1−yi

)

Unabh.
=

∑
y∈Vn

S(y)
n∏
i=1

E
(
Xyi
i (1−Xi)

1−yi
)

Für yi = 0 gilt EX0
i (1−Xi)

1 = 1− pi, für yi = 1 gilt EX1
i (1−Xi)

0 = pi, also ist

pS =
∑
y∈Vn

S(y)
n∏
i=1

pyii (1− pi)1−yi = SD(p). 2

Bemerkung: Der voranstehende Satz kann unter Einbeziehung der Erwartungswerteigen-

schaften auch allgemein für beliebige S(X) nachgewiesen werden.

In Analogie zur Zerlegung der Systemfunktion S(X) gilt der sogenannte Reduktionssatz:

Satz 1.6: h(p) = pih((1i, p)) + (1− pi)h((0i, p)) für jedes ausgewählte Element i

(i = 1, . . . n) des monotonen Systems.

Beweis: Nach Satz 1.4 und bei Erwartungswertbildung folgt (wegen der Unabhängigkeit) die

Aussage. 2

Weitere Eigenschaften:

Monotonieeigenschaft: Sei h(p) die Zuverlässigkeitsfunktion eines monotonen Systems. Dann

ist h(p) streng monoton wachsend in jedem pi (0 ≤ pi ≤ 1 (i = 1, . . . , n).

Redundanzvergleich: Es sei h(p) die Zuverlässigkeitsfunktion eines monotonen Systems. Mit

p1 ∨ p2 wird die Zuverlässigkeit des Systems dargestellt, wenn jedem Element im (ursprüng-

lichen) System (1) noch ein Element (2) parallelgeschaltet wird, Entsprechend steht p1 · p2

für jeweils Serienschaltung eines zweiten Elements. Dann gilt:

a) h(p ∨ p̃) ≥ h(p) ∨ h(p̃);

”
=“ gilt genau dann, wenn ein Parallelsystem vorliegt.

b) h(p · p̃) ≤ h(p) · h(p̃);

”
=“ gilt genau dann, wenn ein Seriensystem vorliegt.

Beispiel: Redundanzvergleich im System mit 3 Elementen und gleicher Elementezuverlässig-

keit p gemäß Schaltbild: hp = p(1− (1− p)2) = p(2p− p2)
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Vergleich nach a):

System I

gegen

System II
h(p ∨ p) = [1− (1− p)2][1− (1− p)4]

= (2p−p2)(4p−6p2 +4p3−p4)
h(p) ∨ h(p) = 1− [1− p(2p− p2)]2

z.B. p = 0.8, h(p) = 0.768

h(p ∨ p) = 0.9585

h(p) ∨ h(p) = 0.9462

p = 0.5, h(p) = 0.375

h(p ∨ p) = 0.7031

h(p) ∨ h(p) = 0.6094

Zuverlässigkeitsabschätzungen

1. grobe Abschätzung (
”
Systemzuverlässigkeit stets zwischen der von Serien- und Paral-

lelsystem“)

n∏
i=1

pi ≤ P (S(X) = 1) ≤
n∨
i=1

pi

2. Minimax-Schranken mittels Pfaden und Schnitten

max
1≤j≤p

P (min
i∈Pj

Xi = 1) ≤ P (S(X) = 1) ≤ min
1≤j≤k

P (max
i∈Cj

Xi = 1)

bzw.

max
1≤j≤p

∏
i∈Pj

pi ≤ P (S(X) = 1) ≤ min
1≤j≤k

∨
i∈Cj

pi
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Kapitel 2

Zuverlässigkeitsstheoretische

Grundlagen

Für ein Zuverlässigkeitssystem stellt die Zeitspanne vom Arbeitsbeginn bis zum ersten Aus-

fall die Lebensdauer des Systems dar. Die Lebensdauer bezeichnen wir mit T , sie ist eine Zu-

fallsvariable und kann zur Darstellung der (zeitabhängigen) Systemfunktion Y (t) = S(X(t))

herangezogen werden:

Y (t) =

{
1 wenn t < T

0 wenn t ≥ T
.

Die Lebensdauer T ist von zentraler Bedeutung zur Beschreibung der Systemzuverlässigkeit;

die Lebensdauer wird in einer Vielzahl von Lebensdauermodellen untersucht. Viele der so-

genannten Zuverlässigkeitskenngrößen sind eng mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung von T

verbunden.

2.1 Zuverlässigkeitskenngrößen

Es werden zunächst einige der wichtigsten wahrscheinlichkeitstheoretischen Kenngrößen für

Lebensdauern eingeführt. Für die später zu betrachtenden reparierbare Systeme können sol-

che Zuverlässigkeitskenngrößen leicht sinngemäß auf Reparaturdauern übertragen werden.

1. Ausfallwahrscheinlichkeit: Die Verteilungsfunktion der Lebensdauer T :

FT (t) = P (T ≤ t) (t ≥ 0)

ist die Ausfallwahrscheinlichkeit (failure probability) des Systems, denn sie ist die

Wahrscheinlichkeit dafür, dass im Zeitintervall [0, t] der Systemausfall eintritt. FT (t)

ist eine monoton nichtfallende Funktion in t; allgemein gilt 0 ≤ FT (t) ≤ 1 und es kann

FT (0) ≥ 0 vorausgesetzt werden.

Eine wichtige, wenn auch einfache Verteilungsfunktion der Lebensdauer T ist die der

Exponentialverteilung

FT (t) =

{
0 wenn t < 0

1− exp(−λt) wenn t ≥ 0, λ > 0.
.

17
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2. Zuverlässigkeit: Die Uberlebenswahrscheinlichkeitsfunktion

RT (t) = P (T > t) = 1− FT (t) (t ≥ 0)

wird auch als Zuverlässigkeit (reliability, survival probability) des Systems bezeichnet

und ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass im Zeitintervall [0, t) kein Ausfall eintritt.

Sie ist eine nichtwachsende Funktion in t.

Der Zusammenhang zwischen Systemfunktion S(X) und zugehöriger Lebensdauer Ts
im Zeitintervall [0, t] wird bekanntlich durch die Ereignisgleichheit

{S(X(t)) = 1} = {Ts > t}

wiedergegeben. Folglich gilt für die Systemzuverlässigkeit

ps(t) = P (Ts > t) = P (S(X(t)) = 1).

3. Verfügbarkeit: Für reparierbare bzw. erneuerbare Elemente (Systeme) wird anstelle

der Zuverlässigkeit als Kenngröße die Verfügbarkeit (availability) verwendet: Wahr-

scheinlichkeit für ausfallfreies Arbeiten zur Zeit t: P (X(t) = 1)

4. Lebensdauerdichte: Es sei vorausgesetzt, dass die Verteilungsfunktion FT (t) der Le-

bensdauer T in [0, t) differenzierbar ist. Dann bezeichnet die erste Ableitung

fT (t) =
d

dt
FT (t)

die Lebensdauerdichte (Ausfalldichte). Sie ist eine nichtnegative Funktion mit den Ei-

genschaften: ∫ t

0

fT (u)du = F (t),

∫ ∞
0

fT (t)dt = 1.
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5. Ausfallrate: Sie wird auch als Hazardrate bezeichnet und ist definiert durch:

λT (t) =
fT (t)

RT (t)

Im allgemeinen hat die Ausfallrate für technische Systeme den folgenden zeitlichen

Verlauf, wobei die drei in der Kurve angegebenen Zeitabschnitte in der Praxis mehr

oder weniger ausgeprägt sein werden:

Die Ausfallrate ist ein Maß für die Ausfallanfälligkeit eines Elements bzw. eines Sy-

stems nach Erreichen des Alters t; genauer gilt:

λ(t)∆t die (bedingte) Ausfallwahrscheinlichkeit eines Elements nach Erreichen von t

ist, denn:

P (0 < T ≤ t+ ∆t|T > t) = 1− P (T > t+ ∆t)

P (T > t)
= 1− R(t+ ∆t)

R(t)

= −R
′(t)

R(t)
∆t+ o(∆t) = λT (t)∆t+ o(∆t)

Andererseits ist auch:

λT (t) = −R
′(t)

R(t)
, also

∫
dR

R
= −

∫
λT (t)dt bzw. lnR = −

∫ t

t0

λ(u)du+ C
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d.h.

R(t) = exp

{
−
∫ t

0

λT (t)dt

}
= exp

{
−
∫ t

0

λT (u)du

}
wobei die Randbedingung R(0) = 1 verwendet wurde;

Λ(t) :=
∫ t

0
λ(u)du wird auch kumulative Hazardrate genannt. Die bedingte Wahr-

scheinlichkeit oben legt es nahe, die bedingte Verteilungsfunktion der Lebensdauer

unter der Bedingung T > t (auch Restlebensdauer-Verteilungsfunktion) einzuführen:

FT |t(s) = P (T − t ≤ s|T > t)

(
=
P (t < T ≤ t+ s)

P (T > t)
=
FT (t+ s)− FT (t)

RT (t)

)
Daraus erhält man die bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit:

RT |t(s) = 1− FT |t(s) =
RT (t+ s)

RT (t)

und wegen RT (0) = 1: RT |t(s) = exp

{
−

t+s∫
t

λT (u)du

}
Mit der Größe RT |t(s) kann man den Begriff der Alterung eines Sysstems einführen:

Im betrachteten Zeitintervall (s1, s2 altert das System, wenn die bedingte Überlebens-

wahrscheinlichkeit RT |t(s) in diesem Zeitintervall monoton in t fällt.

6. Momente der Lebensdauer

Der Mittelwert bzw. Erwartungswert von T , also

ET =

∞∫
0

tfT (t)dt

ist die mittlere Lebensdauer (MTTF = meantime to failure) des Systems.

In der Praxis verwendet man oft die Bezeichnung θ := ET .

Es gilt auch

ET =

∞∫
0

RT (t)dt,

denn
∫∞

0
RT (t)dt =

∫∞
t=0

[ ∫∞
u=t

f(u)du
]
dt =

∫∞
u=0

[ ∫ u
t=0

dt
]
f(u)du =

∫∞
u=0

uf(u)du

Bemerkung: Bei reparierbaren oder erneuerbaren Systemen spielt die mittlere Zeit zwi-

schen zwei Systemausfällen diese Rolle (MTBF = meantime between failures)

Die Varianz (Streuung) der Lebensdauer von T , also

var(T ) =

∞∫
0

(t− ET )2fT (t)dt

ist der Erwartungswert der quadratischen Abweichung von T und ET und stellt ein

gewisses Abweichungsmaß vom Mittelwert dar. Um insbesondere lineare Abweichungen
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von unterschiedlichen Systemen vergleichen zu können, wurde der Variationskoeffizient

von T eingeführt:

V :=

√
var(T )

ET
.

7. γ-prozentuale Lebensdauer: Der Zeitpunkt tγ mit RT (tγ) = γ ist die γ-prozentuale

Lebensdauer.

Für die Praxis sind die Lebensdauerkenngrößen in DIN-Vorschriften festgelegt und beschrie-

ben. Die größte praktische Bedeutung besitzen dabei die Hazardrate, die mittlere Lebens-

dauer und die γ-prozentuale Lebensdauer.

2.2 Parametrische Familien von Lebensdauerverteilun-

gen

Primär für jede Zuverlässigkeitsanalyse ist die Auswahl des Wahrscheinlichkeitsmodells. Da-

von hängt eine Vielzahl nachfolgender Aussagen und Entscheidungen ab. Für das Wahr-

scheinlichkeitsmodell sind maßgebend:

- der Umfang der zu erwartenden Beobachtungswerte,

- der in Frage kommende Modelltyp und

- seine Anpassungsfähigkeit an die empirisch gewonnene Daten.

Wahrscheinlichkeitsmodelle kann man an praktische Probleme in unterschiedlichem Maße

anpassen: Grobe und von speziellen Voraussetzungen freie Modelle sind ziemlich allgemein

anwendbar; detaillierte oder sehr ausgeklügelte Modelle sind nur einzelnen Fällen angemes-

sen; zwischen diesen Extremfällen gibt es viele Abstufungen.

Die Auswahl des Wahrscheinlichkeitsmodells im Hinblick auf den Allgemeinheitsgrads wird

stets ein Kompromiss sein. Das Modell hängt vorrangig vom Ziel der Untersuchung und vom

vertretbaren Aufwand ab.

Nachfolgend werden wichtige Wahrscheinlichkeitsverteilungen von stetigen Zufallsvariablen

behandelt. Diese Verteilungen werden sowohl für die Untersuchung von Systemlebensdauern
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als auch bei Modellierungen anderer Systemzeiten verwendet. Wir beginnen mit der schon

in einem Beispiel eingeführten Exponentialverteilung.

2.2.1 Exponentialverteilung

Die Zufallsvariable T ist exponentialverteilt mit Parametern (λ, c), symbolisch T ∼ Exp(λ, c)

dargestellt, wenn

FT (t) = 1− exp{−λ(t− c)} (t ≥ c, 0 < λ <∞)

λ . . . natürlicher Parameter (=Intensität, Ausfallrate)

c . . . Verschiebungsparameter (=Mindestlebensdauer)

Überlebenswahrscheinlichkeitsfunktion: RT (t) = exp{−λ(t− c)}
Ausfalldichte : fT (t) = λexp{−λ(t− c)}
Ausfallrate : λT (t) = λ (> 0)

mittlere Lebensdauer : θ := ET = 1
λ

+ c

Varianz : var(T ) = 1
λ2

bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit: c = 0:

RT |t(s) = exp(−λs)
(

= RT (t+s)
RT (t)

)
k-tes Moment (c = 0) : ET k = k!

λk

In Verbindung mit der Exponentialverteilung soll anschließend eine wichtige Aussage für

Ordnungsstatistiken angegeben werden:

Satz 2.1: Es seien Ti (i = 1, . . . , n) n unabhängige identisch exponentialverteilte Lebens-

dauern, Ti ∼ Exp(λ), und T(i) die zugehörigen geordneten Zeiten:

min(T1, ..., Tn) = T(1) ≤ T(2) ≤ · · · ≤ T(n) = max(T1, ..., Tn)

. Für die Differenzen Di := T(i) − T(i−1) (T(0) ≡ 0) gilt dann:

1. P (Di ≤ t) = 1 − exp{−(n − i + 1)λt} (t ≥ 0; i = 1, . . . , n) (ist gleichzeitig Vertei-

lungsfunktion des Minimums von (n− i+ 1) exponentialverteilten Zeiten),

2. D1, D2, . . . , Dn sind paarweise unabhängig,

3. EDi = 1
(n−i+1)λ

, var(Di) = 1
(n−i+1)2λ2

(i = 1, . . . , n),

4. nD1, (n− 1)D2, . . . , Dn sind unabhängig und identisch wie T1 verteilt, d.h.

F(n−i+1)Di(t) = 1− exp(−λt) (i = 1, . . . , n),
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5. ET(i) = 1
λ
( 1
n

+ 1
n−1

+ · · ·+ 1
n−i+1

), var(T(i)) = 1
λ2

( 1
n2 + 1

(n−1)2
+ · · ·+ 1

(n−i+1)2
).

Beweis: Mit den Eigenschaften geordneter Stichproben erhält man die zwei ersten Aussagen.

Aus der Exponentialverteilung für Di folgt die Form von Erwartungswert und Varianz sowie

auch die Verteilung von (n− i+1)Di. Wegen T(i) =
∑i

j=1Di ergibt sich die letzte Aussage.2

Anwendung von Satz 2.1:

Es seien n Betrachtungseinheiten in [0, t] geprüft worden. Dabei wurden i Ausfälle registriert.

Die Gesamtprüfzeit (total-time-on-test-statistic) ist:

τ(t) = nT(1) + (n− 1)(T(2) − T(1)) + · · ·+ (n− i+ 1)(T(i) − T(i−1)) + (n− i)(t− T(i))

und aus (4.) folgt dann unmittelbar (vgl. auch ”Gammaverteilung”):

τ(T(i)) ∼ Gamma(λ, i), d.h. fτ(T(i))(t) = λi

(i−1)!
ti−1exp(−λt) (t ≥ 0).

2.2.2 Weibullverteilung

Die Zufallsvariable T ist Weibull-verteilt mit Parametern (a, b), symbolisch T ∼Weib(a, b),

wenn T̃ = (T
a
)b ∼ Exp(1, 0) bzw. wenn

FT (t) = 1− exp{−(
t

a
)b} (t ≥ 0; a > 0, b > 0)

a ist der Skalenparameter und b der Formparameter. Es könnte zusätzlich als 3. Parameter

ein Verschiebungsparameter c > 0, eine
”
Mindestlebensdauer“ verwendet werden.

Überlebenswahrscheinlichkeit : RT (t) = exp{−( t
a
)b}

Ausfalldichte : fT (t) = b
ab
tb−1exp{−( t

a
)b}

k-tes Moment : ET k = akΓ(1 + k
b
)

folglich θ := ET = aΓ(1 + 1/b)

var(T ) = a2[Γ(1 + 2/b)− Γ2(1 + 1/b)]

V =

√
var(T )

θ
=
[

Γ(1+2/b)−Γ2(1+1/b)
Γ2(1+1/b)

] 1
2

bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit: RT |t(s) = exp{−a−b[(t+ s)b − tb]}
γ-prozentuale Lebensdauer : Tγ = a(− ln γ)

1
b

In den Formeln der Momente bedeutet Γ(.) die Gammafunktion.
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Bemerkungen:

1. Der Spezialfall
”
b=1“ ist die Exponentialverteilung, denn fT (t) = λ exp(−λt)

mit λ = 1
a
.

2. Die Weibullverteilung ist eine der möglichen Grenzverteilungen für das Minimum von

Zufallsgrößen (vgl. Barlow und Proschan (1978)). Wenn T Weibull-verteilt ist, dann ist

T ∗ = lnT mit der Extremwertverteilung vom Typ I (doppelte Exponentialverteilung,

Gumbel (1958)) versehen:

FT ∗(t) = P (lnT < t) = 1− exp{−exp(
t− µ
σ

)}

mit µ = ln a, σ = 1
b
.

3. Die Weibullverteilung isteine asymptotische Extremwertverteilung (vom Typ III). Durch

die Transformation ln ln 1
1−F (t)

= b ln t− b ln a entsteht eine in t lineare Beziehung; sie

liegt der Gestaltung der Wahrscheinlichkeitsnetze für Weibullverteilung zugrunde.

2.2.3 Gammaverteilung

Die Zufallsvariable T ist gammaverteilt mit Parametern (λ, β), symbolisch T ∼ Gamma(λ, β)

(λ Skalenparameter, β Formparameter), wenn für ihre Verteilungsfunktion gilt:

FT (t) = Γλt(β)
Γ(β)

mit Γt(β) =
t∫

0

xβ−1e−xdx (unvollständige Γ-Fkt.)

Γ(β) =
∞∫
0

xβ−1e−xdx (vollständige Γ-Fkt.)

Γ(x) = (x− 1)Γ(x− 1), Γ(n) = (n− 1)!,

Γ(1
2
) =
√
π

Überlebenswahrscheinlichkeit : RT (t) = Γ(β)−Γλt(β)
Γ(β)

Ausfalldichte : fT (t) = λβ

Γ(β)
tβ−1e−λt

Ausfallrate : λT (t) = λβtβ−1e−λt

Γ(β)−Γλt(β)
−→
t→∞

λ

k-te Moment : ET k = Γ(k+β)
Γ(β)

1
λk

folglich: θ = ET = β
λ
, var(T ) = β

λ2

bedingte Überlebenswahrscheinlichkeit: RT |t(s) =

∞∫
λ(t+s)

xβ−1x−xdx

∞∫
λt

xβ−1e−xdx
−→
t→∞

e−λs
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Spezialfälle der Gammaverteilung:

1. β = 1 : fT (t) = λe−λt, d.h. Exponentialverteilung

2. β = k (k = 2, 3, . . . ): k-Erlang-Verteilung

RT (t) = exp(−λt)
k−1∑
l=0

(λt)l

l!

λT (t) = λktk−1

[
(k − 1)!

k−1∑
l=0

(λt)l

l!

]−1

(stets monoton wachsend)

3. β = n
2
, λ = 1

2
: χ2-Verteilung: fT (t) = 1

2
n
2 Γ(n

2
)
x
n
2
−1 e−

x
2 (x > 0) T ∼ Erlang

→ 2λT ∼ χ2
2k

2.2.4 weitere Lebensdauerverteilungen

T heißt bzgl. t = 0 gestutzt normalverteilt, wenn

FT (t) = a[Φ( t−µ
σ

)− Φ(−µ
σ
)] (−∞ < µ <∞, σ > 0)

mit a = (1− Φ(−µ
σ
))−1, Φ(x) = 1√

2π

∫ x
−∞ e

−u
2

2 du

Überlebenswahrscheinlichkeit: RT (t) = a(1− Φ( t−µ
σ

))

Ausfalldichte: fT (t) = a√
2πσ

exp{− (t−µ)2

2σ2 }
Ausfallrate: λT (t) = 1√

2πσ
(1− Φ( t−µ

σ
))−1exp{− (t−µ)2

2σ2 }
(streng wachsend)

mittlere Lebensdauer: ET = µ+ aσ√
2π

exp{− µ2

2σ2}.

T heißt lognormal-verteilt, wenn T ∗ = lnT normalverteilt ist:

FT (t) = Φ( ln t−µ
σ

) (−∞ < µ <∞, σ > 0),

µ ist der Maßstabsparameter und σ der Formparameter.

fT (t) = 1√
2πσt

exp{− (ln t−µ)2

2σ2 }, ET = eµ+σ2

2 , var(T ) = e2µ+σ2
(eσ

2 − 1)

(Die Ausfallrate λT (t) i.a. nicht monoton.)

T ist invers-Gauß-verteilt, wenn

FT (t) = Φ(βt−α√
t

) + e2αβΦ(− (α+βt)2√
t

) (α > 0, β > 0),

fT (t) = α√
2πt3/2

exp{− (α−βt)2
2t
},

ET = α
β
, var(T ) = α

β3

(Die Ausfallrate λT (t) i.a. nicht monoton.)
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2.3 Klassen von Lebensdauerverteilungen mit mono-

toner Ausfallrate

Es werden nun weitere Wahrscheinlichkeitsmodelle für die Zuverlässigkeitsanalyse betrach-

tet. Dafür muss die Existenz der Verteilungsdichte nicht vorausgesetzt werden.

Die Ausfallrate λT (t) als Funktion der Zeit ist geeignet, das Wesentliche des Ausfallverhal-

tens eines Ereignisses auszudrücken:

Zunehmende Ausfallrate bedeutet, dass sich das Ereignis im Laufe seines Lebens verschlech-

tert; abnehmende Ausfallrate heißt, dass das gebrauchte Erzeugnis besser als das neue Er-

zeugnis ist. Eine konstante Ausfallrate kennzeichnet den Fall, in dem sich das Alter des

Erzeugnisses nicht auf die Zuverlässigkeit auswirkt.

Diese Fälle können auch kurz als
”
gebraucht schlechter als neu“,

”
gebraucht besser als neu“

oder
”
gebraucht so gut wie neu“ bezeichnet werden.

Wegen RT |t(s) = RT (t+s)
RT (t)

= exp{−
t+s∫
t

λT (u)du} kann das Verhalten der Ausfallrate auch

alternativ über das der bedingten Überlebenswahrscheinlichkeit ausgedrückt werden:

λT (t) wächst (fällt) monoton genau dann, wenn RT |t(s) bei bel. (festem) s > 0 monoton fällt

(wächst).

Gemäß der genannten Kennzeichnung des Ausfallverhaltens definieren wir jetzt Klassen von

Lebensdauerverteilungen.

Definition 2.1: Eine Lebensdauerverteilung mit FT (t) gehört zur Klasse der IFR-(increasing

failure rate)-Verteilungen, wenn RT |t(s) bei bel. festem s ≥ 0 monoton in t fällt (0 < t <∞).

Die durch FT (t) beschriebene Verteilung gehört zur Klasse der DFR-(decreasing failure rate)-

Verteilungen, wenn RT |t(s) monoton in t wächst.

Bei bekannten Verteilungen mit Dichten kann die Zuordnung zu einer der beiden Klassen

anhand der Ausfallrate getroffen werden; es ist

IFR-Verteilung: Erlang-Verteilung, gestutzte Normalverteilung, Weibull- und Gamma-

Verteilung, sofern b ≥ 1 bzw. β ≥ 1.

DFR-Verteilung:Weibull- und Gamma-Verteilung, bei b ≤ 1 bzw. β ≤ 1,

(Die Exponentialverteilung ist gleichzeitig IFR- und DFR-Verteilung)

Günstig zur Beschreibung von Alterungsvorgängen ist auch eine gewisse stochastische Ord-

nung:

Definition 2.2: Wir nennen eine zufällige Zeit T mit Verteilungsfunktion FT (t) stochastisch

kleiner als die zufällige Zeit U mit Verteilungsfunktion GU(t): T �(st) U , wenn FT (t) ≥ GU(t)

füe alle t ≥ 0.

Wenn ein IFR-Verteilungstyp vorliegt und Tt die restliche Lebensdauer nach Erleben der

Zeit t ist, dann gilt: Tt1 �(st) Tt2 für t1 ≤ t2, d.h. die restliche Lebensdauer Tt wird mit
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wachsendem t stochastisch kleiner. Entsprechendes gilt für DFR-Verteilungen.

Für IFR- und DFR-Verteilungen ergibt sich auch folgende Charakterisierung:

Satz 2.2: Verteilungen mit FT (t) sind genau dann vom IFR- oder DFR-Verteilungstyp, wenn

lnRT (t) konkav (konvex) ist.

Beweis: Sei Q(t) = − lnR(t). Dann gilt RT |t(s) = RT (t+s)
RT (t)

= e−(Q(t+s)−Q(t)). Eine Verteilung

mit FT (t) ist vom IFR-Typ genau dann, wenn Q(t + s) − Q(t) wachsend in t für festes

s ≥ 0, und genau dann hat Q(t) in t wachsende Ableitungen, ist also konvex und lnRT (t)

ist konkav.2

Die Klassen von IFR- und DFR-Verteilungen wurden erstmals von Barlow, Marshall und

Proschan (1963) behandelt und sind in Barlow und Proschan (1878,[4]) genauer beschrie-

ben. Interessant sind insbesondere auch Abschätzungen für RT (t) und FT (t), die schärfer für

diese Verteilungsklassen definiert werden können als allgemeine Ungleichungen der Wahr-

scheinlichkeitsrechnung.

Beispielsweise sei folgendes genannt: Wir betrachten zunächst die allg. bekannte Markovsche

Ungleichung. Wenn mk das k-te absolute Moment der Verteilung bedeutet, so gilt

RT (t) ≤

{
1 für t < m

1
k
k

mk
tk

für t ≥ m
1
k
k

.

Verwendet man
”
nur“ den Erwartungswert m1, so liefert die Markovsche Ungleichung im

Fall der Exponentialverteilung (mit Parameter λ und θ = ET = 1
λ
)

RT (t) ≤
{

1 für t < θ
θ
t

für t ≥ θ
;

im Fall der Weibullverteilung

RT (t) ≤

{
1 für t < aΓ(1 + 1/b)
aΓ(1+1/b)

t
für t ≥ aΓ(1 + 1/b)

.

Für eine IFR-Verteilung erhält man andererseits für jeden Wert t eine obere Schranke für RT (t)

gemäß

RT (t) ≤

{
1 für t < m

1/k
k

e−ωt für t ≥ m
1/k
k

, (∗)

wobei mk = k
t∫

0

uk−1e−ωudu die Lösung ω liefert.

Die Ungleichung (∗) ist scharf, d.h. es gibt stets einen Wert von t, für den das Gleichheitszei-

chen gilt. Aus (∗) ergibt sich eine viel engere Begrenzung der Überlebenswahrscheinlichkeit

als aus der entsprechenden Markovschen Ungleichung, wie das folgende Beispiel verdeutlicht:

FT (t) sei Verteilungsfunktion einer IFR-Verteilung; Abschätzung für RT (t):
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gemäß
”
Markov“ gemäß (∗)

t = 2 RT (2) ≤ 0.5 RT (2) ≤ 0.2 (ω = 0.8)

mk = k = 1

t = 5 RT (5) ≤ 0.2 RT (5) ≤ 0.007 (ω = 0.993)

Für IFR-Verteilungen kann ebenfalls eine untere Schranke für RT (t) angegeben werden:

RT (t) ≥

{
exp

[
− t
λ1/k

]
für t ≤ m

1/k
k

0 für t > m
1/k
k ,

wobei λk aus der Gleichung λk = mk
Γ(k+1)

zu berechnen ist.

Für die Praxis wird insbesondere der Fall
”
k = 1“ verwendet, man erhält bei IFR-Verteilungen

die folgenden Ungleichungen:

0 < t < m1 : 1 ≥ RT (t) ≥ e−t/m1

t > m1 : e−ωt ≥ RT (t) ≥ 0, wobei ω aus m1 = 1
ω

(1− e−ωt).

Bemerkung:

1. Ähnliche Abschätzung fürRT (t) gelten bei DFR-Verteilungen (vgl. Barlow und Proschan

(1878,[4])).

2. Derartige Schranken dienen auch zu Abschätzungen in strukturierten Systemen, wenn

deren Elemente Lebensdauerverteilungen aus IFR- bzw. DFR-Klassen besitzen. Z.B.

gilt im Seriensystem:

RTS(t) ≥ exp

{
−t

n∑
i=1

1

θi

}
für t < min(θ1, . . . , θn),

wobei θi die mittlere Lebensdauer des i-ten Elements ist.

Weitere Verallgemeinerungen der betrachteten Verteilungsklassen ergeben sich, wenn die

durchschnittliche Ausfallrate

λ̄T (t) =
1

t

t∫
0

λT (u)du

(
=
Q(t)

t

)
betrachtet und damit der monotone Verlauf von λT (t)

”
abgeschwächt“ wird.

Definition 2.3: Eine Lebensdauerverteilung mit FT (t) ist eine IFRA- (DFRA-) Verteilung,

wenn − lnRT (t)
t

= Q(t)
t

monoton wachsend (fallend) in t (t ≥ 0) ist.

Eine Verteilung mit FT (t) ist eine NBU- (NWU-) Verteilung, wenn RT (t+x) ≤
(≥)
RT (t)RT (x)

für alle x ≥ 0, t ≥ 0.

Bemerkung:

1. Für die definierten
”
allgemeineren“ Klassen existieren auch scharfe Abschätzungen.

2. IFRA . . . increasing failure rate average

NBU . . . new better then used

NWU . . . new worse then used
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2.4 Einige Aussagen zur Systemlebensdauer

1. Verteilungsmodell Exponentialverteilung

Seriensystem : Für die Lebensdauer TS des Seriensystems gilt

TS = min(T1, . . . , Tn);

sind die n Elemente mit unabhängigen und exponentialverteilten (λi) Lebensdauern Ti
versehen, so gilt

RTS = P (TS > t) =
n∏
i=1

P (Ti > t) =
n∏
i=1

RTi(t) = exp

[
−t

n∑
i=1

λi

]

und

θS = ETS = [
∑n

i=1 λi]
−1

(= 1
nλ

, sofern λi = λ für alle i),

also ist TS wiederum exponentialverteilt.

Bemerkung: In der Praxis versteht man unter
”
Baueinheit“ oder

”
Baugruppe“ oft-

mals ein (Teil-)System mit (im Sinne der Zuverlässigkeits-Ersatzschaltung) serienge-

schalteten Elementen. Das bedeutet, dass beim Ausfall eines Elementes die gesamte

Baugruppe auszuwechseln ist.

k-aus-n-System : In diesem System sind k Elemente funktionswichtig und m = n−k
Elemente als (kalte) Reserve aufzufassen. Alle Elemente-Lebensdauern sind unabhängig

und es ist Ti ∼Exp(λi) (i = 1, . . . , n). Dann gilt für die Systemlebensdauer TS =: Tn,k
die folgende Darstellung

Tn,k = T (1) + · · ·+ T (m+1),

wobei T (j+1) die Lebensdauer von k funktionswichtigen Elementen vor Einsatz des

j-ten Reserveelements ist. Nun sei identische Exponentialverteilung angenommen (d.h.

λi = λ). Dann ist T (j+1) = min(T1, . . . , Tk) ∼Exp(kλ), wobei verwendet wird, dass auch

jede Restlebensdauer wieder mit λ exponentialverteilt ist. Es kann davon ausgegangen

werden, dass die T (j+1) unabhängig sind. Also gilt:

Tn,k ∼ Gamma(kλ, m+ 1), d.h.

Fn,k(t) = 1−
m∑
j=0

(kλt)j

j!
e−kλt =

∞∑
j=m+1

(kλt)j

j!
e−kλt, ETn,k =

m+ 1

kλ
.

Anwendungsbeispiel
”
k-aus-n-System mit spezieller Reserveorganisation“

1. n = 2k, m = k Reserveelemente bilden eine Reserveanlage, die bei Ausfall der

ersten Anlage (mit k funktionswichtigen Elementen) zugeschaltet wird:

erste Anlage: Fk,k(t) = 1− e−kλt

Gesamtsystem (Doppelanlage):

F̃2,1(t) = 1−
∑1

j=0
(kλt)j

j!
e−kλt = 1− e−kλt − kλte−kλt, ET̃2,1 = 2

kλ
.
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2. n = 2k, System mit k funktionswichtigen Elementen, zu jedem dieser Elemente

ist ein weiteres Element (in kalter Reserve) zugeordnet:

”
Doppelelement“: F2,1(t) = 1− (1 + λt)e−λt

Gesamtsystem:˜̃
F k,k(t) = 1−

∏k
j=1(1 + λt)e−λt = 1− (1 + λt)ke−kλt

E
˜̃
T k,k =

∫∞
0

[(1 + λt)e−λt]kdt =
∑k

l=0

(
k
l

) ∫∞
0

(λt)le−kλtdt

= (k−1)!
kλ.kk−1

∑k
l=0

kl

l!
≈ 1

kλ

√
kπ
2

3. n = 2k, eigentliches k-aus-n-System mit k funktionswichtigen und weiteren m = k

Reserveelementen (in einem gemeinsamen (kalten) Reserve-Pool)):

F2k,k(t) = 1−
∑k

j=0
(kλt)j

j!
e−kλt =

∑∞
j=k+1

(kλt)j

j!
e−kλt, ETn,k = k+1

kλ
= (1 + 1

k
) 1
λ

Es wird ersichtlich, dass (für k > 2) die mittleren Lebensdauern von (1) nach (3)

wachsen!

2. Verteilungsmodell Weibullverteilung

Wir betrachten ein Seriensystem von n Elementen mit unabhängigen Lebensdauern,

die 2-parametrisch Weibull-verteilt sind: TS = min(T1, . . . , Tn),

RTS(t) = P (TS > t) =
n∏
i=1

RTi(t) = exp

[
−

n∑
i=1

(
t

ai

)bi]
.

1. Spezialfall b1 = · · · = bn =: b:

RTS = exp

[
−
(∑n

i=1
1

a
bi
i

)
tb
]
, also TS ∼Weib((a−b1 + · · ·+ a−bn )1/b, b).

2. Lebensdauerkenngrößen des Systems sind i.a. nur numerisch berechenbar:

mittlere Lebensdauer: ETS = θS =
∫∞

0
RTS(t)dt (durch numerische Integration),

γ−prozentuale Lebensdauer tS,γ: als numerische Lösung von RTS(tS,γ) = γ.

3. Beim Übergang zur 3-parametrischen Weibull-Verteilung muss (z.B. zur numeri-

schen Integration) folgende Aufteilungen beachtet werden:

RTS(t) =


1 0 ≤ t < c1

exp
[
−( t−c1

ai1
)bi1
]

c1 ≤ t < c2

exp
[
−( t−c1

ai1
)bi1 − ( t−c2

ai2
)bi2
]

c2 ≤ t < c3

. . . . . .

wobei die Parametertripel (ai, bi, ci) nach der Größe der ci geordnet sind, d.h.

(cj, aij , bij) (j = 1, . . . , n).



Kapitel 3

Statistik für Lebensdauerdaten

Die praktische Zuverlässigkeitsanalyse beginnt mit der Erfassung bzw. der Bereitstellung

von Ausfalldaten technischer Erzeugnisse. Man muss nun davon ausgehen, dass die den Aus-

fallzeiten zugrunde liegende Lebensdauerverteilung - zumindest teilweise - unbekannt ist.

Mittels geeigneter statistischer Verfahren versucht man, die fehlenden Verteilungsinforma-

tionen aus einer Datenauswertung zu gewinnen. Dabei muss betont werden, dass man stets

in einer gewissen statistischen Schlussweise von den Daten der Stichprobe auf die unbekann-

te Grundgesamtheit der Lebensdauerdaten schließen wird und nur wenige Eigenschaften der

Grundgesamtheit als bekannt vorausgesetzt werden können. Es ergeben sich die folgenden

beiden Untersuchungsrichtungen:

1. Schätzung von Verteilungsparametern und Zuverlässigkeitskenngrößen.

Es stehen Punkt- und Kofidenzschätzungen (Bereichsschätzungen) zur Verfügung. Da

in der Regel ein Verteilungstyp vorher festgelegt wurde, kann man eine Likelihoodfunk-

tion aufstellen und Parameter-Schätzwerte nach der Maximum-Likelihood-Methode er-

mitteln. Damit in Verbindung werden auch Schätzbereiche (z.B. Konfidenzintervalle)

für Verteilungsparameter konstruierbar.

Weitere Methoden zur Gewinnung von Parameterschätzern, wie die Momentenmetho-

de oder die Minimum-Quadrat-Methode sollen hier nicht verwendet werden.

Einer besonderen Möglichkeit zur Schätzung von Verteilungsparameter, nämlich mit

der Bayes-Methode wird aber Raum gegeben. Man geht dabei davon aus, dass Vorinfor-

mationen über Verteilungsparameter zur Festlegung einer Prior-Parameterverteilung

genutzt werden. Aus einer Posterior-Verteilung können dann Bayes-Punktschätzungen

oder auch Bayessche Vertrauensintervalle hergeleitet werden.

2. Datenanpassung und Zuverlässigkeitsnachweis.

Neben einfachen Verfahren zur näherungsweisen Festlegung der Lebensdauerverteilung

(empirische Verteilungsfunktion und graphische Verfahren) werden Anpassungstest-

31
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und Alternativtestverfahren zur Entscheidung über Verteilungshypothesen bzw. über

den Wert von Lebensdauerkenngrößen genutzt.

Ausgangspunkt aller Untersuchungen sind stets Lebensdauerdaten, d. h. Realisierungen einer

zufälligen Lebensdauer T , die in folgenden Formen vorliegen können (z. B. bei n Prüflingen

im Prüflabor):

• als vollständige einfache Stichprobe (t1, . . . , tn) oder

• als geordnete Stichprobe (t(1), . . . , t(n)) oder

• als zensierte (gestutzte) Stichprobe (t(1), . . . , t(r)) (r < n).

Zur Datengewinnung, also zur Organisation der Datenerfassung, werden sogenannte Prüfpläne

(auch ”Zuverlässigkeitsprüfpläne”) verwendet, mit denen i. d. R. zensierte Stichproben ent-

stehen:

[n, 0, r] . . .
”
ausfallterminierter Prüfplan ohne Ersatz“

[n,E, r] . . .
”
ausfallterminierter Prüfplan mit Ersatz“

[n, 0, t∗] . . .
”
zeitterminierter Prüfplan ohne Ersatz“

Dabei gibt n die Anzahl der Prüfplätze, 0 bzw. E
”
kein Ersatz“ oder

”
Ersatz“ für einen

ausgefallenen Prüfling und r bzw. t∗ die Prüfdauerinformation (Prüfdauer tr bis zum r-ten

Ausfall oder feste Prüfzeit t∗) an.

Weitere Prüfpläne sind: [n,E, t∗], [n, 0, (r, t∗)], [n,E, (r, t∗)].

Hierbei bedeutet (r, t∗) die Prüfung bis zum Minimum der Zeiten tr und t∗.

3.1 Schätzung von Verteilungsparametern

Das Wahrscheinlichkeitsmodell für die zufällige Lebensdauer T , d.h. der Verteilungstyp wird

als bekannt vorausgesetzt. Aus den Beobachtungswerten sind unbekannte Verteilungspara-

meter zu schätzen, also im Sinne des Schlusses von der Stichprobe auf die Verteilungsgrund-

gesamtheit. Als Parameter können die reellen Werte, die den Verteilungstyp charakterisie-

ren, angesehen werden, es können aber auch Verteilungsmomente oder andere Lebensdau-

erkenngrößen sein. Mittels der Schätzverfahren werden einerseits Werte für die Parameter

(Punktschätzwerte) oder andererseits Schätzbereiche angegeben, die den wahren Parameter

mit einer vorgegebenen Wahrscheinlichkeit überdecken.

Es gibt, wie eingangs zum Kapitel genannt, verschiedene Methoden, mit denen die Parameter

θ ∈ Θ ⊆ Rk einer Lebensdauerverteilung geschätzt werden können. Da den Beobachtungs-

daten, die Realisierungen einer zufällige Lebensdauer T sind und die z.B. als Stichprobe

(t1, . . . , tn)
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vorliegen mögen, einem bekannten Verteilungstyp genügen, kann man die gemeinsame Dichte

der n Beobachtungswerte angeben:

f(t1, . . . , tn; θ) = fT (t1; θ) . . . fT (tn; θ) (0 < t1 <∞, ..., 0 < tn <∞; θ ∈ Θ)

Wird diese gemeinsame Dichte nun als Funktion vom Parameter θ angesehen, dann nennt

man diese Funktion Likelihoodfunktion:

L(θ) = L(θ; t1, . . . , tn) := fT (t1; θ) . . . fT (tn; θ). (3.1)

Die Likelihoodfunktion ist ein Maß dafür, inwieweit Parameterwerte θ eine bereits vorlie-

gende Stichprobe (t1, . . . , tn) repräsentieren. Der maximale Wert θ von L(θ) entspricht der

Stichprobe am besten, er ist der plausibelste Wert. Aus dieser Erkenntnis leitet sich die

Maximum-Likelihood-Methode ab, und dieser Wert θ ist dann der Maximum-Likelihood-

Schätzer (kurz: ML-Schätzer).

Zur Gewinnung des Maximum-Likelihood-Schätzers löst man eine Extremwertaufgabe und

zwar aus praktischen Gründen für ln(L(θ)).

Auf Eigenschaften der Punktschätzer, wie Erwartungstreue, Konsistenz oder Effektivität

wird später in konkreten Modellen eingegangen.

Es sei noch erwähnt, dass Eigenschaften der Likelihoodfunktion zur Konstruktion von Parameter-

Schätzbereichen (mit vorgegebener Überdeckungswahrscheinlichkeit) genutzt werden.

3.1.1 Modell Exponentialverteilung

• Die zufällige Lebensdauer T sei exponentialverteilt mit dem Parameter λ. Es wird

angenommen, dass Daten nach einem Prüfplan [n,O, r] ermittelt wurden, also der

Datensatz: t(1) ≤ t(2) ≤ · · · ≤ t(r) (r ≤ n) vorliegt.

Es besteht die Aufgabe, den ML-Schätzer für λ zu finden.

• Da im Prüfplan eine zensierte Stichprobe erhalten wird, also die Ausfallzeitpunkte der

zufälligen Lebensdauer T im Zeitintervall [0, t(r)] liegen und r ≤ n Prüflinge ausgefallen

sind, wird als Likelihoodfunktion verwendet:

L(r, λ) =
n!

(n− r)!

[
r∏
i=1

fT (t(i), λ)

] [
1− FT (t(r), λ)

]n−r
(3.2)

FT (·, λ) ist die Verteilungsfunktion von T . Der Faktor n!
(n−r)! weist auf die Anzahl der

Variationen von n Elementen bei (n− r) überlebenden hin. Übrigens ist bei n = r die

Likelihoodfunktion (3.2) von der Form (3.1).

Unter Verwendung von

S(t) = nt(1) + (n− 1)(t(2) − t(1)) + · · ·+ (n− r)(t− t(r)) =
r∑
i=1

t(i) + (n− r)t
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ergibt sich

L(λ) = n!
(n−r)!λ

re−λS(t), wobei t =

{
t(r) für [n,O, r]

t∗ für [n,O, t∗]
Wir bemerken, dass bei Verwendung des Planes [n,O, t∗] die gleiche Form der Like-

lihoodfunktion entsteht, also der Tausch (t(r) → t∗) erfolgt.

• ML-Schätzer:

Als Lösung der Extremwertaufgabe bezüglich (3.2) erhält man:

für λ : λ̂ = r
S(t)

, für θ : θ̂ = S(t)
r

.

Bemerkungen:

1. ML-Schätzer sind asymptotisch erwartungstreu, asymptotisch effektiv, asympto-

tisch normalverteilt.

2. Für Pläne [n,E, r] bzw. [n,E, t∗] ist

L(λ) = (nλ)rexp{−nλt} mit t =

{
t∗

t(r)
, r ≤ n

und λ̂ = r
nt

bzw. θ̂ = nt
r

. θ̂ ist erwartungstreu bezüglich θ und von minimaler

Varianz.

• Konfidenzschätzung bei [n,O, r]:

Es ist bekannt: S(t) ∼ Gamma(λ, r)-verteilt für t = t(r) und 2
θ
S(t) ∼ χ2

2r-verteilt

Damit gilt der Ansatz: P (χ1 ≤ 2
θ
S(t) ≤ χ2) = 1− α ⇒ P (2S(t)

χ2
≤ θ ≤ 2S(t)

χ1
) = 1− α

(χ1 und χ2 sind Quantile der χ2
2r-Verteilung.)

Konfidenzgrenzen für θ und λ:

zweiseitig: θα/2 = 2rS(t)

χ2
1−α/2;2rr

(
= 1

λ1−α/2

)
=: fEθu(α/2) · θ̂

θ1−α/2= 2S(t)

χ2
α/2;2r

(
= 1

λα/2

)
=: fEθo(α/2) · θ̂

einseitig: θα = 2S(t)

χ2
1−α;2r

(
= 1

λ1−α

)
=: fEθu(α) · θ̂

θ1−α = 2S(t)

χ2
α;2r

(
= 1

λα

)
=: fEθo(α) · θ̂

Konfidenzgrenzen für die γ-prozentuale Lebensdauer tγ:

Wegen tγ = θ ln 1
γ

ergeben sich beispielsweise die folgenden zweiseitige Grenzen:
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tγ,α/2 = fEθu(α/2)θ̂ ln 1
γ
, tγ,1−α/2 = fEθo(α/2)θ̂ ln 1

γ

Beispiel (Die Daten entstammen Untersuchungen für den Elektromaschinenbau Dres-

den, ”Ausfälle Schiffs-Hauptgenerator”)

[n,O, t∗], n = 10, t∗ = 104h

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

t(i) 550 790 1660 1802 2700 4011 4383 6000 9800 –

Bemerkung: Die
”
Datenanpassung“ ergab keinen Einwand gegen ”Exponentialvertei-

lung”.

Punktschätzung: θ̂ = S(t∗)
r

= 4632.91h, t̂γ = 237.64h (für γ = 0.95)

Konfidenzschätzung (α = 0.1; Annahme t∗ := t(9), [n,O, r∗] verwendet)

aus Tabelle: fEθu(α/2) = 0.623, fEθo(α/2) = 1.917

also θ ∈ [2886.30; 8881.29], tγ ∈ [148.05; 455.56]

• Konfidenzschätzung bei [n,O, t∗]

Es sei r die Anzahl der Ausfälle bis zum Prüfungsende bei t∗ und wird als Zufallsvariable

angenommen. Diese Zufallsvariable ist diskret und binomialverteilt mit dem Parameter

p = p(t∗) = 1− e−λt∗ , der Ausfallwahrscheinlichkeit eines Prüflings.

Dann gilt:

P (r = k) =
(n
k

)
pk(1− p)(n−k) (k = 0, 1, . . . , n)

=
1

n+ 1

Γ((k + 1) + (n− k + 1))

Γ(k + 1)Γ(n− k + 1)
p(k+1)−1(1− p)(n−k+1)−1

=
1

n+ 1
fBetaI(p)

Wir bemerken, dass P (r = k) mit einer (stetigen) Betaverteilung 1. Art in Verbindung

gebracht werden kann, mit dem Argument p in der Dichte.

Der oben genannte Zusammenhang zwischen Binomial- und Betaverteilung wird der-

gestalt für Konfidenzintervalle genutzt: es sei jetzt n und r = k fest; p = p(t∗) kann

variieren und soll zwischen zwei Grenzen p und p so gelegt werden, dass die Über-

deckungswahrscheinlichkeit 1−α beträgt. Diese Wahrscheinlichkeit wird mittels Beta-

Verteilung mit den Parametern p̃ = k + 1 und q̃ = N − k + 1 festgelegt, p und p sind

Quantile der Betaverteilung. Bei Auflösung
”
p = 1− e−λt∗“ nach λ ergeben sich dann

Konfidenzgrenzen für λ:

zweiseitig: λα/2 = 1
t∗

ln 1
1−Bα/2(r+1,n−r+1)

λ1−α/2 = 1
t∗

ln 1
1−B1−α/2(r+1,n−r+1)

einseitig, obere Grenze: λ1−α = 1
t∗

ln 1
1−B1−α(r+1,n−r+1)

einseitig, untere Grenze: λα = 1
t∗

ln 1
1−Bα(r+1,n−r+1)

Konfidenzintervalle für θ = 1
λ

ergeben sich entsprechend.
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3.1.2 Modell Weibullverteilung

• Formparameter b bekannt:

In diesem fall kann die Verbindung zur Exponentialverteilung ausgenutzt werden:

wenn T ∼Weib(a, b), dann gilt T̃ = T b ∼ Exp(a−b).

verwende: die Stichprobe tb1 ≤ tb2 ≤ · · · ≤ tbr anstelle der

ursprünglichen Stichprobe (t1, . . . , tn),

es ist θ = aΓ(1 + 1/b) = (θ̃)1/bΓ(1 + 1/b),

θ̃ := 1
λ

= ab mittlere Lebensdauer der exponentialverteilten Werte tbi
folglich: erhält man Punktschätzer und Intervalle der Konfidenzschätzung:

θ̂ = (ˆ̃θ)1/bΓ(1 + 1/b)

θα/2 = fθu(α/2) · θ̂ =
[
fEθu(α/2)

]1/b
θ̂

θ1−α/2 = fθo(α/2) · θ̂ =
[
fEθo(α/2)

]1/b
θ̂

• Beispiel (Daten aus Untersuchungen für den Elektromaschinenbau Dresden, ”Lebens-

dauer” von Fett 8046 in Lagern von Elektromotoren 1.5kW, Prüftemperatur 100◦ C):

[n,O, n], n = 8 : 8301, 11182, 13678, 22342, 22990, 23470, 33238, 33238 [h]

Es konnte b = 2 angenommen werden. Damit ergab sich:

⇒ θ̂ = (ˆ̃θ)1/bΓ(1 + 1/b) = (1
8

∑
t2i )

1/2 0.8862 = 20230h

bei α = 0.1, einseitig: θ ∈ [16670,∞)

• Formparameter b unbekannt:

Die ML-Schätzer der Parameter (a, b) erhält man bei Verwendung der Pläne [n,O, t∗]

oder [n,O, r] mit der Likelihoodfunktion (3.2), also mit:

L := L(a, b) = n!
(n−r)!

br

arb

r∏
i=1

tb−1
i exp

{
−

r∑
i=1

(
ti
a

)b}
exp

{
−(n− r)

(
t
a

)b}
mit t =

{
t∗

tr
und r =

{
r

r∗
bei

[n,O, t∗]

[n,O, r∗]

ML-Gleichungen:

∂ lnL
∂a

= − rb
a

+ b
ab+1

[
r∑
i=1

tbi + (n− r)tb
]

= 0

∂ lnL
∂b

= r
b
− r ln a+

r∑
i=1

ln ti + 1
ab

[
r∑
i=1

(ln a)tbi −
r∑
i=1

(ln ti)t
b
i − (n− r)

(
ln t

a

)b]
= 0

mit

T1(b) =
r∑
i=1

tbi + (n− r)tb

T2(b) = −
r∑
i=1

(ln ti)t
b
i − (n− r)

(
ln t

a

)b
+

r∑
i=1

(ln a)tbi

T3(b) =
r∑
i=1

ln ti

⇒ rab − T1(b) = 0, rab − rbab ln a+ babT3 + b[(ln a)T1(b)− T2(b)] = 0
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Die Lösungen sind:

â =

[
1

r
T1(b̂)

]1/b̂

r + b̂

[
T3 − r

T2(b̂)

T1(b̂)

]
= 0 (3.3)

Für eine Lösung b̂ ist der zweite Teil von (3.3) nur numerisch z.B. mittels Newton-

Raphson-Verfahren zu behandeln. Das Eisetzen in den ersten Teil ergibt den Punktschätzer

â für a.

Konfidenzschätz-Intervalle kann man unter Verwendung von ”asymptotischer Normal-

verteiltheit der ML-Schätzer â, b̂” ermitteln.

3.2 Datenanpassung

3.2.1 Empirische Verteilungsfunktion

Wir gehen davon aus, dass die Ausfalldaten aus einer vollständigen Stichprobe in eine ge-

ordnete Stichprobe (t(1), . . . , t(n)) überführt wurden oder die geordnete Stichprobe bereits

vorliegt. Dann ist bekanntermaßen die empirische Verteilungsfunktion

F̂n(t) =


0 für t < t(1)

i/n für t(i) ≤ t < t(i+1), i = 1, . . . , n− 1

1 für t ≥ t(n)

(3.4)

eine gute Schätzfunktion für die tatsächliche Verteilungsfunktion FT (t) der Lebensdauer T

(Ausfallfunktion), denn für jedes t ist F̂n(t) ein erwartungstreuer und konsistenter Schätzer

für FT (t), und gemäß des Satzes von Gliwenko gilt: P ( lim
n→∞

sup
t
|F̂n(t)− FT (t)| = 0) = 1.

3.2.2 Grafische Verfahren

Es werden Familien 2-parametrischer Lebensdauerverteilungen

FT (t; a, b), a ∈ R1, b ∈ R1

betrachtet.

Im allgemeinen ist bei gegebenen Parametern a und b aus der Form der Verteilungsfunkti-

on kein Rückschluss auf den Verteilungstyp möglich (Ausnahme: Gleichverteilung). Jedoch

führen unterschiedliche Transformationen der Verteilungsfunktion für die verschiedenen Ver-

teilungstypen auf Geraden, z.B.

Weibullverteilung: z := FT (t; a, b) = 1− exp{−
(
t
a

)b}
= 1− exp{− exp( ln t−ln a

1
b

)} =: F0

(
ln t−ln a

1
b

)
ln(1− z) = −

(
t
a

)b
v := ln(− ln(1− z)) = b ln t− b ln a =: bu− b ln a
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Allgemein wird betrachtet:

Transformation FT (t; a, b) = F0

(
h(t)−q
p

)
, t′ = h(t),

wobei p = p(a, b), q = q(a, b);

dann gilt: F−1
0 (FT (t; a, b)) = 1

p
t′ − q

p

In Verbindung mit der empirischen Verteilungsfunktion (3.4) (anstelle von FT (t; a, b)) wird

die Transformation (h, F−1
0 ) auf Punktepaare angewendet:(
t(i),

i

n

)
−→

(
h(t(i)), F

−1
0 (

i

n
)

)
, i = 1, . . . , n

Letztere Punktepaare müssen gemäß der beschriebenen Transformation auf einer Geraden

liegen.

Entscheidung: Zu große (systematische !) Abweichung von einer Geraden führen zur Ableh-

nung der Verteilungsfamilie mit FT (t; a, b), die der Transformation zugrunde liegt!

Bemerkungen:

1. Entscheidungen, die nach passender Transformation und mittels einer Grafik getroffen

werden, sind subjektiv. Allerdings sind diese umso genauer, je größer der Stichprobe-

numfang ist.

2. Anstelle der oben genannten Schar von ursprünglichen Punkten
(
t(i),

i
n

)
werden in der

Praxis auch genutzt:
{(
t(i),

i−0.5
n

)}
,
{(
t(i),

i
n+1

)}
,
{(
t(i),

i−0.3
n+0.4

)}
,
{(
t(i),

i−0.375
n

)}
bzw.{(

h(t(i)), E
(
h(T(i))−q

p

))}
.

3. Folgende spezielle Transformationen von Verteilungsfunktionen sind bekannt:

• Exponentialverteilung: FT (t;λ) = 1− e−λt (t ≥ 0)

F0(t′) = 1− e−t′ , F−1
0 (z) = − ln(1− z), t′ = h(t) = t, p = p(λ) = 1

λ

• Weibullverteilung: FT (t; a, b) = 1− exp
{
−
(
t
a

)b}
(t ≥ 0)

F0(t′) = 1− exp{−exp( t
′−q
p

)}, F−1
0 (z) = ln(− ln(1− z))

(doppelte Exponentialverteilung)

t′ = h(t) = ln t, p = p(a, b) = 1
b
, q = q(a, b) = ln a

• Normalverteilung: FT (t;µ, σ) = Φ
(
t−µ
σ

)
F0(t′) = Φ( t

′−q
p

), F−1
0 (z) = Φ−1(z), t′ = h(t) = t, p(µ, σ) = σ, q(µ, σ) = µ

• Lognormalverteilung: FT (t;µ, σ) = Φ
(

ln t−µ
σ

)
F0(t′) = Φ( t

′−q
p

), F−1
0 (z) = Φ−1(z), t′ = h(t) = ln t, p(µ, σ) = σ, q(µ, σ) = µ

4. Bei 3-parametrischer Weibullverteilung ist der Lageparameter c durch ĉ = t(1) zu

schätzen und anschließend sind alle Ausfalldaten gemäß des Vorgehens bei 2-parametrischer

Weibullverteilung durch t̃(i) = t(i) − ĉ, (i = 2, . . . , n) zu ersetzen und t̃(i) auszuwerten.

Wenn andererseits im Weibull-Funktionspapier durch die Punktwolke eine Kurve zu
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legen ist, die

a) konkav ist → 3-parametrische Weibullverteilung liegt vor,

b) konvex ist → keine Weibullverteilung liegt vor.

5. Wahrscheinlichkeitspapiere (bzw. Funktionspapiere) enthalten die oben genannten spe-

ziellen Transformationen und sind leicht anzuwenden:

• Entscheidung über Ablehnung / Nichtablehnung eines angenommenen Vertei-

lungstyps (Ausgleichskurve ist
”
Gerade“ oder

”
keineswegs Gerade“)

• außerdem Parameterschätzung für a und b aus Anstieg 1
p

bzw. aus absolutem

Wert − q
p
;

speziell bei Weibullverteilung:

wegen FT (tγ) = 1−γ ergibt der Schnitt der 1−γ ·100%-Linie mit der Ausgleichs-

geraden den Schätzwert t̂γ auf der t-Achse,

wegen FT (a) = 1− exp
(
−
(
a
a

)b)
= 1− e−1 ≈ 0.632 liefert analog die 63.2%-Linie

einen Schätzwert â des Parameters a auf der t-Achse.

Einen Schätzwert für b erhält man, indem man die Parallele zur Ausgleichsge-

raden, die durch den sogenannten Pol verläuft, mit der Randskala zum Schnitt

bringt.

3.2.3 Anpassungstests

Mit analytischen Verfahren sind genauere Entscheidungen als mit graphischen Verfahren

erzielbar.

Ausgangspunkt ist eine vollständige Stichprobe (t1, t2, . . . , tn) und die Hypothese

H0 : FT = F0 (=vorgegebene Lebensdauerverteilungsfunktion)

• χ2-Anpassungstest

Zerlegung des möglichen Wertebereichs in k Intervalle, z.B. [a0, a1), . . . , [ak−1, ak) mit

a0 = 0, ak =∞;

mj . . . Anzahl der Stichprobenwerte im j-ten Intervall,

pj = F0(aj)− F0(aj−1) (j = 1, . . . , k) . . . hypothetischer Wert, dass ein Ausfallwert im

j-ten Intervall ist.

Dann Testgröße:

χ2
n :=

k∑
j=1

(npj −mj)
2

npj
,

Sie ist asymptotisch χ2-verteilt mit k − 1 Freiheitsgraden.

Praktische Entscheidung: χ2
n > χ2

1−α;k−1, dann Ablehnung von H0 (χ2
1−α;k−1 ist Quantil

der χ2-Verteilung der Ordnung 1− α).

(Modifikation: Sind für die hypothetische Verteilungsfunktion F0 noch s Parameter zu

schätzen, so verringert sich die Freiheitsgradanzahl auf k − 1− s.)

• Kolmogorov-Smirnov-Test

Vorauszusetzen ist zusätzlich, dass F0 stetig sein muss.
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Testgröße:

Kn =
√
nmax(D+, D−),

wobei D+ = max
i

∣∣ i
n
− F0(ti)

∣∣, D− = max
i

∣∣F0(ti)− i−1
n

∣∣.
Kn ist asymptotisch Kolmogorov-verteilt, Quantilwerte dieser Verteilung sind in Ta-

felwerken vorhanden.

Entscheidung:Kn ≥ kα, dannH0 ablehnen (kα ist Quantil der Ordnung α der Kolmogorov-

Verteilung)

(bzw. Kn < kα ⇒ H0 nicht ablehnen).

Bemerkungen:

1. Der Kolmogorov-Smirnov-Test ist dem χ2-Anpassungstest vorzuziehen, weil seine

Schärfe wesentlich größer ist.

2. Liegen zusammengesetzte Hypothesen derart vor, dass Verteilungsparameter von

F0 unbekannt und vorher zu schätzen sind, müssen die Verteilung und damit auch

die Quantile kα modifiziert werden; einige kα-Werte (n ≥ 30):

kα
α = 0.1 α = 0.05

F0 vollständig festgelegt 1.22 1.36

F0 normalverteilt, Par. unbek. 0.81 0.99

F0 exponentialverteilt, Par. unbek. 1.00 1.09

F0 2-parametrisch Weibull-verteilt, Par. unbek. 0.80 0.87

praktisches Vorgehen am Beispiel
”
2-par. Weibull-Verteilung“

1. Ausgangspunkt: vollständige (geordnete) Stichprobe t(1), . . . , t(n),

Festlegung der statistischen Sicherheit 1− α

2. Hypothese H0 : 2-par. Weibullverteilung (a, b unbek.), α = 0.05

Zahlenbeispiel für 30 Motoren-Ausfallzeiten (1.5kW-Elektromotoren):

t̄ = 8963.67h, s = 3479.14h ⇒ v = s
t̄

= 0.388

Schätzwerte für a, b: aus Tabelle v = v(b): b̂ = 2.78, Γ
(
1 + 1

2.78

)
= 0.8903,

â = t̄

Γ(1+ 1
2.78)

= 10068h ≈ 10Th

damit Berechnung von F0(t(i)) = 1− exp

{
−
(
t(i)
a

)b}
:

1− exp

{
−
(

t(i)
10000

)2.8
}

3. Berechnung des Testgrößenwertes, Entscheidung:

für jedes t(i): Vergleich von F0(t(i)) mit i
n
· 100% bzw. mit i−1

n
· 100%

Maximalwert aller Abweichungen: D = 0.667− 0.50 = 0.167

Entscheidung: K =
√

30 · 0.167 = 0.91 > 0.87 = kα, also Ablehnung von H0.
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(Achtung: Wäre Entscheidung bei Zugrundelegung von bekannten Parametern a, b ge-

troffen worden, also Verwendung von kα = 1.36, dann wäre das falsche Ergebnis
”
Nich-

tablehnung“ entstanden.)

3.3 Zuverlässigkeitsnachweis

Der Nachweis einer vom Erzeugnishersteller vorgesehenen Zuverlässigkeit erfolgt mittels so-

genannter Stichprobenpläne; diese sind aus Sicht der Statistik nichts anderes als Alternativtest-

verfahren für parametrische Hypothesen.

Zuverlässigkeitsnachweisverfahren können als modifizierte Datenanpassung angesehen wer-

den: der Anwender der Stichprobenpläne prüft, ob das mittels Zuverlässigkeitsprüfplänen

gewonnene Datenmaterial eine geforderte Zuverlässigkeit bestätigt oder nur ablehnen kann.

3.3.1 Stichprobenplan

Der Prüfung mittels Stichprobenplan wird zugrundegelegt:

- Prüfplan [n, 0, r]) bzw. [n, 0, t∗] (im zweiten Fall sei t(r) = t∗)

- geordnete (gestutzte) Stichprobe t(1), t(2), . . . , t(r)
- Hypothesen H̃0 :

”
geforderte Zuverlässigkeit vorhanden“ gegen

H̃1 :
”
geforderte Zuverlässigkeit nicht vorhanden“.

Die Prüfpraxis basiert nun auf Ersatzhypothesen, i.d.R. den folgenden:

H0 : θ > θu (
”
Posten der geprüften Erzeugnisse ist gut“) gegen

H1 : θ < θu (
”
Posten der geprüften Erzeugnisse ist schlecht“),

wobei θ = ET die mittlere Lebensdauer eines Erzeugnisses und θu ein Grenzwert ist, der

zwischen Hersteller und Abnehmer eines Erzeugnispostens vereinbart wird.

Zum Stichprobenplan gehört eine (statistische) Entscheidungsfunktion, ein Test:

ϕ = ϕ(t(1), . . . , t(r)) =

{
0 Postenannahme,

1 Postenablehnung,

wobei: Fehlerwkt. 1. Art: Pθ(ϕ = 1) ≤ α für θ ≥ θo (
”
guter Posten abgelehnt“)

Fehlerwkt. 2. Art: Pθ(ϕ = 0) ≤ β für θ ≤ θu (
”
schlechter Posten angenommen“)

Bemerkung: Zur genauen Hypothesenüberprüfung, also zur statistischen Testung müssen

Hersteller und Abnehmer eines Erzeugnispostens weitere Werte vereinbaren: θo mit θo > θu,

sowie α und β.

Dazu ist natürlich anzunehmen, dass

1. Hersteller möchte, dass Posten mit θ ≥ θo ≥ θu, also mit
”
guter Zuverlässigkeit“, nur

mit kleiner Wahrscheinlichkeit α zurückgewiesen werden (θo wird auch annehmbare

mittlere Lebenszeit genannt);
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2. Abnehmer fordert i.d.R., dass Posten mit θ ≤ θu, also mit
”
schlechter Zuverlässig-

keit“, höchstens mit kleiner Wahrscheinlichkeit β angenommen werden (θu wird auch

nichtannehmbare mittlere Lebensdauer genannt).

Operationscharakteristik des Alternativtests

OC(θ) = Pθ(ϕ = 0) . . . dient zur Testbeurteilung und berücksichtigt Fehlerwahrscheinlich-

keiten.

Optimierung: Ein Stichprobenplan mit Test ϕ ist so zu finden, dass bei Vorgabe von Werten

(θu, θo, α, β) (d.h. u.a. bei Angaben zu den Fehlerwahrscheinlichkeiten 1. und 2. Art) die

mittlere Ausfallanzahl (bzw. die Prüfzeit) minimal wird.

Bemerkung:

1. Nicht jeder Stichprobenplan löst das o.g. Optimierungsproblem, wenn (θu, θo, α, β) vor-

gegeben sind. Es kann jedoch auch mehrere Pläne geben, die den Fehlerbedingungen

genügen.

2. Die Testschärfe (bzw. Schärfe des Stichprobenplanes) wird durch (θu, θo, α, β) festge-

legt: wird größer gemäß
”
↑↓“ bzw.

”
→←“.

3.3.2 Modell Exponentialverteilung – Pläne mit Prüfplan [n,O, r]

Für die Lebensdauer der Prüflinge wird Exponentialverteilung, d.h. T ∼ Exp(λ), vorausge-

setzt. Alle Informationen der Ausfalldaten werden genutzt (Das bedeutet eine sog. Varia-

blenprüfung; im Gegensatz zur Attributprüfung, bei der nur 2 Zustände, aus
”
t(i) < t∗“ und

”
t(i) ≥ t∗“ : p = F (t∗), interessieren).

Es wird benötigt:

- geordnete Stichprobe t(i), . . . , t(r)
- Gesamtprüfzeit τ(t) = nt(1) + (n− 1)(t(2) − t(1)) + · · ·+ (n− r + 1)(t(r) − t(r−1))+

(n− r)(t− t(r))
wobei τ(T(r)) ∼ Gamma(λ, r), also 2λτ(T(r)) = 2

θ
τ(T(r)) ∼ χ2

2r

- θu, θo, α, β : Testproblem:

H0 : θ ≥ θo ←→ H1 : θ ≤ θu (θu < θo)

ϕ =

{
0

1
, falls τ(T(r))

≥
<
C, wobei Pθ(ϕ = 0) = Pθ(τ(T(r)) ≥ C),

außerdem sind C und r derart festzulegen, dass
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Pθu(τ(T(r) ≥ C) ≤ β, Pθo(τT(r) < C) ≤ α.

Lösung des Optimierungsproblems:

1. Für jedes r wird ein C = Cα bestimmt mit

Pθo
(
τ(T(r)) < Cα

)
= Pθo

(
2
θo
τ(T(r)) <

2Cα
θo

)
!

= α⇒ 2Cα
θo

= χ2
2r,α bzw. Cα = θ0

2
χ2

2rα

andererseits: Pθu
(
τ(T(r)) ≥ Cα

)
= Pθu

(
2
θu
τ(T(r)) ≥ θo

θu
χ2

2r,α

)
≤ β ⇒ χ2

2r,1−β ≤ θo
θu
χ2

2r,α

Folglich erhält man:

θu
θo
≤

χ2
2r,α

χ2
2r,1−β

(3.5)

Für α < 1−β ist die rechte Seite von (3.5) streng monoton wachsend in r, also existiert

minimales r: r∗ = min
{
r :

χ2
2r,α

χ2
2r,1−β

≥ θu
θo

}
2. Jetzt Ausgangspunkt Fehlerwkt. 2. Art:

Pθu
(
τ(T(r)) ≥ Cβ

)
= Pθu

(
2
θu
τ(T(r)) ≥ 2Cβ

θu

)
= β ⇒ 2Cβ

θu
= χ2

2r,1−β bzw. Cβ = θu
2
χ2

2r,1−β

andererseits: Pθo

(
2
θo
τ(T(r)) <

θu
θo
χ2

2r,1−α

)
≤ α

es folgen ebenso (3.5) und obiges minimales r = r∗.

Wie ist nun C zu wählen, C = Cα oder C = Cβ?

Cα ↔ Cβ

Cβ = θu
2
χ2

2r,1−β = θo
2
θu
θo
χ2

2r,1−β

(∗)
≤ θo

2
χ2

2r,α = Cα
(Das Gleichheitszeichen bedeutet auch

”
=“ in (3.5) und damit auch

”
=“ bei den Feh-

lerwahrscheinlichkeiten.)

Wenn nun gilt C ∈ (Cβ, Cα), dann ist auch offenbar Pθu(T(r) ≥ C) < β und Pθo(T(r) <

C) < α.

Feststellung: Jedes C ∈ [Cβ, Cα] möglich, Unterschiede zwischen Cβ und Cα i.d.R. minimal;

Test ϕ = ϕ(τ(T(r))) ist Lösung des Testproblems, liefert geeigneten Stichprobenplan.

praktisches Vorgehen:

1. Testentscheidung gemäß ϕ =

{
0

1
, falls

τ(T(r))

rθu

≥
<

χ2
2r,1−β

2r
(d.h. mit C = Cβ)

2. Tabellen existieren für Q1 :=
χ2
2r,α

χ2
2r,1−β

und Q2 :=
χ2
2r,1−β

2r

3. Zu Wert θu
θo

sucht man kleinsten Wert von Q1 in Tabelle, der oberhalb θu
θo
→ r = r∗

Zu r∗ jetzt Q2 aufsuchen: wenn Q2 höchstens gleich den Wert der Größe
τ(T(r))

r∗θu
, dann

Annahme von H0.
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3.3.3 Modell Weibullverteilung – Stichprobenpläne mit Variablen-

bzw. Attributprüfung

1. Formparameter b bekannt, Variablenprüfung

Sei T 2-parametrisch Weibull-verteilt; betrachte T̃ := T b:

P (T̃ < t) = P (T < t1/b) = 1− exp

{
−
(
t1/b

a

)b}
= 1− exp{−λt}

mit λ = a−b, ET̃ = θ̃ = ab.

Folglich sind die Untersuchungen rückführbar auf die entsprechenden bei Exponenti-

alverteilung, und zwar unter Verwendung von b−ten Potenzen von Ausfallwerten.

2. Formparameter b unbekannt, Attributprüfung

• Alternativtest auf Grundlage der Ausfallwahrscheinlichkeiten p̄(t) = FT (t) bei

fester Prüfzeit t = t∗ (d.h. Plan [n,O, t∗]):

H0 : p = p0 := p̄0(t) = AQL
100

% (
”
annehmbare Zuverlässigkeitslage“)

H1 : p = p1 := p̄1(t) = LQ
100

% (
”
nichtannehmbare Zuverlässigkeitslage“) (p0 < p1)

• zwischen Hersteller von Erzeugnissen und Abnehmern ist zu vereinbaren:

1) Postenumfang N (N � n), Prüfdauer t∗ → Prüfplan [n,O, t∗]

2) AQL, LQ (in %)

3) Fehlerwktn. α, β

• Testproblem: ϕ =

{
0

1
, falls r

≤
>
Ac, wobei r die (zufällige) Anzahl ausgefallener

Prüflinge (geprüfte Erzeugnisse), Ac die sog. Annahmezahl sind.

Dann: n und Ac sind
”
optimal“ so zu ermitteln, daß

Pp(ϕ = 1) ≤ α für p ≤ AQL
100%

und

Pp(ϕ = 0) ≤ β für p ≥ LQ
100%

.

• Bestimmungsverfahren für Prüfplangrößen (! zufällige Anzahl r ist

(n, p)-binomialverteilt, wobei p gemäß der Weibullverteilung mit FT (t) = p̄(t) festzule-

gen ist),

z.B. vorgeg.: N, t∗, AQL,α und β;

aus Tabelle (DIN-Vorschrift) bestimmbar: n,Ac;

zusätzliche
”
Informationsgrößen“ aus Tabellen ebenda:

λu(tZ), λo(tZ) (Ausf.ratenwerte bei Bezugszeit tZ > t∗), damit AQL und LQ.



Kapitel 4

Reparierbare Systeme

In der Praxis, insbesondere bei der Untersuchung großer technischer Systeme, kann davon

ausgegangen werden, dass nach einem Ausfall sich (unmittelbar) eine Reparatur bzw. eine

Instandsetzung anschließt. Die Anzahl der Reparaturen für dasselbe Erzeugnis kann unbe-

schränkt oder (nach vorgegebenen Kriterium, z.B. weil nach einem Zeitabschnitt eine neue

technologische Generation eingesetzt werden muss) beschränkt sein. In der Modellierung

der Reparatur- bzw. Instandsetzungssituationen werden bisweilen die Reparaturzeiten ver-

nachlässigbar klein angesetzt. In anderen Fällen, wenn auf Reparaturzeiten und -kosten Wert

gelegt werden muss, werden Folgen von Funktions- und Reparaturzeiten modelliert.

Den zeitlichen Ablauf von aufeinanderfolgenden Funktions- und Reparaturabschnitten nen-

nen wir einen Funktions-Reparatur-Prozess (bisweilen auch Ausfall-Reparatur-Prozess). Es

wechseln also die Zufallsvariablen Ti, die Funktionszeiten, und die Zufallsvariablen Ri, die

Reparationszeiten, (i = 1, 2, ...) einander ab. Besonderes Interesse liegt in

� Beschreibung von Funktions- und Reparaturwechsel

� Besonderheiten von Ausfallverteilung (und Reparaturzeitverteilung)

� verschiedene Reparaturgrade (z.B. Minimalreparatur, partielle Reparatur, Perfektre-

paratur bzw. Erneuerung) und Inspektionsstrategien

� optimale Instanthaltung (auf der Basis von Reparaturkosten und Produktionsgewinn)

allg. Verhalten:

45
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Die nachfolgenden Abschnitte beinhalten spezielle Modelle. Zunächst wird eine Ausfallfunk-

tion für endlich viele Reparaturen (bei vernachlässigten Reparaturzeiten) und die Verfügbar-

keitsberechnung betrachtet.

Im Weiteren werden stochastische Prozesse für die Modellierung reparierbarer Systeme ein-

geführt. Es wird mit einem Markovschen Funktions-Reparatur-Prozess-Modell begonnen.

Danach werden Erneuerungsprozesse behandelt, die beispielsweise auch zur Beschreibung

einer Maximalinstandsetzung dienen. Mit Hilfe von Zählprozessen werden schließlich unter-

schiedliche Reparatur- bzw Instandsetzungsmodelle, wie z.B. auch Minimalinstandsetzungen

oder Trend-Erneuerungsmodelle untersucht.

4.1 Ausfallfunktion und Verfügbarkeit

• Ausfallfunktion: Es wird jetzt angenommen, dass Reparaturzeiten vernachlässigbar

klein sind und die Funktionszeiten unabhängig zueinander sind.

Wir führen folgende Vereinbarungen ein:

p sei die Wahrscheinlichkeit für eine erfolgreiche Reparatur, dann ist

q = 1− p die Wahrscheinlichkeit für eine erfolglose Reparatur.

Es sei f(t) die Dichte der unabhängigen und identisch verteilten (i.i.d.) Funktionszeiten Ti (i = 1, 2, . . . ).

Dann ist qn = pn−1q die Wahrscheinlichkeit, dass die n-te Reparatur erfolglos ist, und

fn(t) = f ∗n(t) ist die Dichte für die Summe aus n i.i.d. Funktionszeiten (dabei bedeutet ′′ ∗ n′′ die n-fache Faltung, hier von f(t)).

Die Ausfallfunktion ergibt sich schließlich zu:

F (t) =
∞∑
n=1

qn

t∫
0

fn(u)du (= P (TS,rep ≤ t)) (4.1)

d.h. sie ist die Wahrscheinlichkeit für das Ereignis
”
Systemlebensdauer ≤ t“, wenn

zwischenzeitlich (erfolgreich) repariert werden kann und
∫ t

0
fn(u)du die bedingte Aus-

fallfunktion bei Ausfall zur n−ten (erfolglosen) Reparatur ist.

Beispiel
”
Exponentialverteilung“:

Ti ∼ Exp(λ), d.h. fTi(t) = f(t) = λe−λt;

die Summe von n Funktionszeiten ist gammaverteilt: fn(t) = λn

(n−1)!
tn−1e−λt

Dann gilt für (4.1): F (t) =
t∫

0

∞∑
n=1

qn
λn

(n−1)!
un−1e−λudu = qλ

t∫
0

∞∑
n=1

(pλu)n−1

(n−1)!
e−λudu

=
t∫

0

qλe−λuepλudu =
t∫

0

qλe−qλudu.

Die Systemlebensdauer ist also wieder exponentialverteilt mit Parameter qλ.
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• Verfügbarkeit:

Wir berachten den Funktionsindikator des reparierbaren Systems ( den Funktions-

Reparatur-Prozess) {X(t), t ≥ 0} mit Reralisierungen x(t) (t ≥ 0):

Die (momentane) Verfügbarkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dass das reparierbare Sy-

stem zum Zeitpunkt t funktionsfähig ist:

P (X(t) = 1) = EX(t) =: A(t)

(Bemerkung: In Kapitel 2 wurde für ein System auch P (S(X(t)) = 1)) verwendet.)

Satz 4.1: Die Funktionszeiten und Reparaturzeiten seien beide exponentialverteilt,

d.h. Ti ∼ Exp(λ), fTi(t) = λe−λt, Ri ∼ Exp(µ), gRi(t) = µe−µt.

Dann gilt für die momentane Verfügbarkeit

A(t) =
1/λ

1/λ+ 1/µ
+

1/µ

1/λ+ 1/µ
e−(λ+µ)t.

Beweis:

Wegen A(t+4t) = A(t)P (Ti > 4t) + (1− A(t))P (Ri < 4t)
= A(t)[1− λ4t+ o(4t)] + (1− A(t))[µ4t+ o(4t)],

A(t+4t)−A(t)
4t = −(λ+ µ)A(t) + µ+ o(4t)

4t

liefert der Grenzübergang A′(t) = −(λ+µ)A(t)+µ, A(0) = 1 und damit die Aussage. 2

weitere Verfügbarkeitsbegriffe:

1. mittlere Verfügbarkeit in [t1, t2]: A(τ) = 1
τ

t2∫
t1

A(t)dt, (τ = t2 − t1)

2. Grenzverfügbarkeit: Ag = lim
t→∞

1
t

t∫
0

A(u)du

3. stationäre Verfügbarkeit (Dauerverfügbarkeit): AD = lim
t→∞

A(t) (= Ag!)

(bei Exponentialverteilung: AD = 1/λ
1/λ+1/µ

);

allgemein gilt: AD = ET
ET+ER

.
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4.2 Stochastische Prozesse für reparierbare Systeme

Für das zeitabhängige Verhalten von Zuverlässigkeitssystemen wird der zufällige Zustand

X(t) (t ≥ 0) des Systems untersucht. X(t) kann eine detaillierte Systemstruktur beschrei-

ben, die neben Funktions- und Ausfallzustand auch weitere Zwischenzustände enthält, bei-

spielsweise solche, die einen Abnutzungsgrad beschreiben. Andererseits kann der Zustand

X(t) den zufälligen Zählwert für festgelegte Ereignisse eines Systems darstellen.

Es wird hier zunächst vereinbart, dass X(t) eindimensional ist, also nur aus einer Komponen-

te besteht. Für besondere Untersuchungen kann später von dieser Vereinbarung abgewichen

werden.

Die Familie der zufälligen Systemzustände {X(t), t ≥ 0} stellt einen stochastischen Prozess

über dem (gemeinsamen) Wahrscheinlichkeitsraum [Ω,F,P] und dem Zustandsraum [E,E]

(auch Werteraum genannt) dar .

Ein diskreter stochastischer Prozess liegt vor, wenn es eine endliche Anzahl K von Zuständen

(Werten) von X(t) (oder höchstens abzählbar unendlich viele) in E gibt. Im Fall, dass die

Zustandsmenge E die reelle Achse oder ein Intervall daraus ist, spricht man von einem

stetigen stochstischen Prozess. Wenn man die konkreten Zustände eines Systems - im Sinne

der Ergebnis eines zufälligen Versuches - betrachtet, also X(t) = xt mit einer reellen Zahl

xt, dann nennt man die von t abhängige Funktion xt, t ≥ 0 auch Realisierung oder Trajek-

torie des stochastischen Prozesses und die Werte t werden häufig als Zeitpunkte interpretiert.

Ein stochastischer Prozess ist durch seine n-dimensionalen Verteilungen charakterisiert, die

z.B. in folgender Form gegeben sein können

Pt1,...,tn := P (X(t1) ∈ B1, ..., X(tn) ∈ Bn) (4.2)

für beliebige natürliche Zahlen n, reelle Zeiten t1 ≤ ... ≤ tn und Bi ⊆ E (i = 1, ..., n). Die ge-

meinsamen Verteilungen (4.2) kann man auch durch ein Produkt von bedingten Verteilungen

ausdrücken:

Pt1,...,tn = P (X(tn) ∈ Bn|X(tn−1) ∈ Bn−1, ..., X(t1) ∈ B1) · ... · P (X(t1) ∈ B1). (4.3)

Oftmals verwendet man für die Bi Intervalle (−∞, xi] oder (ai, bi] mit ai, bi, xi ∈ E

(i = 1, ..., n).

4.2.1 Markovsche Modelle

Für Markovsche Prozesse geben die bedingten Verteilungen (4.3) die sog. Markoveigenschaft,

also die Unabhängigkeit des Prozessverhaltens von der Vergangenheit wider, d.h. bei

Bi = (−∞, xi] gilt

P (X(t) ≤ x|X(tn) ≤ xn, ..., X(t1) ≤ x1) = P (X(t) ≤ x|X(tn) ≤ xn), (4.4)

mit dem zukünftigen Zeitpunkt t, der gegenwärtigem Zeit tn und t > tn ≥ tn−1 ≥ ... ≥
t1, xi ∈ E (i = 1, ..., n).
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Ein Beispiel eines Markovprozesses ist der Poissonprozess {N(t) t ≥ 0}. N(t) gibt die zufälli-

ge Anzahl von Ereignissen an, die im Intervall (0, t] stattfinden, z.B. die bis t registrierte

Anzahl der Ausfälle eines reparierbaren technischen Systems. E ist die Menge der nichtne-

gativen ganzen Zahlen. Es kann angenommen werden, dass zum Anfang der Betrachtung

kein Ausfall passiert, also N(0) = 0 ist. Weiterhin gelte, dass die zufälligen Anzahlen von

Ausfällen in disjunkten Zeitintervallen unabhängig sind und nicht vom jeweiligen Anfangs-

zeitpunkt der Intervalle abhängen; es ist also

N(t)−N(s) = N(t− s), 0 ≤ s < t,

nur von der Zeitdifferenz, nicht aber vom Anfangszeitpunkt s abhängig. Man sagt auch, dass

{N(t) t ≥ 0} homogen ist und unabhängige Zuwächse hat. Für einen homogenen Poissonprozess ,

kurz HPP, besitzt N(t− s) eine Poissonverteilung

P (N(t− s) = k) =
(λ(t− s))k

k!
e−λ(t−s) (k = 0, 1, ...) (4.5)

mit dem Parameter (der sog. Intensität) λ > 0. Weil der Erwartungswert von N(t− s)

EN(t− s) = λ(t− s)

ist, stellt die Intensität λ die mittlere Anzahl von Ausfällen pro Zeiteinheit dar.

Trajektorien eines Poissonprozesses sind Treppenfunktionen und haben z.B. folgendes Aus-

sehen

0 -
1
2
3
4
5

6

0

n(t)

t1 t2 t3 t4 t5
t•

•
•

•
•
•

Für einen homogenen Poissonprozess gilt die gemeinsame Verteilung der Form (4.2):

Pt1,...,tn = P (N(t1) = k1, ..., N(tn) = kn)

= P (N(tn) = kn|N(tn−1) = kn−1) · ... · P (N(t2) = k2|N(t1) = k1) · P (N(t1) = k1)

= P (N(tn)−N(tn−1) = kn − kn−1) · ... · P (N(t1) = k1)

= [λ(tn−tn−1)]kn−kn−1

(kn−kn−1)!
exp[−λ(tn − tn−1)] · ... · [λt1]k1

(k1)!
exp[−λt1]

=: C(t1, ..., tn) · λkn exp[−λtn]

Markovsche Modelle zur Beschreibung des Zuverlässigkeitsverhaltens von Systemen werden

dann benötigt, wenn eine 2-Zustands-Beschreibung nicht mehr ausreicht. Das wird immer

dann der Fall sein, wenn im System beispielsweise neben dem Funktions-Ausfall-Geschehen

noch gleichzeitig eine Systemstruktur betrachtet wird oder wenn der allmähliche Ausfall
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über mehrere interessante Zustände hin erfolgt oder wenn neben der Funktion eines Systems

auch seine Leistungsfähigkeit betrachtet wird. In der Technik wird der stochastische Prozess

{X(t), t ≥ 0} oftmals auch als Prozess der Leistungsfähigkeit bezeichnet.

Der zeitliche Ablauf der Prozesszustände des Zuverlässigkeitssystems wird durch den Prozess

{X(t), t ≥ 0} mit Werten in E beschrieben. Es wird jetzt angenommen, dass E endlich ist:

E = {0, 1, 2, . . . , K}.
Zustandswahrscheinlichkeiten pi(t) = P (X(t) = i) und Übergangswahrscheinlichkeiten

pij(s, t) = P (X(t) = j|X(s) = i) (i, j ∈ E; 0 ≤ s < t) widerspiegeln das stochastische

Verhalten des Ausfallprozesses.

Definition 4.1: {X(t), t ≥ 0} mit Zuständen in E = {0, 1, . . . , K} heißt homogener

Markovscher Prozess mit endlich vielen Zuständen (endliche homogene Markovsche Kette)

und mit den Übergangswahrscheinlichkeiten pij(t) (t ≥ 0; i, j ∈ E) vom Zustand i in den

Zustand j,

wenn für beliebige n ≥ 1, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn < s < t und j1, . . . , jn, i, j ∈ E gilt:

P (X(t) = j|X(t1) = j1, . . . , X(tn) = jn, X(s) = i) = P (X(t) = j|X(s) = i) = pij(t− s)

Die Übergangswahrscheinlichkeiten fasst man oftmals zu sog. Übergangsmatrizen Mt−s =

(pij(t− s)) (stochastische Matrizen) zusammen.

Ein Markovscher Prozess wird vollständig bestimmt durch die Anfangsverteilung und durch

seine Übergangswahrscheinlichkeiten. Die Zustandswahrscheinlichkeiten pi(t) erhält man aus

p0
k = P (X(0) = k) und pki(t) gemäß einer sog. Chapman-Kolmogorov-Gleichung:

pi(t) = P (X(t) = i) =
K∑
k=0

p0
kpki(t)

Satz 4.2: Es gelte

qij = lim
∆t→0

pij(∆t)

∆t
(i 6= j)

qii = −
∑
i 6=j

qij (i, j ∈ E)

pij(0) = δij (= 1, i = j; Anfangsverteilung)

Dann genügen die Übergangswahrscheinlichkeiten pij(t) den Differenzialgleichungen (sog.

Kolmogorovsche Vorwärtsgleichungen)

p′ij(t) =
K∑
k=0

pik(t)qkj (4.6)
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Beweisskizze zu (4.6):

• Chapman-Kolmogorov-Gleichung

pij(t+ ∆t) =
K∑
k=0

pik(t)pkj(∆t)

• k = j: pjj(∆t) = 1−
∑
l 6=j
pjl(∆t)

• Grenzübergang ∆t→ 0 2

Bemerkungen:

1. Sind die Zahlen qij ≥ 0, (i 6= j) gegeben und ist qii = −
∑
j 6=i

qij, so hat das Differenzial-

gleichungssystem (4.6) eine eindeutige Lösung pij(t) (i, j ∈ E) mit
K∑
j=0

pij(t) = 1.

2. Für festen Anfangszustand i ∈ E wird pj(t) = pij(t) vereinbart, und entsprechend gilt

p′j(t) =
m∑
k=0

pk(t)qkj bzw. vektoriell (Q. . . Intensitätenmatrix mit Zeilensumme =0)

p′(t) = QTp(t)

Zustandsdiagramm (
”
Markov-Graph“, beachte ”m=K”)

Beispiel 1: einelementiges System (ein Bauelement) mit Erneuerung:
x1 = 1 = {BE intakt}, Intensität q10 = λ

x0 = 0 = {BE defekt}, Intensität q01 = µ

Q =

(
−µ µ

λ −λ

)
,

(
p′0(t)

p′1(t)

)
=

(
−µ λ

µ −λ

)(
p0(t)

p1(t)

)
, p0(t) + p1(t) = 1.

Lösung bei p1(0) = 1 : p1(t) = µ
λ+µ

+ λ
λ+µ

exp{−(λ+ µ)t}

Beispiel 2: dubliziertes System (zwei Bauelemente) ohne Erneuerung:
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Zustände x0 = 0 ={BE 1 intakt, BE 2 intakt}
x1 = 1 ={BE 1 defekt, BE 2 intakt}
x2 = 2 ={BE 1 intakt, BE 2 defekt}
x3 = 3 ={BE 1 defekt, BE 2 defekt}

Annahme: P (X(0) = 0) = 1

Zustandsdiagramm mit Intensitäten: λi . . . BE i fällt aus

λ
(j)
i . . . BE i fällt aus, wenn vorher BE j ausgefallen war.

Dgln. des Systems:


p′0(t)

p′1(t)

p′2(t)

p′3(t)

 =


−(λ1 + λ2) 0 0 0

λ1 −λ(1)
2 0 0

λ2 0 −λ(2)
1 0

0 λ
(1)
2 λ

(2)
1 0




p0(t)

p1(t)

p2(t)

p3(t)


Lösung: p0(t) = exp{−(λ1 + λ2)t}

p1(t) = λ1

λ1+λ2−λ(1)2

[
exp(−λ(1)

2 t)− exp(−(λ1 + λ2)t)
]

p2(t) = λ2

λ1+λ2−λ(2)1

[
exp(−λ(2)

1 t)− exp(−(λ1 + λ2)t)
]

p3(t) = 1− (p0(t) + p1(t) + p2(t))

Zuverlässigkeit: p(t) = p0(t) + p1(t) + p2(t) (= R(t))

mittlere Lebensdauer: ETs =
λ
(2)
1 λ

(1)
2 +λ1λ

(2)
1 +λ2λ

(1)
2

(λ1+λ2)λ
(1)
2 λ

(2)
1

(
=
∞∫
0

p(t)dt = 1
λ1+λ2

+ λ1

λ
(1)
2 (λ1+λ2)

+ λ2

λ
(2)
1 (λ1+λ2)

)

speziell: λ1 = λ, λ2 = qλ (0 ≤ q ≤ 1), λ
(2)
1 = λ

(1)
2 = λ

q = 0 (kalte Reserve): ETs = 2
λ

q = 1 (heiße Reserve): ETs = q+2
(q+1)λ

= 3
2λ

⇒ Die mittlere Lebensdauer liegt also zwischen 3/2- und 2-fachen Wert der Einfachlebens-

dauer.
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4.2.2 Erneuerungsprozesse

Erneuerungsprozesse werden für einfache Ausfall-Reparatur-Modelle verwendet, für die Re-

paraturzeiten Ri (i = 1, 2, ...) vernachlässigbar klein sind.

Definition 4.2: Eine Folge nichtnegativer, vollständig unabhängiger Zufallsgrößen Zn,

n = 1, 2, . . . über dem Wahrscheinlichkeitsraum [Ω,A,P], wobei für n ≥ 2 alle Zn identisch

verteilt sind, heißt Erneuerungsprozess , kurz RP(renewal process).

Beispielsweise seien Zn (n ≥ 2) Lebenszeiten eines reparierbaren Systems (jeweils Erneue-

rung nach Ausfall mit vernachlässigbarer Reparaturzeit) und Z1 die
”
restliche“ Lebensdauer,

wenn Prozess bereits vor t = 0 begann:

F1(t) = P (Z1 ≤ t), F (t) = P (Zn ≤ t), n ≥ 2.

Definition 4.3: ein Erneuerungsprozess heißt verzögert (modifiziert), wenn F1(t) 6= F (t)

gilt; im Fall F1(t) = F (t) heißt er einfach (gewöhnlich).

Erneuerungspunkte: Sk =
k∑

n=1

Zn (k = 1, 2, . . . ) (Sk Zeitpunkte des k-ten Ausfalls)

Bemerkung: Die Folge {Sk, k ≥ 1} wird oft selbst als Erneuerungsprozess bezeichnet.

Nachfolgend wird nun die Anzahl der Erneuerungen betrachtet.

Definition 4.4: {N(t), t ≥ 0} mit N(t) =
∑
k

1{Sk ≤ t} = max(k : Sk ≤ t) und N(t) = 0

für t < Z1 = S1 heißt Erneuerungszählprozess .

Satz 4.3 (o.B.): Wir verwenden f1(t) = F ′1(t), f(t) = F ′(t) und Fk(t) = P (Sk ≤ t). Dann

gilt: Fk(t) = P (N(t) ≥ k) und auch Fk(t) = F1 ∗ F ∗(k−1)(t) (t ≥ 0), F ∗(0)(t) = 1.

Weiterhin gilt Fk(t) =
t∫

0

Fk−1(t− y)f1(y)dy, fk(t) =
t∫

0

fk−1(t− y)f1(y)dy (= f1 ∗ f ∗(k−1)(t)).

Und wegen P (N(t) ≥ k) = P (N(t) = k) + P (N(t) ≥ k + 1) ist

P (N(t) = k) = Fk(t)− Fk+1(t) (4.7)

Beispiel: F1(t) = F (t) = 1− e−λt (t ≥ 0, λ > 0)

Damit Sk k-Erlang-verteilt (λ), d.h. Fk(t) = 1− e−λt
k−1∑
i=0

(λt)i

i!
.

Mit (4.7): P (N(t) = k) = (λt)k

k!
e−λt (k ≥ 0), also N(t), t ≥ 0, Poissonprozess HPP.
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Bemerkungen:

• Für einen Erneuerungsprozess sind die Differenzen Xn = Tn − Tn−1 unabhängige und

identisch verteilte Zufallsvariable. Im einfachsten Fall, dem homogenen Poissonprozess,

sind alle Differenzen Xn, n = 1, 2, ... identisch exponentialverteilt.

• Die Verteilung von N(t) kann mit (4.7) nur in wenigen Fällen angegeben werden:

Exponential-, Normal- und Erlangverteilung.

Definition 4.5: Die Funktion H(t) = EN(t) heißt Erneuerungsfunktion.

Satz 4.4: Für die Erneuerungsfunktion gilt die Erneuerungsgleichung

H(t) = F1(t) +

t∫
0

H(t− x)dF (x) (4.8)

Beweis: Durch einfache Rechnung erhält man

H(t) =
∞∑
k=1

kP (N(t) = k) =
∞∑
k=1

P (N(t) ≥ k) =
∞∑
k=1

F1 ∗ F ∗(k−1)(t)

= F1(t) +
∞∑
k=2

F1 ∗ F ∗(k−1)(t) = F1(t) +
∞∑
k=1

t∫
0

F1 ∗ F ∗(k−1)(t− x)dF (x)

= F1(t) +

t∫
0

∞∑
k=1

F1 ∗ F ∗(k−1)(t− x)dF (x).

2

Bemerkung: Die Erneuerungsgleichung ist eindeutig lösbar (Feller (1968))

Es gilt, wenn Dichten existieren: h(t) = f1(t) +
t∫

0

h(t− x)f(x)dx

Und für Laplace-Transformierte (!g(t) ←→ g∗(p) =
∞∫
0

e−ptg(t)dt): H∗(p) =
F ∗1 (p)

1−F ∗(p) , h
∗(p) =

f∗1 (p)

1−f∗(p)

4.2.3 Alternierende Erneuerungsprozesse

Wenn in die Modellierung des Ausfall-Reparatur-Prozesses nicht nur Funktionszeiten, son-

dern auch nicht vernachlässigbare (zufällige) Reparaturzeiten einbezogen werden, dann kann

selbst bei unabhängigen Funktions- bzw. Reparaturperioden und jeweils i.i.d.(also unabhängi-

gen und identisch verteilten) Funktions- bzw. Reparaturzeiten der bisher eingeführten Er-

neuerungsprozess nicht mehr zur Modellbeschreibung verwendet werden. Es erfolgt eine Er-

weiterung zu alternierenden Erneuerungsprozessen bzw. zu mehrkomponentigen Zählprozes-

sen.
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Ein Ausfall-Reparatur-Modell wird durch den Funktionsindikator (Zustandsanzeiger)

{X(t), t ≥ 0} gekennzeichnet; für diesen werden stochastische Gesetzmäßigkeiten z.B. über

die Folge {(Tn, Rn), n ≥ 1} ausgedrückt, die ihrerseits vollständig das Ausfall-Reparatur-

Verhalten beschreibt.

Es seien S0
1 = T1, S

0
2 = T1 +R1 + T2, . . . die Folge der 0-Erneuerungen (Ausfälle)

und S1
1 = T1 +R1, S

1
2 = T1 +R1 + T2 +R2, . . . die Folge der 1-Erneuerungen (Inbetriebnah-

men); dann wird vereinbart:

Definition 4.6: Wenn {Tn, n ≥ 1} und {Rn, n ≥ 1} jeweils Folgen von i.i.d. nichtne-

gativen Zufallsvariable sind, dann heißen {(Tn, Rn), n ≥ 1} und auch {(S0
k , S

1
k), k ≥ 1}

alternierender Erneuerungsprozess .

Zu den Folgen werden die beiden Zählprozesse zugeordnet:

N0(t). . . zufällige Anzahl der 0-Erneuerungen bis t

N1(t). . . zufällige Anzahl der 1-Erneuerungen bis t

und es gilt mit F (t) = P (Tn ≤ t), G(t) = P (Rn ≤ t) (n = 1, 2, . . . ):

P (N0(t) ≥ k) = P (S0
k ≤ t) = F ∗ (G ∗ F )∗(k−1)(t)

P (N1(t) ≥ k) = P (S1
k ≤ t) = (F ∗G)∗k(t).

• Erneuerungsfunktionen:

H0(t) = EN0(t) =
∞∑
k=1

kP (N0(t) = k) =
∞∑
k=1

P (N0(t) ≥ k) =
∞∑
k=1

F ∗ (G ∗ F )∗(k−1)(t)

H1(t) = EN1(t) = ... =
∞∑
k=1

(G ∗ F )∗k(t)

• Intervallverfügbarkeit für alternierende Erneuerungsprozesse

Es sei V1(t) die restliche Funktionsdauer (Lebenszeit) bei t, F̄ (x) = 1−F (x). Dann ist

P (X(t) = 1, V1(t) > x) = P (T1 > t+ x) +
∞∑
k=1

P (S1
k ≤ t, t+ x < S1

k + Tk+1)

= F̄ (t+ x) +
∞∑
k=1

t∫
0

P (t+ x ≤ u+ Tk+1)d(F ∗G)∗k(u)

= F̄ (t+ x) +

t∫
0

F̄ (t+ x− u)dH1(u)

(Darstellung der sog. Intervallverfügbarkeit)
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Daraus leitet man die (
”
x = 0“): Momentanverfügbarkeit ab:

A(t) = P (X(t) = 1) = EX(t) = F̄ (t) +
t∫

0

F̄ (t− u)dH1(u).

• Im konkreten Ausfall-Reparatur-Modell werden stochastische Gesetzmäßigkeiten der

beschreibenden Folgen von Zufallsvariablen vorgegeben. In der Regel werden Vertei-

lungen für Funktions- und Reparaturzeiten passend vorausgesetzt. Diese Verteilungen

hängen von Verteilungsparametern ab, die aufgrund von Beobachtungsdaten festgelegt

(z.B. geschätzt) werden müssen. Damit geschieht eine Anpassung des Modells an ei-

ne konkrete Praxissituation. Verteilungen der Funktions- und Reparaturzeiten legen

auch die Zählprozesse fest; die Verteilungsparameter finden sich in deren Beschreibung

wieder.

4.2.4 Markierte Punktprozesse und Zählprozesse

Reparierbare Systeme werden häufig durch markierte Punktprozesse (Tn, ξn)n≥0 auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum [Ω,F, P ] beschrieben, wobei die Tn ∈ (0,∞) (n = 1, 2, ...;T0 = 0)

mit (zufälligen) Ereigniszeitpunkten identifiziert werden. ξn ∈M stellen (zufällige, i.A. vek-

torwertige) Marken dar, die zu Tn gehören, und M ist die Menge der verschiedenen Marken

(zur Vereinfachung M = {1, 2, ..,m}).

Bemerkung: Die Zeitpunkte Tn sind oftmals die Ausfallzeitpunkte oder auch die Repara-

turendpunkte. Werden nun die Reparaturzeiten vernachlässigt, dann fallen die Ausfallzeit-

punkte mit den Reparaturendpunkte zusammen.

Die Werte von M enthalten zusätzliche Informationen über die Ausfallzeitpunkte, wie bei-

spielsweise Indikatorwerte einer Zensierung, den Reparaturtyp oder Reparaturkosten.

Definition 4.7: Es sei (Tn)n≥0 eine Folge reellwertiger zufälliger Zeitpunkte auf [Ω,F,P].

Dann heißt (Tn)n≥0 (reellwertiger) Punktprozess, wenn fast sicher die Bedingungen gelten:

T0 = 0, T1 > 0, Tn < Tn+1 mit Tn <∞ und Tn+1 =∞ bei Tn =∞.

Definition 4.8: Es sei {Ft, t ≥ 0} eine Filtration von sub-σ-Algebren von F zu (Tn)n≥0.

Ein stochastischer Prozess {N(t), t ≥ 0} mit N(0) = 0 heißt Zählprozess (vgl. Fleming und

Herrington [19] bzw. Last und Brandt [32]), wenn seine Trajektorien fast sicher rechtsstetig

und stückweise konstant sind mit Sprüngen der Höhe 1 in den Unstetigkeitsstellen.

Die Werte von {N(t), t > 0} sind also natürliche Zahlen. Der Zusammenhang von Punkt-

prozessen und Zählprozessen wird mit der folgenden Definition deutlich:

Definition 4.9: Es seien (Tn)n≥0 ein Punktprozess mit Tn ∈ (0,∞) (n = 1, 2, ...;T0 = 0)

und N(t) =
∑

n≥1 1(0,t](Tn) für t ≥ 0. Dann heißt {N(t), t ≥ 0} der zum Punktprozess

(Tn)n≥0 gehörige Zählprozess.

Es gelten für beliebige t <∞, n ∈ N die Ereignisgleichheiten:

{Tn > t} = {N(t) < n}, {Tn ≤ t} = {N(t) ≥ n}, {Tn ≤ t < Tn+1} = {N(t) = n}
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Zum Zeitpunkt t werden also durch N(t) die eingetretenen Ausfälle gezählt (1(0,t](Tn) hat

den Wert 1, wenn Tn in (0, t] liegt). Zählprozesse und Punktprozesse liefern eine äquivalente

Beschreibung von Ausfallsituationen.

Definition 4.10: Es seien (Tn)n≥0 ein Punktprozess und (ξn)n≥0 eine Folge von (E,E)-

messbaren Zufallsgroßen. Dann heißt (Tn, ξn)n≥0 markierter Punktprozess mit Marken ξn
aus der Markenmenge E. Durch {Ni(t), t ≥ 0 i ∈ E = {1, 2, ..,m} mit

Ni(t) =
∞∑
n=0

1{Tn ≤ t}1{ξn = i}

wird der zugehörige Multivariate Zählprozess definiert.

Die Marken ξn enthalten zusätzliche Informationen über den Punktprozess an den Zeitpunk-

ten (Tn)n≥0, wie beispielsweise den Reparaturtyp, Reparaturzeiten oder Zensierungsindika-

toren.

Gemäß der Doob-Meyer Zerlegung existieren zu jedem Zählprozess {Ni(t), t ≥ 0},
i = 1, ...,m, Funktionen Λi(t), t ≥ 0, so dass {Ni(t) − Λi(t), t ≥ 0} Martingale bezüglich

{Ft} sind. Es gilt E(Ni(t) − Λi(t)) = 0. Es sei nun Ft = σ{Ni(s), s ≤ t, i ∈ E}, d.h. die

sogenannte natürliche Filtration. Wir nehmen an, dass Λi(t) für jedes i ∈ E differenzierbar

ist, also eine Funktion λi(t) existiert, die sogenannte Intensitätsfunktion des Prozesses Ni(t)

mit der Eigenschaft

Λi(t) =

∫ t

0

λi(u)du <∞.

Im Weiteren sind die Untersuchungen wieder auf eindimensionale Zählprozesse

{N(t), t ≥ 0} eingeschränkt.

Beispiele für die hier zu betrachtenden Prozessmodelle sind auch die Erneuerungsprozesse

RP aus Abschnitt 4.2.2 und inhomogene Poissonprozesse NHPP:

Definition 4.11: Ein Zählprozess {N(t), t ≥ 0} heißt inhomogener Poissonprozess, kurz

NHPP, mit der Intensität λ(t), t ≥ 0, und dem Intensitätsmaß Λ(t) =
∫ t

0
λ(u)du, wenn gilt:

1. {N(t), t ≥ 0} hat unabhängige Zuwächse, d.h. N(t1)−N(0), N(t2)−N(t1), ..., N(tn)−
N(tn−1) mit 0 = t0 < t1 < ... < tn sind unabhängig,

2. P (N(t + ∆t)−N(t) = 1) = λ(t) ·∆t + o(∆t), P (N(t + ∆t)−N(t) > 1) = o(∆t) für

beliebig (kleines) ∆t > 0,

3. P (N(t)−N(s) = k) = [Λ(t)−Λ(s)]k

k!
exp{−[Λ(t)− Λ(s)]} (k = 0, 1, ...; t > s ≥ 0)

Für die konstante Intensität λ(t) = λ, t > 0, liegt ein homogener Poissonprozess (HPP)

{N(t), t ≥ 0} vor.

Bemerkungen:

1. Ein NHPP wird durch seine Intensität λ(t) bzw. durch das Intensitätsmaß Λ(t) vollständig

beschrieben; beispielsweise kann λ(t) folgende Gestalt haben
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- t

6λ(t, θ)

t1 t2 t3 t4 t5
• •

•
•
•

2. Für einen HPP, der durch die Folge (Tn)n=1,2,... gegeben ist, sind die sogenannten

Wartezeiten Xn = Tn−Tn−1, n = 1, 2, ...; T0 = 0, unabhängig und exponentialverteilte

Zufallsgrößen mit der Verteilungsfunktion F (t) = 1− exp(−λt). Also ist ein HPP ein

einfacher Erneuerungsprozess.

3. Ein Erneuerungsprozess beschreibt den Fall, dass beim Systemausfall das Ausfallele-

ment durch ein gleichwertiges neues ersetzt wird. Man spricht dann von ”vollständiger

Reparatur” (auch ”same-as-new”).

Beim inhomogenen Poissonprozess wird der Systemausfall durch ein Element gleichen

Alters behoben. Man spricht hierbei von ”Minimalreparatur” (auch ”bad-as-old”).

Definition 4.12: Für einen Zählprozess wird durch

γ(t|Ft−) = limh→0+
P (N(t, t+ h) > 0|Ft−)

h

die bedingte Intensität (vgl. Andersen u.a. [1]) eingeführt.

Für kleine h gilt γ(t) ·h = P (Ausfall in (t, t+h)). Wir vermerken, dass Ft− = σ{Ni(s), s <

t, i ∈ E} die Prozessinformation bis unmittelbar vor t enthält.

Es ist bekannt, dass für inhomogene Poissonprozesse NHPP die bedingte Intensität gleich

der Intensität ist, also γ(t|Ft−) = λ(t). Im Fall von Erneuerungsprozessen RP gilt γ(t|Ft−) =

z(t − TN(t−)) (t ≥ TN(t−)), wobei z(t) die Ausfallrate der Aufenthaltszeiten in einem Zu-

stand von N(t) darstellt und TN(t−) der letzte Sprungzeitpunkt vor t ist.

Feststellung1 : Nach Pulcini [42] kann die bedingte Intensität eines Zählprozesses aus der

bedingten Verteilung abgeleitet werden. Es gilt

γ(t|Ft−) =
f(t|Ft−)

1− F (t|Ft−)
.

Umgekehrt gilt für die bedingte Dichte

f(t|Ft−) = γ(t|Ft−) · exp{−
∫ t

TN(t−)

γ(u|Fu−)du}

Im Fall eines NHPP ist die bedingte Dichte

f(t|Ft−) = γ(t|Ft−) · (1− F (t|Ft−)) = λ(t) · (1− F (t|Ft−)),

und für einen RP ist

f(t− TN(t−)) = γ(t|Ft−) · (1− F (t− TN(t−))) = z(t− TN(t−)) · (1− F (t− TN(t−))).
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Spezielle NHPP sind durch die folgenden Intensitäten bzw. bedingte Intensitäten (λ(t) =

γ(t|Ft−) (t ≥ 0) mit Parametern θ := (α, β); α > 0, β > 0) charakterisiert:

λ(t) = α · βtβ−1 Weibullprozess

= α · β 1
1+βt

Paretoprozess

= α · βeβt Log-linear-Prozess

Definition 4.13: Es seien (Ti)i≥0 ein Punktprozess mit Ti ∈ (0,∞) und den Realisierungen

(Beobachtungen) Ti = ti (i = 1, 2, ...;T0 = 0). {Ft, t ≥ 0} sei die zugehörige Filtration

und γ(t|Ft−) die bedingte Intensitätsfunktion. Dann heißt die folgende Funktion (zufällige)

Likelihoodfunktion zur Beobachtungszeit t und mit Parametern θ (cf. Anderson u.a. [1] bzw.

Last und Brandt [32])

L(t, θ) =

N(t)∏
i=1

γ(Ti|FTi−) · exp

{
−
∫ t

0

γ(u|Fu−)du

}
(4.9)

Wenn die konkreten Beobachtung 0 < t1 < t2 < ... < tn < t und N(t) = n verwendet

werden, so ist

L(t, θ) =
n∏
i=1

γ(ti|Fti−) · exp

{
−
∫ t

0

γ(u|Fu−)du

}
die (konkrete) Likelihoodfunktion.

Bemerkungen:

1. Unter Verwendung der Feststellung 1 kann die Likelihoodfunktion auch durch die be-

dingte Verteilung dargestellt werden:

L(t, θ) =
n∏
i=1

f(ti|Fti−) · (1− F (t|Ft−))

2. Bisweilen ist es sinnvoll, eine zufällige Beobachtungszeit τ (Stoppzeit) zu betrachten.

In der Likelihoodfunktion ist dann die Beobachtungszeit t einfach durch τ zu ersetzen.

4.2.5 Unvollständige Erneuerungsprozesse

Im Hinblick auf die Reparatur von technischen Systemen beschreiben die Prozessmodelle des

vorangehenden Abschnitts eine vollständige Reparatur (bzw. Erneuerung) sowie eine Mini-

malreparatur. Wie kann nun eine Reparatur, die zwischen diesen beiden Möglichkeiten liegt,

also eine Teilreparatur oder unvollständige Reparatur ist, beschrieben werden? Die wohl be-

kanntesten Modelle für eine unvollständige Reparatur sind die Modelle von Kijima (vgl. [31]).

Im Folgenden werden zwei Modelle von Kijima vorgestellt. Dazu wird das virtuelle Alter, die

sogenannte Virtual-Age-Funktion V (t) für eine lineare Alterung des Systems zwischen zwei
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Ausfallzeitpunkten Tn−1 und Tn (n ≥ 0; T0 = 0) benötigt:

V (t) = Vn−1 + t− Tn−1 (Tn−1 ≤ t < Tn) (4.10)

wobei V (0) = 0, Vn := V (Tn) ∈ [0, Vn−1 + Tn − Tn−1] (n ≥ 1).

Beispiel einer konkreten Virtual-Age-Funktion v(t)

Das virtuelle Alter eines reparierten Systems beschreibt im Gegensatz zum Normalalter t

(seit Inbetriebnahme des Systems bei t = 0) jetzt den Zustand, den ein neues gleichartiges

System hätte, dass ohne Ausfall in Betrieb ist. Das Systemalter wird nach der n-ten Repa-

ratur auf einen Wert Vn ∈ [0, Vn−1 + Tn− Tn−1] zurückgesetzt; dabei entspricht Vn = 0 einer

vollständigen Reparatur und Vn = Vn−1 + Tn − Tn−1 einer Minimalreparatur.

Kijima-Modelle sind gegeben durch:

Vn = Vn−1 + AnXn =
n∑
k=1

AkXk · · · · · · · · ·Kijima I,

Vn = An(Vn−1 +Xn) =
n∑
k=1

(
n∏
j=k

Aj)Xk · · ·Kijima II,

(4.11)

mit Xk = Tk − Tk−1, und Ak ∈ [0, 1] (zufällige Werte oder fest gewählte reelle Zahlen aus

dem Intervall [0, 1]).

Bemerkungen:

1. In beiden Modellen liegen für die Kijima-Prozesse bei An = 1 NHPP und bei An = 0

RP vor. Sind die An unabhängige und identisch verteilte Zufallsgrößen mit den Werten

0 oder 1, so liegt ein unvollständiges Reparaturmodell gemäß Brown und Proschan [13]

vor.

2. Im Fall, dass im System m verschiedene Reparaturtypen vorliegen und man dies mit

festen Markenwerten ξn = An ausdrücken kann, erfassen die Zählprozesse

{Ni(t), t ≥ 0}, i ∈ {1, 2, ..,m} die Anzahlen von unterschiedlichen Reparaturen, und

der Gesamtprozess N(t) =
∑m

n=1 Ni(t) gibt die Anzahl aller Ausfälle bis t wieder. 2.
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Definition 4.14: Die Zählprozesse {N(t), t ≥ 0} mit dem (zufälligen) virtuellen Alter (4.10)

können als verallgemeinerte Erneuerungsprozesse aufgefasst werden. Genauer, solche Prozes-

se werden unvollständige Erneuerungsprozesse (IRP (V (·), F (·))) genannt, wobei F (.) der

Typ der Verteilungsfunktion von Tn − Tn−1 + Vn−1 ist.

Satz 4.5: Die bedingte Intensitätsfunktion eines IRP ist

γ(t) = γ(t|Ft−) = z(V (t)) = z(t− (TN(t−) − VN(t−))).

Beweis: Es sei Z die Aufenthaltszeit in einem Zustand N(t) des unvollständigen Erneue-

rungsprozesses und z(t) die zu F (·) gehörende Ausfallrate. Dann gilt

P (N(t+ h)−N(t) > 0|Ft−) = P (Z ≤ t+ h− TN(t−) + VN(t−)|Z > t− TN(t−) + VN(t−))

wobei TN(t−) der letzte Sprungzeitpunkt vor t und VN(t−) das zugehörige Virtuelle Alter sind.

Es ist

P (N(t+ h)−N(t) > 0|Ft−) =
P (t < Z + TN(t−) − VN(t−) ≤ t+ h)

P (Z > t− (TN(t−) − VN(t−)))
,

und mit Feststellung 1 folgt damit die bedingte Intensitätsfunktion γ(t) follows. 2

Beispiele ”Kijima-Modelle”:

Modell I: γ(t) =z
(
t− TN(t−) +

∑N(t−)
k=1 AkXk

)
,

Modell II: γ(t) =z
(
t− TN(t−) +

∑N(t−)
k=1

(∏N(t−)
j=k Aj

)
Xk

)
,

mit t ≥ T1.

Bemerkung: Im Allgemeinem hängt die bedingte Intensitätsfunktion γ(t) eines IRP von

der vollständigen Geschichte Ft− ab; im Fall von RP hängt γ(t) nur von dem letzten Sprung-

zeitpunkt TN(t−)) ab.

4.2.6 Trend-Erneuerungsprozesse

Die Trend-Erneuerungsprozesse wurden in Lindqvist [12] eingeführt und in weiteren Arbei-

ten ausführlich diskutiert (vgl. beispielsweise [13]).

Der Trend-Erneuerungsprozess ist durch die Verteilungsfunktion F der Erneuerungszeitab-

schnitte und durch eine Intensitäts- oder Trendfunktion λ(t) Beschrieben:

Definition 4.15: Es seien λ(t) eine nichtnegative Funktion für alle t ≥ 0 und Λ(t) =∫ t
0
λ(u)du.

Der Prozess (Tn)n≥1 wird Trend-Erneuerungsprozess, kurz TRP (F (·), λ(·)) mit Trendfunkti-

on λ(t) und Erneuerungsverteilung F (.) genannt, wenn der transformierte Prozess (Λ(Tn))n≥1

ein Erneuerungsprozess RP (F (·)) ist, also die Differenzen Yn := Λ(Tn) − Λ(Tn−1) (n ≥ 1)

unabhängig und identisch verteilt sind mit Verteilungsfunktion F (.).

Bemerkungen:
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1. Die Klasse der TRP wurde mit Eigenschaften der Folge (Tn)n≥1 eingeführt und enthält

die Prozessklkassen der RP und der NHPP. Äquivalent kann der zugehörige Zählpro-

zess {N(t), t ≥ 0} betrachtet werden, wobei N(t) = Ñ(Λ(t)) und {Ñ(t), t ≥ 0} einen

Erneuerungszählprozess darstellt.

2. λ(t) wird Trendfunktion und F (·) die Erneuerungsverteilungsfunktion genannt, z.B.

gilt für den NHPP F (y) = 1− e−y.

3. Der Trend-Erneuerungsprozess ist durch F und λ(t) nicht eindeutig festgelegt. Um die

Eindeutigkeit zu sichern, kann der Skalenparameter der Verteilungsfunktion F (y), y ≥
0, gleich 1 gesetzt werden. Eine Alternative wäre, den Erwartungswert gleich 1 zu

wählen (das ist allerdings für weitere Rechnungen nicht so vorteilhaft; vgl. Lindqvist

[13]).

Gemäß Lindqvist [36] ist die allgemeine Form der bedingten Intensitätsfunktion für einen

TRP (F, λ(·)):

γ(t) = γ(t|Ft−) = z(Λ(t)− Λ(TN(t−))) · λ(t) (4.12)

wobei z(y) die zu F (y) gehörige Ausfallrate und Λ(t) =
∫ t

0
λ(u)du gilt.

Wir werden nun auf einige interessante Beispiele von TRP (F, λ(·)) schauen.

Weibull-Weibull-Prozess:

Für diesen Prozess gilt λ(t) = α · βtβ−1 (t ≥ 0; α > 0, β > 0),

d.h. die Trendfunktion ist die Intensitätsfunktion eines NHPP, nämlich des Weibullprozesses.

Damit ist Λ(t) = αtβ.

Weiterhin wird F (y) = 1 − e−y
b

(y ≥ 0, b > 0) gewählt, d.h. die Zeiten zwischen zwei

Ausfällen haben für den Erneuerungsprozess die Weibullverteilung, speziell mit dem Skalen-

parameter 1 und die Ausfallfunktion z(y) = byb−1.

Die bedingte Intensitätsfunktion ergibt sich dann zu

γ(t) = bαb−1[tβ − T βN(t−)]
b−1αβtβ−1

= αbβbtβ−1[tβ − T βN(t−)]
b−1

Es sei hervorgehoben, dass das Weibull-Weibull-Prozessmodell sehr flexibel ist und sich

für unterschiedliche Anwendungen in der Praxis eignet. Die Ausfalltrendfunktion kann eine

wachsende oder eine fallende Funktion sein.

Pareto-Weibull-Prozess:
Es gilt λ(t) = α · β 1

1+βt
(t ≥ 0; α > 0, β > 0)

Λ(t) = α ln(1 + βt)

z(y) = byb−1 (t ≥ 0; b > 0)
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Die bedingte Intensitätsfunktion ist dass gegeben durch

γ(t) = bαb−1[ln(1 + βt)− ln(1 + βTN(t−))]
b−1 αβ

1 + βt

=
αbbβ

[
ln(1 + βt)− ln(1 + βTN(t−))

]b−1

1 + βt

Die Trendfunktion im Pareto-Weibullprozess ist fallend.

Inhomogener Gammaprozess:

Dieser spezielle TRP wurde erstmalig in Berman (1981,[12]) und auch in Calabria u.a. [15]

betrachtet. Es kommt die Intensitätsfunktion eines NHPP zur Anwendung, beispielsweise

mit λ(t) = α · βtβ−1 die eines Weibullprozesses.

Weiterhin gilt

F (y) = Iκ(ay) (y ≥ 0, a, κ > 0)

wobei Iκ(y) = 1
Γ(κ)

∫ y
0
sκ−1e−sds die Verteilungsfunktion einer inversen Gammaverteilung ist.

Damit gilt: f(y) = 1
Γ(κ)

aκyκ−1e−ay und z(y) = aκyκ−1e−ay

Γ(κ)(1−Iκ(ay))
.

Für die bedingte Intensitätsfunktion gilt:

γ(t) =
[Λ(t)− Λ(TN(t−))]

κ−1e−Λ(t)−Λ(TN(t−))

Γ(κ)[1− Iκ(Λ(t)− Λ(TN(t−)))]
λ(t)

Bemerkung: Im Specialfall, wenn κ ganzzahlig ist, vereinfacht sich das Integral Iκ(y) und

man erhält

z(y) =
aκyκ−1

Γ(κ)
∑κ−1

i=0
(ay)i

i!

. 2

4.2.7 Unvollständige Trend-Erneuerungsprozesse

Im Vergleich mit dem vorangehenden Abschnitt wird jetzt die Prozessklasse der TRP da-

hingehend verallgemeinert, dass der zeittransformierte Prozess nicht mehr ein Erneuerungs-

prozess ist, sondern ein IRP.

Es seien {N(t), t ≥ 0} die Anzahl der Systemausfälle in (0, t] und (Tn)n≥1 die nten Ausfall-

zeiten (T0 = 0). Wie auch in vorangehend betrachteten Prozessmodellen werden Reparatur-

zeiten nach Systemausfällen vernachlässigt

Definition 4.16: λ(t), t ≥ 0, sei eine nichtnegativeFunktion, Λ(t) =
∫ t

0
λ(u)du und V (t), t ≥

0 sei die virtuelle Altersfunktion mit

V (t) = t− Tn−1 + Vn−1 (Tn−1 ≤ t < Tn)

V (0) = V0 = 0, Vn = V (Tn) ∈ [0, Tn − Tn−1 + Vn−1] (n ≥ 1)
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Die Folge (Tn)n≥1 und auch der Prozess {N(t), t ≥ 0} werden

unvollständige Trend-Erneuerungsprozesse TIRP (V (·), F (·), λ(·)) genannt, wenn der zeit-

transformierte Prozess (Λ(Tn))n≥1 ein IRP (V (·), F (·)) ist, d.h. wenn die Differenzen Λ(Tn)−
Λ(Tn−1− Vn−1) (n ≥ 1) die Verteilungsfunktion F (.) (unter der Bedingung Tn−1− Vn−1) ha-

ben und z die zugehörige Ausfallrate ist.

Satz 4.6: Die bedingte Intensitätsfunktion eines TIRP ist gegeben durch

γ(t) = z(Λ(t)− Λ(TN(t− − VN(t−))) · λ(t)

Beweis: Der zu IRP gehörige Zählprozess ist {Ñ(t), t ≥ 0}, wobei N(t) = Ñ(Λ(t)). Nach

Satz 4.5 folgt daraus

γ(t) = lim
h→0+

P (Ausfall T IRP in [t, t+ h)|Ft−)

h

= lim
h→0+

P (fAusfall IRP in [Λ(t),Λ(t+ h))|Ft−)

h

= lim
h→0+

P (Ñ(Λ(t+ h))− Ñ(Λ(t)) > 0|Ft−)

h

= lim
h→0+

P (Ñ(Λ(t+ h))− Ñ(Λ(t)) > 0|Ft−)

Λ(t+ h))− Λ(t)
· lim
h→0+

Λ(t+ h))− Λ(t)

h

= z(Λ(t)− Λ(TN(t− − VN(t−))) · λ(t)

2

Beispiel: Die Funktion des virtuellen Alters möge eine aus einem Kijima-II-Modell sein. Für

die bedingte Intensität gilt dann

γ(t) = z(Λ(t)− Λ(TN(t−) − VN(t−))) · λ(t)

= z

Λ(t)− Λ

TN(t−) −
N(t−)∑
k=1

N(t−)∏
j=k

Aj

Xk

 · λ(t),

wobei Xk = Tk − Tk−1.

Mit N(t−) = n− 1, Aj = 1
2

(j=1,2,...) ergibt sich

Vn−1 =

N(t−)∑
k=1

N(t−)∏
j=k

Aj

Xk =
n−1∑
k=1

(
1

2

)n−k
(Tk − Tk−1)

Noch spezieller, im Fall eines Weibull-Weibull-Prozesses mit Λ(t) = αtβ (α > 0, β > 0) und

z(x) = bxb−1 (b > 0) folgt dann

γ(t) = αbβb
[
tβ − (TN(t−) − VN(t−))

β
]b−1

tβ−1
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Beispiel für die bedingte Intensität γ(t) (α = 1.8, β = .8, b = 2.1)

Zum Abschluss dieses Abschnittes soll noch die Likelihoodfunktion angegeben werden (vgl.

auch Definition 4.13):

L(t) =

N(t)∏
i=1

{z(Λ(Ti)− Λ(Ti−1 − Vi−1)) · λ(Ti) ·

exp

[
−
∫ Ti

Ti−1

z(Λ(u)− Λ(Ti−1 − Vi−1)) · λ(u)du

]}
·

exp

[
−
∫ t

TN(t−)

z(Λ(u)− Λ(Ti−1 − Vi−1)) · λ(u)du

]
. (4.13)

Eine Likelihoodfunktion ist oftmals Ausgangspunkt für statistische Untersuchungen.
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Kapitel 5

Schätzung und Vorhersage in

reparierbaren Systemen

In der Praxis liegen oft für reparierbare Systeme Lebensdauer- bzw. Reparaturdaten vor. Es

besteht die Aufgabe, zum System ein passendes Prozessmodell auszuwählen und ein solches

insbesondere durch Parameterfestlegungen an das Datenmaterial anzupassen. Für die Fest-

legungen der Parameter werden Parameterschätzungen im Vordergrund stehen. Natürlich ist

auch die weitere zeitliche Entwicklung für ein Zuverlässigkeitssystem von Interesse. Deshalb

wird auch auf Prognosewerte eingegangen.

Zunächst werden wir uns mit Methoden der Punktschätzung von Parametern beschäftigen:

es werden Maximum-Likelihood-Schätzungen und Bayes-Schätzungen für RP und NHPP,

später auch für TRP und TIRP betrachtet.

5.1 Maximum-Likelihood-Schätzung

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die Likelihoodfunktion des betrachteten Prozesses.

Nach Definition 4.13 hat die Likelihoodfunktion für eine Prozessbeobachtung bis zur Zeit t

mit konkreten Ausfallzeitpunkten 0 < t1 < t2 < ... < tn ≤ t und der Ausfallanzahl N(t) = n

die Gestalt

L(t, θ) =
n∏
i=1

γ(ti|Fti−) · exp

{
−
∫ t

0

γ(u|Fu−)du

}
(5.1)

=
n∏
i=1

f(ti|Fti−) · (1− F (t|Ft−)) (5.2)

5.1.1 Maximum-Likelihood-Schätzung für RP und NHPP

Nach Definition 4.12 gilt für inhomogene Poissonprozesse NHPP γ(t|Ft−) = λ(t) und für Er-

neuerungsprozesse RP γ(t|Ft−) = z(t− TN(t−)) für t ≥ TN(t−), wobei z(t) die Ausfallrate der

67
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Aufenthaltszeiten in einem Zustand von N(t) and TN(t−) der letzte Sprungzeitpunkt vor t ist.

Die (konkrete) Likelihoodfunktion ergibt sich für einen Erneuerungsprozess

L(t, θ) =
n∏
i=1

f(ti, θ)(1− F (t− tn, θ)),

wobei f(ti, θ) die Dichten der unabhängigen und identisch verteilten Aufenthaltszeiten Ti −
Ti−1 (i = 1, 2, ..., n) des Prozesses nach dem (i − 1)−ten Erneuerungszeitpunkt bedeutet

und F (t, θ) ist die Verteilungsfunktion;

Wir werden uns nun mit Parameterschätzungen nach der Maximum-Likelihood-Methode

(ML-Methode) beschäftigen.

Beispiel:

Es wird eine flexible Verteilung für die Aufenthaltszeiten Ti − Ti−1 gewählt, nämlich die

Weibullverteilung.

Die Dichten f(ti, θ) haben die Gestalt:

f(ti, θ) =
b

ab
tb−1
i · exp

{
−(
ti
a

)b
}
,

wobei ti ≥ 0; θ = (a, b), a > 0, b > 0.

Die Likelihoodfunktion ergibt sich damit zu (vgl. auch Abschnitt 3.1.2)

L(t, θ) =
n∏
i=1

b

ab
tb−1
i · exp

{
−(
ti
a

)b
}
· exp

{
−(
t− tn
a

)b
}

(5.3)

=
bn

anb

n∏
i=1

tb−1
i · exp

{
−

n∑
i=1

(
ti
a

)b

}
· exp

{
−(
t− tn
a

)b
}

(5.4)

Für die ML-Methode ist es oftmals einfacher, lnL := lnL(t, θ) bezüglich der Parameter zu

differenzieren. Wir erhalten die ML-Gleichungen:

lnL = n(ln b− b ln a) + (b− 1)
n∑
i=1

ln ti −
1

ab

[
n∑
i=1

tbi + (t− tn)b

]
∂ lnL

∂a
= −nb

a
+

b

ab+1

[
n∑
i=1

tbi + (t− tn)b

]
= 0

∂ lnL

∂b
=

n

b
− n ln a+

n∑
i=1

ln ti +
ln a

ab

[
n∑
i=1

tbi + (t− tn)b

]

− 1

ab

[
n∑
i=1

(ln ti)t
b
i − ln(t− tn) · (t− tn)b

]
= 0

mit

T1 =
n∑
i=1

ln ti T2(b) =
n∑
i=1

tbi + (t− tn)b
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T3(b) =
n∑
i=1

(ln ti)t
b
i − ln(t− tn) · (t− tn)b

erhält man

nab − T2(b) = 0, nab + babT1 − bT3(b) = 0

bzw. â =
[

1
n
T2(b̂)

]1/b̂

(1) n+ b̂
[
T1 − nT3(b̂)

T2(b̂)

]
= 0 (2)

(2) ist nur numerisch z.B. mittels Newton-Raphson-Verfahren lösbar. Das Einsetzen in (1)

liefert schließlich Punktschätzwerte für a und b.

Für einen inhomogenen Poissonprozess NHPP ist die (konkrete) Likelihoodfunktion

mit Beobachtungszeiten 0 < t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn ≤ t

L(t, θ) =
n∏
i=1

λ(ti) · exp

{
−
∫ t

0

λ(u)du

}
.

Beispiel Weibull-Prozess: Die Intensitätsfunktion und kumulative Intensitätsfunktion

sind

λ(t) = αβtβ−1 Λ(t) =

∫ t

0

λ(u) du = αtβ,

also ist die Likelihoodfunktion

L(t, θ) =
n∏
i=1

αβtβ−1
i · exp

{
−αtβ

}
= (αβ)n

n∏
i=1

tβ−1
i · e−αtβ .

Die ML-Methode verwendet wiederum lnL(t, θ) =: lnL und θ = (α, β) α > 0, β > 0:

lnL = (lnα + ln β)n+ (β − 1)Σn
i=1 ln ti − αtβ.

Unter Verwendung von M(t) := Σn
i=1 ln ti erhält man für die ML-Gleichungen

∂ lnL

∂α
=

n

α
− tβ = 0

∂ lnL

∂β
=

n

β
+M(t)− α(ln t)tβ = 0

Daraus ergeben sich die ML-Schätzwerte

α̂ = α̂(t) =
n

tβ
, β̂ = β̂(t) =

n

n ln t−M(t)
.

Wir vermerken, dass man für andere NHPP, wie beispielsweise für den Pareto-Prozess in

ähnlicher Weise die ML-Schätzwerte der Parameter θ = (α, β), α > 0, β > 0 gewinnen

kann, allerdings mit der Ausnahme, dass stets der Parameter β aus einer nichtlinearen Glei-

chung mittels eines numerischen Verfahrens ermittelt werden muss.
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5.1.2 Maximum-Likelihood-Schätzung für TRP und TIRP

Um ML-Schätzer für Parameter von Trend-Erneuerungsprozessen oder unvollständigen Trend-

Erneuerungsprozessen studieren zu können, müssen konkrete Prozesstypen ausgewählt wer-

den.

Für Prozesse vom TIRP-Typ soll vorausgesetzt werden, dass die Folge (Vn)n≥1 der virtuellen

Alterswerte nichtzufällig und bekannt ist (das trifft ebenso für die Werte An zu). Wenn spezi-

ell (Vn) = 0 (n = 1, 2, ...) gesetzt wird, ergeben sich natürlich Prozesse aus der TRP-Klasse.

A) Als erster Prozesstyp wird ein Weibull-Weibull TIRP gewählt.

Es gilt: z(x) = bxb−1 b > 0;

Λ(t) = αtβ α > 0, β > 0

und V (t) = t− Tn−1 + Vn−1 Tn−1 ≤ t < Tn.

Es ist jetzt nicht notwendig, feste Zahlen für Vn zu wählen. Jedoch sind die Werte für spe-

zielle Reparaturstrategien festgelegt, wie beispielsweise bei Vn = 1
2
(Vn−1 + Tn − Tn−1) =∑n

k−1(1
2
)n−k+1(Tk − Tk−1) eine sogenannte ”Halbreparatur” erfolgt.

Die bedingte Intensitätsfunktion hat die Form

γ(t) = αbβb
[
tβ − (Tn−1 − Vn−1)β

]b−1
tβ−1 (5.5)

Der Prozess sei beobachtet bis t, die Ausfallzeitpunkte t1, t2, ..., tn wurden aufgezeichnet

und es ist n = N(t). Es sei ω = αb, θ = (ω, α, β). Mit (4.13) und (5.5) gilt dann für die

Log-Likelihoodfunktion l = lnL(θ; τ)

l = Σn
i=1

{
(b− 1) ln[tβi − (ti−1 − vi−1)β] + (β − 1) ln ti − ω[tβi − (ti−1 − vi−1)β]b

}
−ω[tβ − (tn − vn)β]b + n(lnω + ln β + ln b) (5.6)

Um ML-Parameterschätzungen zu ermittelt, ist die Log-Likelihoodfunktion zu maximieren:

∂l

∂ω
=

n

ω
−

n∑
i=1

[tβi − (ti−1 − vi−1)β]b − [tβ − (tn − vn)β]b = 0

∂l

∂β
=

n

β
+

n∑
i=1

{
(b− 1)(tβi ln ti − (ti−1 − vi−1)β ln(ti−1 − vi−1))

tβi − (ti−1 − vi−1)β)
+ ln ti

}

−
n∑
i=1

{
ωb(tβi − (ti−1 − vi−1)β)b−1(tβi ln ti − (ti−1 − vi−1)β ln(ti−1 − vi−1))

}
−ωb((tβ − (tn − vn)β)b−1(tβ ln t− (tn − vn)β ln(tn − vn)) = 0

∂l

∂b
=

n

b
+

n∑
i=1

{
ln(tβi − (ti−1 − vi−1)β)− ω(tβi − (ti−1 − vi−1)β)b ln(tβi − (ti−1 − vi−1)β)

}
−ω(tβ − (tn − vn)β)b ln(tβ − (tn − vn)β) = 0
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Die erste dieser Gleichungen führt zur Schätzung von ω:

ω̂ =
n∑n

i=1[tβ̂i − (ti−1 − vi−1)β̂ ]̂b − [tβ̂ − (tn − vn)β̂ ]̂b

Die Parameterschätzungen für β und b erhält man nur durch numerische Verfahren.

Bemerkungen:

Der Fall ”vn = 0, n = 1, 2, ...” bedeutet die Parameterschätzung in einem Weibull-Weibull

TRP; und bei spezieller Parameterwahl ergibt sich:

1) NHPP(Weib(α, β)) for b = 1,

2) RP(Weib(a, b)) for β = 1 (a = α−1) 2.

B) Als zweiter Prozesstyp wird ein Pareto-Weibull TRP betrachtet. Die folgenden For-

meln sind ähnlich zum TIRP-Fall, aber etwas übersichtlicher.

Gemäß (4.12) aus Abschnitt 4.2.6 ergibt sich für die bedingte Intensitätsfunktion

γ(t) = b
[
Λ(t)− Λ(TN(t−))

]b−1 · α β

1 + βt

=
αbβb

[
ln(1 + βt)− ln(1 + βTN(t−))

]b−1

1 + βt
(5.7)

Mit (5.7) folgt dann die Likelihoodfunktion

L(t) = L(t, θ) =
n∏
i=1

[
αbβb

1 + βti
[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b−1

]
· (5.8)

exp

{
−

n∑
i=1

αb[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b − αb[ln(1 + βt)− ln(1 + βtn)]b

}

wobei θ = (α, β, b) ∈ R3
+.

Die ML-Schätzungen erhält man dann wie folgt:

∂ lnL(t, θ)

∂α
=

nb

α
− bαb−1

n∑
i=1

[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b −

bαb−1[ln(1 + βt)− ln(1 + βtn)]b = 0

∂ lnL(τ, θ)

∂β
=

n

β
−

n∑
i=1

ti
1 + βti

+ (b− 1)
n∑
i=1

β
(

1
1+βti

− 1
1+βti−1

)
ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)

−αbbβ
n∑
i=1

[
(ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1))b−1

(
1

1 + βti
− 1

1 + βti−1

)]
−αbbβ

[
(ln(1 + βt)− ln(1 + βtn))b−1

(
1

1 + βt
− 1

1 + βtn

)]
= 0
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∂ lnL(t, θ)

∂b
=

n

b
−

n∑
i=1

[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]

− αb ln(α)

{
n∑
i=1

[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b + [ln(1 + βt)− ln(1 + βtn)]b

}

− αb
n∑
i=1

[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b ln[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]

+ αb[ln(1 + βt)− ln(1 + βtn)]b ln[ln(1 + βt)− ln(1 + βtn)] = 0

5.2 Bayes-Schätzung für TRP und TIRP

Um Bayes-Schätzungen der Parameter θ zu gewinnen, ist eine Verlustfunktion L(θ̂, θ) und

Prior-Information über die Parameter in Form einer Prior-Parameterfunktion (Prior-Dichte)

nötig.

Als Verlustfunktion wird eine quadratische Verlustfunktion gewählt, also

L(θ̂, θ) = (θ̂ − θ)2.

Bemerkungen:

1. Die Verlustfunktion ist ein entscheidungstheoretisches Werkzeug und wird subjektiv gewählt.

Mit L(θ̂, θ) wird der Verlust bewertet, der entsteht, wenn der Schätzwert θ̂ anstelle des wah-

ren Parameters θ herangezogen wird.

Häufig nimmt man eine quadratische Verlustfunktion. Es sind aber auch lineare Verlust-

funktionen oder eine Linex-Verlustfunktion L(θ̂, θ) = exp[a(θ̂ − θ)]− a(θ̂ − θ)− 1 (a ∈ R1)

möglich.

2. Man kann natürlich auch Bayes-Schätzungen für Erneuerungsprozesse RP und inhomoge-

ne Poissonprozesse NHPP untersuchen. 2.

Im Hinblick auf die Parameter β und b in Prozessen der Klassen TRP und TIRP wird ei-

ne nichtinformative Priorfunktion angewendet. Eine solche Priorfunktion wird oftmals dann

gewählt, wenn keine genaueren Kenntnisse über die Parameterwerte vorliegen.

Für den Parameter ω = αb wird eine sogenannte konjugierte Prior-Parameterdichte verwen-

det, und zwar eine Gamma-Verteilungsdichte. Es kommt also die folgende semikonjugierte

Prior-Parameterdichte zur Anwendung

q(θ) =
cd

βbΓ(d)
ωd−1e−cω (θ = (ω, β, b), ω > 0, β > 0 b > 0) (5.9)

(die Hyperparameter c und d sollten passend ausgewählt werden; etwa so, dass d
c

etwa der

erwartete Wert für ω ist).

Für die beiden vorangehend betrachteten Prozessbeispiele Weibull-Weibull TIRP und Pareto-

Weibull TRP werden jetzt Bayes-Parameterschätzungen untersucht.
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A)Weibull-Weibull TIRP:

Unter Verwendung der Likelihoodfunktion aus (5.6) kann man die Posterior-Dichtefunktion

q̃(θ|t) ermitteln:

q̃(θ|τ) =
L(τ, θ)q(θ)∫

Θ
L(τ, θ)q(θ)dθ

=
(bβ)n−1Π(b, β)e−γΣ(b,β)γn+d−1

Γ(n+ d)
∫ ∫

(bβ)n−1Π(b, β)[Σ(b, β)]−(d+n)db dβ
(5.10)

wobei

Σ(b, β) =
n∑
i=1

[tβi − ((ti−1 − vi−1)β]b + [τβ − ((tn − vn)β]b + c

und

Π(b, β) = Πn
i=1[tβi − ((ti−1 − vi−1)β]b−1 · tβ−1

i .

Bayessche Parameterschätzer ergeben sich durch Minimierung des Bayes-Risikos:

θ̂B(τ) = argminθ̂

∫
Θ

L(θ̂, θ)q̃(θ|τ)dθ =

∫
Θ

θq̃(θ|τ)dθ

Mit der obigen Posterior-Dichtefunktion führt die Minimierung also zu:

ω̂B(τ) =
n+ d

D

∫ ∞
0

∫ ∞
0

(βb)n−1Π(b, β)[Σ(b, β)]−(n+d+1)dβdb

β̂B(τ) =
1

D

∫ ∞
0

∫ ∞
0

βnbn−1Π(b, β)[Σ(b, β)]−(n+d)dβdb

b̂B(τ) =
1

D

∫ ∞
0

∫ ∞
0

βn−1bnΠ(b, β)[Σ(b, β)]−(n+d)dβdb

(5.11)

wobei D =
∫∞

0

∫∞
0

(βb)nΠ(b, β)[Σ(b, β)]−(n+d)dβdb.

B)Pareto-Weibull TRP:

Die Bayes-Schätzung wird wieder auf der Grundlage einer quadratischen Verlustfunktion

und der Prior-Parameterdichte (5.9). hergeleitet.

Aus der Gestalt der Likelihoodfunktion (5.8) wird die Posterior-Dichtefunktion q̃(θ|τ) ge-

wonnen. Hier hat q̃(θ|τ) die gleiche Form wie (5.10), allerdings mit anderen Abkürzungen:

Σ(b, β) =
n∑
i=1

[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b + [ln(1 + βτ)− ln(1 + βtn)]b + c

,

Π(b, β) = Πn
i=1

[ln(1 + βti)− ln(1 + βti−1)]b−1

1 + βti
.

Durch Minimieren des Bayes-Risikos erhält man die Bayes-Parameterschätzungen. Diese sind

von derselben Form wie (5.11).
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Bemerkungen:

• Bayes-Schätzer hängen von den gewählten Priorbedingungenn ab. Die Schätzer ha-

ben eine andere Form, wenn eine andere Prior-Parameterdichte verwendet wird. In

Abschnitt 5.3 wird eine Modifikation der vorher eingeführten Priorfunktion und die

sogenannte nichtinformative Prior-Parameterfunktion betrachtet. Außerdem sei ver-

merkt, dass die Schätzungen bei Verwendung einer anderen Verlustfunktion ebenfalls

eine andere Gestalt bekommen.

• Die Bayessche Posterior-Dichtefunktion erlaubt, sogenannte High-Posterior-Dichte-Intervalle

(HPD-Bereiche) zu konstruieren.

• ML-Schätzungen und Bayes-Schätzungen für Parameter eines inhomogenen Gamma-

Prozesses, eines weiteren TRP, wurden in Berman [2] untersucht. Bayes-Schätzungen

für Weibull TRP sind in Calabria und Pulcini [4] behandelt. 2.

Numerische Ergebnisse der Parameterschätzung zeigen in speziellen Prozessbeispielen, dass

die Werte von Bayes-Schätzungen Maximum-Likelihood-Schätzungen sich wenig unterschei-

den, insbesondere dann, wenn der Beobachtungsumfang hinreichend groß ist.

5.3 Numerische Ergebnisse bei Punktschätzungen

Es werden die beiden Prozessbeispiele der vorhergehenden Abschnitte betrachtet: Weibull-

Weibull TIRP und Pareto-Weibull TRP. Die Ausfallzeiten der Prozesse wurden simuliert (mit

”wahre Parameterwerte”). Es wurde angenommen, dass in jeder Iteration 20 unabhängige

Prozessrealisierungen abliefen, wobei nach dem zehnten bzw. nach dem fünften Ausfall die

Beobachtung abgebrochen wurde.

ML-Schätzwerte aus einigen simulierten Datensätzen (arithmetische Mittelwerte) sind in den

Tabellen 1 - 3 enthalten.

Im Fall des Weibull-Weibull TIRP (mit konstanten deterministischen Werten An = 1/2) ist

die Abweichung der Parameter-Schätzwerte vom verwendeten wahren Parameterwert relativ

groß; Grund könnte die kleine Anzahl von Ausfällen bzw. die geringe Zahl von Prozesswie-

derholungen sein.

Parameter wahrer Wert Mittel der Schätzwerte Standardabweichung

α 1.2 1.15 0.05

β 0.8 .79 0.02

b 2.0 2.24 0.08

Tabelle 1: ML-Schätzung

für Weibull-Weibull TIRP
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Im Fall des Pareto-Weibull TRP liegen die Mittelwerte der Parameterschätzungen nahe an

den wirklichen (für die Simulation verwendeten) Werten. Allerdings ergab die Standardab-

weichung für die Schätzung des Trendparameters β einen größeren Wert, was bedeutet, dass

die aus den einzelnen (kleinen) Stichproben ermittelten Einzelwerte stark streuen. Hierbei

konnte auch beobachtet werden, dass in den angesetzten Beobachtungszeiten relativ wenig

Ausfälle eintraten.

Parameter wahrer Wert Mittel der Schätzwerte Standardabweichung

α 1.0 1.00 0.08

β 2.0 2.06 0.48

b 2.0 2.04 0.16

Tabelle 2: ML-Schätzung

für Pareto-Weibull TRP

Parameter wahrer Wert Mittel der Schätzwerte Standardabweichung

α 1.0 1.00 0.08

β 0.8 0.82 0.20

b 2.0 2.05 0.17

Tabelle 3: ML-Schätzung

für Pareto-Weibull TRP

In ähnlicher Weise kann man Schätzungen nach Bayesscher Schätzmethode erhalten. Es

wird mit einer quadratischen Verlustfunktion L(θ̂, θ) = (θ̂ − θ)2 gearbeitet. Die Werte für

die Bayessche Schätzung sind in den Tabellen 4 - 6 aufgeführt.

Zuerst wird das Beispiel Weibull-Weibull TIRP betrachtet; dabei wurde eine semi-konjugierte

Prior-Parameterdichte (5.9) verwendet. Mit (5.11) ergibt sich beispielsweise

Parameter wahrer Wert Mittel der Schätzwerte Standardabweichung

α 1.3 1.32 0.04

β 0.6 0.56 0.01

b 2.0 2.01 0.03

Tabelle 4: Bayes-Schätzung

für Weibull-Weibull TIRP

Ähnliche Schätzwerte erhält man bei anderen (wahren) Parameterwerten. Man bemerkt,

dass die Bayesschen Schätzwerte nicht besser als die Maximum-Likelihood-Schätzwerte sind.

Andererseits kann man erwarten, dass die Schätzwerte nahe beieinander liegen, wenn die

Beobachtungszeit stark vergrößert wird.

In dem zweiten Beispiel Pareto-Weibull TRP schauen wir auf zwei Fälle. Wir wollen die Un-

terschiede zwischen dem Fall einer nichtinformativen Parameterfunktion (wenn keine Prior-

Information vorhanden ist) und einer informativen Parameterfunktion (Prior-Information
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existiert) untersuchen. Die nichtinformative Parameterfunktion sei

p(α, β, b) =
1

αβb

Schätzwerte (für spezielle wahre Parameterwerte) sind in Tabelle 5 enthalten.

Parameter wahrer Wert Mittel der Schätzwerte Standardabweichung

α 1.0 1.01 0.08

β 2.0 2.12 0.51

b 2.0 2.01 0.16

Tabelle 5: Bayes-Schätzung

für Pareto-Weibull TRP

Wenn eine gewisse Priorkenntnis über die Parameter vorliegt, kann auch möglicherweise die

Schätzung der Parameterwerte durch Verwendung einer informativen Prior-Parameterdichte

verbessert werden.

So wird im zweiten Fall eine (gemischte) Prior-Parameterdichtefunktion (5.9) angewen-

det. Hier wird jedoch - im Gegensatz zu den Formeln von Abschnitt 5.2 - eine Gamma-

Verteilungsdichte für alle drei Parameter benutzt. Für die Gamma-Verteilungsdichte sind

Hyperparameter so gewählt, dass die erwarteten Parameterwerte gleich den in der Simula-

tion benutzten ”wahren” Werten sind und eine Varianz von 10 vorliegt. Schätzwerte nach

diesem Vorgehen sind in Tabelle 6 angegeben.

Parameter wahrer Wert Mittel der Schätzwerte Standardabweichung

α 1.0 1.02 0.08

β 2.0 2.02 0.46

b 2.0 2.00 0.16

Table 6: Bayes-Schätzung

für Pareto-Weibull TRP

Im zweiten Fall hätte man mit einer Verbesserung der Schätzwerte rechnen können. Aber

nur die Parameter β und b liegen näher am wahren Wert der Parameter (übrigens wurden

ähnliche Effekte auch in weiteren Berechnungen und für andere wahren Parameterwerte be-

obachtet).

Die voranstehenden numerischen Untersuchungen wurden mit MAPLE- and SAS-Prozeduren

(NLMIXED für die ML-Schätzung, MCMC für die Bayes- Schätzung) ausgeführt.
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5.4 Vorhersage in reparierbaren Systemen

Allgemeine Betrachtungen zu Vorhersageproblemen wurden in Barndorff-Nielsen und Cox

(1996, [5]), in Smith (1999) sowie in Lawless und Fredette (2005, [34]) vorgestellt.

Für inhomogenen Poissonprozesse, genauer für einen Weibullprozess, wurden schon von En-

gelhard und Bain (1978, [18]) exakte Vorhersageintervalle für eine k-te zukünftige Ausfallzeit

und auf der Grundlage von Maximum-Likelihood-Schätzungen hergeleitet. In einer Arbeit

von Calabria und Pulcini (1996, [14]) wurde die Vorhersage von Ausfallzeiten Tn+m (m ≥ 1)

eines Weibull-gamma TRP, dessen letzte Beobachtung bei Tn lag, studiert. Die Vorhersage

bei einem Weibullprozess mit unvollständiger Beobachtung ist in der Arbeit von Yu und

anderen (2008, [54]) betrachtet.

Im Weiteren geht es nun um Vorhersageuntersuchungen bei Prozessen vom Typ TRP bzw.

TIRP.

5.4.1 Punktschätzung von Vorhersagewerten

Die Untersuchungen dieses Abschnittes beschäftigen sich zunächst mit Punktschätzungen

bei TRP und allgemeineren TIRP. Es wird damit begonnen, bei TRP mit unbekannter

Erneuerungsverteilung für zukünftige Ausfallzeitpunkte Vorhersagen, also punktweise Vor-

hersagen zu konstruieren. Wenn die Erneuerungsverteilung unbekannt ist, dann ist auch die

Likelihoodfunktion des TRP unbekannt und ML-Methoden zur Parameterschätzung und zur

Vorhersage können nicht genutzt werden.

Wir betrachten jetzt einen TRP (F, λ(.)) mit Trendfunktion λ(t) und Erneuerungsverteilung

F . Wenn vorausgesetzt wird, dass die Erneuerungsverteilung den Erwartungswert 1 hat,

dann gilt

E(Wi) = E(Λ(Ti)− Λ(Ti−1)) = 1 (i = 1, 2, ..., n).

Diese Eigenschaft führt unmittelbar zur Vorhersage des zukünftigen Zeitpunktes Tn+1 (vgl.

auch Jokiel-Rokita und Magiera (2012,[29])):

̂̂
T n+1 = Λ−1(1 + Λ(Tn)) (5.12)

Wir bemerken, dass die Vorhersage (5.12) für ein TRP-Modell angewendet werden kann,

ungeachtet dessen, ob die Erneuerungsverteilung bekannt oder unbekannt ist.

Für den Fall, dass die Erneuerungsverteilung F bekannt ist, ist auch die bedingte Dichte

fTn+1|Tn=tn(t) bekannt, und die Vorhersage des zukünftigen Zeitpunktes Tn+1 eines TRP (F, λ(.))

kann wie folgt dargestellt werden:

T̃n+1 =

∫ ∞
tn

tfTn+1|Tn=tn(t)dt (5.13)

wobei

fTn+1|Tn=tn(t) = z(Λ(t)− Λ(tn))λ(t) exp

{
−
∫ Λ(t)−Λ(tn)

0

z(u)du

}
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die bedingte Dichte der Vorhersage Tn+1 bei gegebenen Tn = tn und z(.) die Ausfallrate zu

F sind. Der Ausdruck (5.13) ist also der bedingte Erwartungswert E(Tn+1|Tn = tn).

Eine andere Möglichkeit zur Ermittlung der Vorhersage des zukünftigen Zeitpunktes in ei-

nem TRP (F, λ(.)) ergibt sich gemäß des Artikels von Franz, Jokiel-Rokita und Magiera

(2013,[24]) wie folgt:

Satz 5.1: Für einen TRP (F, λ(.)) seien T1, T2, ... die Ausfallzeitpunkte, γ(t) die bedingte

Intensitätsfunktion und Γ(t) =
∫ t

0
γ(u)du die kumulative Intensitätsfunktion.

Dann bildet die Folge der Ereigniszeitpunkte (Γ(T1), Γ(T2), ...) einen homogenen Poisson-

prozess HPP(1) mit Erwartungswertparameter 1.

Eine Vorhersage von zukünftigen Ausfallzeitpunkten T in+1 bei gegebenen Tn, i = 1, ...,m

kann erzeugt werden mit

T in+1 = Γ−1(Yi + Γ(Tn)), (5.14)

wobei Yi, i = 1, ...,m Zufallswerte aus einer Exponentialverteilung E(1) sind. Die zukünftige

Ausfallzeit Tn+1 bei gegebenen Tn wird durch

T̂n+1 =
1

m

m∑
i=1

T in+1

vorhergesagt; und das ist eine Approximation für (5.13). 2

Wir werden nun punktweise Vorhersagen im Beispiel eines Weibull-TRP, bezeichnet mit

WPLP (α, β, γ) (Weibull-Power-Law-Prozess) vorstellen.

Für die Intensitätsfunktion gilt bekanntlich

λ(t;α, β) = α · βtβ−1, Λ(t;α, β) = α · tβ (α > 0, β > 0),

und die Erneuerungsfunktion und zugehörige Hazardfunktion seien

F (x) = F (x; γ) = 1− exp[−(Γ(1 +
1

γ
)x)γ], γ > 0, z(x) = (Γ(1 +

1

γ
))γγxγ−1.

(γ ist also hier ein Parameter, Γ bedeutet die Gammafunktion.)

Für einen WPLP (α, β, γ) erhält man die bedingte Dichte und die bedingte Verteilungsfunk-

tion wie folgt:

fTn+1|Tn=tn(t) = ϕβγ(tβ − tβn)γ−1tβ−1 exp
{
−ϕ(tβ − tβn)γ

}
und

FTn+1|Tn=tn(t) = 1− exp
{
−ϕ(tβ − tβn)γ

}
,

wobei die Abkürzung

ϕ = ϕ(α, γ) = [αΓ(1 +
1

γ
)]γ (5.15)
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verwendet wird. Übrigens, für ϕ = α betrachtet man einen (einfachen) Weibullprozess.

Die Vorhersage ist nun in folgender Aussage enthalten (vgl. auch (5.14)):

Satz 5.2: Für einen WPLP (α, β, γ) kann die bedingte zukünftige Ausfallzeit Tn+1 bei ge-

gebenen Tn vorhergesagt werden durch

T̂n+1 =
1

m

m∑
i=1

T in+1 =
1

m

m∑
i=1

 Y
1
γ

i

αΓ(1 + 1
γ
)

+ T βn

 1
β

(5.16)

wobei Yi, i = 1, ...,m Zufallswerte aus einer Exponentialverteilung E(1) sind. 2

Wenn die Parameter α, β und γ des WPLP (α, β, γ)-Modells unbekannt sind, so können die-

se in Satz 5.2 auch durch Parameterschätzungen, etwa durch ML-Schätzwerte ersetzt werden.

Für die Parameterschätzung von (α, β, γ) wurde in Jokiel-Rokita und Magiera (2012,[29])

sowie in Franz, Jokiel-Rokita und Magiera (2013,[24]) die Minimum-Quadrat-Methode unter

Nebenbedingung (CLS, constrained least squares) verwendet. Dabei wird die Quadratsumme

definiert:

S2
LS(ϑ) =

∑
i=1n

(Wi − 1)2 =
∑
i=1n

[Λ(ti;ϑ)− Λ(ti−1;ϑ)− 1]2,

wobei ti Realisierungen von Ti, (i = 1, ..., n) sind und Λ(t0) = 0gilt. Schätzungen der Para-

meter erhält man aus der Extremwertaufgabe

ϑ̂CLS = arg min
ϑ∈C

S2
CLS(ϑ)

mit der Nebenbedingung C = {ϑ : Λ(tn;ϑ) = n}.

Für einen Weibull-TRP (F, λ(.)) mit λ(t) = αβtβ−1, α > 0, β > 0, und für den die Erneue-

rungsfunktion F nicht spezifiziert ist, gilt nach Jokiel-Rokita und Magiera (2012,[29])

Satz 5.3: Im Weibull-TRP (F, λ(.)) und mit den Ausfallzeitpunkten t1, ..., tn sind die Schätzun-

gen für α und β

α̂CLS =
n

tβ̂CLSn

, β̂CLS = arg minS2
CLS(β), (5.17)

S2
CLS(β) =

1

t2βn

n∑
i=1

(tβi − t
β
i−1)2. (5.18)

Die Vorhersage für den nächsten Ausfallzeitpunkt ergibt sich zu

T̂CLSn+1 =
(
α̂−1
CLS + T β̂CLSn

)
. (5.19)

2
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5.4.2 Intervallschätzung von Vorhersagewerten

Wir beschränken uns auf einen TRP (F, λ(.)) mit Trendfunktion λ(t) und Erneuerungsvertei-

lung F . Die transformierten Funktionszeiten des Systems, also Wi = Λ(Ti)− Λ(Ti−1) (i =

1, 2, ..., n) haben die Verteilungsfunktion F (t). Ein Vorhersageintervall kann dann aus

P (qF (ε1) ≤ Wn+1 ≤ qF (1− ε2)) = P (qF (ε1) ≤ Λ(Tn+1)− Λ(Tn) ≤ qF (1− ε2)) = 1− ε

bestimmt werden, wobei ε = ε1 + ε2 ∈ (0, 1) und qF (ε) ein Quantil der Ordnung ε der Ver-

teilung F darstellt.

Satz 5.4: In einem TRP (F, λ(.)) ist das Vorhersageintervall (TL, TU) für die zukünftige

Ausfallzeit Tn+1 gegeben durch

TL = Λ−1(Λ(Tn) + qF (ε1)), TU = Λ−1(Λ(Tn) + qF (1− ε2))

2

Speziell gilt für einen Weibull-TRP, wenn also λ(t) = αβtβ−1, (α > 0, β > 0)

P ((T βn +
1

α
qF (ε1))

1
β ≤ Tn+1 ≤ (T βn +

1

α
qF (1− ε2))

1
β ) = 1− ε.

Und wenn F die Weibullverteilung We(γ, 1
Γ(1+ 1

γ
)
) darstellt, dann sind TL und TU definiert

durch

TL =

[
T βn + (

1

ϕ
ln

1

1− ε1

)
1
γ

] 1
β

, TU =

[
T βn + (

1

ϕ
ln

1

ε2

)
1
γ

] 1
β

,

wobei ϕ = [αΓ(1 + 1
γ
)]γ.

Im Fall, dass die Erneuerungsverteilung unbekannt ist, kann man auch mit Schätzungen ar-

beiten.

5.4.3 Numerische Ergebnisse zur Schätzung von Tn+1

Wir wollen noch eine Simulationsstudie für Schätzwerte des zukünftigen Ausfallwertes Tn+1

bei einem Weibull-TRP angeben. Diese Studie ist der Arbeit von Franz, Jokiel-Rokita und

Magiera (2013,[24]) entnommen und nach einem Computerprogramm auf Basis von MA-

THEMATICA 8.04 erhalten. Bei der Simulation werden Ausfallwerte gemäß

Ti =

[
T βi−1 +

1

αΓ(1 + 1
γ
)

(
ln

1

1− Ui

) 1
γ

] 1
β

, i = 1, 2, ...,

T0 = 0 und mit Zufallszahlen Ui aus einer Gleichverteilung U(0, 1) generiert.

In Tabelle 7 werden Schätzwerte
̂̂
T n+1 gemäß Satz 5.2 sowie solche angegeben, für die Pa-

rameter mit der ML-Methode geschätzt wurden. Darüber hinaus sind Schätzwerte T̂CLSn+1 ,

ermittelt, für die Parameter nach der voranstehend in Satz 5.3 genannten Minimum-Quadrat-

Methode geschätzt werden.
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Tabelle 7: Vorhersagen der Ausfallwerte Tn+1

Die Tabelle 8 gibt Vorhersageintervalle (TL, TU) und auch (T̂ML
L , T̂ML

U ), bei denen ML-

Schätzungen für die Prozessparameter verwendet werden, an.

Tabelle 8: Vorhersageintervalle für Ausfallwerte Tn+1
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5.4.4 Bayessche Schätzintervalle für Vorhersagewerte

Es werden Vorhersageintervalle in Form von Bayesschen Intervallen konstruiert. Für die un-

tersuchten Prozesse ist die Kenntnis der Likelihoodfunktion L(t, θ) sowie die Angabe einer

Prior-Parameterdichte q(θ) erforderlich.

Im Folgenden wird für einen Weibull-Weibull TIRP sowie für einen Pareto-Weibull TRP

jeweils ein Bayessches Vorhersageintervall für den unbekannten zukünftigen Zeitpunkt Tn+1

konstruiert, wenn der Prozess bis Tn beobachtet wurde:

Es wird die bedingte Dichtefunktion für Tn+1 unter der Bedingung Tn = s (t ≥ s) und Vn = v

benötigt ()vgl. auch (5.13):

Fall Weibull-Weibull TIRP:

fTn+1|Tn=s,Vn=v(t) = z(Λ(t)− Λ(s− v))λ(t) exp

{
−
∫ Λ(t)−Λ(s−v)

0

z(u)du

}
= αbβb

[
(t)β − (s− v)β

]b−1
(t)β−1 exp

{
−αb

[
(t)β − (s− v)β

]b}
Fall Pareto-Weibull TRP:

fTn+1|Tn=s(t) = z(Λ(t)− Λ(s))λ(t) exp

{
−
∫ Λ(t)−Λ(s)

0

z(u)du

}

= αbβb
[ln(1 + βt)− ln(1 + βs)]b−1

1 + βt
exp

{
−αb[ln(1 + βt)− ln(1 + βs)]b

}
In beiden Fällen wird die gleiche Prior-Parameterdichte (5.9) verwendet. Dabei ergibt sich

die Posterior-Parameterdichte (vgl. (5.10))

q̃(θ|τ) =
(bβ)n−1Π(b, β)e−ωΣ(b,β)ωn+d−1

Γ(n+ d)
∫∞

0

∫∞
0

(bβ)n−1Π(b, β)Σ(b, β)−(d+n)db dβ

wobei ω = αb.

Dann ist die Bayessche Vorhersagedichte für den zukünftigen Zeitpunkt Tn+1:

gTn+1(t) =

∫
Θ

fTn+1|Tn=s(t)q̃(θ|τ)dθ.

Θ bedeutet den Bereich der Parameter θ = (α, β, b).

Ein Vorhersageintervall Ipred = [t∗, t
∗] erhält man, wenn folgende Gleichungen gelöst werden:∫ t∗

s

gTn+1(t)dt = ε1,∫ t∗

s

gTn+1(t)dt = 1− ε2

wobei ε1+ε2 = ε und 1−ε die gewählte Überdeckungswahrscheinlichkeit des Schätzintervalls

darstellen (ε ∈ (0, 1)).



Kapitel 6

Spezielle Reparatursituationen

In diesem Kapitel werden Modifikationen zu den vorangehend beschriebenen Reparaturmo-

dellen für Zuverlässigkeitssysteme beschrieben. Besondere Bedeutung kommt dabei mehrdi-

mensionalen Punkt- und Zählprozessen zu. Man kann unterschiedliche Phasen eines Ausfall-

Reparatur-Prozesses durch gesonderte Prozesskomponenten untersuchen.

Die Gesamtlebenszeit technischer oder auch biologischer Systeme wird oftmals von einer

zufälligen Zensierungszeit beendet. Für die Untersuchung solcher Situationen können mehr-

dimensionale Punktprozesse herangezogen werden.

6.1 Zufällige Zensierung in Reparaturmodellen

Wir betrachten ein reparierbares System, bei dem Funktionszeiten entweder durch normalen

Ausfall oder durch eine zufällige Zensierungszeit beendet werden. Zufällige Reparaturzeiten,

die eine nichtvernachlässigbare Größe haben, können berücksichtigt werden. Dabei ist sogar

möglich, unterschiedliche Reparaturarten zu modellieren.

Andernfalls treten Zensierungssituationen in verschiedenen biologischen und medizinischen

Bereichen auf. Dort spielt die Survivalanalyse eine große Rolle. Beispielsweise kann als Zen-

sierung in der medizinischen Behandlung eines Patienten ein operativer Eingriff als solcher

interpretiert werden kann. Medizinische Modelle beinhalten oftmals eine Untersuchung der

durch Zensierung modifizierten Überlebenswahrscheinlichkeiten.

Das System ist charakterisiert durch eine alternierende Folge von (auch zensierten) Funk-

tioinszeiten und Reparaturzeiten. Das Modell verwendet Zählprozesse, durch die die An-

zahlen von Normalausfällen, von Zensierungsausfällen und von Reparaturenden (evtl. bei

unterschiedlicher Reparaturart) für einen Beobachtungszeitraum [0, t] aufgezeichnet werden.

Zu den Zählprozessen gehören eine Ausfallintensität, eine Zensierungsintensität und Repa-

raturintensitäten. Unterschiedliche Reparaturarten kann man durch eine geeignete Virtual-

Age-Funktion gestalten. Ausfallzeiten, Zensierungszeiten (wobei das Minimum von beiden

zum Ausfall führt) und Reparaturzeiten werden als stochastisch unabhängig vorausgesetzt.

Ein allgemeines Modell basiert auf einem markierten Punktprozess (vgl. auch Kapitel 4)

83
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{(Tn, ξn), n ≥ 1} auf einem Wahrscheinlichkeitsraum [Ω,F,P] und mit T0 = 0. Tn sind die

(zufälligen) Ereigniszeitpunkte, an denen entweder ein Ausfall eintritt oder eine Reparatur

beendet wird; beobachtet werden die konkreten Zeiten t1, t2, ....

Die zweite Komponente ξn sind Marken, die eine Zensierung oder eine von r Reparaturarten

angeben (i ∈ {2, ..., r + 1}, k ∈ {1, 2, ...}).

ξn =


0 n = 2k

1 n = 2k − 1 k − te Fktz. zens.
i n = 2k − 1 k − te Fktz. norm. i− te Rep.art.

Nun können Zählprozesse alternativ zum Punktprozess eingeführt werden:

N0(t) = Σ1{T2k−1 ≤ t}1{ξ2k−1 6= 1} Norm.ausf.

N1(t) = Σ1{T2k−1 ≤ t}1{ξ2k−1 = 1} Zens.ausf.

Ni(t) = Σ1{T2k ≤ t}1{ξ2k−1 = i} Rep.typ i.

Hier bedeutet 1{A} eine Indikatorvariable mit 1{A} = 1, wenn A zutrifft, andernfalls gilt

1{A} = 0.

Bevor wir Intensitäten zu den Zählprozessen einführen, müssten Zeitreduzierungen ein-

geführt werden. Speziell soll die Virtual-Age-Funktion für die Zählfunktion der Normal-

ausfälle angegeben werden:

V0(t) := V (t) =


0 t = 0

t− t2k−2 + V (2k − 2) t2k−2 < t < t2k−1

0 t2k−1 ≤ t < t2k
d(ξ2k−1)V (t2k−1 − 0) t = 2k

Der Faktor d(ξ2k−1) ∈ [0, 1] beschreibt den Effekt der k−ten Reparaturart, beispielsweise

d(1) = 0 bei Perfektreparatur, zum Beispiel nach einer Zensierung.

Es sei vorausgesetzt, dass die Zeitreduzierung für die Zensierung V1(t) = t− t2k−2, t > t2k−2,

und für Reparaturaktionen (eine Reparaturart) V2(t) = t− t2k−1, t > t2k−1 sind.

Weiterhin nehmen wir an, dass die Intensitäten die Form λj(t, αj, βj) = αjµj(Vj(t), βj) be-

sitzen. Das ist der Fall ist bei Weibullprozessen, Paretoprozessen oder Loglinearprozessen
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bzw. den entsprechenden unvollständigen Erneuerungsprozessen.

Dann hat die Likelihoodfunktion die Gestalt

L(θ, t) = exp

{
Σ2
j=0[(lnαj)Nj(t) +Mj(βj, t)− αj

∫ t

0

µj(Vj(u, βj)du]

}
. (6.1)

Dabei gilt

M0(β0, t) = Σn
k=1 lnµ0(V0(t2k−1 − 0), β0)1{ξ2k−1 6= 1},

M1(β0, t) = Σn
k=1 lnµ1(V1(t2k−1 − 0), β1)1{ξ2k−1 = 1},

M2(β0, t) = Σn
k=1 lnµ2(V2(t2k − 0), β2)

Besonders interessant beim Studium der Zählprozesse sind außer der Likelihoodfunktion

auch Sprungwahrscheinlichkeiten und die Verteilung der Funktionszeiten im System.

Satz 6.1: Es sei Uk = T2k−1 − T2k−2 die (zufällige) Funktionszeit zwischen der (k − 1)−ten

und der k−ten Reparatur. Dann gilt für t∗ ∈ [0, t2k−1 − t2k−2)

Pθ(Uk > s+ t∗|Uk > t∗) =

= exp

{
−
∫ s+t∗

t∗
[α0µ0(u+ V0(t2k−2, β0) + α1µ1(u+ t2k−3 − t2k−4, β1)]du

}
(6.2)

Pθ(ξ2k−1 = 1|T2k−1 = t) =
α1µ1(V1(t), β1)

α0µ0(V0(t), β0) + α1µ1(V1(t), β1)
(6.3)

Beweis: Unter Verwendung von Lemma 2.1 aus Pruscha (1984,[55]) erhält man

Pθ(Uk > s) == exp

{
−
∫ s+t2k−2

t2k−2

[λ0(θ0, V0(u)) + λ1(θ1, V1(u))]du

}

und wegen Pθ(Uk > s+ t∗|Uk > t∗) = Pθ(Uk > s+ t∗)[Pθ(Uk > t∗)]−1 folgt (6.2) unmittelbar.

Für festes T2k−1 = t erhält man (6.3) aus Pθ(ξ2k−1 = 1) = λ1(θ1, t)[λ0(θ0, t) + λ1(θ1, t)]
−1. 2
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Aus der Likelihoodfunktion (6.1) gewinnt man die ML-Schätzer für die Parameter αj, βj (j =

0, 1, 2):

α̂j(t) =
Nj(t)∫ t

0
µj(Vj(t), β̂j(t))

d

dβj
µj(Vj(t), β̂j(t)) =

Nj(t)
d
dβj

∫ t
0
µj(Vj(t), β̂j(t))∫ t

0
µj(Vj(t), β̂j(t))

(6.4)

Der Ausdruck d
dβj
Y (t, βj) bedeutet die erste Ableitung von Y (t, βj) nach dem Parameter;

in (6.4) wird die zufällige Form der Schätzung angegeben. Die zweite Gleichung in (6.4)

kann wiederum nur numerisch nach dem Parameterschätzer aufgelöst werden. Es sei noch

darauf hingewiesen, dass die ML-Parameterschätzer konsistent und asymptotisch normalver-

teilt sind.

Koziol-Green-Modell

Ein Koziol-Green-Modell der Zensierung ist dadurch gekennzeichnet, dass Ausfall- und Zen-

sierungsintensität zueinander proportional sind. Für verschiedene Zensierungsformen der

Praxis ist diese Vorgehensweise durchaus gerechtfertigt. Wir werden eine einfache Modell-

variante betrachten, bei der Reparaturzeiten (und damit Reparaturanzahlen) vernachlässigt

werden (d.h. es gibt nur noch Zeitpunkte für Funktionsenden). Die Zensierungsintensität hat

die Darstellung

λ1(θ1, t) = δλ0(θ0, t), δ > 0.

Für das vereinfachte Modell hat damit die Likelihoodfunktion folgende Gestalt

L(θ, t) = exp {(lnα0)N(t) + ln δN1(t) +M(β0, t)− α0S0(β0, t)} , (6.5)

wobei

N(t) = N0(t) +N1(t),

M(β0, t) = M0(β0, t) +M1(β0, t),

S(β0, δ, t) := S0(β0, t) + δS1(β0, t) :=

∫ t

0

[µ0(V0(u, β0) + δµ1(V1(u, β0)]du

Aus der Likelihoodfunktion (6.5) gewinnt man die ML-Schätzer für die Parameter α0, β0, δ:

α̂0(t) =
N(t)

S0(β̂0(t), δ̂(t), t)

δ̂(t) =
N1(t)S0(β̂0(t), t)

N0(t)S1(β̂0(t), t)
(N0(t) > 0)

d

dβ0

M(β̂0(t), t) =
N(t) d

dβ0
S(β̂0(t), δ̂(t), t)

S(β̂0(t), δ̂(t), t)
(6.6)

Noch einfacher wird das Modell, wenn nur Minimal- und Perfektreparaturen vorliegen, denn

dann haben wir V0(t) = V1(t), also S0(β0, t) = S0(β0, t) und S(β0, δ, t) = (1 + δ)S0(β0, t).
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Beispiel:

Für den zuletzt genannten einfachen Modellfall, bei dem nur Minimal- und Perfektrepara-

turen in Betracht kommen, erhält man die Abkürzungen

M(β0, t) =

N(t)∑
k=1

lnµ0(t2k−1 − t2k−2, β0) S(β0, δ, t) = (1 + δ)S+(β0, t)

S+(β0, t) =

[
Σ
N(t)
k=1

∫ t2k−1

t2k−2

µ0(u− t2k−2, β0)du+

∫ t

t2N(t)

µ0(u− t2N(t), β0)du

]
und die ML-Schätzer

α̂0(t) =
N(t)

(1 + δ̂(t))S+(β̂0(t), t)

δ̂(t) =
N1(t)

N0(t)
(N0(t) > 0)

d

dβ0

M(β̂0(t), t) =
N(t) d

dβ0
S+(β̂0(t), t)

S+(β̂0(t), t)
; (6.7)

und dann im Fall von Weibull-Typ-Prozessen die Schätzer gemäß (6.7) mit

M(β0, t) = (ln β0)N(t) + (β0 − 1)

N(t)∑
k=1

ln t2k−1 − t2k−2

S+(β0, t) = Σ
N(t)
k=1 (t2k−1 − t2k−2)β0 + (t− t2N(t))

β0

d

dβ0

M(β0(t), t) =
N(t)

β0

+ Σ
N(t)
k=1 ln (t2k−1 − t2k−2)

d

dβ0

S+(β0(t), t) = Σ
N(t)
k=1 (t2k−1 − t2k−2)β0 ln (t2k−1 − t2k−2) + (t− t2N(t))

β0 ln (t− t2N(t)).

6.2 Reparaturmodelle mit Stress

In der Technik kommt es oft vor, dass Ausfalldaten von solchen Systemen gewonnen werden,

bei denen ein gewisser Stress wirkt, wie zum Beispiel unterschiedlich hohe Temperaturen oder

überhöhte elektrische Spannungen. Aus solchen Daten sollen Aussagen zur Zuverlässigkeit

eines technischen Systems ermittelt werden, wie beispielsweise über Parameterschätzungen,

mittlere Funktionsdauer oder Überlebenswahrscheinlichkeiten.

Andererseits werden hochwertige technische Systeme gewissen erhöhten Stresseinflüssen aus-

gesetzt, um überhaupt Ausfalldaten erhalten zu können. Solche Systemprüfungen werden

meist unter Laborbedingungen durchgeführt. In der Prüfungsauswertung versucht man dann,

Zuverlässigkeitsaussagen, die zum Normalbetrieb gehören, zu bekommen.

Wir werden nun die Modellierung von reparierbaren System unter Stresseinfluss an einem

einfachen Fall vorstellen. Es wird auf Reparaturzeiten verzichtet, d.h. es wird angenommen,

dass Reparaturzeiten vernachlässigbar klein sind. Die Funktions- bzw. Ausfallzeiten genügen

einem Erneuerungsprozess RP, bei dem die Erneuerungsintensität vom Stress gemäß eines
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Arrheniusgesetzes abhängt. Ein derartiges Stressmodell passt in der Praxis vielfach dann,

wenn die Stressgröße die (erhöhte) Temperatur ist.

Es wird angenommen, dass die Ausfallzeitpunkte Tn, n = 1, 2, . . . einen Erneuerungspro-

zess mit Weibull-verteilten Differenzen Xn = Tn − Tn−1 ∼ Weib(a, b) darstellen, also die

Verteilungsfunktion (Erneuerungsfunktion)

FX(t) = 1− exp{−(
t

a
)b} (t ≥ 0; a > 0, b > 0)

vorliegt. Dann hat die Verteilungsdichte die Gestalt

fX(t) =
b

ab
tb−1exp

{
−
(
t

a

)b}

und für den Erwartungswert (Mittelwert) von Xn ergibt sich: θ = aΓ(1 + 1/b)

In Modell soll vorausgesetzt werden, dass

θ = θ(S) = a(S)Γ(1 + 1/b)

gilt (S ist hier eine Stressgröße, beispielsweise die Temperatur oder auch eine Spannung).

In der Praxis könnte das technologisch so begründet werden, dass eine Temperatur- (oder

Spannungs-)erhöhung bei gleicher Technologie der Produktherstellung nur den Skalenpara-

meter, jedoch nicht den Formparameter der Weibullverteilung beeinflusst.

Nun möge das sogenannte (modifizierte) Arrhenius-Gesetz für a(S) gelten:

a(Si) = exp{−d0 + d1(S−1
i − S)}, S =

k∑
i=1

ri/si

k∑
i=1

ri

(i = 1, . . . , k)

S ist ein ”Stressmittel” für das modifizierte Arrhenius-Gesetz.

Wenn S . . . die Temperatur bedeutet, dann sollen im Modell k (erhöhte) Stress-Stufen zur

Anwendung kommen; zusätzlich gibt es den Normalstress Su und einen technologisch be-

dingten Höchststress SH :

Su < S1 < · · · < Sk ≤ SH ,

In jeder Stress-Stufe wird der Ausfallprozess im Zeitintervall [0, t] beobachtet. Zu den Aus-

fallzeiten Tij, (i = 1, ...k; j = 1, ...ni) auf jeder der Stufen gibt es dann die Werte tij. Dazu

gehören k Zählprozesse {Ni(u), u ≥ 0} und zum Beoachtungsende t die Werte Ni(t) = ni.

Auf den verschiedenen Stufen erfolgt die Beobachtung unabhängig voneinander.
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Die gemeinsame Likelihoodfunktion (für die beobachteten Ausfallzeiten aller Stufen) ist:

L(n; d0, d1, b) =
∏k

i=1

[
bni(

∏ni
j=1 t

b−1
ij )exp{−∑ni

j=1 t
b
ijexp(d0b−d1b(S−1

i −S))}
exp{ni(−d0b+d1b(S−1

i −S))}

·exp
{
−(t− tini)bebd0−bd1(S−1

i −S)
}]

mit n =
k∑
i=1

ni

Aus der Likelihoodfunktion können die drei nichtlinearen ML-Gleichungen

∂ lnL

∂d0

= 0,
∂ lnL

∂d1

= 0,
∂ lnL

∂b
= 0

abgeleitet werden, die nur numerisch, z.B. mittels Newton-Raphson-Verfahren, zu lösen sind.

Ergebnis: ML-Schätzer d̂0, d̂1, b̂ (konkrete Werte ergeben sich mit den Stichprobenwerten tij)

Als nächster Untersuchungsschritt ist der Rückschluß auf Normalstress Su vorzunehmen:

• Für n =
k∑
i=1

ni →∞ sind die Schätzer d̂0, d̂1, b̂ asymptotisch normalverteilt und erwar-

tungstreu Ed̂0 = d0, . . .

• Wenn b bekanntist, sind d̂0 und d̂1 asymptotisch unkorreliert und die Varianzen (gemäß

inverser Fisher-Information):

D2(d̂0) ≈ σ∗2
d̂0

=
1

b2R
, D2(d̂1) ≈ σ∗2

d̂1
=

1

b2
k∑
i=1

ri(S
−1
i − S)2

Also ist âu = â(Su) = exp{−d̂0 + d̂1(S−1
u − S)}

asymptotisch log-normalverteilt (d.h. ln âu asympt. normalvert.) mit Parametern

µ = −d0 + d1(S−1
u − S), σ2 = σ∗2

d̂0
+ (S−1

u − S)2σ∗2
d̂1

• Es ergibt sich Eâu ≈
as.
eµ+ 1

2
σ2

, folglich ist der Ausdruck

âue = exp
{
−d̂0 + d̂1S

−1
u − S

}
exp

{
−1

2
(σ∗2

d̂0
+ (S−1

u − S)σ∗2
d̂1

)

}
asymptotisch erwartungstreu.

Ebenso erhält man asymptotisch erwartungtreue Punktschätzer für θ und tγ:

θ̂ = âueΓ(1 + 1/b̂)

t̂γ = âue(− ln γ)1/b̂

• Schließlich kann man asympt. Konfidenzintervall für au (bei Annahme, dass n → ∞
und b ≈ b̂ aus

”
Vorschätzung“ bekannt ist) konstruieren:[

âueexp(−z1−α/2w), âueexp(z1−α/2w)
]

mit z1−α/2 . . . Quantil der standardisierten Normalverteilung der Ordnung 1−α/2 und

w2 ≈ (b̂2R)−1 + (S−1
u − S̄)2(b̂2

k∑
i=1

ri(S
−1
i − S̄)2)−1.
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Bemerkungen:

1) Für θ und tγ kann man keine asympt. Konfidenzintervalle angeben. Es gibt aber sog.

Plausibilitätsintervalle (als näherungsweise Intervallschätzung).

2) Vorangehend wurde nur ein einfacher Erneuerungsprozess betrachtet. Es ist aber offen-

sichtlich, dass auch kompliziertere Prozessmodelle und auch andere Stressabhängigkeiten

betrachtet werden können.

Beispiel: (mit Ausfalldaten von Antriebsmotoren aus dem Elektromaschinenbau Dresden)

Es lagen vor: 2 Temperaturstufen: S1 = 433K (=160◦C=Su) S2 = 453K

Datenauswertung ergab: θ̂(433) = 860h

θ̂(453) = 218h

aus Stressauswertung: âue(Su) =1055h

θ̂(Su) = 929h

t̂0.90(Su) = 360h

untere Intervallgrenzen (α = 0.1; Plausibilitätsintervalle):

θ0.90(Su) = 737h

t0.90;0.90(Su) = 328h
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