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Einleitung: Ziel der Schadenreservierung
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Einleitung

Schadenriickstellung

@ ist eine versicherungstechnische Riickstellung (groRter Posten auf
Passiv—Seite der Bilanz des Versicherungsunternehmens)

@ gebildet fiir bis zum Bilanzstichtag bereits eingetretene und bis
dahin entweder bekannte oder unbekannte, aber noch nicht oder
nicht vollstindig regulierte Schiden (Versicherungsfille)

o fiir jedes Versicherungsportfeuille: Aggregation zu
Abwicklungsdreieck
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Einleitung

Das Abwicklungsdreieck

@ Beispiel: bis 2007 geleistete Zahlungen fiir Schaden aus den
Anfalljahren 2002 bis 2007

Abwicklungsjahr
Anfalljahr 2002 2003 2004 2005 2006 2007
2002 1003 823 597 590 367 183
2003 1149 936 673 622 424
2004 1235 1003 746 634
2005 1487 1198 867
2006 1765 1234
2007 1843
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Einleitung

Das Abwicklungsdreieck

@ Ubergang zu relativen Abwicklungsjahren und relativen Anfalljahren

Abwicklungsjahr
Anfalljahr 0 i 2 3 4 5
0| 1003 823 597 590 367 183
1| 1149 936 673 622 424
2 1235 1003 746 634
3| 1487 1198 867
4| 1765 1234
5 1843

@ Gesucht: Pradiktoren fiir unteres Dreieck

@ Aufgabe: Stochastische Formulierung dieses Problems
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Einleitung

Abwicklungsquadrate von Zufallsvariablen

@ Abwicklungsquadrat von Zuwdchsen Z; g:

Anfalljahr Abwicklungsjahr
0 1 i R g sl n

0 Zop Zoa AT coo Lonsi coo Zon Zom

1 ZI.O Zl.l cee Zl.k cee Zl\n—i cee Zl.n—l Zl.n

i Zio Zia A coe D coo Zina Zin
n—k ank.O ank.l Sas Zil*k‘.i\’ S Zﬂ*i\'.ﬂ*i Sas Zil*’\‘.ﬂ*l ank.n
n—1 anl.t) Zﬂ*l.l e Zﬂ*l.’\‘ : & Zﬂ*l.ﬂ*f e Zﬂ*l.‘ﬂ*] anl.n
n ZR.O Zﬂ.l B Zﬂ K : 8 Zﬂ.ﬂl*f pa Zﬂ.ﬂ,*l Zn.n

@ Wir nehmen an, dass die Zuwéchse fir i + k < n beobachtbar sind
und fiir / + k > n nicht beobachtbar sind
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Einleitung

Abwicklungsquadrate von Zufallsvariablen

@ Abwicklungsquadrat von Schadenstdnden S; = Z;{:o Zi

Anfall- Abwicklungsjahr
jahr 0 1 ek R o.oon—1 n
; T 7 ; 7 ;
0 50,0 501 = o Ogin N ] S0n
! 4 | ] ( |
1 ‘—SL‘O 511 .. O1k s ‘—L’J..nfi s bl‘-nfL '—L’L,-n
‘ S50 Sia e Dk coo Simd cee Dime1 Sin
; ' ' ; ' )
n—k ‘Sn—kﬂ[l *572—1:,1 B bn—i',.l: e ‘571—1:‘71—7‘ e Ot it '571—1\".11
: ; ¢ | ] ‘ ;
n—1 ‘-Sii—l.o bn—J.,J. ER bn—J.J\' e ‘5?1—1,71—?' e -571—1.11—J. '571-—1.?1
; 0 ' ] v ;
n ‘SH‘O b:rz.l . bn.k s ‘571 n—i s -t'n‘ufl 'STI,H

@ S; ,_; aktueller Schadenstand fiir das Anfalljahr i
@ S; , Endschadenstand fiir das Anfalljahr i
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Einleitung

Reserven

@ Anfalljahrreserve:

R,' = i Z,"/

I=n—i+1

mit i € {1,...,n}

Abwicklungsjahr

Anfalljahr 0 1 2 3 4 5
1003 823 597 590 367 183
1149 936 673 622 424

1235 1003 746 634

1198 567 0 S B |

1765 1234

[ S S =]
=
I~
co
~
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Einleitung

Reserven

o Kalenderjahrreserve:

n
Ry = Z Zic—i

i=c—n

mit c € {n+1,...,2n}

Abwicklungsjahr
Anfalljahr 0 1 2 3 4 5
0 1003 823 597 590 367 183
1 1149 936 673 622 424
2 1235 1003 746 634
3| 1487 1198 867 .
4 1765 1234
5 1843
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Einleitung

Reserven

@ Gesamtreserve:

S

DD

j=1Il=n—j+1 I1=1 j=n—I+1
Abwicklungsjahr
Anfalljahr 0 1 2 3 4 5
0 1003 823 597 590 367 183
p E 1149 936 673 622
2 1235 1003 746 634
3 1487 867
4 1765
5 1843
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Einleitung

Anforderungen an die Modellierung

@ Bestimmung von Schétzern und Prognosen mit erwiinschten
("schonen") Eigenschaften ermdglichen

@ Ermittlung der (Un)Genauigkeit von Prognosen in Form von
Prognosefehlern durchfiihrbar machen

@ Einbeziehen verfiigbarer Information (Muster in der
Schadenabwicklung, Zusammenhinge zwischen lines of business,
Expertenmeinungen, Gesamtmarktzahlen)
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Einleit Lineare Modelle e

Lineare Modelle

@ Das Lineare Modell mit beobachtbaren und
nicht—beobachtbaren Zufallsvariablen

@ Das Lineare Modell mit beobachtbaren und
nicht—beobachtbaren Zufallsvariablen unter einer linearen
Nebenbedingung

@ Das bedingte Lineare Modell

15/58



Lineare Modelle

Das Lineare Modell

Das Lineare Modell

(i) Es gibt einen Parametervektor 3 € R® und Matrizen
A; € R™M*5 A, € R™*% mit rang(A1) = s und

e[(%)]=(&)e

(i) X171 ist invertierbar.

@ Designmatrix A bekannt, Parametervektor 3 unbekannt
e X; € L2(R™) beobachtbar, X, € L2(R™) nicht beobachtbar

o X1 [ var[X,] cov[Xy, Xo] \ [ T X
var X T\ cov[Xy, X;]  var[Xs] T\ X X
* M.D. Hamer [1999]: Loss prediction by generalized least

squares — Discussion of Halliwell (1996)
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Lineare Modelle

Prognosegréle im Linearen Modell

@ Zusammenfassen in einem Zufallsvektor T € RY:

mit C € R9%5 D; € R9*™ D, € RIxXm
@ Motivation aus der Schadenreservierung:

Sik = ZZ,/-F Z Zi

I=n— l+1
= Zelllxl+ E , e2IIX2
I=n—i+1

2n+3 k)k

o ey mp-dimensional, 1 an (( + i + 1)-ter Stelle
(k+1)

o ey, mp-dimensional, 1 an (5= + i — n)-ter Stelle
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Lineare Modelle

Pradiktor

o Ein Zufallsvektor T € L2(R?) heilt zuldssiger Pradiktor fiir T,
wenn er linear ist, d.h. es existiert eine Matrix Q € R*™M mit

T=QX,,
und
QA; =C + D;A; + DA,
gilt.
o Jeder zuldssige Pradiktor ist erwartungstreu.
o Erwarteter quadratischer Prognosefehler eines
erwartungstreuen Pridiktors fiir T ist
E(T-T)(T-T)= trace(var['i' - T)).
@ Ein zul3ssiger Pradiktor 'i' der den erwarteten quadratischen

Prognosefehler unter allen zuldssigen Pradiktoren fiir T
minimiert, wird als Gauss—Markov Pradiktor bezeichnet.
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Lineare Modelle

Gauss—Markov Theorem

Gauss—Markov Theorem

(1) Es existiert ein eindeutig bestimmter Gauss—Markov Pradiktor
TM fir T = CB + DX, + D,X, und es gilt
_ T = CB" + DX, + D, X3
mit
BT = (AT A) AT X,
und
Xz = Aof" + EnXyy (X — A7)
(i) Fiir die Varianz des Prognosefehlers gilt
vaur[TG'vI —T]
= (C+ D2A; — DX 357 Ay )var[3°](C + DA, — D, Ea1 X1'A;)
+D,(X22 — Zz1zﬂlz12)0§
mit
var[3"] = (A1Z1'A)




Lineare Modelle

Das Lineare Modell unter einer linearen Nebenbedingung

Das Lineare Modell unter einer linearen Nebenbedingung

(i) Es gibt einen Parametervektor 3 € R® und Matrizen
A; € R™M*5 Ay € R™*° mit rang(A1) = s und

e[(%)]=(a)e

(i) X171 ist invertierbar.

(iii) Es existiert eine Matrix H € R™** mit rang(H) = r und ein
Vektor h € R" und

HB = h.

* K. Kloberdanz, K.D. Schmidt [2008]: Prediction in the linear
model under a linear constraint
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Lineare Modelle

Pradiktor

e Ein Zufallsvektor 'i'H7h € L2(RY) heiRt (H, h)-zulassiger
Pradiktor fir T, wenn er (H, h)-linear ist, d.h. es existieren
Matrizen Q € R*™ ynd R € R¥*" mit

-/I\-H,h — Qxl + Rha

und
QA; + RH =C+ D;A; + DA,

gilt.

o Jeder (H, h)-zulassige Pradiktor ist erwartungstreu.

e Ein (H, h)-zulassiger Pradiktor -i-H,h, der den erwarteten
quadratischen Prognosefehler unter allen (H, h)-zuldssigen
Pradiktoren fir T minimiert, wird als (H, h)-Gauss—Markov
Pradiktor bezeichnet.
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Lineare Modelle

Gauss—Markov Theorem unter linearer Nebenbedingung

Gauss—Markov Theorem unter einer linearen Nebenbedingung

(i) Es existiert ein eindeutig bestimmter (H, h)-Gauss—Markov
Pradiktor Ty, fiir T = CB8 + D; X, + D,X, und es gilt

Thh = CBip + DiX1 + DaX3n

mit

Bin = B — (AZ A) 'H (HALZR'A,) "H) ' (HB" —h),
B = (ALZAy) TATEL X,

X2Hh = A2/3Hh+221211 (Xl Allth)

(i) Fiir die Varianz des Prognosefehlers gilt
var[TH,h —T]
= (C+ D2A; — D, X2 X;; Ay )var[By ,](C + DoA; — Dy Ta1 X1'A;)
+D,(X22 — Zz1zﬂlz12)D§
mit
var[Ba] = (1 (ALER A) T H (H(ALE AL THHY) MH ) var8°].




Lineare Modelle

Das bedingte Lineare Modell

Einige wichtige Modelle der Schadenreservierung sind nur in einem
bedingten Modell darstellbar:

@ Betrachten einer Unter-o-Algebra G des
Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, F, P), wobei G die
Informationen der beobachtbaren Zufallsvariablen reprisentiert

@ Ersetzen der ersten und zweiten Momente durch G-bedingte
Momente

o Ersetzen der Matrizen A, As, H, C, Dy, D>, Q, R durch
G-messbare Zufallsmatrizen und des Vektors h durch einen
G-messbaren Zufallsvektor

@ Ersetzen des Parametervektors 3 durch einen G-messbaren
Zufallsvektor

Damit kdnnen die Gauss—Markov Theoreme des Linearen Modells
auf den bedingten Fall erweitert werden.
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Univariat

Univariate Modelle der Schadenreservierung
e Das univariate additive Modell
@ Das univariate Panning Modell

@ Drei Modelle fir das univariate Chain—Ladder Verfahren
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Univariat

Das univariate additive Modell

Das univariate additive Modell: Es existieren reelle Zahlen

Vo, Vi, ..., Vn € (0,00) und 03,0%,...,02 € (0,00) sowie
COaCl)' ~-7<n € R, SO daSS
E[Z; k] = vik

und
2
COV[Z,'J(7 Zj7/] = V,'O'k(S,',j(skJ

fir alle i,j,k,1 €{0,1,...,n} gilt.

@ Kronecker-Symbol §; ; entspricht 1, falls i = j, und 0 sonst
* Mack [1997]: Schadenversicherungsmathematik

* Radtke and Schmidt (Hrsg.) [2004]: Handbuch zur
Schadenreservierung
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Univariat

Parameterschatzung

Fiir den Gauss—Markov Schitzer (™ fiir (i gilt

—k
CGM o ZJ”’:O Zj)k
K = ek

ZJ’":O vj

fiir alle k € {0,1, ..., n} und fiir die Kovarianz gilt

[ GM GM] ok
COV Q. Gy = ﬁék,lﬂ
dico Vi
mit k,| € {0,1,...,n}. Insbesondere gilt fiir den erwarteten
quadratischen Schatzfehler
E[( GM C )2] O-i
kK~ =
>i—o Vi



Univariat

Pradiktor fur die Schadenzuwichse

Fiir den Gauss-Markov Prédiktor Z{" fiir den Zuwachs Z; s mit
i,ke{l,...,n} und i+ k > n gilt

GM __ , ~GM
Zi,k = ViGy

und fiir die Kovarianz der Prognosefehler gilt

1 1
cov [Z,-(’},iv[ — Z,"k, ZJC’}/M — ij/] = V,'VJ'U,% (k P _6,-,,-> (5[(,/.

P
h=o0 Vh i

Insbesondere gilt fiir den erwarteten quadratischen Prognosefehler

; 1 1
E[(Z5" — k)] = V?Ui<,,_k+>~
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Univariat

Das univariate additive Modell

Bemerkungen:
@ Die Gauss—Markov—Pradiktoren der Zuwachse im additiven
Modell stimmen mit den Pridiktoren des additiven Verfahrens
uberein.

@ Die Reserven sind Summen nicht—beobachtbarer Zuwichse
und die Gauss—Markov Prognose ist linear. Daher ist der
Gauss—Markov Pradiktor einer Reserve gleich der Summe der
Gauss—Markov Pradiktoren der einzelnen nicht—beobachtbaren
Zuwichse.
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Univariat

Pradiktor fur die Reserven

® Gauss-Markov Pridiktor RE™ fiir die Anfalljahrreserve R; mit
i€{l,...,n}:

n

GM __ ~GM
R = E ViGy

I=n—i+1

@ Gauss—Markov Pradiktor R((il)“ fiir die Kalenderjahrreserve Ry mit
ce{n+1,...,2n}:

n

R = 3w
i=c—n
@ Gauss—Markov Pradiktor REM fiir die Gesamtreserve R:

RGM — Xn: z": V_[CIGM

I=1 j=n—I+1




Univariat

Schatzen der Varianzparameter

Im univariaten additiven Modell ist
2
. 1 n—k 7. P
@r) = nkzvj( ‘J/’_ —CEM>
j=0 J

ein erwartungstreuer Schitzer fiir o mit k € {0,...,n—1}.

Konstruktion eines Schitzers von o2:

@ Betrachten des Linearen Modells E[Iog(gz)] = ag + koy,
Vk € {0,1,...,n—1}, und bestimmen von Schitzern ag und a7 fiir

ag und o1 mittels der Methode der kleinsten Quadrate.

@ Wir definieren .
02 := exp(ap + nay)
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Univariat

Modellannahmen des univariaten Panning—Modells

@ Das Panning—Modell ist ein bedingtes Modell mit
Fo:=0(Zio:ie€{0,1,...,n}).

Das univariate Panning—Modell: Es existieren JFo-messbare

Zufallsvariabeln (31, 3>, . .., B, sowie Fo-messbare Zufallsvariabeln
02,05,...,02 mit Werten in (0,00), so dass

E*[Z 4] = Zi 0Bk

und
F 2
cov=°[Z; k, Zj,1] = 076;,j0k 1

fir alle i,j € {0,1,...,n} und k,l € {1,2,...,n} gilt.

* Panning [2006]: Measuring loss reserve uncertainty
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Univariat

Vergleich Panning—Modell mit additivem Modell

@ anstelle externer Volumenmale (Prdmieneinnahmen) fiir Anfalljahre
hier Verwendung von Zuwichsen des ersten Abwicklungsjahres als
Volumenmale

@ daher Formulierung als bedingtes Modell notwendig
@ Varianzannahme vereinfacht (keine Abhangigkeit vom Anfalljahr)

@ aber: multiplikative Struktur fiir (bedingtes) erstes Moment analog
zu additivem Modell

@ verschiedene Zuwichse (bedingt) unkorreliert wie im additiven
Modell

@ Folge: Rechnungen weitestgehend analog zu additivem Modell
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Univariat

Parameterschatzung

Fiir den Fy-bedingten Gauss—Markov Schatzer 5™ fiir (3 gilt

n—k
GM __ Zj:O Zj’OZj’k
k= n—k —9o
h=0 Zh,O

fir alle k € {1,2,...,n} und fiir die Kovarianz gilt

Fo [QGM  GM U%
cov”® [, B7M] W(Sk,lv
h=0 <h0
mit k,| € {1,2,...,n}. Insbesondere gilt fiir den erwarteten
quadratischen Schatzfehler
GM 2 0,%
E[( k _ﬁk) ] = TZ?
h=0 <h0



Univariat

Das univariate Chain—Ladder Verfahren

Das univariate Chain—Ladder Verfahren

Beim univariaten Chain-Ladder Verfahren wird fiir alle
k € {1,...,n} der univariate Chain-Ladder Faktor

—k
SDCL ._ Zj:o vak
k —k
> h=o Shk—1
und fiir alle i,k € {1,...,n} mit i + k > n der univariate

Chain—Ladder Pradiktor

k
CL CL
Sik = Sin—i H ©i
I=n—i+1

fiir den Schadenstand S; y gebildet.




Univariat

Das univariate Chain—Ladder Verfahren

Abwicklungsjahr
Anfalljahr 0 k-1 k n
0 So,0 Sok-1 So,k So,n
n-k Snk,0 Snkkl | Snkk
n-k+1 Snk+1,0 St k-1
n Sl
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Univariat

Das univariate Modell von Mack

Das univariate Modell von Mack

(i) Es existieren Abwicklungsfaktoren 1,...,on > 0 mit
EMik-1[S; (] = Sik_1¢x

fir alle i € {0,1,...,n} und k € {1,... n}.
(i) Die Schadenstinde verschiedener Anfalljahre sind unabhangig.

(iii) Es existieren Parameter 03,... 02 > 0 mit

V&I"Hi’k_l[si’k] = 5,'7k_10i

fir alle i € {0,1,...,n} und k € {1,..., n}.

Hi,k = U({Si,l}le{o,l,...,k}) mit / € {07 L., n}' ke {17 R n}
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Univariat

Das univariate Modell von Schnaus

Das univariate Modell von Schnaus

() Fiir jedes k € {1,...,n} existiert eine Hy_1-messbare
Zufallsvariable ¢y, so dass

EM-1[S; ] = Sik_10k

fir alle i € {0,1,...,n}.

(ii) Fiir jedes k € {1,...,n} existiert eine Hy_1-messbare
Zufallsvariable o3 mit Plo2 > 0] =1, so dass

Hi_ _ 2
cov k=1[S; i, Sj k] = Sik—10%0i

fir alle i,j € {0,1,...,n} gilt.

Hi == o({Sii}ie(o1,. npiefo1,..ky) 2 Hix mit i € {0,1,...,n},
ke{l,...,n}
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Univariat

Die univariaten Modelle von Mack und Schnaus

@ Mack ist ein Spezialfall von Schnaus

* T. Mack [1993]: Distribution—free calculation of the standard

error of chain—ladder reserve estimates

T. Mack [1997]: Schadenversicherungsmathematik

* K.D. Schmidt und A. Schnaus [1996]: An extension of Mack's
model for the chain—-ladder method

@ Prognose ist fiir das erste nicht beobachtbare Kalenderjahr
n -+ 1 optimal

o fiir die nicht beobachtbaren Kalenderjahre n+2,...,2n ist die
Prognose nicht notwendigerweise optimal

* K.D. Schmidt [1997]: Non-optimal prediction by the
chain—-ladder method

* K.D. Schmidt [1999]: Chain—ladder prediction and asset
liability management

%
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Univariat

Die univariaten Modelle von Mack und Schnaus

@ Wegen des sequentiellen Charakters dieser Modelle ist die
exakte Berechnung des Prognosefehlers der Reserven nicht
moglich. Daher wird der Prognosefehler mittels einer
Approximation geschéatzt.

* Mack [1993]: Distribution—free calculation of the standard
error of chain—ladder reserve estimates.

* Mack [1997]: Schadenversicherungsmathematik.
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Univariat

Das univariate strikte Chain—Ladder Modell

Das univariate strikte Chain—Ladder Modell

() Fiir jedes k € {1,...,n} existiert eine Gy_1-messbare
Zufallsvariable ¢y so dass

Egk—l[s, il = Sik—1pk i<n—k
’ Stk_1pk i>n—k
fir alle i € {0,1,...,n} gilt.

(1) Fir jedes k € {1,...,n} existiert eine Gyx_1-messbare
Zufallsvariable o3 mit Plo? > 0] =1 so dass

Sik—10'25" i<n—k

f— b k I7.I —

cov HSiko Sjk] = {SCL 285. . k
ik—10k%ij 1 >N—

fir alle i,j € {0,1,...,n} gilt.

Fr € Gk = o({Sittiefo,...a—1yjef0,1,..k}) S Hi mit
ke{l,...,n} 40/58



Univariat

Das univariate strikte Chain—Ladder Modell

Der Gy_1-bedingte Gauss—Markov Schatzer o$M von o erfiillt

—k
(pGM _ Zj:o Sj,k
k= —k
> j—0 Sjk—1

fiir jedes k € {1,...,n} und fiir die Gx_1-bedingte Varianz

g GM U%
varZk=1[pM] = — )
> j—a Sjk-1
Fiir den Gi_1-bedingten Gauss—Markov Schatzer o™ gilt fiir jedes

ke{l,...,n}

CL

PF" = Pk
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Univariat

Das univariate strikte Chain—Ladder Modell

Fiir ein festes k € {1,...,n} und i,j € {n—k+1,... n} gilt fir
den Gy_-bedingten Gauss—Markov Préadiktor SF}' von S «

55 Sck 1%0k
und fiir die G,_1-bedingte Kovarianz des Prognosefehlers

— GM GM
COng 1[5,"’1( — 5,‘7[{, i k — Sj,k]

1 1
= S5} k— 15'k—1 - + 0ij -
: . S Shko1 ST

Der Gy _1-bedingte Gauss—Markov Pradiktor S,G,'l" erfiillt

GM CL

ik = ik
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Einle eare elle Multivariat e

Multivariate Modelle der Schadenreservierung
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Multivariat

Multivariate Schadenreservierung

o M € N Portfeuilles, die als Teilportfeuilles eines
Gesamtportfeuilles betrachtet werden kénnen

@ Integration von Korrelationen zwischen Teilportfeuilles auf
Abwicklungsjahrebene

@ Nutzen: Ldsen des Problemes Aggregation von Portefeuilles
sowie Grundlage fiir Losungsansatze des Paid/Incurred -
Problems

@ Definitionen:

Zi, = (z
ik ( ik )pe{l,...,/\//}
V; = diag(v;)
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Multivariat

Das multivariate additive Modell

Das multivariates additive Modell

Es existieren positiv definite symmetrische Matrizen
Vo,Vi,...,.V, e RMYM ynd o %1, ..., X, € RMXM ynd
Vektoren Cy,C1,...,¢, € RM, so dass

E[Z; ] = Vi

und
COV[Z,’J(, ZJ'J] = V}/zzkv}/zéiJék,l

fir alle i,j, k,1 € {0,1,...,n}.

@ Lineares Modell
@ V; symmetrisch, positiv definit = V}/z existiert
* M. Radtke und K.D. Schmidt [2004]: Handbuch zur

Schadenreservierung
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Multivariat

Das multivariate additive Modell

Schatzer und Pradiktoren im multivariaten Additiven Modell

=il
o (M = (Sp ViRV R) (VP EVAV  2

j=0
—1
@ cov[¢SM ¢EM] = (Z,:ok V}/ZZZIV}/z) Ok =: M EM&k,/
o Z7! = ViR

GM GM
(*] COV[Z,'J( 72,’7[(721'7/

~Z]= V,-(MCEM +(VIPEVE )16, )V bk
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Paid/Incurred

Das Paid/Incurred—Problem

Das Paid/Incurred—Problem
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Paid/Incurred

Das Paid/Incurred—Problem

Fiir ein Risikoportfolio seien zwei Datenarten gegeben:

@ Schadenzahlungen (Paid Losses): {Zi(,;‘)}‘k —
’ 1L,ke0,1,...,n

@ Schadenaufwendungen (Incurred Losses): {Zi(z)}_k —
’ 1,ke{0,1,...,n

Paid/Incurred—Problem: z.T. stark voneinander abweichende
Prognosen fiir die Endschadenstidnde der Schadenzahlungen und
—aufwendungen bei getrennter Prognose

Ziel: Verminderung der Abweichung zwischen den Pradiktoren der
Schadenzahlungen und —aufwendungen
* Halliwell [1997]: Conjoint prediction of paid and incurred losses

» Kloberdanz und Schmidt [2008]: Loss Reserving in a Linear
Model Under a Linear Constraint
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Paid/Incurred

Das bivariate additive Modell unter Nebenbedingung

@ Basierend auf den Annahmen des multivariaten additiven
Modells nehmen wir an, dass M = 2 und Volumenmale
identisch fiir beide Abwicklungsdreiecke

@ Nebenbedingung:

E [5,.{‘;)} —E [5,.(1)]
fur alle j € {0,1,...,n}. Da
e[st2] = (37

fir r € {p, g}, kann die Nebenbedingung geschrieben werden

als
Z C(P) Z CI
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Paid/Incurred

Das bivariate additive Modell unter Nebenbedingung

@ Damit l&sst sich die Nebenbedingung formulieren als

HB = h
mit
H = ( s/ ‘ ‘S/ ) € R1><2(n+1)
wobei
. 1
s = 1
und

Bi= (ChChe GO € RV, ¢ ()

h =0
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Paid/Incurred

Das bivariate additive Modell unter Nebenbedingung

@ Definiere zunachst

fir alle k € {0,1,...,n}.
@ Schitzung der ¢, mit k € {0,1,...,n} unter der linearen
Nebenbedingung H3 =h

Fiir den (H, h)-Gauss-Markov Schatzer iy, fiir ¢, gilt

n 1 ~GM
oS 1
GM _ GM EC—O CC st

Hh;k — k —

fir k € {0,1,...,n}
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Paid/Incurred

Das bivariate additive Modell unter Nebenbedingung

Fiir die Kovarianz von (. und Cih, mit k.1 € {0,1,...,n} gilt

GM ,.GM
COV[CH,h;kv CH,h;l

/
1 1 1 1
= ?Zk(sk’, — o ( — st> (H_Z/S> .
Zj:(’k % ZC:O Ve Zj:ok Vj ZI:OI vj

Insbesondere gilt

E [(Cﬁl\fk - Ck>/ (CSI\I:[k - Ck)]

1 1
= trace 'v2
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Paid/Incurred

Das bivariate additive Modell unter Nebenbedingung

/
@ Pradiktor fiir die Zuwéchse Z; , := (Zi(",)(), Zi(",’()) miti+k>n+1

unter der Nebenbedingung H3 = h:
Theorem

Fiir den (H, h)-Gauss—Markov Pradiktor Zﬁ’Mhmk fiir Z; . mit
i,ke{l,....n} undi+k>n+1 gilt

GM
ZH hik = ViCH,h;k
und fiir die Kovarianz der Prognosefehler gilt
cov [Zﬁ}\lﬁiyk —Z; k, Zﬁ}\lf[:j,l - Zj»l] = Vi VJCOV[CH ko CH hl] + ViX0i,j0k,i-

fir alle i,j, k,1 € {1,...,n}. Insbesondere gilt

ENZEN ik — Zik) (Zihin — Zik)] = trace (vPvar[Cihd + viZk) -
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Praxislésung: Implementierung mittels Excel VBA
e Univariate Modelle
e Multivariate Modelle

e Paid/Incurred—Problem
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Praxis

Prasentation der entwickelten Excel-Sheets

@ additives Modell, Panning—Modell sowie Chain—Ladder Modell
wurden uni— sowie multivariat mittels Excel VBA implementiert

@ bivariates additives sowie bivariates Panning—Modell mit
Nebenbedingung zur Behandlung des Paid/Incurred—Problems
wurden ebenso implementiert

@ stets freie Wahl der Abwicklungsjahre n und Portfeuilleanzahl M
@ automatische Generierung der Sheets

@ Moglichkeit der Einarbeitung von Vor— bzw. Expertenkenntnissen
(v.a. bei Varianzstruktur)
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Praxis

Analyse von Daten der Hannover Riick

Univariate Loss Reserving Models

Model Total Reserve Standard 1st Calendar Standard
Error Year Reserve Error

Portfolio 1: General liability non-prop

Additive Model 1051 233 296 106
Panning Model 421 141 138 78
Chain—Ladder Model 510 192 169 -

Portfolio 2: Motor non-prop

Additive Model 227 62 85 14
Panning Model 132 42 56 13
Chain—Ladder Model 151 50 62 -

Portfolio 3: Property non-prop

Additive Model 59 45 60 37
Panning Model 72 43 57 26
Chain—Ladder Model 60 52 65 -

Portfolio 4: Aviation

Additive Model 133 73 58 46
Panning Model 114 70 58 54
Chain—Ladder Model 115 66 59 -
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Praxis

Analyse von Daten der Hannover Riick

Multivariate Loss Reserving Models

Model Total Reserve Standard 1st Calendar Standard
Error Year Reserve Error
1034 229 297 105
. 230 61 87 14
Additive Model 59 45 61 37
140 71 62 46
425 136 139 77
. 138 41 57 13
Panning Model 68 42 55 26
100 69 50 53
487 193 164
. 153 27 63
Chain—Ladder Model 55 12 62 -
108 66 54
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Praxis

Analyse von Daten eines zweiten Riickversicherers

Ultimate—Paid/Incurred—Ratios in the Panning Model

104,00%

100,00%

96,00%

Bunconstrained

mconstrained

92,00% +

88,00% +

84.00% -+
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