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Modellierung Schadenfolge [EEEIE[SgM oYy

@ Modellierung einer Folge von Schiden durch einen
markierten Punktprozess (MPP)
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Modellierung Schadenfolge allgemeiner Hintergrund

@ Versicherung besitzt Portfolio von Risiken
@ Modellierung der eintretenden Schiden

@ neben Schadeneintrittszeitpunkt besitzt jeder Schaden
weitere Merkmale, z.B. Schadenh&he oder Meldedauer

@ Annahme, dass Schiden nacheinander eintreten, sonst
Betrachtung von Schadenereignissen
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Modellierung Schadenfolge Der einfache Punktprozess

Es sei (§2, F, P) ein vollstandiger Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition
Eine Folge {7, }nen von R -wertigen Zufallsvariablen heiBt

einfacher Punktprozess, wenn sie die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt:

(1) P[{O <11 <1< }] =1,
(2) P{mn < Tnt1} N {mn < o0}] = P[{1, < o0}] fiir allen € N,
(3) P[{nlgngo T, = 00}] = 1.

Interpretation: Eintrittszeitpunkte der Schaden
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Modellierung Schadenfolge abgeleitete GroBen

Zunidchst definieren wir die Familie {7;};cr, durch
o
m(w) =Y Xir,<ty(W)
j=1

mit n:(w) = oo, falls 7; < t ist fiir unendlich viele j € N.

Des Weiteren leiten wir die ZufallsgroBe 1 durch
n(w) = sup 1 (w)

neN

ab und nennen sie die Gesamtschadenzahl.
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Modellierung Schadenfolge Der markierte Punktprozess

Es sei E eine beliebige Menge.

e (E,&) sei ein Messraum mit E C E — Markenraum
e A € E\ E sei ein beliebiges Element — irrelevante Marke

Nun definieren wir den Messraum (E2,£2) durch

EA .= EU{A},

o(eu{{al}).

EA
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Modellierung Schadenfolge Der markierte Punktprozess

Definition

{Tn}nen sei ein einfacher Punktprozess und {(, }nen eine Folge
EA-wertiger ZufallsgréBen.

Die Folge der Zufallspaare {(7y,, (n) }nen heiBt markierter
Punktprozess mit dem Markenraum E, wenn folgende
Eigenschaften fiir alle n € N erfiillt sind:

(1) Pl{¢n € E} N {7 < 00}] = Pl{m, < oo}],
(2) Pl{¢n = A} N {7 = 0o}] = Pl{my, = oo}].

Interpretation: Eintrittszeitpunkte und Merkmale der Schaden

Idee: Einteilung der Schiaden in Kategorien
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Modellierung Schadenfolge Die Zerlegung des MPP

Sei m € N und die Familie {Ci}ic(1,. my € B(R4) ® € eine
Zerlegung des Raumes R, x F.

Wir definieren nun fiir alle ¢ € {1,...,m} und alle j € Ny die
Abbildung 1/;'. : Q2 — Ny U {oo}:

vi(w) := 0,
; = inf {k € N|1/§_1(w) < k und (7%, ) (w) € Cs}

vj(w)

fir j € N (mit v}(w) = oo, wenn (1, () (w) ¢ C; fiir alle
ke N mit v} (w) <k gilt).
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Modellierung Schadenfolge Die Zerlegung des MPP

AnschlieBend definiert man die Folge {(T;,C})}]EN durch:

P ) (e, ) (w)  falls V;(w) =kmitkeN,
(75, w) = {(oo,A) falls V]i-(w) =00

fir w € Q.

{(7},¢1)} jen ist ein MPP.

Fiir beliebiges i € {1,...,m} kann man analog zu erst die
Familie {n; };cr, und die GroBe 1" ableiten.
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Zshg. zwischen AKM und MPP Gliederung

@ Der Zusammenhang zwischen einem abstrakten kollektiven
Modell und einem markierten Punktprozess
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Zshg. zwischen AKM und MPP Ein abstraktes kollektives Modell

Es sei ein abstraktes kollektives Modell

(N, {(T}, Zj) }jen)
gegeben, wobei

@ N eine diskrete ZufallsgroBe mit Werten in Ny sei,

e {(Tj,Z;)}en eine Folge von ZufallsgroBen mit Werten in
Ry x E sei und

o fiir alle t € Ry die Gleichung P[{T = t}] = 0 gelte.

D.h., die Folge {(7}, Z;)}en ist i.i.d. und unabhangig von N.
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A - AP VRNV RTICR VIl Konstruktion der Folge {(7(;), Z(;))}jen

Es sollen jetzt die ersten N Paare der Folge {(7}, Z;)}jen nach
der GroBe der ersten Koordinate geordnet werden.

Dazu definieren wir fiir jedes n € N und 7 € {1,...,n} die
Zufallsvariable:

R} :=inf{j € {1,...,n}|Ry # j fir alle k < i,T,.; = T;}.

Wir konstruieren nun die Folge {(7(;), Z(;))}jen:

Tty Zjy) = ijZIX{RZ:j} (T, Z1) - Xv=n} J =N,
) 4(5)) = § n=ik=

(00, A) j > N.

Freitag, 21.10.2011 Markierte Punktprozesse und abstrakte kollektive Modelle



Zshg. zwischen AKM und MPP Zusammenhang zum MPP

{(T\), Z(;))}jen ist ein MPP.

Leiten wir wie erst die Familie {N;};cr, durch

o0
Ni = ZX{Tmét}
j=1

ab, dann gilt

sup N, = N.
neN
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Zshg. zwischen AKM und MPP Zerlegung des AKM

Die Familie {C;}icq1,...my € B(R}) @ € sei definiert wie erst.
Zusatzannahme: Es gelte fiir alle i € {1,...,m}
P{(T,Z) € C;}] € (0,1).

Fiir alle s € {1,...,m} sei

N

5 5= Z X{(T;,2;)€C:}-
j=1
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Zshg. zwischen AKM und MPP Die Zerlegung des AKM

Nun definieren wir fiir alle i € {1,...,m} und alle j € Ny die
Abbildung v;.; : 2 — Ng U {oo}:

Vi;O(w) = Oa
I/i;j(w) = inf{k & N|u¢;j,1(w) < k und (Tk,Zk)(w) € C@}

fir j € N (mit v;,;(w) = oo, wenn (T, Z)(w) ¢ C; fiir alle
k € N mit I/i;j_l(w) <k gilt).
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Zshg. zwischen AKM und MPP Die Zerlegung des AKM

Wir definieren nun die Folge {(Ti.;, Zi;;)}jen wie folgt.
Sei (t,z) € Ry x E beliebig gewahlt. Fir alle i € {1,...,m},
j€Nund w e Q sei

(Tk, Zy)(w) falls v, (w) =k mit k € N,

(t, 2) falls v, (w) = oo.

(Tisjs Zizg) (W) := {

Fiir alle s € {1,...,m} und alle j € N gilt:
o (Tj;, Zi;) ist eine ZufallsgroBe mit Werten in Ry x E.
o P[{(Tiy, Zij) € Ci}] = 1.
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Zshg. zwischen AKM und MPP Eigenschaften der Zerlegung

Fiir jedes i € {1,...,m} ist das Paar
(Ni, {(Tisj» Zirj) b jen)
ein abstraktes kollektives Modell mit
PH{(Ti;j, Zi) € DY = PH{(T, 2) € DY{(T, Z) € Ci}]

fir alle j e N und D € BRy) ® €.
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Zshg. zwischen AKM und MPP Zusammenhang

Idee:

abstraktes kollektives
MPP ordnen Modell
{(T4), Z)) }jen oce
A (N, {(T}, Zj) }jen)

‘ zerlegen ‘ zerlegen

abstraktes kollektives
MPP ordnen
{(Tz Z@ )}'EN +———— | Modell
G =6’ (Ni, {(Ti5, Zisj) tjen)
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Ein spezieller MPP Gliederung

© Ein spezieller markierter Punktprozess
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Ein spezieller MPP verallgemeinerter inhomogener PP
Definition

Ein Schadenzahl-Prozess {Ni},cp, heiBt verallgemeinerter

inhomogener Poisson-Prozess, wenn fiir beliebiges n € N und alle
to,t1, -y tn ERL mit 0 =1y < t1 < ... < ty, sowie ki, ..., k, € Ny

n n kj
PNy, — Niy s = k)] = / [T fesllonbl)® o
j=1 g=i J*

gilt, wobei
@ @ : B(R) —» [0,1] eine beliebige Verteilung mit Q[(0,00)] =1
und [ & dQ(ar) < oo und

@ pu:B(R;) — [0,00] ein MaB mit der Eigenschaft, dass fiir alle
s,t € Ry die Bedingungen p(s,t]] < oo und p[{s}] = 0 erfiillt
sind, sei.

Freitag, 21.10.2011 Markierte Punktprozesse und abstrakte kollektive Modelle



Ein spezieller MPP verallgemeinerter inhomogener PP

Spezialfille:
| p_ 9]
homogener PP
mit Parameter A o1

A € (0,00)

inhomogener PP
mit Intensitatsfunktion | [ A(r) dA(r) | &;
ARy - Ry
gemischter PP
bzgl. der Verteilung A 0]
Q
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Ein spezieller MPP Modellannahmen

Annahmen:

© Es sei {Ni}icr, ein verallgemeinerter inhomogener
Poisson-Prozess bzgl. einer Verteilung () und mit einem
endlichem IntensitdtsmaB p.
Fiir alle n € N und w € 2 sei T),(w) definiert durch

T (w) = inf{t € R4 |N¢(w) > n}
mit inf () := oo.

> {1y }nen ist ein einfacher Punktprozess.
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Ein spezieller MPP Die Modellannahmen

@ Weiterhin sei eine Folge von ZufallsgréBen {Z7}, . mit
Werten in E gegeben mit den Eigenschaften:

(i) Die Folge sei 0*({T}, }nen)-bedingt unabhéngig.

(ii) Fiir alle n € N und alle B € £ gelte:
P[{Z3 € BY|o* ({Tuhnen)] = PHZ3 € BYlo(Tu)].

(iii) Es existiere ein Markov-Kern K : Ry x & — [0, 1], der
fiir alle n € N eine bedingte Verteilung von Z¢ unter der
Hypothese ist, dass T;, =t ist.

Fiir alle n € N und w € € definieren wir Z,,(w) durch

Zn(w) ==

Z2(w) falls T, (w) < oo,
A falls T, (w) = oo.

>{(Th, Zn) tnen ist ein MPP.
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Ein spezieller MPP Die Zerlegung des speziellen MPP

Idee: Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen einem MPP
und einem abstrakten kollektiven Modell.

Problem: Existiert auf (2, F, P) ein AKM, aus dem sich
mittels der Konstruktion gerade der spezielle MPP herleiten
l&sst?
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Ein spezieller MPP Die Zerlegung des speziellen MPP

Ausweg:

Konstruktion eines neuen Wahrscheinlichkeitsraumes (€2, 7, P)

MPP Kopie MPP
{(T},Z;)}sen {(T4), Zi))}sen
J zerlegen [ zerlegen
MPP Kopie | MPP
g

{(1—‘]1’ Z;:)}jGN
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ordnen

ordnen

abstraktes kollektives
Modell

<1\77 {(Ty, Zj)}j€N>

j zerlegen

abstraktes kollektives
Modell

<Ni’ {(Tii?v ZL/)}JG\:'>
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Ein spezieller MPP Die Zerlegung des speziellen MPP

Ergebnisse:

@ Die Verteilung der markierten Punktprozesse
{(T}, Z;)}jen konnte bestimmt werden.

@ Die aus den markierten Punktprozessen abgeleiteten
Prozesse {N{}icr. sind selbst verallgemeinerte
inhomogene Poisson-Prozesse.

@ Im Spezialfall, dass {N;}+cr ein inhomogener
Poisson-Prozess ist, sind auch die Prozesse {N{};cr,
inhomogene Poisson-Prozesse.
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Zusammenfassung und Ausblick Gliederung

@ Zusammenfassung und Ausblick
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Zusammenfassung und Ausblick Schlussbemerkungen

@ Modellierung von Schiden durch einen MPP

@ Betrachtung des Zusammenhangs zwischen einem AKM
und einem MPP

@ Untersuchung der Zerlegung eines speziellen MPP's mittels
dieses Zusammenhangs

@ bisher keine Annahmen bzgl. der Struktur des
Markenraums

> Untersuchung spezieller Strukturen
> Beriicksichtigung von Abhiangigkeiten zwischen den
Merkmalen
@ Funktioniert die Vorgehensweise auch unter anderen
Verteilungsannahmen?
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Vielen Dank fiur lhre Aufmerksamkeit!
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