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Multiplikativer Tarif – Beispiel (1)
Beispiel Kraftfahrthaftpflicht mit zwei Tarifmerkmalen:

Abbildung: Multiplikativer Tarif (aus Zocher (2006))
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Multiplikativer Tarif – Beispiel (2)

Vorteile eines multiplikativen Tarifs:
I Weniger Tariffaktoren als Tarifzellen.
I Trennung von Prämienniveau (Grundprämie) und

Struktur des Bestandes.
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Kollektives Modell – Definition

Das Paar 〈
N, {Xj}j∈N

〉
mit N : Ω→ N0 und Xj : Ω→ R heißt kollektives Modell,
falls gilt:

I Die Folge {Xj}j∈N ist i.i.d.
I Die Folge {Xj}j∈N ist unabhängig von N.

Interpretation:
I N ist die Schadenzahl des Bestandes (in einem

Geschäftsjahr).
I Xj ist die Schadenhöhe des j–ten Schadens des

Bestandes.
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Kollektives Modell - Gesamtschaden

Wir betrachten den Gesamtschaden des kollektiven Modells:

S :=
N∑

j=1

Xj =
∞∑

n=0

χ{N=n}

n∑
j=1

Xj

Proposition.
I Es gilt ϕS = mN ◦ ϕX1 .
I Im Fall P[X1 ∈ N0] = 1 gilt mS = mN ◦mX1 .

Proposition (Waldsche Gleichungen).
E [S] = E [N]E [X1]

var [S] = E [N]var [X1] + var [N]E [X1]2
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Abstraktes Kollektives Modell – Definition

Das Paar 〈
N, {Yj}j∈N

〉
mit N : Ω→ N0 und Yj : Ω→ Rp heißt abstraktes kollektives
Modell, falls gilt:

I Die Folge {Yj}j∈N ist i.i.d.
I Die Folge {Yj}j∈N ist unabhängig von N.

Interpretation:
I N ist die Schadenzahl des Bestandes.
I Yj ist die Schadenvariable des j–ten Schadens des

Bestandes.
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Abstraktes Kollektives Modell – Transformation

Sei g : Rp → R eine meßbare Funktion, dann ist〈
N, {g ◦ Yj}j∈N

〉
ein kollektives Modell.
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Abstraktes Kollektives Modell – Verdünnung (1)
Sei Ck ∈ B(Rp) derart, dass für die Auswahlwahrscheinlichkeit
ηk := P [Y1 ∈ Ck ] > 0 gilt. Die verdünnte Schadenzahl Nk ist
durch

Nk :=
N∑

j=1

χ{Yj∈Ck}

und die verdünnten Schadenvariablen sind durch

Yk ,j :=
∞∑

h=1

χ{νk,j=h}Yh

definiert, wobei der zufällige Index νk ,j rekursiv durch

νk ,0 := 0
νk ,j := inf{h ∈ N|νk ,j−1 < h,Yh ∈ Ck}

gegeben ist.
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Abstraktes Kollektives Modell – Verdünnung (2)
Satz. Das verdünnte Modell〈

Nk , {Yk ,j}j∈N

〉
ist wiederum ein abstraktes kollektives Modell. Die Verteilung
der verdünnten Schadenzahl ist durch ihre wahrscheinlichkeits-
erzeugende Funktion

mNk (z) = mN(1− ηk + ηkz)

bestimmt und für die Verteilung der Schadenvariablen gilt

P
[
Yk ,j ≤ y

]
= P [Y1 ≤ y |Y1 ∈ Ck ]

für alle y ∈ R.

Insbesondere gilt E [Nk ] = ηkE [N].
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Abstraktes Kollektives Modell – Verdünnung (3)

Beispiel. Sei N Poisson–verteilt mit Parameter λ. Dann gilt

mN(z) = e−λ(1−z)

und wir erhalten

mNk (z) = mN(1− ηk + ηkz)

= e−λ(1−(1−ηk+ηk z))

= e−ληk (1−z)

Daher ist Nk Poisson–verteilt mit Parameter ληk .
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Abstraktes Kollektives Modell – Zerlegung (1)

Sei {C1, . . . ,Cm} eine endliche Zerlegung des Rp mit
ηk := P [Y1 ∈ Ck ] > 0. Verdünnen wir das abstrakte kollektive
Modell 〈

N, {Yj}j∈N

〉
bezüglich jeder Zerlegungsmenge Ck , so erhalten wir die
verdünnten abstrakten kollektiven Modelle〈

N1, {Y1,j}j∈N

〉
, . . . ,

〈
Nm, {Ym,j}j∈N

〉
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Abstraktes Kollektives Modell – Zerlegung (2)

Satz.
I Alle verdünnten Schadenvariablen Yk ,j sind unabhängig.
I Die verdünnten Schadenvariablen sind unabhängig von

den verdünnten Schadenzahlen.
I Für die verdünnten Schadenzahlen gilt

PN1,...,Nm|N = Mult(N; η1, . . . , ηm)

I Die verdünnten Schadenzahlen sind genau dann
unabhängig, wenn die ursprüngliche Schadenzahl
Poisson–verteilt ist.
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Multiplikativer Tarif (1)

Wir betrachten das abstrakte kollektive Modell〈
N,
{

(Xj ,Uj ,Tj)
}

j∈N

〉
Interpretation:

I Xj : Ω→ R ist die Schadenhöhe
I Uj : Ω→ {1, . . . , I} ist die Tarifklasse des 1. Tarifmerkmals
I Tj : Ω→ {1, . . . ,K} ist die Tarifklasse des 2. Tarifmerkmals
I (Uj ,Tj) ist die Tarifzelle

des j–ten Schadens.
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Multiplikativer Tarif (2)

Weitere Annahmen:
I Xj und (Uj ,Tj) sind unabhängig.
I Es gibt positive Parameter αi , βk , πi,k mit

P
[
(Uj ,Tj) = (i , k)

]
= αi βk πi,k

für alle i ∈ {1, . . . , I} und k ∈ {1, . . . ,K}.
Dabei sind πi,k bekannte Volumenmaße und αi , βk unbekannte
Parameter.

Es gilt
I∑

i=1

K∑
k=1

αi βk πi,k = 1
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Multiplikativer Tarif (3)
Wir setzen Ci,k := R× {i} × {k} und zerlegen das abstrakte
kollektive Modell 〈

N,
{

(Xj ,Uj ,Tj)
}

j∈N

〉
nach den Tarifzellen. Dann gilt

ηi,k = αi βk πi,k

und wir erhalten die abstrakten kollektiven Modelle〈
Ni,k ;j ,

{
(Xi,k ;j ,Ui,k ;j ,Ti,k ;j)

}
j∈N

〉
Auf Grund der Konstruktion gilt

Ui,k ;j = i und Ti,k ;j = k
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Multiplikativer Tarif (4)

Daher können wir uns auf die kollektiven Modelle〈
Ni,k , {Xi,k ;j}j∈N

〉
beschränken.

Für die Verteilung der Schadenhöhen gilt:

P
[
Xi,k ;j ≤ x

]
= P

[
Xi,k ;j ≤ x ,Ui,k ;j = i ,Ti,k ;j = k

]
= P

[
Xj ≤ x ,Uj = i ,Tj = k

∣∣Uj = i ,Tj = k
]

= P
[
Xj ≤ x

]
Damit sind alle verdünnten Schadenhöhen i.i.d. und ihre
Verteilung kann mit den Methoden der klassischen Statistik
geschätzt werden.
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Multiplikativer Tarif (5)

Für die verdünnten Schadenzahlen gilt

E [Ni,k ] = αi βk πi,k E [N]

Durch Summation erhalten wir

I∑
i=1

E [Ni,k ] =
I∑

i=1

αi βk πi,k E [N] k ∈ {1, . . . ,K}

K∑
k=1

E [Ni,k ] =
K∑

k=1

αi βk πi,k E [N] i ∈ {1, . . . , I}
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Multiplikativer Tarif (6)

Daraus ergeben sich die Marginalsummengleichungen

I∑
i=1

α̂i β̂k πi,k =
I∑

i=1

Ni,k

N
k ∈ {1, . . . ,K}

K∑
k=1

α̂i β̂k πi,k =
K∑

k=1

Ni,k

N
i ∈ {1, . . . , I}

I∑
i=1

K∑
k=1

α̂i β̂k πi,k = 1

Positive Lösungen der Marginalsummengleichungen heißen
Marginalsummenschätzer.
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Multiplikativer Tarif (7)

Die Marginalsummenschätzung auf der Basis der
Schadenzahlen lässt sich durch das Maximum–Likelihood
Prinzip begründen.

Da die verdünnten Schadenzahlen bedingt multinomialverteilt
sind, erhalten wir mit n :=

∑
i,k ni,k

P

⋂
i,k

{Ni,k = ni,k}

 = P

⋂
i,k

{Ni,k = ni,k}

∣∣∣∣∣∣N = n

P [N = n]

=
n!∏

i,k ni,k !

∏
i,k

(
αiβkπi,k

)ni,k · p(n)

Dabei sei p : N0 → [0,1] gegeben durch p(n) := P [N = n].
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Multiplikativer Tarif (8)

Likelihood–Funktion:

L
(
α̂1, . . . , α̂I , β̂1, . . . , β̂K

∣∣∣ {Ni,k}i,k
)

=
N!∏

i,k
Ni,k !

∏
i,k

(α̂i β̂kπi,k )Ni,k · p(N)

Log–Likelihood–Funktion:

(log ◦L)
(
α̂1, . . . , α̂I , β̂1, . . . , β̂K

∣∣∣ {Ni,k}i,k
)

=
∑
i,k

Ni,k log(α̂i β̂kπi,k ) + C
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Multiplikativer Tarif (9)
Lagrange–Ansatz:

h
(
α̂1, . . . , α̂I , β̂1, . . . , β̂K , λ

)
=

∑
i,k

Ni,k log(α̂i β̂kπi,k ) + λ

1−
∑
i,k

α̂i β̂kπi,k


Partielle Differentiation und Nullsetzen ergibt∑K

k=1

Ni,k

α̂i
− λ

∑K

k=1
β̂kπi,k = 0 i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1

Ni,k

β̂k
− λ

∑I

i=1
α̂iπi,k = 0 k ∈ {1, . . . ,K}

1−
∑

i,k
α̂i β̂kπi,k = 0
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Multiplikativer Tarif (10)
und damit∑K

k=1
Ni,k = λ

∑K

k=1
α̂i β̂kπi,k i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
Ni,k = λ

∑I

i=1
α̂i β̂kπi,k k ∈ {1, . . . ,K}

1 =
∑

i,k
α̂i β̂kπi,k

Wegen
N =

∑
i,k

Ni,k = λ
∑

i,k
α̂i β̂kπi,k = λ

ergeben sich daraus die Marginalsummengleichungen∑K

k=1
α̂i β̂k πi,k =

∑K

k=1

Ni,k

N
i ∈ {1, . . . , I}∑I

i=1
α̂i β̂k πi,k =

∑I

i=1

Ni,k

N
k ∈ {1, . . . ,K}
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