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Multiplikativer Tarif — Beispiel (1)

Beispiel Kraftfahrthaftpflicht mit zwei Tarifmerkmalen:

Jahresfahrleistung (in km)
5000 | 15.000 | 20.000
Grundpramie: . . . .
575 54 unter 1 bis unter | bis unter | bisunter | mind.
‘ 9.000 | 15.000 | 20.000 | 28.000 | 28.000
Tarf- | 085 | 093 1,00 110 | 1,20
faktor
Tl 085 | 198,93 | 217.66 | 23404 | 257,44 | 280,85
Garage /1o ain 6,50 [ 31084 | 230,46 T 247,81 | 37250 | 267,37
Wohn- e T 090 21064 | 230,46 | 24781 | 27256 | 297.37
igent
e e Train | 1,00 | 23404 | 256,07 | 27534 | 302,87 | 330.41

Abbildung: Multiplikativer Tarif (aus Zocher (2006))
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Multiplikativer Tarif — Beispiel (2)

Vorteile eines multiplikativen Tarifs:
» Weniger Tariffaktoren als Tarifzellen.

» Trennung von Pramienniveau (Grundpramie) und
Struktur des Bestandes.
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Kollektives Modell — Definition

Das Paar
(N, X }jen )

mit N: Q — Np und X; : Q — R heif3t kollektives Modell,
falls gilt:

» Die Folge {Xj}jcn isti.i.d.
» Die Folge {X;};cn ist unabhéngig von N.

Interpretation:

» N ist die Schadenzahl des Bestandes (in einem
Geschéftsjahr).

» X ist die Schadenhdhe des j—ten Schadens des
Bestandes.
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Kollektives Modell - Gesamischaden

Wir betrachten den Gesamtschaden des kollektiven Modells:

N 00 n
=3 X = xn=m} X
= n—0 =1

Proposition.
> Esgilt o5 = my o px,.
» Im Fall P[X; € Ng] = 1 gilt mg = my o my,.

Proposition (Waldsche Gleichungen).
E[S] = E[NIEXi]
var[S] = E[N]var[Xi] + var[N]E[X;]?
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@ Abstraktes kollektives Modell
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Abstraktes Kollektives Modell — Definition

Das Paar

(N, {¥}jen )
mit N: Q — Ngo und Y; : Q — RP heil3t abstraktes kollektives
Modell, falls gilt:

» Die Folge {Y}jen isti.i.d.
» Die Folge {Y}};en ist unabhéngig von N.

Interpretation:
» N ist die Schadenzahl des Bestandes.

» Y ist die Schadenvariable des j—ten Schadens des
Bestandes.
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Abstraktes Kollektives Modell — Transformation

Sei g : RP — R eine meBbare Funktion, dann ist

(N,{go Yihjen )

ein kollektives Modell.
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Abstraktes Kollektives Modell — Verdinnung (1)

Sei Cy € B(RP) derart, dass fiir die Auswahlwahrscheinlichkeit
nk = P[Y1 € Ck] > 0 gilt. Die verdiinnte Schadenzahl Ny ist
durch

N
Ne = Y xX{vecy
j=1

und die verdiinnten Schadenvariablen sind durch
Yii = Y Xiut Yh
h=1

definiert, wobei der zufallige Index v ; rekursiv durch

vko = 0
inf{h S N|l/k7j,1 < h7 Yh € Ck}

Vk 7j

gegeben ist.

Klaus Th. Hess Zerlegung und Tarifierung



Abstraktes Kollektives Modell — Verdinnung (2)

Satz. Das verdliinnte Modell
<Nk, {Yk,j}j€N>

ist wiederum ein abstraktes kollektives Modell. Die Verteilung
der verdiinnten Schadenzahl ist durch ihre wahrscheinlichkeits-
erzeugende Funktion

my,(2) = my(1 — nk + 1k2)
bestimmt und fur die Verteilung der Schadenvariablen gilt
P[Yej<y] = P[Yi<ylYi€C
fur alle y € R.

Insbesondere gilt E[Ni] = nkE[N].
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Abstraktes Kollektives Modell — Verdinnung (3)

Beispiel. Sei N Poisson—verteilt mit Parameter A. Dann gilt
my(z) = e (172

und wir erhalten

my (2) = my(1 =k +nk2)
— e M1=(1—m+mk2))
ekaU*Z)

Daher ist Ny Poisson—verteilt mit Parameter \ry.
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Abstraktes Kollektives Modell — Zerlegung (1)

Sei {Cy, ..., Cn} eine endliche Zerlegung des RP mit
nk := P[Y7 € Ck] > 0. Verdlinnen wir das abstrakte kollektive

Modell
(N, {¥hjen )

bezlglich jeder Zerlegungsmenge Cy, so erhalten wir die
verdiinnten abstrakten kollektiven Modelle

<N17{Y1,j}j€N>a e <Nm7{ym,j}/eN>
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Abstraktes Kollektives Modell — Zerlegung (2)

Satz.
» Alle verdiinnten Schadenvariablen Yy ; sind unabhéangig.

» Die verdliinnten Schadenvariablen sind unabhangig von
den verdiinnten Schadenzahlen.

» FUr die verdiinnten Schadenzahlen gilt

Pry,. Npn = MUlt(N;nq,...,nm)

» Die verdiinnten Schadenzahlen sind genau dann
unabhangig, wenn die urspringliche Schadenzahl
Poisson—verteilt ist.
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Multiplikativer Tarif (1)

Wir betrachten das abstrakte kollektive Modell

(NG U )Y )

Interpretation:
» Xj: Q — Rist die Schadenhbhe
» U :Q— {1,..., 1} ist die Tarifklasse des 1. Tarifmerkmals
» T;:Q— {1,...,K} ist die Tarifklasse des 2. Tarifmerkmals
> (U;, T)) ist die Tarifzelle

des j—ten Schadens.
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Multiplikativer Tarif (2)

Weitere Annahmen:

» X;und (U}, T;) sind unabhangig.

» Es gibt positive Parameter «;, Bk, mj x mit

P[(U. T)) = (i,k)] = aiBxmix
furalleie {1,...,I}und k e {1,...,K}.

Dabei sind 7; x bekannte VolumenmaBe und «;, 3k unbekannte
Parameter.

Es gilt

K
SN aifkmig =1

i=1 k=1
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Multiplikativer Tarif (3)

Wir setzen C; x := R x {i} x {k} und zerlegen das abstrakte
kollektive Modell

(NACG U T o)
nach den Tarifzellen. Dann gilt
Nik = Bk Tik
und wir erhalten die abstrakten kollektiven Modelle
<Ni,k;j, {(Xiij Ui Tikii) }jeny >
Auf Grund der Konstruktion gilt

U,'7k;/' =1 und 7-,'7;(;/' =k
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Multiplikativer Tarif (4)

Daher kénnen wir uns auf die kollektiven Modelle
<Ni,k7 {Xi,k;j}jEN>

beschranken.

Far die Verteilung der Schadenhdhen gilt:

= P[X<xU=iTj=k|U=iT=K
P X < x]
Damit sind alle verdiinnten Schadenhdhen i.i.d. und ihre

Verteilung kann mit den Methoden der klassischen Statistik
geschatzt werden.
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Multiplikativer Tarif (5)

Far die verdinnten Schadenzahlen gilt
E[N;«] = a; B ik E[N]

Durch Summation erhalten wir

I I
> EINikl = Y eiBkmikE[N] ke{l,....K}
i— i—

K K

S ENikl = D eiBkmik E[N] ie{l,....1}
p pa
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Multiplikativer Tarif (6)

Daraus ergeben sich die Marginalsummengleichungen

~

Qi Bkmik =

ik
N ke{l,... K}

M\
.M‘
2

1

T
Il
N

o~

B Ni; k
iBkTik =

N

M=

ie{tl,....1}

M= T
Q)
i

L)

—

ik ik =

>

i=1

>
I
R

Positive Losungen der Marginalsummengleichungen heif3en
Marginalsummenschéatzer.
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Multiplikativer Tarif (7)
Die Marginalsummenschéatzung auf der Basis der

Schadenzahlen lasst sich durch das Maximum-Likelihood
Prinzip begrinden.

Da die verdiinnten Schadenzahlen bedingt multinomialverteilt
sind, erhalten wir mit n := ZLK N k

P m{Nivk = n,-,k}] =P ﬂ{Ni,k = n,-yk} N=n P[N = n]
ik ik
= aiBymik) ™ - p(n)
Hlk lk' l_k[ : §

Dabei sei p: Ny — [0, 1] gegeben durch p(n) := P[N = n].
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Multiplikativer Tarif (8)

Likelihood—Funktion:
L(@1. . ar Bro- . B ‘ [Nihin)
= Hk/Nvlk' [T ot
Log—Likelihood—Funktion:
(logoL) (@, @1 By B | {Nixhi)

— Z N k Iog(&,ﬁkm,k) +C
ik
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Multiplikativer Tarif (9)

Lagrange—Ansaiz:

h(a1,...,a,,31,...,BK,A)

= Z Ni,k |Og(a,’3kﬂ'i,k) + A (1 - Z ainﬂi,k)

ik ik

Partielle Differentiation und Nullsetzen ergibt

K N; K ~ .
Z :k_AZk:1ﬁk7Ti,k =0 16{1,...,/}

I Nik T B
ZI:1 Bk 7>\Z,':1 QiTik = 0 k€{1,,K}

1*Zi’kaiﬁk77i,k =0
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Multiplikativer Tarif (10)

und damit
K K - .
Ni,k = )\Zk:1 a/ﬂkTF,"k ie{1,...,1}
! I~
Z/':1 Nijk = )‘2,21 Bk K ke{l,...,K}
T = Z,.k QiBkTik

Wegen

N = th Nixk=A Zi,k QifkTik = A

ergeben sich daraus die Marginalsummengleichungen
K K Ni,k

Zk:1 8 Brmin = Zk:1 N ie{1,....1}
I~ / N'k
ZH Qi P mik = ZI_:1 I(I ke{l,...,K}
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