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1 Einleitung

In den Jahren 1822 und 1845 schrieben der franzosische Forscher Claude-Louis Navier
und der englische Physiker George Stokes unabhéngig voneinander ein System von Glei-
chungen auf, welches das Verhalten von inkompressiblen viskosen Fluiden beschreibt. Sie
erweiterten die bekannten Euler-Gleichungen um die inneren Kréfte zwischen den Mo-
lekiilen und schufen damit die Grundlagen der Strémungsmechanik. Das Gleichungssys-
tem wurde spéater noch erweitert, um verschiedenen Aspekten realer Fluide Rechnung zu
tragen, so z.B. der Kompressibilitdt oder auch chemischen Reaktionen. Dieser Diplom-
arbeit liegen die Navier-Stokes Gleichungen fiir kompressible Fluide in der Form partieller
Differentialgleichungen fiir die Zustandsgréfien der Dichte o, der Impulse puq, pus, pus und
der Gesamtenergie E zugrunde. Die Gleichungen sind in (2) auf Seite 4 zu finden. Da es
fiir die meisten physikalisch relevanten Félle nicht moglich ist, analytische Lésungen zu
finden, werden numerische Losungen gesucht, die das Stromungsverhalten in guter Néhe-
rung beschreiben.

Einer der aktuellen Forschungsschwerpunkte in der numerischen Simulation von Stro-
mungen ist die Handhabung turbulenter Strémungen. Als turbulent wird eine Stromung
bezeichnet, wenn deren Geschwindigkeitsfeld beziiglich Raum und Zeit iiber einem weiten
Skalenbereich variiert. Die sogenannte Direkte Numerische Simulation (DNS), bei der die
Navier-Stokes Gleichungen ohne zusétzliche Modellierung direkt diskretisiert werden, kann
nur fiir kleine Reynoldszahlen Re und relativ einfache Geometrien angewandt werden, da
Rechen- und Speicheraufwand mit Re?® bzw. mit Re”* anwachsen und fiir kompliziertere
Problemstellungen die technischen Moglichkeiten iibersteigen. Fiir praxisrelevante Konfi-
gurationen kénnen nur Naherungsrechnungen durchgefiihrt werden, die nicht mehr auf den
exakten Navier-Stokes Gleichungen basieren, sondern z.B. auf den Reynolds-gemittelten
Navier-Stokes Gleichungen (RANS). Hierbei werden die Geschwindigkeiten in einen zeit-
lichen Mittelwert und zugehorige Fluktuation aufgespalten und die Navier-Stokes Glei-
chungen umgeformt, so dass wieder Navier-Stokes Gleichungen entstehen, aber diesmal
fiir die Mittelwerte. Fiir die Kreuzkorrelationen der unbekannten Fluktuationen, die in
die RANS-Gleichungen einflielen, miissen Modelle angegeben werden.

Einen anderen Weg beschreitet die in dieser Diplomarbeit angewandte Methode der Large-
Eddy Simulation (LES). Hierbei werden die grofien Strukturen im Stromungsfeld wie in
einer DNS aufgeldst und berechnet, also exakt im Rahmen der numerischen Genauigkeit
und die Effekte der kleinskaligen Wirbelstrukturen mit Hilfe von Modellen nachgebildet.
Der Vorteil gegeniiber den RANS-Methoden liegt darin, dass nun nicht nur zeitlich gemit-
telte Werte berechnet werden, sondern auch instationére Vorgénge der Stréomung vorher-
gesagt werden konnen. Damit verbunden ist ein hoherer Aufwand, da ein Modell, welches
die Interaktionen verschiedener Wirbelskalen nachbildet und oft auch ein feineres Gitter
als bei den RANS-Methoden benoétigt wird. Die Modelle sollen hauptséachlich den Ener-
gietransfer zwischen grofien und kleinen Strukturen nachbilden. Dieser Transfer reicht
von integralen Skalen bis hin zu den Kolmogorov-Skalen, in denen die Energie aufgrund
molekularer Dissipation in innere Energie umgewandelt wird. Die Modelle kénnen entwe-
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der explizit als Terme in den Navier-Stokes Gleichungen vorgegeben werden oder implizit
durch das Verfahren selbst.

In dieser Diplomarbeit wird der Weg iiber die implizite Modellierung beschritten und
ein kiirzlich fiir den eindimensionalen Fall vorgeschlagenes Modell [1] auf den kompres-
siblen dreidimensionalen Fall erweitert, sowie in ein bestehendes Programmpaket NSMB
(Navier-Stokes-Multi-Block) implementiert. Fiir die Validierung des Moduls wurde der
Taylor-Green Wirbel (siche z.B. [2]) untersucht. Das eigentliche Ziel, die Simulation tur-
bulenter isotroper Stromungen, wurde mit dem Referenzfall ife96 aus [3] durchgefiihrt
unter Nutzung von Startwerten, die das Programm COBOX [4] liefert.

Die Aufgabenstellung fiir die Diplomarbeit umfasste dabei folgende Punkte:
e Das Programmpaket NSMB etablieren und validieren

e Das XWENO-Modell implementieren

Das Modell fiir Navier-Stokes Gleichungen verbessern mittels

— evolutionédrer Optimierung in 1D, siehe [1]

— manueller Optimierung

Analyse der modifizierten Differentialgleichung fiir effektiveres Modell durchfiithren

Implizite LES Rechnungen fiir isotrope Turbulenz aufsetzen und analysieren

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Teile. In den Abschnitten 2 und 3 werden die
Methode der LES und der Entfaltungsoperator hergeleitet und untersucht. Das Kapitel 4
behandelt die Definition des impliziten Modells, dessen Validierung mit dem oben geschil-
derten Testfall des Taylor-Green Wirbels und die Analyse mittels MAPLE. Den Abschluss
bildet das Kapitel 5 iiber die Simulation der isotropen Turbulenz und deren Auswertung.
Im Anhang wird kurz auf das spezielle Problem des Bestimmens optimaler Parameter
mittels Evolutionédrer Optimierung eingegangen. Die Programmtexte der fiir diese Diplom-
arbeit entwickelten Routinen zur Simulation und Analyse sind aufgrund ihres Umfangs
nicht abgedruckt, sondern auf der beiliegenden CD zu finden. Die Eingabedateien fiir die
Simulation mit NSMB sind ebenfalls auf der CD enthalten.
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2 Large-Eddy Simulation

Die Idee der Large-Eddy Simulation (LES) besteht darin, das Stromungsfeld nicht bis hin
zu den kleinsten Skalen aufzulésen, sondern eine grobere Auflosung zu wéhlen. Da diese
notwendigerweise weniger Information enthélt, aber dhnlich gute Ergebnisse erzielen soll,
miissen Modelle fiir die nicht-aufgelosten Terme, sogenannte Subgrid-Scale-Terme (SGS-
Terme) zur Verfiigung gestellt werden. Eines der am haufigsten genutzten SGS-Modelle
wurde von Smagorinsky [5] eingefithrt und spéter durch verschiedene Modifikationen ver-
bessert.

Solche expliziten SGS-Modelle besitzen meist formal die Ordnung O(h?), d.h. fiir glatte
Daten entstehen bei der Taylorentwicklung dieser Modelle nur Terme mit h? als Fak-
tor. Um unerwiinschte Interaktionen zwischen Diskretisierung und Modell zu verhindern,
werden fiir die Diskretisierung der Differentialgleichungen Verfahren hoherer Ordnung
benotigt. In [6] wurde eine theoretische Analyse des Anteils des Diskretisierungsfehlers
im Gesamtfehler durchgefithrt und Diskretisierungsverfahren 2., 4., 6. und 8. formaler
Ordnung verglichen. Ein Ergebnis dieser Analyse ist, dass die Diskretisierungsfehler der
Verfahren 2. Ordnung den Einfluss des SGS-Modell {iberwiegen.

Andererseits kann eine Diskretisierung 2. Ordnung einen dhnlichen Effekt wie ein SGS-
Modell hervorrufen. Dies ist die Motivation fiir implizite SGS-Modelle, wobei die model-
lierenden Terme nicht mehr explizit gegeben sind und einen physikalischen Hintergrund
haben, sondern in der Diskretisierung verborgen liegen.

Dieses Kapitel beschreibt die Herleitung der grundlegenden Gleichungen fiir die LES auf
mathematischem Weg und die Idee der Analyse der modifizierten Differentialgleichung als
Hilfsmittel fiir die implizite Modellierung.

2.1 Herleitung der LES-Gleichungen aus den kompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen

Die Grundgleichungen fiir die Berechnungen von kompressiblen Stromungen sind die kom-
pressiblen Navier-Stokes Gleichungen, welche Masseerhaltung, Impulserhaltung und Ener-
gieerhaltung beschreiben. Die Kurzform

(9tv + (91F1(V) + 6’2F2(V) + 83F3<V> =0 (1)

mit dem Zustandsvektor v = (o, ouy, ous, ouz, E)T, der Dichte, Impulse und Gesamt-
energie beinhaltet, steht fiir folgende Gleichungen:

0o +>20;(0u;) = 0,
J
8t(gui) + Zﬁj(guiuj) + &»p - ZajO'ij = 0 (Z = 17 2, 3), (2>

J

J
J 2y} J

Die partiellen Ableitungen J;, d;, > und 03 sind dabei die Ableitungen beziiglich der Zeit,
bzw. der drei Raumrichtungen. Die weiteren in (2) vorkommenden Gréfien sind der Druck
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p, der mit der Gesamtenergie E in folgender Beziehung steht
p 1 2
E = - :
—+5 Z ou,

die j-te Komponente des Wérmestromes

w(T) ,
(k — 1)RePrM? o

q; =

und der viskose Spannungstensor

Fiir die Berechnung der letzten beiden Gréflen werden noch Formeln fiir die Temperatur
T, die Viskositét p und den Verzerrungsgeschwindigkeitstensor \S5;; bendtigt:

T = wM?L
0
s1+C
T = T2

2
Sij(u) = 8jui+8iuj_§6ij E OpUy.
k

Die in den Formeln auftretenden Konstanten sind die Machzahl M, die Reynoldszahl Re,
die Prandtlzahl Pr, der Isentropenexponent x und die Sutherland-Konstante C'. Diese
Zahlen sind Stoffkonstanten bzw. Parameter und abhéngig vom jeweils untersuchten Fall.
Die nachfolgende Herleitung der Gleichungen fiir die LES fiir kompressible Stromungen
wurde in Anlehnung an [7] und [8] durchgefiihrt.

Die LES wird hierbei als eine Finite Volumen Methode (FVM) interpretiert. Damit wird
gleichzeitig erreicht, dass die Konservativitéit der Navier-Stokes Gleichungen (1) bei der
Diskretisierung erhalten bleibt. Das Raumgebiet wird in Quader I, zerlegt, die als kar-
tesisches Produkt aufgefasst werden kénnen:

Liji = [xi,%,xwr;] X [yjfévijr%] X [Zl7%7zl+%]'

Der Mittelpunkt des Quaders habe die Koordinaten (x;, y;, 2;) und die Seitenléngen seien
hoy = @1 =2 15 by, = i1 —y; 1, sowie by = 201 — 2 1.
Die genutzte Filterung der hier untersuchten LES ist die Faltung mit dem top-hat-Filter
G. Dieser ist fiir I;;; definiert als
1 1 fir (z,y,2) € I;;
Giji(z,y,2) = ——— ( ) e
hohy bz |0 sonst

Fiir die LES konnen auch andere Filter, wie spektrale Abschneide-Filter genutzt werden,
bei denen sich das Verfahren nicht mehr als FVM interpretieren léasst.
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Die Faltung mit G vereinfacht sich fiir eine beliebige integrierbare Gréfle f zur Integral-
mittelung iiber der Zelle I;;

Fi=Gunl = th/fdQ

a5l

Wenn f dabei einen Vektor darstellt, so ist die Integration komponentenweise zu verste-
hen. Fiir die kompressiblen Variablen wird ein dichtegewichteter Filter, der Favre-Filter
definiert:

; Qf

f —

0
Im Gegensatz zum top-hat-Filter G kann die Reihenfolge von Filterung und partieller
Ableitung beim Favre-Filter nicht vertauscht werden. Die Anwendung der Filterung auf
die Kontinuitdts- und Impulsgleichung aus (2) erfolgt direkt und ergibt:

a0+ Y 0;(al;) = 0, (3)
J
0oti;) + Y 0;(0tisiy) + 0p— > 0565 = — Y dor;+ 0505 — i), (4)
J J J J

Die auftretenden neuen Terme entstehen aufgrund der Nichtlinearitdt der Impulsglei-
chungen und der Eigenschaften des Favre-Filters und sind wie folgt definiert:

Tij = UZ'UJ‘ — ﬂiﬂj,
T = /<;M2]—z,
0

wT) o -

Tij “he (1)

Die Energiegleichung wird nicht gefiltert, sondern es wird fiir die aufgeloste Energie E
eine Erhaltungsgleichung hergeleitet. Dafiir werden folgende zwei Definitionen genutzt:

E = 0il7 (5)

(k — 1)RePrm2™’

Die Erhaltungsgleichung der Energie entsteht nun aus der partiellen zeitlichen Ableitung
von (5) und einer Entwicklungsgleichung fiir den Druck. Um die Darstellung der Her-
leitung zu vereinfachen, wird die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. Summation iiber
wiederholte Indizes, und die Gleichung (3) genutzt. Es entsteht

1
1 +0; ( guzuz> )
W—’ —_——

Eint FEkin

OHE = c%
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Die partiellen zeitlichen Ableitungen der beiden Energieanteile konnen wie folgt umge-
formt werden:

1 o
O Eyin = 5@(@%%)
1, . 9o
= 3 (2u,8t(guz) u; 3,5@)
A 1. .
= U0:(0U;) + 5“?@‘(@%),
O = O——,
Kk—1
= —0;q+ 0,;0;u; luj@jp pO;ju,;
Damit entsteht unter Nutzung von (4)
2 D 1.,
O = @E — Gt — —at(guzuz)
k—1
o - . [ 1
= OF — u;0:(0u;) — u 20, ;(01;) + 0;G — 04;0;u; + P 1uj8jp+ pa u;

— OF+ (0, (gulu]) + 0ip — 0;645 + 0;0mi; — 0 (UU Gij))
1 S |
—5;0;(01;) + 9,4 — 050jui + ——u;0;p + ——pdju;.

Nach Umordnen, Einsetzen der Subgridterme und Vereinfachen der rechten Seite entsteht

1. . N . K
O E + 0;; —51;0;1; — 1,0;6 U” 28 (ot;) + w;0;(ot;u;) + — 1u]0]p + p8 or
o 8.0, (21iy72) ﬁf?ﬁﬁaj)

a 1 L P
= — w0;(0my) — —0;(Wp — w;p) — (pdju; — pO;t;)
+ (03;0u; — 64;0;1;) + 1;0;(035 — 035) + 0;(d; — @j)-

Es resultiert damit das folgende LES-Gleichungssystem, welches ein Navier-Stokes Glei-
chungssystem in den gefilterten, bzw. aufgelosten Variablen o, ptiy, otis, otiz, ¥ ist und
dessen rechten Seite die SGS-Terme beinhaltet.

at@“i—za‘ (ou;) =0
+Z€9 (oitt;) + 9;p — Za Gij ==Y _050m; + ) 05(5i = 53) (g
j j

8tE—|—Za E+p Za UZO'” +Zﬁjq]— —Qp — Qg — Q3 + g + a5 + Qg
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a = ) u0;(am;) = (03050 — 5i;051s)
2Y) 4,7
az = 52 0i(Wp—wp) a5 = X U0;(0y — Iy)
J 2y
as = 2(pOju; —poji;)  ag = 305(q; — @)
J

J

In der expliziten Modellierung miissen fiir die nicht geschlossenen Terme der rechten Seite
in (6) Modelle aufgestellt werden. In der Praxis werden nur die wichtigsten modelliert,
d.h. 7; und o, ..., 4. In [7] wird gezeigt, dass in kompressiblen Mischungschichten die
restlichen Terme um eine Gréfenordnung kleiner sind und daher vernachléssigt werden
konnen.

2.2 Implizite Modellierung und die Analyse der modifizierten
Differentialgleichung - MDEA

Jedes in den gefilterten Variablen ausgedriickte Diskretisierungsverfahren kann als impli-
zites SGS-Modell interpretiert werden. Fiir die Entscheidung, ob dieses implizite Modell
sinnvoll ist, kann der formale Vergleich zwischen einem expliziten und dem impliziten
Modell genutzt werden. Dies kann mit Hilfe der Analyse der modifizierten Differential-
gleichung (modified-differential equation analysis - MDEA) geschehen. Die dafiir nétigen
Grundlagen werden in diesem Abschnitt erldutert.

Nach der Faltung mit G entsteht aus (1) die Gleichung

8t\7 + G x 81F1(V) + G x 82F2(V) + G x 83F3(V) =: 85’ + G x leF(V) =0. (7)

In der Rechnung ist nur der gefilterte Zustandsvektor v bekannt und die Gréfle v ist rein
formal definiert durch
v=G1%v.

Diese Entfaltung ka/ng nur ndherungsweise geldst werden. Der approximative Entfaltungs-
operator wird mit G—! bezeichnet und die damit entfaltete Grofie v := G~1(v). Die Inte-
gration tiber dem Raumgebiet mittels des Operators G wird ebenfalls nur néherungsweise
mit einem numerischen Integrationsschema gelost. Dies wird mit der Schreibweise G fiir
die approximative Filterung beachtet. Als letztes wird zur Modellierung die Flussfunk-
tion F durch eine numerische Flussfunktion F ersetzt. Damit entsteht die modifizierte

Differentialgleichung N =
0¥ + G x divF(¥) = 0, (8)

die fiir die Rechnungen genutzt wird. Ein irERlizites Modell wird mit der speziellen Wahl
des approximativen Entfaltungsoperators G—!, der numerischen Integration G und der
numerischen Flussfunktion F festgelegt.

In der MDEA wird nun der numerische Fehler betrachtet, der aufgrund der Rechenvor-
schrift (8) entsteht, die anstelle von (7) genutzt wird. Dieser numerische Fehler ey lésst
sich wie folgt berechnen:

v + G * divF(v) = G * divF(v) — G« divE(¥) =: ey. (9)
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Die linke Seite von (9) entspricht der linken Seite der LES-Gleichungen (6). Wenn die
rechten S@En ebenfalls ndherungsweise iibereinstimmen, so enthélt das Modell, welches
durch G , G=1und F gegeben ist, ein implizites SGS-Modell. Um dies nachzuweisen, kann
z.B. ein bereits existierendes explizites Modell anhand seiner Fehlerterme nachgebildet
werden. Dies wurde im 1D-Fall in [1] am Beispiel des Smagorinsky-Modells durchgefiihrt.
Es konnen aber auch theoretische Aussagen beziiglich erwarteter Fehlerterme in ey fiir
die Modellierung genutzt werden.

Fiir diese Diplomarbeit wurde die MDEA mit Hilfe des Programmpaketes MAPLE! durch-
gefithrt. Das genutzte Skript ist auf beiliegender CD zu finden.

IMAPLE 9, Waterloo Maple Inc., http://www.maplesoft.com
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3 Definition und Analyse des Entfaltungsoperators

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Definition und Analyse des in [1] vorgeschlagenen
Entfaltungsoperators im Hoherdimensionalen.

3.1 Herleitung des Entfaltungsoperators

Der Entfaltungsoperator soll approximativ die mittels Faltung durchgefiihrte Integralmit-
telung

f=Gxf
nach der ungefilterten Variablen f umkehren. Dabei werden die ENO-Methoden (essen-
tially non-oscillatory), die in [9] eingefithrt wurden, und deren Erweiterung als WENO-
Methoden (weighted ENO) genutzt. Eine Ubersicht iiber diese Verfahren und die damit
verbundenen Entfaltungen bietet [10].
Der Grundgedanke besteht darin, mittels einer geeigneten polynomialen Interpolation aus
mehreren gefilterten Werten die ungefilterten Werte in den Zellen wiederherzustellen.

3.1.1 Rekonstruktion in 2D

Im Folgenden wird der Entfaltungsoperator im Zweidimensionalen hergeleitet. Die ein-
dimensionale Herleitung ist z.B. in [1] zu finden und die analoge Erweiterung auf den
3D-Fall wird im n#chsten Abschnitt gezeigt.

Fiir die Rekonstruktion sind die Integralmittel einer beliebigen Funktion f(z,y) iiber den
Zellen I;; der Gebietszerlegung gegeben:

Gesucht ist nun ein Polynom pj?(z,y) vom Grad k — 1, welches f im Inneren der Zelle I;;
mit Ordnung k approximiert, d.h.:

iz, y) — f(z,y)| = O (BY), V(z,y) € I,

mit h = g;f@x(hzi, h,,). Das gesuchte Polynom soll dabei als eine Kombination der Zell-
i,

mittel definiert werden:

e
L
>~
L

p:]s ($, y) = Ckrsfn(xa y)ﬁ?r+£,jfs+?7'
0mn

o~
Il
Il
o

Fiir die Definition des Polynoms werden k x k zusammenhéngende Zellen genutzt. Fiir die
Wahl eines solchen Stencils S (engl. fiir Schablone), welcher die Zelle I;; enthalten soll,
stehen somit mehrere Moglichkeiten zur Wahl, die mit Hilfe der Parameter (r,s) ausge-
wahlt werden. Dabei gibt r die Verschiebung der z-Komponente und s die Verschiebung
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a) b)

. I] . L I,} .
c) d)

. : - : : .

Abbildung 1: Mégliche Stencils S™ fiir k=2, a) S, b) S1° ¢) S% d) S

der y-Komponente an. Die Abbildung 1 zeigt die Moglichkeiten fiir S™ fiir den Fall £ = 2.
Die Faktoren cjysen(2z,y) sollen dabei von der Funktion f unabhéngig sein und nur von
der Genauigkeitsordnung £, den Zelldimensionen h, und h,, der Position x,y innerhalb
der Zelle I;; und dem Stencil S™ der entsprechenden Zellmittel abhéngen.

Um diese Faktoren zu erhalten, wird zunéchst die Stammfunktion von f betrachtet:

:]/yfdQ.

Die Werte von F' in den Eckpunkten der Zellen sind aufgrund der Integralmittel f;; be-
kannt:

F(H— ,y]+>= / /fdQ_ Z fonhxshyn
N=—00&=—00

Das Polynom P;;(z,y) wird definiert als Lagrange-Interpolierende der Stammfunktion F
in den Zelleckpunkten

{(xi—r+m—%7yj—s+n—%> ;m=0,....kn=0,.. 7k3}
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des Stencils S™, welche innerhalb der Zelle I;; mit der Ordnung £ die Funktion F* appro-
ximiert. Damit ist das Polynom P/ eindeutig bestimmt zu

ko k
P;;‘S(ffay) = Z ZF <$i—r+m—%7yj—s+n—%> :

m=0 n=0
ﬁ L= Ty gy i Y= Yjsyi-1 (10)
=0 xifr+mf% — T 7"+lf§ =0 y] s+nf— y] s+t77
l#m t#n
Da
i ﬁ T =T gy _ i ﬁ Y= Yjste-1 _q
m=0 =0 Liptm—1 xifrJrlf% n=0 t=0 yjfs+nf— y] s+t——
l#m t#n
und

F (‘ri-l-m—%?yj-&-n—%) - F (Ii—i-m—%ayj—%) -
F(xz‘—%7yj+n—%> +F<xi—%ayj—%> = ; ; +§,]+nhzghyn

gilt, kann (10) wie folgt umgeschrieben werden:

‘Pigs(xv y) - F (xi—r—l-m—%? yj—s—%) - F (xi—r—%7yj—s+n—%) + F (Ii—r—%’yj—s—%> =
1 k

n—1 _ T—T. 1 k Y=y, 1
i—rtl—5 J—st+t—5 o
> ficrvejmstnhachy, 11 5 — 11 =

m=0n=0 §:0 T]=0 =0 i7r+m—§ xi*TJrl*% t=0 yjfs+n7%_yjfs+t7%

l#m t#n
k=1k—1 & k k . ) & vy

i—r+l—§ - 9+t—§ _
> hahy, [T 7 ] ~fioriesin
= = = = — i—r4+m—35 i—rtl—5 f—, j—st+n—2i i—s
£=0 n=0 m=£+1 n=n+1 ll760 tm—3 =3 5#0 tn-3 +i-
m n

(11)
Da das urspriinglich gesuchte Polynom pj? die Groie f approximieren soll und f die
gemischte Ableitung von F' ist, wird (11) nach den beiden Variablen x und y abgeleitet:

k k k k

i—r+la—5 j—st+ta—35
> Il (¢—= )2 I (v~ !
[=0 [2=0 t=0 t2=0
I#m Iy £l,m t#n ty#£t,n

Jiertgj=stn-

e

k
[] (xifrerf% - xifr+lf%>
1=0

(yjfernf% “Yjsrt-1

¥
3
T
3o
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Mit der Definition von

k k k k
Z H (I— T;_ r+l2—)t . 1__[0 (y_yj_s.;.tQ_%)

k k ll:() ll;é:lo t7:£ #_t
L] miz7#l,m nto 1
Chnsen (T:Y) = Z Z haely, — k
m=tHn=ntl IH (xifr+mf% - xifrJrlf%) tl:IO <yjfs+nf% - yjfsﬁ‘f%)
m iZn
(12)
ist das gesuchte Polynom p!? vollstandig definiert

k=1 k—1

P (@, y) = Clorsen (T, Y) fimrejmstn- (13)
£=0 n=0

Das Gewicht cfrsgn in (12) ldsst sich umschreiben und damit die Analogie der eindimen-

sionalen Entfaltungen zu den héherdimensionalen zeigen, siehe auch [10]:

ko k
> II (x—xi—rﬂz—%)
k 1=0 =0

k k
2 Ho <y - yjfs+t27%)
= = =0 ty—
i I#m o #l,m 75 toF#
ijrsgn<m7 y) = Z hmé - Z hyn
H

m=¢+1 H T pym—1 — xi—r—i—l—%) n=ntl — (yj—s—i-n—% - yj—s+t—%>
l;ém t;«_én
e (@) & on ()
Damit entsteht aus (13)
k—1 k-1
p;;(x, y) - C%rf( ) Cl]csn(y)fi—r+§,j—s+n (14>
£=0 n=0

und die 2D-Rekonstruktion kann als Nacheinanderausfithrung von zwei 1D-Rekonstruk-
tionen aufgefasst werden.

Der Schwerpunkt dieser Diplomarbeit lag in der Untersuchung isotroper Strémungen, d.h.
Stromungen, die keine bevorzugte Richtung besitzen und periodisch in alle Raumrich-
tungen sind. Daher wird fiir die weitere Untersuchung, wie auch in der Simulation, ein
in jede Raumrichtung dquidistantes Gitter zugrunde gelegt, d.h. h,, = h,, h,, = h, und
h. = h, fiir alle 7, 7,1, und periodische Randbedingungen angenommen. Die Gewichte
crre () vereinfachen sich fiir = z; + Ah, mit —% <)\ < % zu

k k
> I (A= (=r—3))
o B
cz\rﬁ = C;cr§<$) - Z : k : (15>
nE T m-)
=0
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Eine analoge Beziehung gilt fiir a@w in der zweiten Raumrichtung. Die Gewichte sind
somit im dquidistanten Fall konstant fiir alle Punkte des Gitters und kénnen im Vorfeld
der Programmierung berechnet werden.

Bislang wurde auf die Wahl des Stencils S™ nicht eingegangen und die Gleichung (14)
beschreibt die Rekonstruktion fiir einen festen Stencil S™. Dies entspricht dem ENO-
Schema, bei dem aus der Menge aller Rekonstruktionen eine ausgewéhlt wird. Die aus-
gewahlte Rekonstruktion nutzt dabei den Stencil, dessen Punktmenge ein Glattheitsmafl
minimiert. Das WENO-Schema nutzt im Gegensatz dazu alle Rekonstruktionen, indem
die moglichen Rekonstruktionen adaptiv gewichtet und linear kombiniert werden. Das in
[1] vorgeschlagene implizite SGS-Modell beinhaltet das XWENO-Schema (extended WE-
NO), eine Erweiterung des WENO-Schemas, in dem zusétzlich tiber alle £ = 1,..., K
kombiniert wird.

Das WENO-Schema in 2D wird analog zum ENO-Schema als Nacheinanderausfithrung
von zwei 1D WENO-Schemata aufgefasst. Die adaptiven Gewichte w fiir die Linearkombi-
nation im WENO-Schema werden mit Hilfe eines Glattheitsmafles bestimmt. Eine Mog-
lichkeit dafiir ist die Totalvariation (TV), welche in z-Richtung fiir f als

k—2
ok Z |fz+m+7“+1 Jts T f%+m+rj+s|

definiert ist. Ein anderes Maf ist von G.-S. Jiang und C.-W. Shu in [11] vorgestellt worden.
Es ist definiert durch die Vorschrift:

—Z / B (0l () d (16)

m\»—‘

Fiir £ = 2 und 3 entstehen mit (16) die folgenden Mafle:

583,5,2 = <ﬁ+1,j+s - ﬁ,j+s)2,
5%,3,2 = (fi J+s — fi—l,j+s)2,
z 13 1, - _ _ ,
ﬁ0,5,3 = 12 (fz Jts T 2f1+1 g+s fH-? ]+S) + Z(gfi,j-m - 4fi+1,j+s + fi+2,j+s) )
, 13 1 - _
61,3,3 - 12 (fz 1j+s — 2fz J+s + fz—l-l ]+S) Z(fi—l,j—i—s - fz’+1,j+s)2,
N 13 1 - _ _
ﬁ2,5,3 = 12 (fz 2,j+s = 2fz 1j+s T fz ]—i-s) Z(fi—?,j—i-s - 4fi—1,j+s + 3fi,j+s)2-

Mit dem gewihlten G-Mafl und einem festen, von der Entfaltungsstelle (x,y) abhéngigen
Parameter v wird die Grofle R
0y = —
(e + Bra)?
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definiert. Der Wert € mit 0 < € < 1 dient dabei zur Verhinderung der Division durch
Null. Damit die Summe der Gewichte 1 ergibt, werden die Gewichte w als

al’
Wirs = 770 (17)

Z O'/its
t=0

definiert. Damit in (17) keine Division durch Null auftritt, muss gefordert werden, dass
fiir die freien Parameter v > 0 gilt. Eine Alternative dazu wird in [12] vorgestellt.
Die Gewichte fiir die y-Richtung werden analog zu (17) definiert:

Mit diesen Uberlegungen ist die WENO-Methode vollsténdig definiert und die XWENO-
Erweiterung als Linearkombination {iber k kann als Vorschrift notiert werden:

1
fi+szj+>‘y = Z E wl:grs Ckrfwkrs Z Cksnfl r+§,j—s+n- (18>

k=1 r=0 s=0 £=0

Die Entfaltung wird benotigt, um den numerischen Fluss durch die Seiten der Zelle I;;
zu definieren. Fiir die anschliefende numerische Integration wird eine Quadraturformel
angewandt, die als Stiitzstellen die Seitenmittelpunkte nutzt. Somit werden nur die Re-
konstruktionen an den vier Punkten {(z; Titl, Yi), (i, 1 )} bendtigt. In jedem der Rand-
punkte einer Zelle kann die Approxmlatlon entweder von innen oder von auBen durchge-
fithrt werden, wie Abbildung 2 illustriert. Aufgrund der Nacheinanderausfithrung der 1D-
Entfaltungen, sind die Parameter v*+ die gleichen wie 4 fiir A, = \,. Somit existieren die
Gewichte w (und die freien Parameter ) in zwei Sitzen, einmal 47 fiir die 1D-Entfaltung
am linken Zellrand und einmal 4~ fiir die 1D-Entfaltung am rechten. Zusétzlich muss
fiir die jeweils zweite Komponente eine Rekonstruktion in der Mitte des Intervalls vorge-
nommen werden. Dafiir wird ein dritter Satz benétigt, welcher mit 4" bezeichnet wird.
Zusammenfassend lassen sich die vier zu rekonstruierenden Werte der Zelle I;; wie folgt
schreiben:

K k—1k-1
f;rw = 1;%1»—0 S_OW krs Z Che,rgw? krs Z Ck sﬁ,nfz rHEj—s+m;

K k—1k—1
f::%,g = > % > W, Z Chyr—1,69% s Z Cr,s—1 nfz r4+E,j—s+

Ry " (19)
fz’_ﬁ% = I{;%S;M;)W krsnz_ock,smw mgz Ck'r——,ﬁfl r+&,j—s+mns

K k—1k-1
f;j,% = > % k'rs Z Ch,s—1,9W" krs Z Ck r”,gfz T+ j—s+n-

£
Il
—
V)
Il
=)
3
Il
<)

77_

Die Abbildung 3 zeigt symbolisch die Vorgehensweise fiir die WENO-Entfaltungen in
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f+
ij+1/2
A

fijrar

4 @ ). _®

T - + -
fiaj fiiar | fiarz fij fivazj | fivarz i+1,j

=h

.
fij1i2

v
fij1i2

Abbildung 2: Rekonstruktion von innerhalb und auflerhalb fiir Zelle I;;

. . .
i R —
I e S
" FO 0 .~ fO
S fi, @ fy ® S fly®
3 o Fidz
H Sewmaw} P -
[ ] [ ] L ]

Abbildung 3: 2D-WENO-Entfaltung als 1D Entfaltungen fiir f; 1 mit k£ = 2
27
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2D am Beispiel von f, . fiir £ = 2. Dabei stellen die schwarzen Kreise die gefalteten

i+l
Originaldaten fij dar. Die abgerundeten Vierecke illustrieren die zentralen Entfaltungen
in y-Richtung, deren Ergebnisse die grauen Kreise sind. Auf diese Zwischenergebnisse wird
nun die ~-Entfaltung, symbolisiert durch die waagerechten Sechsecke, angewandt und der
gesuchte Wert, das graue Dreieck, entsteht.

1
Fiir (19) wurde zusitzlich genutzt, dass fiir (15) mit cx ¢ == ¢, die beiden Beziehungen
gelten:

_1

2 —
Ck’f‘£ - Ck7r_17§
CO = C 1
krﬁ va‘_EvE'
Damit miissen nur die Werte fiir ¢, ¢ mit r = —1, —%, N %, k — 1 berechnet werden.

Diese kénnen vor der Programmierung erzeugt werden und sind vom Gitter unabhéngig.
Im Falle nichtdquidistanter Gitter muss eine Funktion zur Berechnung der Faktoren defi-
niert werden, die vor der Rechnung die vom Gitter abhéngigen Faktoren berechnet.

Die Reihenfolge der Summationen in (19) wurde so gewihlt, dass die zentrale Entfaltung
zuerst durchgefiihrt wird. In der Implementation wird zuerst das gesamte Feld entlang der
zweiten Richtung zentral entfaltet und das daraus entstehende Feld genutzt, um die Ent-
faltung auf die Randpunkte zu vollenden. Damit werden Redundanzen in der Berechnung
minimiert.

3.1.2 Erweiterung auf 3D

Die Herleitung des 3D Entfaltungsoperators verliauft analog der Herleitung im 2D. Die
entstehende Formel fiir die Rekonstruktion mit dem XWENO-Schema ist dann die fol-
gende:

K k—

]_ _
E E E Az
f’i+)\z R SNED P wkrst Ckr{“wk:rst Cksnwkrst thd)fi*T+fJ*3+77J*t+1/’
:1 r s=0 t £=0 n=0 =0
(20)

Da auch hier nur die Werte an den sechs Zellwandmittelpunkten zur Flussberechnung
entfaltet werden miissen, lidsst sich (20) analog zu (19) vereinfachen. Als Beispiel ist fiir
den Punkt (z,, 1, Y55 z;) die Entfaltung nachfolgend angegeben.

k‘

-1 k—

,_.
k‘
>_.
,_.

k—1

Il
o
Il
o

K k—1k—1k—-1 k—1 k—1 k—1
E 1 w” E Chorew?? E c w?? E c fi ;
7,+2 s 1 kTSt kg krst k,57%,77 krst k,t*%,d] i—r+&,j—s+n,l—t+y
k=1 T‘ZO s=0 t=0 £=0 n=0 =0

Implementiert wird dies in 3 Schritten. Zuerst werden die gefilterten Daten entlang der
dritten Richtung zentral entfaltet. Die daraus resultierenden Daten werden entlang der
zweiten Richtung zentral entfaltet und diese abschliefend entlang der ersten Richtung auf
den Zellrand.
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3.2 Analyse des Entfaltungsoperators

Wie im vorherigen Abschnitt zu sehen, liasst sich der WENO-Entfaltungsoperator in 2D
oder 3D als Hintereinanderausfithrung von eindimensionalen Rekonstruktionen betrach-
ten. Daher wird die Analyse fiir den 1D-Fall durchgefiihrt u/\nd der XWENO-Fall gesondert
betrachtet. Zur Untersuchung des Entfaltungsoperators G—! wird die Konsistenzanalyse
in Teilprobleme aufgespalten.

Analysiert wird der Fehlerterm

C/J—\l(G *U) — U.
Dabei ist G—1 durch folgende Vorschrift definiert

k

k
SOOI A+r—v+g

p=0 v=0

k
_ # V?ﬁpu _
G Ha) =) wg, Z as (Tr—
r=0 £=0 p=£+1 H Iu — U
V?éu

-~

A
ckr§

und bildet © = G * v auf @ im Bereich z;_1/; < x; + Ah < w0 flir A € [
Im ersten Teil der Analyse wird der Fehler des ENO-Verfahrens

%] ab.

1
27

Z Czrgﬂi—r’-i-i — U(ZL‘, + )\h) (21)
bei festem 7 betrachtet. Der zweite Teil beschéaftigt sich mit

Wk,r czrgai—r—i-ﬁ — u(xz + )\h), (22)

0

also mit dem WENO-Verfahren. Der dritte Teil geht kurz auf das XWENO-Verfahren und
dessen formale Fehlerordnung ein.
Fiir die Konsistenzanalyse wird die Taylorentwicklung von @ ausgedriickt durch 97u be-

notigt. Die Taylorreihe lautet formal:
1 n+1 1 n+1
() -03) )
Teil 1 ENO

Mittels Taylorreihenentwicklung von uw und 4 wird der Konsistenzfehler von (21)
untersucht. Die entstehende Beziehung ist:

ﬁ
i
o
T

TL

u(z; +nh) = Z@"

(n+1)!

k—1
Z Cﬁ,rg'ai,r+£ — u(:cl + )\h) =
£=0

nijoagu< )(n+1 [z Ckrg <(—T +&+ %)n—l-l - (—7“ +&— %)H—H) — (n + 1))\71
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Teil 2

Da der ENO-Entfaltungsoperator eine Lagrange-Interpolation vom Grad k — 1 ist,
gilt fiir den Interpolationsfehler formal mindestens O(h*). Tabelle 1 zeigt die fiih-
renden Fehlerterme fiir £ = 1, 2, 3. Dabei ist zu erkennen, dass fiir jede Kombination

k | r | Fehlerterme
1|0 | —=0.u(z;)\h
210 2148rzu(xl)(1 + 12X\ — 120%)h?
1 Opzu(x;) (1 — 12X\ — 12X2)R2
310 xmu( DA =1)(1 48\ — 4\?)R?
1 Drazt(x)A1 + 8N+ 1) —4(A + 1)?)R3
2 | 570uu(z) A+ 1) (14 8(A+2) —4(A +2)3)h?

Tabelle 1: Fiihrende Fehlerterme fiir k=1,2,3

k,r ausgewahlte Punkte x; 4+ \h existieren, so dass die Entfaltung formal die erhohte
Konsistenzordnung O(h**1) besitzt.

WENO
In diesem Abschnitt wird die gewichtete Kombination der ENO-Terme untersucht,
also der Fehler in (22). Zusétzlich wurden fiir die Untersuchung die Parameter ~

normiert:
k—1
> =1 (23)
r=0

Dies ist sinnvoll, da die entstehenden Gewichte w nach (17) ebenfalls normiert sind
und somit nur das Verhéltnis der Parameter zueinander wichtig ist. Aufgrund von
(17) trifft dies auf die Glattheitsfunktion 8 zu, so dass nur das Verhéltnis der (-
Werte der einzelnen Stencils zueinander interessiert. Damit kénnen Faktoren, die in
allen 3 vorkommen, weggelassen werden.

Da die Konstante ¢ um einige Groflenordnungen kleiner als A ist und die g im
Falle der Totalvariation formal von der Ordnung O(h) bzw. im Falle der Definition
nach [11] von der Ordnung O(h?) sind, kénnen aus oben genannten Griinden die
h-Potenzen gekiirzt werden. Fiir die Analyse sind die § somit O(1) und beeinflussen
die Konsistenz des Entfaltungsoperators nicht. Die maximal erreichbare Konsistenz-
ordnung wird trotzdem von der Glattheitsfunktion beeinflusst. Im Extremfall wird
von allen moglichen Termen nur ein einziger genutzt. Damit liegt fiir diesen Fall
als Konsistenzordnung die der zugehorigen ENO-Methode zugrunde. Fiir den Fall
eines glatten Verlaufs, d.h. fiir w = 7 kann die Ordnung verbessert werden. Dies soll
nachfolgend untersucht werden.

(a) k=2
Fiir A = 0 ergibt sich aufgrund von (23) keine Verbesserung der formalen Feh-
lerordnung, und sie bleibt O(h?) = O(h?*~2).
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Fiir A # 0 bietet folgende Wahl der Parameter eine Verbesserung der Fehler-
ordnung auf O(h?~1):

12224+ 120 —1

Y20 = SV )
B 1202 — 120 —1
Y21 = — 2N .

(b) k=3
Fiir A = +1 ¥ 1v/3 kann die formale Fehlerordnung nur auf O(h*) = O(h?"~2)
verbessert werden. Fir die anderen Punkte des Intervalls ist mit der Wahl der
Parameter

 80A' 4 160A% — 12002 — 200\ + 9
70 = S0(12\2 — 121 — 1) ’
960A® — 5360AL + 4548)2 — 49
O 40(144M — 168X + 1)
80A* — 16073 — 120A% + 200\ + 9
80(12X% + 12X — 1)

Y31 =

V32 =

eine Verbesserung auf O(h*~') moglich und fiir A = 0 sogar auf O(h%) =
O(h?).

(c) allgemein
Mittels obiger Wahl der Parameter konnen weitere Fehlerterme unterdriickt
werden. Damit ist fiir fast alle Punkte des Intervalls eine formale Konsistenz-
ordnung von O(h*~1) moglich. In den Punkten, in denen die optimalen Para-
meterfunktionen fiir A eine Polstelle besitzen, kann noch die Konsistenzordnung
O(h*=2) erreicht werden. Fiir ungerade k erreicht die Entfaltung bei A = 0 die
Ordnung O(h?*).

Teil 3 XWENO

Die XWENO-Methode wird als 3D-Methode genutzt. Nachdem die WENO-Ent-
faltungen iiber alle Raumrichtungen durchgefiihrt wurden, wird iiber k =1,..., K
summiert. Im allgemeinen wird damit keine Erhchung der Konsistenzordnung er-
reicht, da sich die fithrenden Fehlerterme zweier WENO-Rekonstruktionen nicht
iiberlagern und somit nicht ausléschen kénnen. Dies ist auch nicht bezweckt, da die
Motivation der XWENO-Methode in der Beeinflussung der Fehlerterme niedriger
Ordnung mit den Parametern + begriindet liegt.
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4 Das implizite SGS-Modell

Dieses Kapitel befasst sich mit der Definition des verwendeten impliziten Modells fiir die
Large-Eddy Simulation, dessen Validierung und der MDEA in MAPLE.

4.1 Definition des Modells

Wie bereits in Abschnitt 2.2 erwéhnt, wird das implizite SG/S;Modell mit drei Festlegung-
en definiert. Zum Ersten durch den Entfaltungsoperator G—1, der die gefilterten Daten
ndherungsweise entfaltet, zum Zweiten durch den numerischen Fluss /" und zum Dritten
durch die numerische Integration iiber die Seitenfliche der Zelle G.

1. Der Entfaltungsoperator G-1
Fiir den Entfaltungsoperator wird zuerst die Anzahl der Polynome festgelegt. Um
einerseits Moglichkeiten zum Formen der Fehlerterme zu haben, andererseits nicht
zu viele Parameter festlegen und optimieren zu miissen, wurde K = 3 gesetzt. Damit
werden Polynome vom nullten bis zweiten Grad fiir die Entfaltung verwendet.
Mit n,,n, und n, als Anzahl der Punkte in x—, y— und z—Richtung gelten fiir die
in diesem Abschnitt auftretenden Indizes folgende Bereiche:

k=1,....K i=1,....,n, r=0,...,k—1,
j=1,....,n, s=0,...,k—1,
I=1,...,n, t=0,...,k—1.

Die Entfaltung in z-Richtung wird durchgefiihrt, indem zuerst das gesamte Zu-
standsfeld #; ;; in 2-Richtung zentral entfaltet wird, d.h.:

k—1 k—1

ko= =0 U Vi, 3,1,k

fi,j,l = Wkt Crp—LpUijl—tty, Vi ] 0 K.
t=0 »=0

Die dabei benutzten adaptiven Gewichte w sind wie in (17) definiert und die Glatt-
heitsmafle 5 werden fiir jeden Punkt entlang der z-Richtung mittels der @ berechnet
(hier am Beispiel der Totalvariation):

k—2
. _ _
v = O Wigiemater — Uigiemel, VEE,
m=0 0
Vit
af, = —— VYt k
kt Z\2" 5 vy
(e t Ba)
o
20 _ kt
Wh = T —» Vi

2, s
s=0
Die Felder fi’fﬂ werden in y-Richtung ebenfalls zentral entfaltet. Es entstehen

k—1

k—1
k. y0 k .o
G0 =D 0 D sy bimsinss Vi d LK
s=0

n=0
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mit den Gewichten

k—2
Y _ k k
sk T ZO |fi,j+m+s+1,l - fi,j+m+s,l|7 \V/S, ka
m=
0
Y Yies
a,, = —2— Vs k
k ) s vy
’ (e + B%)?
O{y
0 _ ks
wyks = —k—l , \V/S,k.
)
>
t=0

Als vorletzter Schritt werden die Felder gf’j,l in z-Richtung auf die Seitenflichen
entfaltet. Damit entstehen

k—1 k—1
k— . r— k L
hi_,_l,j,l T Z Wk Z Ckr&Yitr—¢ g Vi, g, 1, k,
2 r=0 £=0 (24>
et k—1 . k—1 .
._ x ..
hifl g0 Z Wk Z Chkr—1,69r—¢5,0 vza]a l7 k
2 r=0 £=0
mit den Gewichten
k—2 . .
x
rk Zo ’gi+m+r+1,j,l - 9i+m+r,j,l|a vr, k,
m=
+
T+ Vier
« = —" — VYrk
kr T \2) y vy
(5 + 71"]@‘)
r— Vier
o = —5 — Vrk
kr T \2) s vy
<8+ rk)
OziJr
+ _ r
kar T k-1 ) VT, k7
T+
>
t=0
o
(0%
r— kr
w kr - k—1 +7 vr) k
X
> Qg
t=0

Der abschliefende Schritt ist die Linearkombination iiber die einzelnen WENO-
Entfaltungen (24). Dabei werden alle Klassen gleich gewichtet, und die fertig ent-
falteten Groflen entstehen:

K
_ . 17 k— .o
Yivlje = I;Khwé,j,l’ Vi, 5L,
+ X 1 1 k+ <25>
o, ., = =h"" . Vi, 7,1

Fiir die Entfaltung in y— und z—Richtung wird das Verfahren analog angewandt,

und es entstehen die gesuchten entfalteten Grofien uZ:.Fj L1, und ufj ;+1- Damit ist der
2 27 W 2

Entfaltungsoperator als Algorithmus fiir das implizite Modell definiert.
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2. Numerischer Fluss F
Fiir die Modellierung und Implementation wird nur der konvektive Fluss nachge-
bildet. Die viskosen Anteile werden separat von dem Programmpaket NSMB be-
rechnet. Der konvektive Fluss besteht aus drei Anteilen, je einem fiir die jeweilige
Raumrichtung. Mit der Notation aus (1) sind die drei konvektiven Fliisse wie folgt
definiert:

our
UL 0U
Q1AQ1+p
Y

—

QU1 0U2

K (11 + - _ =
Fy (“iié,j,l’“ii;jJ)_ 9 _ ’

K A+§1Tl@\12+@\22+@\32

k—1 0 20

ouz
QU20U

N

Y

FK [+ - _
F2 (ui,j:t%,l’ui,j:t%,l> -

QU20U2

Y

—_—

QU20U3

sz>

~

+D

Qug QU1 + Uy + QU3

(26)

k—1 0 20

K (+ - _
L) (ui,j,li%’ui,j,li%> - Y

K A+@Eﬁ2+@t\z2+?@2
k—1 0 20

Dabei ist x der Isentropenexponent. Die Grofien (/\) sind Abkiirzungen und bezeich-

nen die arithmetischen Mittel der entfalteten Gréfien am jeweiligen Punkt. Fiir den

Index (i + 3,7,1) in F¥ gilt beispielsweise:

N a _

0= 2 <Qi+§,j,l T Qi+%,j,l> '
Analog dem Lax-Friedrichs Flussschema wird von dem konvektiven Fluss ein Mo-
dellterm abgezogen, welcher nur die Impulsgleichungen beeinflusst. Fiir die Notation

werden die Entfaltungsstellen der Impulse ouq, ous, ous weggelassen. Diese sind fest-
gelegt durch die jeweiligen Argumente des Flusskorrekturterms. Die Flusskorrektur
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hat damit die folgende Form:

0
., (oui — ouy )|oui — ouy |
S N
. 0
M [+ - _ (ouz — ouy )ouy — ouy |
Fy <uiié,j,l’ uii%,j,l> = | Cn 5 ’
0
C Z(QU?T - Qu:?”@“l — 0Uuy |
S ~
0
0
0
o Q(QUT — ouy )|ous — ouy |
S A
+ ¢ +
M [t - _ (ouy — ouy )|ouy — ouy |
Fa (uz‘,jié,l’ um‘i%J) = G 0 ’ (27)
Cz(gugf — ouz )|ous — ouy |
S ~
0
0
0
C 2(9“;r - Qul_)|QU3 — Qug |
S N
. 0
M [+ - _ (oug — ouy)|ous — ous|
F (uz‘,j,&%’ “mi%) =] O 0
o 1(@u§ — ou3 )|ou3 — ouy |
S ~
0
0

Die Konstanten Cy; und Cj, sind Modellparameter und die Entfaltungen sind in die
jeweilige Raumrichtung zu verstehen. R
Mit (26), (27) und FV fiir den viskosen Flussanteil ist der numerische Fluss F' somit

vollsténdig definiert:

—

= (0t - s _ TK (gt - _ M (4 F - v (5.
Fi (“i+é,j,l’“z‘+%7j,l’“’vﬂ>l = B “i+é,j,l’“i+é,j,z) Fi (“i+é,j,l’“¢+%,j,l) +FY (8i50)
o (ut - s _ FK(ut - _ M (o + - v (5
Fa (“i,j+%,l’“i,j+%,l’uw’l - Ez\ Wit Wit EZ W) TFS (B0)
o (ut - = _ K (,+ - _ M (,+ - V(o
Fs (uz‘,j,l+§’“i,j,z%’“wvl = Fs ui,j,l+%’uz‘,j,l+%) Fs <ui,j,l+é’uz‘,j,z+%) +F5 (Wi0)

3. Numerische Integration G R
Die numerische Integration, symbolisch ausgedriickt mit dem Operator G, soll die
Integralmittelung iiber die Seitenfliche der Zelle ndhern. Bekannt sind dabei die
Werte in den Seitenmittelpunkten aller Zellen. Darauf kann nun eine Quadratur-
formel des Newton-Cotes Typs angewandt werden. Der einfachste Ansatz ist, als
gesuchtes Integralmittel den Wert im Seitenmittelpunkt zu nehmen. Dabei wird
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formal ein numerischer Fehler von

ha h i) = 4(h§8nf + h200 f) + O(h*)

l\.’)\»—‘

J

w\»—A

erzeugt. Mit einem gréBeren Differenzenstern kann eine héhere numerische Genauig-
keit erreicht werden.

In der MDEA wird der Effekt der numerischen Integration auf die Fehlerterme in
die Analyse einbezogen. Es zeigt sich am Beispiel der Kontinuitdtsgleichung, dass
mit numerischen Integrationsverfahren hoherer formaler Ordnung die Fehlerterme
in der MDEA nicht vollstindig eliminiert werden koénnen. Andererseits kann ein
speziell angepasster Differenzenstern diese verbleibenden Fehlerterme unterdriicken.
Die Tabelle 2 zeigt drei verschiedene Differenzensterne, die formale Fehlerordnung

Differenzenstern | Fehlerordnung | Fehlerterme der MDEA

hx(anzaguzs + O01120U2)+
1] O(h?) 752 (D1220T01 + Oao30T03)+
hz(azzasguz + Owssour) + O(h*)

hx(anzsguza + O1120U2)+
=11 20 1 O(h?) 36h (Or220U71 + Ono30U3)+
—6h (Da330U5 + Orzzour) + O(h*)

5184h O1111(020u3 + Os0u3)+

1 5184 hya2222(83m + 81M)+
=2 05333(01 0u7 + Da0z)+
% 1 68 1 O( h2) _51% h ; ot
1 2502 112230U3+
2592 hx hz811233 Uz~

2592 25’12233QU1 + O(h®)

Tabelle 2: Differenzensterne und deren Fehlerterme in der Kontinuitétsgleichung

des zugehorigen Integrationsschemas und die Fehlerterme der MDEA der Kontinui-
tatsgleichung bei optimaler Parameterwahl.

Da ein groflerer Differenzenstern einen erhéhten Rechenaufwand bedeutet, wird fiir
das Modell nur die einfachste Quadraturformel genutzt. Die Moglichkeit, genauere
Quadraturformeln einzubinden, ist dabei im Programm ebenfalls gegeben.
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Das SGS-Modell ist somit vollsténdig definiert und die modifizierte Differentialgleichung
(8) kann wie folgt geschrieben werden:

1 —~
Opuit B (Fl ( +2,gl’u+2,j,l’u””> F (ui L Win g o WimLad >> +
1 _
hy (F2< 7J+2,l’ui,j+%7l’ui’j’l> F2< -0 Yot Bid- “)) (29)
1 —_~
— (F3 (u’ u. W) — Fs ua
hz< 3 i+ iggr T 3 ,j,—— G- Thai=1

Die GriéBen u® sind die entfalteten Vektoren zu u, die analog zu (25) komponentenweise
berechnet werden.

In dem Modell (29) existieren Modellparameter, die noch festzulegen sind. Dies sind fiir
die Entfaltung die Sitze der v, v~ und 7° und fiir den numerischen Fluss die Konstanten
Csl und CSQ.

Damit bei der Entfaltung keine unphysikalische Bevorzugung einer Richtung eintritt, gibt
es eine Symmetriebedingung zwischen den v™ und ~~, sowie in den ~°:

Ver = Vokot—r  T=0,.. k=1,
/y]g,'r :/}/2,]6—1—7‘7 TZO,...,]C— 1.

Aufgrund der Normierung (17) kénnen als weitere Einschriankungen die Bedingungen

k—1
=1 k=1 K
r=0
k—1
=1 k=1... K
r=0

genutzt werden. Die so eingeschrinkte Parametermenge ist in Tabelle 3 notiert. Wie zu

klr| A, Vir Ver
10 1 1 1
210 : 1— 5 Va1
1 : Vi 1 -4
310 A% | 1—vh—74 Vay
1|1—29, Va1 Va1
2| 7% V32 1 —3h — 73

Tabelle 3: Parameterauswahl fiir das implizite Modell

erkennen ist, sind somit noch vier Parameter fiir die Entfaltung und die Konstanten C;
und Cy, unbestimmt. Diese Werte festzulegen ist das Ziel der abschlieBenden Modellie-
rung. Dies kann entweder mittels der MDEA geschehen oder mit Hilfe geeigneter Opti-
mierungsstrategien. In dieser Diplomarbeit wurde hauptséichlich die MDEA verfolgt und
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die Grundlagen zur Optimierung mittels Evolutiondrer Optimierung gelegt, siehe Kapi-
tel A im Anhang. Fiir die Optimierung kénnen verschiedene Gréflen betrachtet werden,
so z.B. das Spektrum der turbulenten kinetischen Energie iiber den Wellenzahlen oder
die numerische Viskositéit. Als zu optimierende Gréfle dient die Abweichung von theo-
retischen Aussagen. Dafiir wurde ein Programm geschrieben und validiert, welches diese
Optimierung durchfiihrt.

4.2 Validierung des Moduls

Fiir die Validierung des programmierten Moduls wurde der 2D Taylor-Green Wirbel unter-
sucht. Dies ist eine analytische 2D-Losung der inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen
auf einem periodischen Gebiet. In einem wiirfelférmigen Raumgebiet mit Kantenlénge 27
gelten fiir die Zustandsgrofien:

o = 1

u, = —vacos(kx)sin(ky)e 2Kt/ Re,
uy = +asin(kz)cos(ky)e 2 1/1e,
Uus = 0,

P = DPref— % (cos(2kx) + cos(2ky)) o4kt /Re.

Fiir die Simulation wurden die folgenden physikalischen Konstanten gew&hlt:

Isentropenexponent x = 1.4, Wellenzahl k = 1,
Machzahl M = 0.2, Anfangsamplitude a = 0.0016,
1
R ldszahl Re =1 Refi druck e .
eynoldsza e , eferenzdruc Dref PYE
Die numerische Konstanten sind:
ey = 0.4,
v = 0.33,
Ve = 0.44,
Vs, = 0.36,
Csi = 0.05,
052 - 001

Das Glattheitsmafl zur Wichtung der adaptiven Gewichte der Entfaltung wurde nach [11]
berechnet. Simulationen mit der Totalvariation als Maf lieferten vergleichbare Ergebnisse.
Des Weiteren wurde fiir die Viskositét gefordert, dass diese identisch mit 1/Re sei. Um
diesen Wert zu erreichen, wurden die weiteren physikalischen Konstanten in der NSMB-
Eingabedatei entsprechend angepasst.

Die theoretischen Aussagen fiir den Taylor-Green Wirbel sind die folgenden:

e die Wirbelstrukturen sind ortsstabil,

e die kinetische Energie nimmt iiber die Zeit exponentiell mit dem Exponenten —4¢/Re
ab.
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004 | Taylor Geen Vortex

4

Abbildung 4: Zeitliche Entwicklung des Taylor-Green Wirbels fiir t=0, 0.075, 0.150, 0.300,
0.500, 0.700 (von links oben nach rechts unten)
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Obwohl der Taylor-Green Wirbel eine Losung der inkompressiblen Navier-Stokes Glei-
chungen ist, gelten die Aussagen nédherungsweise fiir kleine Machzahlen auch fiir die kom-
pressiblen Rechnungen. Die Simulationen zeigen, dass die Dichte sich kaum &ndert und
nahezu konstant den Wert 1 besitzt.

Der Testfall iiberpriift die konvektiven Terme der Simulation nur insofern, dass diese sich
aufgrund der Symmetrie der Losung herausheben sollten. Da in der Implementierung des
XWENO-Modells in NSMB nur die konvektiven Fliisse verdndert wurden, ist dies als
erste Uberpriifung ausreichend. Die Abbildung 4 zeigt die zeitliche Entwicklung der Wir-
belstrukturen bis zu einer Zeit von ¢t = 0.7. Dargestellt ist zum FEinen die Geschwindigkeit
als Vektor und zum Anderen die z-Komponente der Wirbelstiarke (vorticity) als farbige
Kontur. Die Wirbelstérke ist definiert als:

Oruz — O3y
w =rotu = 83’&1 — 81u3
O1ugy — Oy

Die Abbildung 5 zeigt die Energieabklingrate fiir drei verschiedene Verfahren. Darin

T T T | T
— NSMB-central |-
— NSMB-WENO
i XWENO |
— exp(-4t)
0.0001 —
A .
il
v
le-05[—
i |
0

Abbildung 5: Zeitliche Entwicklung der kinetischen Energie des Taylor-Green Wirbels

wurden ein in NSMB implementiertes zentrales Differenzenverfahren und ein WENO-
Verfahren mit Roe-Flussberechnung mit dem XWENO-Modell unter gleichen Anfangsbe-
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dingungen verglichen. Es ist dabei zu sehen, dass die Verfahren identische exponentielle
Abklingraten aufweisen. Bei stérkerer Vergroflerung ist zu sehen, dass sich die Kurve fiir
das XWENO-Modell und das zentrale Verfahren exakt iiberlagern, hingegen das NSMB-
WENO-Verfahren eine etwas stérkere Dissipation besitzt. Da der Unterschied aber mini-
mal ist bedeutet dies, dass die konvektiven Terme, die bei den drei Verfahren verschieden
sind, sich wie erwartet eliminieren.

4.3 MDEA mit MAPLE

Fiir die Analyse der modifizierten Differenzialgleichung wurden zunéchst die beiden Terme

= G * divF(G i) (30)
und R o

= G+ divF(G~'u) (31)
analysiert. Mit F2  bzw. EY, seien die einzelnen Summanden der konvektiven Terme

des analytischen Flusses (30) bzw. des numerischen Flusses (31) bezeichnet.

Untersucht wird die Differenz von (30) und (31) iiber einer beliebigen Zelle ;. Es treten
Fehlerterme auf, die fiir die Analyse in Termen der Ableitungen der Gréflen 1 in der
Zellmitte aufgeschrieben werden. Dabei werden nur Terme bis vierter Ordnung in A be-
trachtet und Terme hoherer Ordnung gestrichen. Die MDEA kann aber im Prinzip fiir
beliebig hohe Ordnung durchgefiihrt werden. Des Weiteren werden fiir die formale Analy-
se glatte Daten angenommen und damit in dem Entfaltungsoperator in (31) die adaptive
Wichtung mittels S unterlassen.

Die MAPLE-Routinen spalten sich dabei in zwei verschiedene Skripte auf, das eine fiir die
XWENO-Entfaltung und das andere fiir die Flussberechnung. Mittels Speichern von Zwi-
schenergebnissen wird die Dateniibergabe zwischen den verschiedenen Skripten vollzogen.
Bei der Flussberechnung wird ebenfalls auf das Hilfsmittel der Speicherung recheninten-
siver Ergebnisse zuriickgegriffen, da bei wiederholter Ausfiithrung damit weniger Aufwand
verbunden ist, und MAPLE bei der Berechnung Speicherplatz belegt, diesen aber nicht
wieder freigibt. Ein Neustart von MAPLE und Einlesen der gespeicherten Daten umgeht
dieses Problem.

1. Der Entfaltungsoperator G™! in (30)
Zunéchst wird die ndherungsweise Faltung in 3D mit Hilfe der Taylorentwicklung
hergeleitet. Dazu wird der Faltungsoperator GG, angewandt auf eine beliebige Funk-
tion f € C*°(R), mittels Taylorentwicklung der Gréfle f ausgedriickt. Die Entwick-
lungsstelle ist der Zellmittelpunkt (z;,y;, 2x), und f(z;,y;, zx) wird im Folgenden
mit f;;; abgekiirzt.

fz‘jk = Gx[f= hlhyhz I flz,y, 2)dQ

ijk

aa 1] [0} o (63
= h f E aﬂaé';g'( _xl) 1(y_y.7> Q(Z_Zk) 3df.

wk |a‘_

Dabei ist o = (a1, a2, a3) ein Multiindex. Die durchgefiihrte Integration ist in jeder
Raumrichtung symmetrisch zu dem Mittelpunkt des Integrationsgebietes. Somit
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IQ

fallen bei der Integration alle bzgl. des Entwicklungspunktes ungeraden Funktionen
weg, z.B. in z-Richtung alle Funktionen g mit g(x; — ) = —g(x; + 1), 1 beliebig.
Ubrig bleiben nach dieser Uberlegung in obiger Taylorentwicklung nur die Terme

mit geraden «, so dass a = (201,20,,203) =: 23 angenommen werden kann. Die
Faltung vereinfacht sich damit zu:
_ Oromn f;
fijk = Z (261) 1((2;52102(2/35)1 hahyh f T — T )QBI (y y )2/62( )263(19
‘ﬁl_ ljk (32)
- S 5(25)f17k 261 202 203
- F it () (8 ()

Analoge Gleichungen konnen fiir die Ableitungen von f aufgeschrieben werden. Wird
nun der Vektor (f,01f,02f,05f,011f...)" betrachtet, kann die Gleichung (32) fiir
f und dessen Ableitungen in Matrixform geschrieben werden. Da nur eine nihe-
rungsweise Faltung bis 4. Ordnung betrachtet wird, werden alle Terme 5. Ordnung
in h weggelassen, und ebenso alle Ableitungen 5. Ordnung. Es entsteht eine obere
Dreiecksmatrix, die mit G bezeichnet wird. Zur Illustration ist fiir den 2D-Fall die
Matrix G in Abbildung 6 angegeben.

172 172 1 4 1 p2p2 1 4
1 0 0 55h2 0 55h2 0 0 0 0 tosght 0 Gh2RZ 0 gghd
010 o0 0 o0 L2 0 EHh2 0 0 0 0 0 0
001 0 0 O 0 Hh2 0 Lh? 0 0 0 0 0
000 1 0 0 0 0 0 0 k2 0 51h2 0 0
000 0 1 0 0 0 0 0 0 37h2 0 57h2 0
1 : 1
000 0 0 1 0 0 0 0 0 0 s7h2 0 s7h2
000 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
Abbildung 6: Matrix G fiir Faltung in 2D in Richtung x und y
Die Faltung kann nun wie folgt geschrieben werden:
fijk fijk
N fijk O fijk
Do fijk Os fijik
05 fij 05 fijk
O fiju O fijr
= G ’ (33)
812Jiijk — 2| Owafijk
s fijn s fijn
D22 fijk D22 fijn
Oas fijh Oas i
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Der Grund, die Gleichung (32) nicht nur fiir f, sondern auch fiir dessen Ableitungen
zu betrachten, liegt darin, dass (33) mit der Inversen von G nach der ungefilterten
Variable f;;; aufgelost werden kann. Es ist somit moglich, mit (33) die Faltung im
Mittelpunkt der Zelle I, riickgéngig zu machen.

Fiir die Entfaltungen an den Zellgrenzen wird auf die gleiche Weise vorgegangen
und als Entwicklungspunkt fiir die Taylorentwicklung die zu entfaltende Stelle ge-
nutzt. Fiir die Entfaltung in z-Richtung entsteht die folgende Taylorreihe mit dem
Multiindex o = (31, 2032, 203):

o o0 Oafisi . hy 262 h, 203 ”
Fux = Fishan® D (G128 + DI 1 ) (7) (7) o0

jof=1

Analoge Gleichungen konnen fiir die anderen Raumrichtungen aufgestellt werden.
Mit (34) kann die zugehorige Faltungsmatrix G aufgestellt und diese invertiert
werden. Da nur die entfaltete Grole f selbst gesucht ist und nicht deren Ablei-
tungen, wird nur die erste Zeile der Entfaltungsmatrix benétigt. Fiir die Entfaltung
an den Punkten (z; +15Yjs zx,) entsteht beispielsweise die folgende Beziehung:

- 1 - 1 _ _ _
fixijn = fur % §hx5’1fijk + ﬂ(thallfijk — h20ss fijk — h20ss fijie)

1 _ _
:FEhx(h?JalQZfijk + h§8133fijk:)

+5760 <_8hi81111f_'ijk + 7h382222ﬁjk + 7h383333f_.ijk>

1 - _ _
_%(thhzallmfijk + 20220133 fiji — hoh20xss fiji) + O(h®).

. Berechnung der allgemeinen Fehlerterme

Fiir die Berechnung der auftretenden Fehlerterme werden die einzelnen Summanden
der beiden konvektiven Fliisse noch einmal analysiert und die auftretenden Symme-
trien ausgenutzt. Fiir die beiden Fliisse gilt, (7,5 = 1,2,3):

11 e,
—~ x+§hjej

A S — N ALY
J x—%h]-ej
~ ~— 1x+1ine; ~ —~ 1 xt+Lih.e;
FA g QEu T oy A owouy
ity T MR T ity T YR T
JQ x—%h]‘ej JQ x—%hje]'
N ]5 x+%hiei
A _ = N _
Fi+1,4 = O Fz‘+1,4 = Gi* .
? xféhiel
~ . x+%h]~e] ~ x+%hjej
A EkiTLQU/] N ~ Ekinguj
5,7 J h 5,7 J hid
4 1 79 1
_1lp.e x—shje
X—3 ;€ 2/j€;j
1
3 3 5 |XtTzhie;
K K ~ D
A _ = N _
Ffy = —720p Foa = —7 2 Gix
K j=1 K j=1 Jlx—1hje;



4 Das implizite SGS-Modell 33

Dabei bezeichne x den Ortsvektor des Zellmittelpunktes und e; den j-ten Einheits-

vektor. Aulerdem gelte hy = h,, ho = hy,hs = h, und G; bzw. @j bezeichne die
2D-Faltung bzw. die numerische 2D-Integration senkrecht zur Raumrichtung e;. Hier

und im Folgenden wird mit () die analytisch entfaltete Gréie G=1(( )) bezeichnet,
die wie in (34) berechnet wird, und mit (/\) das arithmetische Mittel der entfalteten
Groflen nach dem XWENO-Schema. Die Abkiirzungen E\km bzw. Ekm sind die ki-
netischen Energien, berechnet aus den entfalteten Groflen.

Fiir die zusétzliche Flusskorrektur FM lassen sich ebenfalls die Terme in obiger
Schreibweise notieren:

x+lhjej

FY, = OG;« lu” ~ Quz.lef)uﬁ —ow ] 7
j0

1
x—§h]-e]-

M —
Fiia = 0

Fiir ¢« = j gilt Cy = C; und ansonsten Cy = Cy. Der gesuchte numerische Fehler
lasst sich mit diesen Ausdriicken wie folgt berechnen:

3
en(l) = > FY-FY,
j=1
4
en(i) = > F—(FY-FM), i=234
j=1

4
ex(s) = ) Fi— .
=1

Mit den folgenden Definitionen

M = Oyou; — Gy *
h., 5, 1
2
~—~—— 1T, 1 xX.
TOoUL | i t2 ~ TOoul | **t2
I — Gl* Q~1 Q—Gl* QAl 2
heo |, | heo |, |
T2 Ty
(77 —77) Jour™ — ouy ™| i
[M — CsGl* Q Al lQ 1
N0 (35)
z,_ 1
2
~ T, 1 ~ .o 1
Ewmown| %~ Bypour|
E — Gl kaN 1 _Gl* kznéi 1
h.0 h.o0
z, 1 i1
2
A~ $i+%
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wobei 7 als Platzhalter fiir einen der Impulse pu;, + = 1, 2,3 dient, und einer Vor-
schrift ZP(f,n), die folgende zyklische Permutationen in f n-mal ausfiihrt

y I y y I
ouy oUs ous 2 hy
y b Y y 4
oug ous ous 03 h.
J b Y y 4
ouy ouy ouy O h,
konnen die einzelnen Anteile im numerischen Fehler €y wie folgt berechnet werden
(i,j =1,2,3):
FL—FY = ZP(M,j—1),
F"iﬁl,j - Fi{VH,j - Eﬂfl,j = ZP(I - ]M7j - 1)|T=Qum

Fif‘i-l,z}_Fi]-\if-lA = ZP
FL—FY, = ZP(E,j—1),

3
P -FY, = N zp(pj-1).

Fiir die Berechnung der Terme M, I, ™, E und P wurden in MAPLE Routinen
geschrieben, um sie zu berechnen. Die anderen Anteile in ey kénnen mit oben ge-
nannter Permutation berechnet werden. Fiir die Analyse werden nur die in (35)
bezeichneten Terme betrachtet und damit der gesamte Fehler zusammengesetzt.

Das Ergebnis der MDEA sind Fehlerterme, die teilweise von den freien Parametern ab-
héngen. Bei einem Abgleich mit einem existierenden Modell kénnen dann, soweit moglich,
die Fehlerterme angepasst werden.

e Die Kontinuititsgleichung - M
In dem numerischen Fehler der Kontinuititsgleichungen sind nur die Grofle M und
deren zyklische Permutationen enthalten. Die Gréfle M berechnet sich fiir die in
Tabelle 3 angegebene Parametermenge zu:

M = (—17;1 + i) h201110u7 + 1 (h§3122m + hﬁamm) :
6 18 72
Da die Kontinuitdtsgleichung in (6) auf der rechten Seite keinen SGS-Term enthélt,
ist es sinnvoll, v, = % zu setzen, um den ersten Ausdruck zu eliminieren. Die
iibrig bleibenden Fehlerterme lassen sich mit dieser Wahl nicht beeinflussen. Diese
konnen eliminiert werden, wenn ein spezieller Differenzenstern fiir die numerische
Integration verwendet wird, siehe Tabelle 2. Mit dieser Integration und obiger Wahl
fiir 75, entsteht
1

M = ~Fs1 (5h 013333001 — 2h5h2 019933001 4 HhyyO1222001) -
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Da der groflere Differenzenstern einen hoheren Rechenaufwand bedeutet und in
MAPLE die Terme der anderen Gleichungen in angemessener Rechenzeit nicht mehr
auszuwerten sind, wird nur mit der 1-Punkt Integration gearbeitet.

In der ersten Komponente des numerischen Fehlerterms stehen somit nur Terme 2.
Ordnung der jeweiligen Querrichtungen, d.h. es treten nur Terme der Form h?0y;;u;
mit ¢ # j auf.

e Der Druckterm - P
Da die Berechnung von P identisch zu der Berechnung von M ist, wobei nur pu;
durch p ersetzt wurde, gelten die gleichen Aussagen wie oben.

e Die Impulsgleichung - I
Es zeigt sich, dass im Z#hler von I keine Terme der formalen Ordnungen O(1)
oder O(h) vorhanden sind. Damit erzeugt das implizite Modell die gleiche formale
Fehlerordnung wie explizite Modelle.
Fiir obige Wahl von ~3; = & entfillt der Term vor A2 ebenfalls. Dies entspricht den

1D-Ergebnissen, in denen der h2-Term nur von der Flusskorrektur FM abhéngt. Um
die Darstellung und Diskussion der restlichen Fehlerterme zu vereinfachen, werden
im Weiteren Ableitungen in den Querrichtungen vernachléssigt. Die vollstéindigen
Fehlerterme sind im MAPLE-Skript auf beiliegender CD zu finden.

Mit obiger Vereinfachung und der Abkiirzung

I, = T200" 4+ 600h20*(200:10 — 3(010)?) + hs0*011110(108 — 16074, — 16075;)
+h;(1485(010)" — 19800011 0(910) + 670(0d110)*) + O(h°)

fiir den Nenner von I, reduziert sich I zu:

1
I = —8hig(7 — 10,}/;:1 - 10’732)]— (92(817_'6’1111W + 81@811117_')
4

— 001 0(TO1111 001 + 0U1011117)
—0011110(T010U7 + 0T 01 7)

+2%malgamlg> + O(RY).

Damit enthélt I Terme mit vierten Ableitungen eines Impulses in einer Raumrich-
tung. Solche hyperviskosen Terme verursachen Hyperdissipation, d.h. verstarkte Dis-
sipation kinetischer Energie bei groflen Wellenzahlen. Im vollstandigen /-Term sind
weitere Umverteilungsterme enthalten, die Energie zwischen verschiedenen Skalen
verteilen. Des Weiteren ist [ vollstdndig symmetrisch beziiglich der beiden Impulse
7 und puy, d.h. die Symmetrie bleibt auch in den Fehlertermen erhalten. Die voll-
stdndigen Fehlerterme enthalten zusétzlich Terme fiir h32;7 h?, h;, hi, hih;, h2h? und
h2h2,

Wie zu sehen ist, kann der Hyperdissipationsanteil mit Hilfe der freien Parame-
ter v in seiner Stdrke beeinflusst werden. Es ist allerdings zu beriicksichtigen, dass
aufgrund der zyklischen Permutationen von I in ey/(i) bei den vollstandigen Fehler-
termen weitere Anteile hinzukommen.
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e Die Impulsgleichung - Flusskorrektur - I™

In der Berechnung des Terms I tritt der Faktor ‘@H+ - ?u\l_’ fiir die beiden
Zellrander auf. Dabei gilt formal

. 1 I | -
loui™ — ouy e, = 3he 010 + ShoOngu + Shaomeui(l = 295 — 75) + O(R?)|,
Ty

1 1
O1our — ihxaum-k ghialllm(l — 295 — ) — O(h?)

3

gy — 1
lour™ —our |, = 3he
i-g

Um die Multiplikation mit ‘@+ — @H_! analysieren zu konnen, werden die gené-
herten Beziehungen

xT

Gt — g, | ~ sien(ovom) (E — ga),
ity N’ ity

sig
fiir die beiden Zellrdnder genutzt. Mit diesen Naherungen, der Annahme verschwin-
dender Ableitungen in den Querrichtungen und mit

Iéw = 3(1440° + 12h%(200110 — 301 0%) + 2h30011110(11 — 164, — 1673,) + hidi10%)

kann I'™ wie folgt geschrieben werden:

4C,s1 P P P
]M = M J <12hi (Q (817'811@’&1 + 8117'31@’&1) - (917'81@11481@)
0
_hi((S%Jﬁ + 474 — 3)0(01TO11110U7 + D111 T 0UT)

+(4 — 8737 — 4735)010(O111 70 0T + 0170111007
—(4 — 874, — 4v35) 0(0111 7011 0ur + 117011 0UT)
—011T010U10110 — 017011 0U1 0110 + 3311T311W31@)>

+O(h®).

Die Flusskorrektur beinhaltet somit einen Dissipationsanteil, der sich als zweite
Ableitung eines Impulses in einer Raumrichtung darstellt, Umverteilungsterme und
einen Hyperdissipationsanteil. Da mit der Konstanten C der Dissipationsanteil ska-
liert werden kann, hat diese Gréfe einen erheblichen Einfluss auf das Energieabkling-
verhalten der turbulenten Feinstrukturen.

Die vollsténdigen Fehlerterme enthalten zusitzliche Fehlerterme fiir h2h2 und h2h2.

e Die Energiegleichung - E
Die Analyse des E-Terms erfolgt analog zu der des Impulsterms. Auch hier treten
keine Terme der formalen Ordnungen O(1) und O(h) auf und der Term 2. Ordnung
in h, entfillt mit der Wahl ~,, = % Im Falle verschwindender Querableitungen
bleibt nur ein Term mit i’ stehen:
Mit der Abkiirzung

E, = 3600* + 600h%0%(200110 — 30:0%)
+4hy0°O11110(27 — 4073, — 4073))
+15h (900°0110° — 26800110010 + 20101 0")
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erhalt man

8hA (7 — 1075, — 1074,)
FE

E =
o

<Q(27_'81Q — O170) (0301111003 + 0U2011110Uz + 00101111001 )
—70%(01 00301111003 + 010201111003 + 0100101111 0U7)
+0(27011110 — G111 7T0) (0U201 0z + 011 010Uy + 0Uz0: 0U3)
+(001 0011117 + 0011110017 — 370111100, 0) (01 + 0z + MQ)) + O(h%).
Damit enthélt der Energieterm ebenfalls nur Hyperdissipations- und Umverteilungs-

terme. In den vollstindigen Fehlertermen treten zusétzliche Terme, wie in dem I-
Term auf.

Die fiir diese Diplomarbeit geschriebenen MAPLE-Routinen kénnen als Geriist fiir weitere
Untersuchungen auch anderer impliziter Modelle dienen. Dafiir miissen nur jeweils die
numerischen Fliisse ausgetauscht werden.
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5 Simulation isotroper Turbulenz

Um das Modell auf isotrope kompressible Turbulenz anzuwenden, wurde der Referenzfall
ife96 aus [3] untersucht. In diesem wird eine periodische Anfangsstromung in einem Wiirfel
mit einer Kantenldnge von 27 vorgegeben, die sich in eine isotrope Turbulenz entwickelt. In
[4] wurde dies in dem Programm COBOX als pseudospektrale DNS auf einem Gitter mit
962 Punkten simuliert. Diese Rechnungen des COBOX-Programms wurden als Anfangs-
und Vergleichsdaten fiir die LES-Simulationen genutzt.

Dazu wurde mit COBOX fiir die erste Untersuchung eine DNS bis zum Zeitpunkt ¢t = 0.5
durchgefiithrt und das Stromungsfeld herausgeschrieben. Fiir den zweiten Fall wurden die
Anfangsdaten bei ¢ = 0 ohne DNS entnommen. Fiir die LES wurde das von COBOX
gelieferte Datenfeld ausgediinnt und Daten fiir ein Gitter mit 323 Punkten generiert.
Die physikalischen Parameter fiir den Fall ife96 sind

M = 07, k = 14,
Re = 166

mit im Spektralraum erzeugten Anfangsdaten. Dafiir wurden den Geschwindigkeiten zu-
fallige Phasen zugeordnet und die Amplituden so gewéhlt, dass das in Abbildung 7 zu

T T T T I I T T T T T T
B — =001

— =05
0.01 = —~
0.001 = =
) - ]
o - ]
0.0001 | .

1 ¥ 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1 1 1 1

e-057 10 100

Abbildung 7: Spektren der turbulenten kinetischen Energie fiir ¢ = 0 und ¢t = 0.5
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sehende top-hat Spektrum der turbulenten kinetischen Energie (TKE) entstand. Dabei
besitzen nur die Wellenzahlen im Bereich von 8 bis 16 Energie. Genauere Angaben dazu
sind in [3] und [4] zu finden. Die zweite Kurve in der gleichen Abbildung zeigt das Spek-
trum nach Ablauf von 0.5 Zeiteinheiten, berechnet mit COBOX. Es ist zu sehen, dass nun
auch andere Wellenzahlen energietragend sind, insbesondere hohe Wellenzahlen. Diese sind
hauptséchlich fiir die Energiedissipation verantwortlich.

Im ersten untersuchten Fall werden die Daten der entwickelten Stromung nach 0.5 Zeit-
einheiten genutzt. Wie in Abbildung 8 zu sehen ist, zeigen sich im Verlauf der TKE der

0‘1_ T T

—— COBOX specDNS96
—— COBOX filtered32 H

XWENO32 C=(.05,.01) H
—— XWENO32 C=(.05, .001) ||

XWENO32 C=(.04, .01)
—— XWENO32 C=(.05,.02) [
XWENO32 C=(.05, .005)
NSMB-WENQO32

<E(t)>

0.01

0.5 1 1.5 2
t

Abbildung 8: Verlauf der turbulenten kinetischen Energie im Fall 1

LES-Simulationen starke Schwankungen, die in der COBOX-Simulation nicht auftraten.
Diese Effekte resultieren wahrscheinlich zum Einen aus Aliasing-Fehlern beim Ausdiinnen
des Feldes und zum Anderen daraus, dass die ausgediinnten Geschwindigkeits-, Dichte-
und Druckfelder nicht vollstiandig zueinander passen. Daher durchlduft die Stromung zu-
néichst eine Transiente, in deren Ablauf die Schwankung abklingen. Dabei zeigt sich,
dass das in NSMB implementierte WENO-Schema die Schwankungen stiarker dampft als
die XWENO-Schemata. Das WENO-Schema besteht aus einer eindimensionalen WENO-
Entfaltung formal 5. Ordnung (k = 3), welche die charakteristischen Grofien entfaltet,
und einer Flussberechnung nach Roe.

Fiir das XWENO-Schema wurde dass Glattheitsma$ fiir die adaptiven Gewichte nach [11]
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berechnet und folgende numerische Parameter fiir die Entfaltung genutzt:

'7:(3)2 = 047
v = 0.33,
vh o= 0.44,
V4, = 0.36.

Die Konstanten Cy; und Cys wurden fiir die verschiedenen Simulationen variiert und sind
in der Legende der Abbildung 8 als C' = (Cy,Cs2) zu finden. Ein Vergleich der beiden
Glattheitsmafle wurde ebenfalls durchgefiihrt. Dabei stellt sich das Mafl nach [11] als etwas
dissipativer als das Mafl gemé&fl der Totalvarianz heraus.

Da aufgrund der Schwingung im Verlauf der TKE der Vergleich zwischen den einzelnen
Methoden schwierig ist, und nach Abklingen der Schwingung die TKE bereits stark ge-
dampft ist, wurde im zweiten Fall die Stromung von Anfang an simuliert. Der Verlauf
der TKE ist in Abbildung 9 zu sehen. Dabei wurden die gleichen numerischen Parameter

| | | | |
—— COBOX specDNS96
—— COBOX filtered32
- XWENO32 C=(.05, .01)
— XWENOQO32 C=(.05, .001)
XWENO32 C=(.04, .01) A
—— XWENO32 C=(.05, .02) |]
XWENQ32 C=(.05, .005) H
—— NSMB-WENOQO32

<E()>

0.01

0 0.5 1 1.5
t

i/

Abbildung 9: Verlauf der turbulenten kinetischen Energie im Fall 2

wie im ersten Fall genutzt und der Einfluss der Konstanten Cy; und Cys untersucht. Die
resultierenden Kurven sollen nun ausfiihrlicher besprochen werden.

Die schwarze Kurve in der Abbildung 9 zeigt den Verlauf der TKE, die mit dem COBOX-
Programm berechnet wurde. Da dies eine Gitterauflésung von 96% benutzt, werden mehr
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energietragende Skalen aufgelost, als auf dem Gitter der LES. Um eine Vergleichsgrofie
mit der niedrigeren Auflésung zu besitzen, wurde die TKE der spektralen DNS einem
spektralen Abschneide-Filter unterzogen. Dabei wurden alle Skalen abgeschnitten, die in
einem Gitter der Auflésung 323 nicht mehr aufgelost werden kénnen, d.h. alle Wellenzah-
len grofler als 15. Diese Vergleichsgrofle der gefilterten spektralen DNS ist als rote Kurve
zu sehen.

Erwiinschtes Ziel der Modellierung war es, eine der spektralen DNS &hnliche Energie-
dissipation zu erreichen und zumindest besser als das vorhandene WENO-Verfahren zu
sein. Der Verlauf der TKE fiir das WENO-Verfahren ist als magenta Kurve in Abbildung
9 wiederzufinden. Durch Variation der beiden Modellierungskonstanten C wurden ver-
schiedene Simulationen erzeugt. Als Referenzpunkt der Parameter diente dabei Cy; = 0.05,
Cs = 0.01. Die zugehorige Kurve der TKE ist die griine Kurve. Eine Reduzierung der
Konstante Cy;, welche die Dampfung der pu;u;-Komponenten (i = 1,2, 3) beeinflusst, auf
den Wert 0.04 hat kaum Einfluss auf das Verhalten der TKE, wie in der braunen Kurve
zu sehen ist.

Einen wesentlich stéirkeren Einfluss hat die Konstante Cy, welche die gemischten Produkte
ousu;, (i # j) ddmpft. Eine Erhohung auf den Wert 0.02 démpft die TKE so stark, dass der
Verlauf der TKE dem des WENO-Verfahrens aus NSMB entspricht, siehe lila Kurve. Eine
Reduzierung hingegen belédsst mehr Energie in der Strémung, so dass Energiedissipation
in der GroBenordnung der gefilterten spektralen DNS erreicht werden kann (Cyo = 0.005,
cyan Kurve) oder sogar wesentlich mehr Energie erhalten bleibt (Cs; = 0.001, blaue
Kurve).

In der MDEA des Modells in Kapitel 4.3 ist zu sehen, dass der Energieterm keine Dis-
sipationsterme und keinen Fehlerterm 2. Ordnung in h besitzt. In expliziten Modellen
hingegen besitzt auch die Energiegleichung einen solchen Modellterm formal 2. Ordnung.
Um zu untersuchen, ob deshalb das Modell erweitert werden sollte, wird als weitere zu
untersuchende Grofle die Dichtevarianz betrachtet. Diese wird berechnet mit:

1 ny mng n3
/2\ o 2
<Q > niNans ;:1 ;:1 k§:1(Qka <Q>) 3

wobei (p) die mittlere Dichte bezeichnet. In Abbildung 10 ist deren Verlauf fiir den Fall
2 aufgetragen. Es ist zu sehen, dass die Kurven der verschiedenen XWENO-Simulationen
einen zueinander dhnlichen Verlauf haben und in der Grélenordnung der spektralen DNS
entsprechen. Unterschiedlich zum Verlauf der COBOX-Simulation ist hingegen, dass die
Dichtevarianz bei den XWENO-Simulationen stéarker abfllt.

Das WENO-Verfahren aus NSMB besitzt eine deutlich geringere Dichtevarianz. Dies
deutet auf eine stiarkere Dampfung in diesem Verfahren hin. Dass die Dichtevarianz des
XWENO-Modells die gleiche Gréfenordnung wie die spektrale DNS besitzt, weifit darauf
hin, dass kein zusétzlicher Modellierungsterm fiir die Energiegleichung benotigt wird.
Als abschlieSfender Vergleich werden die Spektren der TKE zu verschiedenen Zeiten fiir
die spektrale DNS und die LES-Methoden verglichen. In Abbildung 11 sind die Spektren
der TKE fiir zwei verschiedene Zeitpunkte zu sehen. Es zeigt sich, dass die anfangliche
Verteilung der TKE {iber der Wellenzahl durch die XWENO-Methoden gut realisiert wird.
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Abbildung 10: Verlauf der Dichtevarianz im Fall 2

Sie weisen dabei einen hoheren Energieanteil auf, als die NSMB-WENO Methode. In der
spiteren Entwickung hingegen zeigt sich, dass der Abfall der Energie iiber der Wellenzahl
schlechter als durch die NSMB-WENO Simulation genéhert wird. Die eindimensionalen
Untersuchung in [1] zeigte, dass die Entfaltungskonstanten den Verlauf des Spektrums
beeinflussen. Somit sollten fiir die weitere Optimierung und Verbesserung des Modells zu-
sétzlich die Parameter der Entfaltung variiert werden, um ein optimales Modell zu finden.
Da die manuelle Suche nach einem optimalen Parametersatz nicht sinnvoll ist, wird dazu
ein Optimierungsalgorithmus genutzt, siche Kapitel A im Anhang. Die Optimierung wurde
in dieser Diplomarbeit nicht durchgefiihrt und bleibt weiterfithrenden Untersuchungen
tiberlassen. Es ist zu bemerken, dass der Optimierungsalgorithmus aus Anhang A in [1]
verwendet wurde.

Als letzte Illustration zu dem Fall ife96 sind in Abbildung 12 Isoflichen des Betrages
der Wirbelstérke in 3D dargestellt. Das Stromungsfeld im oberen Bild wurde mit dem
XWENO-Modell berechnet und die Konstanten Cs; = 0.05, Cso = 0.01 gesetzt. Im unte-
ren Bild ist das mit COBOX berechnete und gefilterte Stromungsfeld dargestellt. Es ist
dabei deutlich zu sehen, dass das gesamte Volumen von einer Vielzahl kleinskaliger Struk-
turen durchsetzt ist. Im qualitativen Vergleich der beiden Visualisierungen in Abbildung
12 zeigt sich, dass die Strukturen der LES denen der DNS entsprechen. Da die DNS zum
gleichen Zeitpunkt mehr Energie als die LES enthélt, ist im unteren Bild die Wirbelstérke
grofier.
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Abbildung 11: Vergleich der Spektren der turbulenten kinetischen Energie zum Zeitpunkt

0.25 (oben) und zum Zeitpunkt 1.00 (unten)
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Abbildung 12: Momentaufnahme der absoluten Wirbelstarke zum Zeitpunkt ¢ = 0.5,

berechnet mit dem XWENO-Modell (oben) und COBOX (unten)
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6 Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit dient das in [1] eingefiihrte eindimensionale Subgrid-Scale-Modell
fiir die Large-Eddy Simulation als Grundlage fiir die Entwicklung eines Modells fiir kom-
pressible Turbulenz. Aus dem im urspriinglichen Modell enthaltenen eindimensionalen
Entfaltungsoperator wird ein Operator fiir den dreidimensionalen Fall entwickelt und auf
Konsistenz untersucht.

Darauf aufbauend wird mit diesem Entfaltungsoperator und der Definition eines nume-
rischen Flusses das XWENO-Modell fiir die implizite LES-Modellierung kompressibler
Turbulenz aufgestellt.

Die rechentechnische Umsetzung des Modells geschieht in dem Programmpaket NSMB,
welches etabliert und validiert wurde. Fiir NSMB wurde dazu ein Modul in Fortran ge-
schrieben, welches die Entfaltung und die Flussberechnung des XWENO-Modells vor-
nimmt.

Die Analyse der modifizierten Differentialgleichung wird in MAPLE durchgefiihrt. Dazu
wurden im Rahmen dieser Diplomarbeit Routinen geschrieben, welche die gewiinschten
Fehlerterme fiir die Analyse berechnen. Zusétzlich sind die Routinen einfach zu erweitern,
um andere implizite Modelle analysieren zu koénnen.

Die Simulationsrechnungen fiir kompressible Turbulenz wurden anhand des Referenzfalles
ife96 aus [3] fiir verschiedene Parameter durchgefiihrt, um ein geeignetes Modell zu finden
und damit gezeigt, dass das hier beschriebene Modell bereits gute Ergebnisse liefert.

Da die manuelle Suche nach den optimalen Parametern nicht sinnvoll ist, wurden fiir die
weitere, automatisierte Optimierung Routinen geschrieben und validiert, mit deren Hilfe
eine Evolutiondren Optimierung durchgefithrt werden kann. Angewandt wurden diese
Routinen bereits in [1]. Weiterfithrende Arbeiten in Richtung der Optimierung bleiben
nachfolgenden Projekten iiberlassen.
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A Evolutionidre Optimierung

Dieses Kapitel beinhaltet eine Kurzeinfiihrung in die Problematik der Optimierung und
der damit verbundenen Suche nach optimalen Parametern fiir das implizite Modell. Wie
in den vorherigen Abschnitten erldautert, beinhaltet das implizite Modell eine Reihe von
Parametern, mit denen das Modell beeinflusst werden kann. Die Schwierigkeit der Opti-
mierung im Rahmen der turbulenten Stromungen besteht hauptséchlich darin, dass die
Fitness-Funktion, also die zu optimierende Grofle, nicht differenzierbar und bei zufalligen
Startwerten sogar mehrdeutig ist.

Ubliche Optimierungsstrategien unter Ausnutzung lokaler Anstiege versagen daher, und
es wird auf die Evolutiondre Optimierung ausgewichen. Diese imitiert den natiirlichen
Vorgang der Evolution und setzt die Konzepte der Selektion, Rekombination und Mutati-
on in Algorithmen um. Damit ist die Evolutionére Optimierung eine gesteuerte zufillige
Suche nach einem Optimum.

Um den Prozess der Evolution nachzubilden, wird eine Menge von Punkten, genannt In-
dividuen, aus dem Suchraum gewéhlt. Diese Menge wird als Generation bezeichnet. Jedes
Individuum hat dabei eigene Gene und eine eigene Fitness, die den Koordinaten im Such-
raum bzw. dem Wert der Zielfunktion entsprechen. Nach der Initialisierung der ersten
Generation mit zufélligen Werten lduft die Optimierung in Runden mit den folgenden
Schritten:

1. Selektion der Eltern
2. Rekombination
3. Mutation

4. Selektion der neuen Generation

Die Optimierung wird beendet, wenn entweder ein Optimierungskriterium erfiillt ist oder
eine Maximalanzahl von Runden durchlaufen ist. Die Gene des besten Individuums werden
dann als quasi-optimale Losung angesehen.

Fiir einen Uberblick iiber Genetische Algorithmen seien [13] und [14] empfohlen. Genauer
auf Evolutiondre Algorithmen gehen [15] und [16] ein, in denen auch Testfélle fir die
Optimierung beschrieben sind.

A.1 Selektion der Eltern

Die Auswahl geeigneter Elternpaare soll zwei verschiedenen Aspekten geniigen. Zum Einen
sollen Individuen mit einer hohen Fitness hdufiger ausgewahlt werden, zum Anderen auch
Individuen mit einer schlechten Fitness Nachwuchs produzieren kénnen. Die Griinde da-
fiir sind einerseits die Verbesserung der durchschnittlichen Fitness der Generation und
andererseits die Erhaltung der Vielfalt der Individuen, um lokalen Optima entkommen
zu konnen. Der Algorithmus muss eine Balance zwischen weiter Streuung der Individuen
und Verfeinerung am Optimum gewahrleisten. Daher wird die Selektion zufillig ausge-
fithrt mit einer hoheren Wahrscheinlichkeit fiir bessere Individuen.

Fiir die Auswahl der Individuen wurden zwei verschiedene Algorithmen umgesetzt.
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¢ Roulette-Selektion
Die Auswahlwahrscheinlichkeit, ist hierbei direkt proportional zur individuellen Fit-
ness. Anschaulich ist dies mit einem Roulette-Tisch zu erkliaren, dessen Féacher Brei-
ten proportional zur Fitness des Individuums haben. Wenn die Kugel in einem sol-
chen Fach liegen bleibt, ist das entsprechende Individuum gewéhlt.

e Turnier-Selektion
Ein Turnier einer gegebenen Grofle, d.h. eine Menge an konkurrierenden Individu-
en, wird mit zuféllig gezogenen Individuen gefiillt. Dabei kénnen Individuen auch
mehrmals vorhanden sein. Das Individuum mit der besten Fitness ist der Gewinner
des Turniers und damit als ein Elternteil gewéhlt.

A.2 Rekombination

Jedes der gewihlten Elternpaare produziert zwei neue Individuen, den Nachwuchs. Dieser
entsteht durch Rekombination der Gene seiner Eltern. Die Rekombination soll dabei die
Eigenschaften der Eltern mischen. Folgende zwei Methoden wurden implementiert:

e 2-Punkt Crossover
Wie in der natiirlichen DNA konnen die Gene als lineare Kette dargestellt werden.
Die Ketten der beiden Eltern werden an zwei zufélligen Stellen iiberkreuzt und
zwischen diesen beiden Uberkreuzungen werden die Gene getauscht. Wenn die bei-
den gewéhlten Punkte identisch sind, so wird ein 1-Punkt Crossover durchgefiihrt
und von der Uberkreuzung bis zum Ende der Kette die Gene getauscht. Die neu
entstandenen Genketten sind die Gene des Nachwuchses.

e Arithmetischer Crossover
Hierbei wird fiir jedes Gen eine unabhéngige zuféllige Variable r; € (0, 1) gewéhlt
und die Gene des Nachwuchses als Konvexkombination der Elterngene generiert.
Fiir ein Gen i zeigen dies folgende Formeln, wobei o', 0% den ersten und zweiten
Nachwuchs und p!, p? den ersten und zweiten Elternteil bezeichnet:

oy = p; +ripi, 0f = p; + (1 —r)pi.

A.3 Mutation

Damit die neu erzeugten Individuen iiber dem Suchraum weiter verteilt sind, durchlau-
fen die Gene aller erzeugten Individuen eine Mutation. Dabei wird dem Gen-Vektor ein
zentrierter Zufallsvektor aufaddiert, dessen Komponenten entweder normalverteilt oder
gleichverteilt sind. Die Varianz bzw. Spannweite der Verteilung wird dynamisch ange-
passt. Fiir die Anpassung wird gepriift, ob die Individuen nahe dem Optimum sind oder
nicht. Dies wird mittels zweier von mir entwickelter Kriterien entschieden:

e Neue Individuen
In diesem Kriterium wird die Rate neuer Individuen im oberen Drittel der aktuellen
Generation betrachtet. Diese Rate wird gesteuert, und es wird versucht, sie konstant
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zu halten.

Wenn die Rate zu grof} ist wird angenommen, dass die Individuen weit vom Optimum
entfernt sind und die Varianz wird erhoht. Wenn die Rate zu klein ist, liegt das
Optimum in der Ndhe und die Varianz wird verkleinert, um die lokale Umgebung
genauer zu durchsuchen.

e Durchschnittsalter
In diesem Kriterium wird versucht, das Durchschnittsalter des oberen Drittels einer
Generation konstant zu halten. Die Idee ist die gleiche wie im ersten Kriterium.
Wenn das Durchschnittsalter zu klein ist, wird die Varianz erhéht und ansonsten
verringert.

Beide Kriterien verringern in der Néahe eines Optimums die Varianz. Aber es gibt dabei
Unterschiede zwischen den beiden Kriterien. Das erste verfeinert die Suche in der Néhe des
Optimums wesentlich stérker, hingegen scheint das zweite die Gegend des globalen Opti-
mums besser zu finden. Somit ist am giinstigsten eine gemischte Strategie zu nutzen. Dazu
wird zuerst das zweite Kriterium verwendet und nach der Hélfte der Evolutionsschritte
auf das erste Kriterium umgeschaltet.

A.4 Selektion der neuen Generation

Zusammen mit dem Nachwuchs existieren zu diesem Zeitpunkt p Individuen aus der alten
Generation und A\ Nachwuchs-Individuen. Um daraus eine neue Generation der gleichen
Grofle p wie der alten Generation zu erzeugen, sind zwei Strategien des Typs p + A im-
plementiert, d.h. die neue Generation wird aus allen vorhandenen Individuen gewéhlt.
In der ersten Methode werden einfach die besten p Individuen fiir die neue Generation
genommen. Diese Entscheidung ist eine sehr harte, und die Vielfalt der Individuen wird
sehr schnell reduziert. In der zweiten Methode wird analog der Selektion der Eltern eine
Turnier-Entscheidung genutzt und A-mal das schlechteste Individuum eines Turniers ent-
fernt. In beiden Methoden {iiberlebt damit immer das derzeit beste Individuum, und ein
bereits erreichtes Quasi-Optimum wird immer in die néchste Generation ibernommen.
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