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Tutoraufgabe (Backpropagation fiir komplexwertige Netze)

In dieser Aufgabe sollen die Gleichungen (BP1) — (BP4) des Backpropagation-Algorithmus auf komplexwertige neuronale
Netze verallgemeinert werden, d.h. w, b¢, 2, a’ sind jetzt komplexe Matrizen bzw. Vektoren. Wir nehmen an, dass
die Aktivierungsfunktion in einer offenen Menge U C C holomorph ist, was ja insbesondere auf die Sigmoid-Funktion

o(z) =1/(1 4+ e~ #) zutrifft. Wie im reellen Fall verwenden wir die HilfsgroBe
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wobei jetzt allerdings die Ableitungsoperatoren als Wirtinger- oder Dolbeault-Operatoren aufgefasst werden:
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mit z = x + iy, z,y € R. AuBerdem ben&tigen wir noch die folgende Kettenregel, die sich durch direktes Nachrechnen

verifizieren |3sst: _
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Die Kostenfunktion C' ist weiterhin reellwertig (so dass deren Minimierung iiberhaupt Sinn ergibt), und somit nicht komplex
differenzierbar.

Hinweis: Die C-lineare Multiplikation w + z - w mit einer vorgegebenen komplexen Zahl z = z + iy lisst sich durch Identifikation C = R2 auch
als R-lineare Abbildung auffassen. Anwendung auf 1 = (1,0) und ¢ = (0, 1) ergibt die Matrixdarstellung

A. = (fiz) = (g ;y) (1)

Umgekehrt ist eine reelle 2 x 2-Matrix A = (z1]2z2) mit Spaltenvektoren z1, z2 € C also von der Form (1), wenn z2 = iz1 bzw. z1 + iz2 = 0.
Eine Funktion f : U C C — C ist bekanntlich genau dann in z € U komplex differenzierbar, wenn

fw)=f) + f(2) (w=2)+o(w—2) (w—2). (2)
Identifizieren wir C 22 R2, dann ist f (als Funktion U C RZ — R2) genau dann reell differenzierbar, wenn
fw)=f(z)+Df(z) (w—2)+o(w=2) (w—2).

Hierbei ist D f(z) € R2%? die Jakobi-Matrix. Die stirkere Bedingung “komplex differenzierbar” bedeutet also, dass das Matrix-Vektor-Produkt
Df(z) - (w — z) als Multiplikation zweier komplexer Zahlen aufgefasst werden kann. Zerlegen wir Df = (0 f|0y f), dann ist dies laut obiger
Diskussion dquivalent zu den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen
of 1 .
s = 5(é)acf-i-z@yf) =0,
wobei /0% der (konjugierte) Wirtinger-Operator ist. Die komplexe Ableitung ist dann f'(z) = 9f(z)/0xz.
Als direkte Folgerung erhilt man fiir f komplex differenzierbar in z:
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(a) Zeigen Sie, dass (formal identisch zum reellwertigen Fall)
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wobei 8/8(1]@ die Wirtinger-Ableitung beziiglich aJL ist und o’ die komplexe Ableitung der Aktivierungsfunktion. Wie
lautet 9C/8a} fiir die quadratische Kostenfunktion C' = 3|y — a®||??

Losungsvorschlag  Anwenden der Wirtinger-Kettenregel liefert zunachst
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wobei wir fiir das zweite Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass al = o(zF) nur von 2% abhingt. Laut Voraus-

setzung ist die Aktivierungsfunktion ¢ holomorph, und damit
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die komplexe Ableitung von o in z . AuBerdem gilt laut GI. (3), dass 8aL/(')z = 0. Insgesamt erhilt man
L_ 9C L
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Zur Berechnung von 60/8%]-‘ fiir die quadratische Kostenfunktion betrachten wir zundchst die Abbildung z € C —
2| 2|2 = (x +y?), wobei z = x + iy. Deren Wirtinger-Ableitung betrigt

el = (0 —i0,) 5 (4 0) = L () = 5=
Ebenso berechnet man 9 1 2 . P
@ﬂy* = af;§ lyk — ag| :g(aj*yj)~
Leiten Sie (wiederum formal identisch zum reellwertigen Fall) den Zusammenhang
' = diag (o’ (") - (w“l)T Lot (BP2)
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fiir alle £ < L her, wobei die Ableitung o’ komponentenweise an den Eintrdgen von 2% ausgewertet wird.

Losungsvorschlag Laut Wirtinger-Kettenregel gilt
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,i"“ als Funktion von zf ist eine Verkettung holomorpher Abbildungen und damit wiederum holomorph. Somit gilt

Bziﬂ/azf = 0 gemiB Gl. (3), d.h. der zweite Term in der Klammer verschwindet. Fiir den ersten Term erhalten wir
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und somit insgesamt
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Dies ist (BP2) in Komponentenform.
Verifizieren Sie ebenso
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Losungsvorschlag  Argumentation wie in (b) und im reellwertigen Fall.

Wie kann man nun den Gradienten der Kostenfunktion beziiglich des Real- und Imaginarteils von wfk bzw. b§
erhalten?

Lésungsvorschlag Direkt aus der Definition der Wirtinger-Ableitungsoperatoren erhilt man fiir eine reellwertige

Funktion f: C —- R
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also interpretiert als Funktion f: RZ2 = R
of
=2
vr=2(5l)

Anwenden auf (BP3) und (BP4) liefert den gesuchten Gradienten der Kostenfunktion.



