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Aufgabe 7 (Perzeptron und NAND-Gate)
Das Perzeptron ist ein von Frank Rosenblatt 1958 vorgeschlagenes vereinfachtes Modell eines
künstlichen neuronalen Netzwerks (ANN) und gilt als Vorläufer “moderner” ANNs. Für einen
Eingabevektor x ∈ {0, 1}d lautet die Ausgabe eines einzelnen Neurons mit Gewichten w ∈ Rd

und Bias-Wert b ∈ R

output =

{
0, w · x+ b ≤ 0

1, w · x+ b > 0

wobei w · x das Skalarprodukt zwischen w und x bezeichnet.

(a) Rechnen Sie nach, dass für d = 2 und w1 = w2 = −2, b = 3 das logische NAND-Gate
realisiert wird. [2 Punkte]

(b) Verifizieren Sie (z.B. durch Einsetzen
aller 4 Kombinationen von x1, x2 ∈
{0, 1}), dass nebenstehende Schal-
tung aus NAND-Gates tatsächlich
x1 ⊕ x2 und x1 ∧ x2 ausgibt, d.h.
einen binären “Addierer” implemen-
tiert (mit x1 ∧ x2 der Übertrag der
Addition). [2 Punkte]
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(c) Wie können w und b für allgemeines d gewählt werden, so dass die Perzeptron-Zelle die
verallgemeinerte NAND-Operation ¬(x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xd) berechnet? [2 Punkte]

Aufgabe 8 (Trainieren eines künstlichen Neurons)
Wir betrachten ein einzelnes künstliches Neuron beschrie-
ben durch

a = σ(z), z = w · x+ b

wobei x ∈ Rd die Eingabe bezeichnet, w ∈ Rd die Gewich-
te und b ∈ R den Bias-Wert. Die (nichtlineare, monoton
steigende) differenzierbare Abbildung σ : R → R ist die
sogenannte Aktivierungsfunktion.
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Das Neuron soll anhand einer vorgegebenen Sequenz von Tupeln (x(j), y(j)), j = 1, 2, . . . “trai-
niert” werden (d.h. die Parameter w und b optimiert werden), wobei x(j) ∈ Rd die jeweilige
Eingabe und y(j) ∈ R die gewünschte Ausgabe ist. Für ein Tupel (x, y) quantifizieren wir die
Abweichung der tatsächlichen Ausgabe von der gewünschten mittels der quadratischen Kosten-
funktion

C =
1

2
(a− y)2.

Die Kostenfunktion soll also minimiert werden.

(a) Bestimmen Sie (symbolisch) den Gradienten von C bezüglich der Parameter w und b, also
∂C/∂wi, i = 1, . . . , d und ∂C/∂b. [2 Punkte]

(b) Eine gebräuchliche Aktivierungsfunktion ist die Sigmoid-Funktion σ(z) = 1/(1 + e−z).
Verifizieren Sie folgende Relation für deren Ableitung:

σ′(z) = σ(z)
(
1− σ(z)

)
.

[1 Punkt]
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(c) Das Neuron besitze (anfänglich) die Parameter w = (1,−1), b = 1
2 und verwende die

Sigmoid-Funktion. Bestimmen Sie für jedes Tupel des Trainingsdatensatzes
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jeweils die numerischen Werte der Gradienten ∂C/∂wi und ∂C/∂b, und bilden Sie den
Mittelwert der Gradienten bezüglich der vier Tupel. (Sie können für diese Teilaufgabe ein
kurzes Python-Programm schreiben, um langwierige manuelle Rechnungen zu umgehen.)
Entspricht der mittlere Gradient den Erwartungen, wenn Sie bereits wissen, dass die opti-
mierten Parameter näherungsweise w = (− 1

2 , 1) und b = 0 lauten? [3 Punkte]

Tutoraufgabe 4 (Universalität künstlicher neuronaler Feedforward-Netze)
Künstliche neuronale Feedforward-Netze sind universell, d.h. zu jeder kompakten Teilmenge K ⊂
Rn und stetigen Funktion f : K → R sowie Fehlerschranke ε > 0 existiert ein Feedforward-Netz
N , so dass |N (x)−f(x)| < ε für alle x ∈ K gilt, wobei N (x) die Ausgabe des Netzes bezeichnet
(und die Sigmoid-Aktivierungsfunktion in der Ausgabeschicht weggelassen wird, um z.B. auch
negative Ausgabewerte zu ermöglichen).1 Ziel dieser Aufgabe ist die Skizze eines konstruktiven
Beweises der Universalität.

(a) Es sei zunächst n = 1. Zeigen Sie durch geeignete Wahl von w, b ∈ R, dass eine einzelne
Nervenzelle mit Ausgabe σ(wx + b) eine Stufenfunktion x 7→ Θ(x − s) nachbilden kann.
Wie erhält man durch Linearkombination von Stufenfunktionen eine Rechteckfunktion bzw.
beliebige Treppenfunktion? Konstruieren Sie hieraus ein Netzwerk zur Approximation einer
stetigen Funktion f : K → R, wobei o.B.d.A. K = [0, 1] angenommen werden kann.

(b) Zur Verallgemeinerung auf beliebiges n ≥ 1 konstruieren Sie mittels (a) zunächst eine
Summe von Rechteckfunktionen in jeder Koordinatenrichtung, und unter Verwendung ei-
nes Schwellenwerts eine charakteristische Funktion auf einem beliebigen Hyperrechteck.
Approximieren Sie nun eine Funktion f : K → R durch eine Linearkombination charakte-
ristischer Funktionen.
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