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1 Dimensionsanalyse und Skalierung

1.1 Mathematisches Modell, (physikalische) Dimension

e Ein mathematisches Modell stellt formale Zusammenhénge zwischen (physikali-
schen / Modell-) Groflen (G) oder Observable her. Eine (G) ist eine quantitative
Eigenschaft eines (physikalischen) Objektes, eines Zustandes oder Prozesses. Wir
unterscheiden zwischen Variablen (abhéngige und unabhingige) und Parame-
tern. Eine Losung eines mathematischen Models stellt eine Relation zwischen ab-
und unabéngigen Variablen her.

e Der Wert einer (G) wird als Produkt aus einem numerischen Wert und einer (Maf3)einheit
dargestellt. Der Wert einer (G) kann mittels verschiedener Einheiten dargestellt wer-
den, wobei dann der numerische Wert entsprechend umgerechnet werden muss.
Beispiel:
¢ =1m = 39.03701Zoll

e Jeder (G) X wird eine Dimension [X] zugeschrieben, welche die qualitative Ei-
genschaft der Grofle beschreibt. Beispiel:

[{] = Lange, [t] = Zeit, [v] = Geschwindigkeit,
wobei die Geschwindigkeit sich als zusammengesetzte Dimension darstellen lasst:

2 Lénge
v| = )
Zeit

e Physikalische Groflen lassen sich durch wenige Basisgrofien zusammensetzen. Das
internationale GroBlensystem und Einheitensystem legt als Standard folgende Ba-
sisgrofen und Basiseinheiten fest:

physikalische Grofle | Gréflensymbol | Dimensionssymbol | Basiseinheit
Lange 14 L Meter m
Masse m M Kilogramm | kg
Zeit t T Sekunde s
Stromstiarke 1 I Ampere A
Temperatur T © Kelvin K
Stoffmenge n N Mol mol
Lichtstirke Iy J Candela cd

Mit Hilfe dieser Basisgrofien lassen sich abgeleitete Gréfien und Einheiten definieren.
Beispiele aus dem Bereich der Mechanik:

physikalische Grofle | Groflensymbol | Dimensionssymbol | Basiseinheit
Geschwindigkeit | v LT ms?
Beschleunigung | a LT—2 m s 2

Kraft F mLT—2 Newton N =kg ms?
Impuls P mLT—! Ns

e Mathematische Modelle basieren auf Gleichungen, wie etwa
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— algebraische Gleichungen, z.B. f(u) = u(1 — u) (Wachstumsmodell)

— gewohnliche Differentialgleichungen, z.B. d,u = f(u) (exponentielles Wachs-
tummodell mit Sattigung)

— partielle Differentialgleichungen, z.B. ;u — cAu = f(u) (Fisher-Gleichung)

e Originér sind die Gréflen in Gleichungen mathematischer Modelle dimensionsbe-
haftet. Hierbei gilt:

— Werden dimensionsbehaftete Groflen multipliziert, potenziert oder dividiert,
so werden die Dimensionen multipliziert, potenziert oder dividiert.
Beispiele: Flicheninhalt eines Wiirfels A = (Kantenlinge z)°, [A] = L2.
Beschreibt x(t) den Ortsvektor eines Punktes zum Zeitpunkt t, dann gilt fir
Geschwindigkeit und Beschleunigung

B(t)] = | lim x(t+ 0t) — x(t)

_ —1
ot—0 ot = LT

sowie

022 (t)] = LT2,

— Nur Groflen gleicher Dimension diirfen addiert, subtrahiert und verglichen wer-
den.
Beispiel: Das zweite Newtonsche Gesetz besagt

F =ma (Kraft = Masse - Beschleunigung)
Damit die Gleichung zuldssig ist, muss gelten
[F] = [m][a] = MLT 2.

— In Funktionen koénnen nur dimensionslose Grofien eingesetzt werden.
Beispiel: Der Ausdruck exp(x) mit [x] = L ist nicht zuldssig, denn exp(x) =
20 + ol + %xz + %x?’ + -... — eine Summme mit Termen der Dimension L
i=0,1,2,3 ...

Beispiel: Periodisch variierende Kraft

F(t) = Fysin(wt)
mit Fy Kraft, t Zeit und Frequenz [w] = T~1.

e Aus einer dimensionsbehafteten Grofle = kann eine dimensionslose Grofie 7 gewon-
nen werden, indem x durch eine Referenzgrofie gleicher Dimension geteilt wird.
Beispiel: t Zeit, t = L.

e Wir nennen ein System (physikalischer) Dimensionen wunabhingig, falls keine der
Dimensionen sich als Produkt von Potenzen der anderen Dimensionen darstellen
laBt.

Beispiel: (Lénge, Zeit, Geschwindigkeit) ist nicht unabhéngig.



Beispiel 1.1 (Newtonsche Mechanik). Wir betrachten die Dynamik eines Punktes mit
Ortsvektor x(t) und Masse m in einem Kraftfeld, welches wir durch ein skalaren Potential

darstellen:

konnen bendtigen wir noch Anfangsposition und Anfangsgeschwindigkeit

mi(t) = FyVo(l5 a(t))

wobei {y eine Referenzlinge bezeichnet, Fy eine (eindimensionale) Referenzkraft und & :
R?® — R ein Potential, 2.B. ®(x) = |z|*"¢. Um eine eindeutige Losung erwarten zu

z(0) = o, z(0) = vp.
Grafse Symbol Dimension | Variable/Parameter
Zeit t T unabhdngige Variable
Ortsvektor x = (x1,29,23) | L abhdngige Variable
Beschleunigungsvektor | & LT—2 abhdingige Variable
Masse m M Parameter
Referenzlinge 4y L Parameter
Referenzkraft £y MLT 2 Parameter
Anfangsposition Z L Parameter
Anfangsgeschwindigkeit | v LT-! Parameter

Beispiel : Wir betrachten zwei Elektronen. Wir wdhlen das Koordinatensystem so, dass
eines der FElektronen sich immer bei 0 befindet. Die Position des zweiten Elektrons be-

schreiben wir durch x(t).

m

9.1-10 kg
—1.6-1071C
Im

Ladung eine Elektrons

Ladung eine Elektrons

8.987 - 107 Nm?C2¢?

||,

Vo(r) =~

x
[z

Beispiel 1.2 (periodisch getriebener harmonischer Oszillator). (a) Mathematisches Mo-

dell

o Kinematik (=Beschreibung der Bewegung): u(t) = die Auslenkung zum Zeit-
punkt t. Konvention: u = 0 < Feder spannungsfrei, u > 0 < Feder gedehnt.

e Bewegungsgleichung:

mOfu(t) + Nowu(t) + ku(t) = Fysin(wt)

Zuweites Newtonsches Gesetz: md2u = F
Auf den Massenpunkt wirkende Kridfte:

— Riickstellkraft (Hookesches Gesetz): —ku

— Dampfung (viskose Reibung, Stokessche Gleichung): —A\Oyu

5

L)



— Periodische Treibkraft: Fysin(wt)

o Anfangsbedingungen:

12)

u(0) = wy, 0yu(0) = wy.

(b) Physikalische Grissen und Dimensionen
Grifle Symbol | Dimension | Variable/Parameter
Zeit t T unabhdngige Variable
Auslenkung u L abhdingige Variable
Geschwindigkeit oy LT-! abhdngige Variable
Beschleunigung O2u LT—2 abhingige Variable
Masse m M Parameter
Ddampfungskonstante A MT-! Parameter
Federkonstante k MT—2 Parameter
Mazimaletriebkraft Fy LT—2M Parameter
Winkelgeschwindigkeit / Frequenz | w T-1 Parameter
Anfangsauslenkung Ug L Parameter
Anfangsgeschwindigkeit Vo LT Parameter

1.2 Skalierung

Die Methode der Skalierung hat zum Ziel die Freiheitsgrade (Parameter) eines Modells
zu reduzieren. Mit Skalierung kann erreicht werden, dass bestimmte Grofien nach Trans-
formation dimensionslos werden und in der Groflenordnung 1 liegen. Hierdurch kénnen
spiter Terme identifiziert werden, die vernachléfiigt werden konnen.

Ein generelles Schema der Skalierung ist folgendes: Gegeben ein Modell mit Variablen
x1,...,2, und Relation f(z1,...,2,) = 0. Wir fithren “skalierte” Variablen Zi,..., %,
mittels einer Transformation Z = A(x) ein. Typische ist diese linear, d.h. Z; = Z§:1 T,
wobei die Koeffizienten a;; dimensionsbehaftet sein diirfen. Schliefllich wird das Modells
transformiert, d.h. eine Relation f gefunden, so dass f(i‘l, o T) =08 f(y,..., 1) =
0. Wir fithren die Methode Anhand von Beispielen ein.

Beispiel 1.3 (Skalierung der Diffusionsgleichung). Wir betrachten die Diffusionsglei-
chung

atu(tv ZE) - CAU(t, ZE) = f(tv 'r)a
mit[t) =T,z = (z1,...,23), [z] = [z;] =L, [u] = NL73, ¢ = LT~ (Diffusionskonstante),
[f] = NL=3Tt (Quelldichte). Sei T > 0 ein Skalierungsparameter. Dann gilt mit

t:=Tt, ¥ =Tz, a(t, @) = u(r, 77 Y2%), FE,7) = rf(r ', 7 )

die Gleichung

8t7jb —cAu = f

Die Dimensionen der Gréfien haben sich hierbei nicht gedndert.
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Beispiel 1.4 (Fortsetzung Beispiel%[).

mi(t) = Ve (L, o(t))

l
T::”mTOO’ r]=T

ein und die dimensionslosen Grdfien

Wir fiihren die Referenzzeit

t
t' =71, r*(t7) = M

Dann gilt
) = L #(), B = brE () = (1)
und damst
i (1) = Vo (1")).

In dieser Gleichung tauchen keine Parameter mehr auf! Fir die Anfangswerte erhalten

wir:
* - . [ m
2*(0) = £y x0, *(0) = Foéovo'

Beispiel 1.5 (Harmonischer Oszillator, Beispielﬁb. Wir betrachten Beispiel @ ohne
treibende Kraft

mi + yu + ku = 0, u(0) = o, v(0) = vy. (1.3)

Dieses Problem besitzt 5 Parameter. Fiir verschiedene Werte beobachten wir unterschied-
liches qualitatives Verhalten:

(a) Exponentielles (einseitiges) Anndhern an einen Gleichgewichtszustand

(b) Ezponentielles Anndéhern an einen Gleichgewichtszustand (mdglicherweise mit einem
Uberschlag)

(c) Schwingen mit abnehmender Amplitude
(d) Schwingen mit gleichbleibender Amplitude

P: Regime <> Parameter?

1. Skalierung: Setze

cm w._ﬁ
== we

mit Dimensionen [(] = 1, [w] = T~1. Wir skalieren:

eq:Bl:harm



) . ) :Bl:harm:1
Dann ist u dimensionslos und qult genau dann, wenn

. . 1
i+ocita=0, a0 =1  @0)=—-2 (1.4) [eq:Bl:harm

WUy
Nachfolgend nehmen wir an, dass vog = 0 und schreiben (der kiirze wegen) u(t) statt
a(t).
2. Untersuchung der skalierten Gleichung.
FExkurs: Losung gewdhnlicher, linearer DGL der Form

y ™+ a1y Y + L+ ay +agy = f,
mit konstanten reellen Koeffizienten.

e Homogene Losung. Sei f = 0. Wir betrachten Nullstellen des charakteris-
tischen Polynoms

CoA= N +a, 1y '+ +ay€eC.
Dann gilt:
— Ist A\ eine m-fache (reelle) Nullstelle, dann sind die Funktionen
' exp(At), (=0,....m—1

linear unabhdngige Losungen.

— Ist \ = atif eine m-fache komplex konjugierte Nullstelle, dann sind
die Funktionen

t' exp(at) sin(Bt), t* exp(at) cos(Bt), (=0,....,m—1

linear unabhdngige Losungen.

Obiges Resultat erhdlt man durch Betrachten des Ansatzes t*exp(\t).
:Bl:harm:2 o
Fiir (IIIIZ_TE 1St das charakteristische Polynom durch
M 20N +1
gegeben. Nullstellen sind charakterisiert durch Ay = —C £ /¢ — 1. Setze

wo :=+/[?—1|>0.

Es ergeben sich drei Fille

(i) (Kritisch Dampfung) ¢ =1 (wy = 0). Wir erhalten die homogenen Léisungen
ui(t) = exp(—t),  ug =texp(—t).

Mit den Anfangswerten erhalten wir

u(t) = exp(—1t)(1 +1¢).



(i1) (Superkritische Dimpfung) ¢ > 1. Wir erhalten die homogenen Ldsungen

u1/2(t) = exp(—(t) exp(Fwot)

Mit den Anfangswerten erhalten wir

u(t) = exp(—(t)% ((1 + wio) exp(wot) + (1 — wig) exp(—wot)).

(iii) (Subkritische Diampfung) ¢ < 1. Wir erhalten die homogene Lésung
uy (t) = exp(—(t) sin(wot), us(t) = exp(—C(t) cos(wot).
Mit den Anfangswerten erhalten wir
u(t) = exp(—C(t) cos(wot).
Die Fdlle (i) — (iii) korrespondieren zu (a) — (¢). Fall (d) entspricht (iii) mit ¢ = 0.

Ubung 1.1. Wir betrachten den gedimpften, harmonischen Oszillator aus Beispiel%
mit zu bestimmenden Ddmpfungsparameter ~v und

m = 1kg, k=2Nm™.
(a) Bestimmen Sie v. > 0, so dass v = . zu einem kritischem Verhalten fiihrt.

(b) Zeigen Sie (analytisch oder numerisch), dass durch die Wahl v = . der Oszillator
am schnellsten in seine Ruhelage v = 0 zuriickkehrt. Genauer: Fiir kleines £ > 0
definiere ty > 0 als die kleinste Zeit, so dass

sup [u(t)] < uo]
t>ty

Behauptung: Fir v = . und festes 0 < £ < 1 wird ty, minimiert wird.

(c) Seiug = 10cm, vy = 10ms, £ := 0.1. Berechnen Sie (numerisch) t, fir v = 2%,,
ke{-2-101,2}.

Ubung 1.2. Wir betrachten den gedimpften, harmonischen Oszillator aus Beispiel%
wn der entdimensionalisierten, skalierten Form

i+ 2C10 +u = 0.

Fiir § > 0 (klein genug) betrachte die Zeitschritte t; = i, i = 0,..., N, sowie Approxi-
mationen ug, ..., Uy, Vo, ..., UN fir u und v = 1.

1. Implentieren Sie das symplektische Fuler Verfahren:

Vi+1 — Uy Uig1 — Uy
—_— = _2<U2 — Uy, T = Vj41-

J



2. Implentieren Sie das explizite Fuler Verfahren:

Vit+1 — U5

J

Uir1 — Uy
= —2@@-—1@, —_— = ;.

4]

3. Testen Sie beide Verfahren (insbesondere im Fall ( = 0) und vergleichen Sie das
Ergebnis mit der exakten Ldsunyg.

30.5.2017
13.6.2017

Beispiel 1.6 (Senkrechter Wurf). Fin Kdrper konstanter Masse m steigt antriebslos
von der FErdoberfliche mit einer Anfangsgeschwindigkeit vy senkrecht nach oben. Zum
Zeitpunkt t hat er die Hohe x(t) dber der Erdoberfliche. Auf ihn wirkt die Schwerkraft

R2
R O o
mit Erdbeschleunigung g und Erdradius R. Das zweite Newtonsche Gesetz ergibt
. R?
mi = —mgm
mit Anfangsbedingungen
z(0) =0, 2(0) = vo.

Wir fiihren nachfolgende Referenzlinge und Referenzzeit ein:

und betrachten

Dann folgt

also mit € = =

1 T

= 0) =0, #7(0) = ju = 1. (1.5)

(ex* +1)%

Fiir kleine Anfangsgeschwindigkeit vy ist € < 1 und die rechte Seite niherungsweise —1.
Die gewdhnliche Differentialgleichung

r=-1, #0)=0,  #0)=1,

besitzt die Losung t — t — %tg. Wir werden spdter sehen, dass im fiir e < 1 diese Losung
eine Naherung fir x* ergibt. Also folgt

12) = vot — 22,

x(t) = ba*(77H) =~ (771 — 5

272
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1.3 Entdimensionalisierung

Motivation:

e Wir erwarten, dass relevante Aussagen des Modells nicht davon abhéngen, wie die
Einheiten der jeweiligen (physikalischen) Grofien gewdhlt werden (modulo entspre-
chender Transformation von Zahlenwerten). Es ist daher naheliegend zu versuchen,
die Gleichungen des mathematischen Modells in eine dimensionslose Form zu
bringen, d.h. in eine Form, die nur noch numerische Werte beinhaltet.

e Mathematische Aussagen und numerische Simulationen sind dimensionslos formu-
liert.

e Das Modell aus Beispiel ﬁ (harmonischer Oszillator) hat 7 Parameter, die im
Experiment verdndert werden kénnen. Mufl die Abhéngigkeit der Losung

u=u(t;m,\ k, Fy,w, ug, vo)

von allen Parametern untersucht werden, um das System zu verstehen? Wir werden
sehen, dass es ausreichend ist, ein System mit weniger Freiheitsgraden zu untersu-
chen. Die Abhéngigkeit von v und von den 7 Parametern ergibt sich dann durch
einfache Transformationsvorschriften, wie im Kapitel Skalierung diskutiert.

Die Methode der Entdimensionalisierung ist eine systematische, konstruktive Methode
durch Transformation von Variablen und Parametern ein Modell in dimensionsloser Form
zu gewinnen. Wir beschreiben die Methode und betrachten ein Modell mit

e [ skalaren Variablen x4, ..., xx,
e ( skalaren Parametern xp,q,..., Ty,
e m (unabhéngige) Dimensionen dy, ..., dy,.

e skalare Modellgleichung
.f(xla S 7xk+€) =0.

In einem ersten Schritt werden dimensionslose Groflen identifiziert. Hierzu betrachten wir
Produkte der Form

1 Tk+¢
Ty .xk+€’

und fragen uns, welche Wahl von r € QF* eine dimensionslose Grofie ergibt. Hierzu
bezeichne S € Q™ *+9 eine Matrix, so dass

2] =] d:v.
=1

Dann gilt
k+¢ k+f m m
r T r; Sijrj Sr);
it -] = [l = T T e = [T
j=1 j=11i=1 i=1

11



Damit diese Gréfle dimensionslos ist, muss r das Gleichungssystem
Sr=0

erfiillen. Der Losungsraum dieses unterbestimmten Gleichungssystem ist (k + ¢) — m-
dimensional. Es bezeichne R € QU +0x((k+0)=m) ¢ipe Matrixhderen Zeilen den Losungsraum
aufspannen, d.h. SR = 0. Dann sind durch ¢; = Hf;“f x; " dimensionslose Groen de-
finiert. Die Wahl von R ist nicht eindeutig. Praktikabel ist es R, so zu wéhlen, dass in

der Definition der entdimensionalisierten Groflen qi, ..., q(x+o—m die Variablen 1, ..., x;
moglichst genau einmal (mit Exponent 1) vorkommen. Zuletzt schreiben wir die skalare
Modellgleichung in einen Zusammenhang f(qi, .. ., q(k+e)—m) = 0 um.

Das obige vorgehen wird durch nachfolgendes Theorem (ohne Beweis) formalisiert:

Satz 1.7 (Buckinghamsche II-Theorem). Gegeben sei ein mathematisches Modell mit k
Variablen xy,...,x, und ¢ Parametern xyiq,...,%Tkie, tn dem m unabhdngige Dimen-
sionen vorkommen. Dann konnen k + ¢ — m dimensionslose Gréfien qy, ..., Qxie—m ols
Produkte und Quotienten von x4, ..., T, definieren werden, und jede skalare Modellglei-
chung f(xq,...,2kre) = 0 kann auf eine Relation f(ql, ey Qero—m) = 0 reduziert werden.

(Namensgebung: Buckingham bezeichnete die dimensionslosen GroBen mit IT).

Bemerkung: Zum finden der dimensionslosen Gréfien ist es nicht notwendig die Modell-
gleichung zu kennen!

Beispiel 1.8 (Fadenpendel). Wir betrachten ein Federpendel mit Masse m, Pendellinge
¢, Erdbeschleunigung g. Die Position des Pendels zum Zeitpunkt t wird durch einen Winkel
©(t) beschrieben.

Gradfse Symbol | Dimension | Variable/Parameter
Zeit t T unabhdngige Variable
Auslenkungswinkel | 1 abhdngige Variable
Anfangswinkel Yo 1 Parameter
Masse m M Parameter
Pendelldnge l L Parameter
Erdbeschleunigung | g LT—2 Parameter
t ¢ o m L g
g T 10 0 0 0 -2
L OO 0 0 1 1
M OO 0O 1 0 0
(/0 0 1Y)
1 0 0
0 1 0
S0} =span |0],|0],] O
0 0 0
0 0 —%
\ O 0 % /
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2+ 4 Grifien, 6 — 3 dimensionslose Grifien, namlich:

* * * g
=6 vi=we :t\/;.

Buckingham 11-Theorem impliziert nun, dass eine Relation eindeutige Relation zwischen
©*, @y, t*. Insbesondere ist die Bewegung des Pendels nicht von der Masse abhdngig.

P: Wir transportieren das Pendel auf den Mond. Wie muss die Pendellnage verdndert

werden, so dass sich (bei gleichem Anfangswinkel) die Pendelbewegung nicht verdndert?
FEs gilt Erdbeschleunigung/Mondbeschleunigung ~ 6. Antwort: Es muss gelten

9mond 1
= gmond = gerde ~ _gerde

Gerde 9mond Gerde 6

gerde - gmond

Fiir ¢f konstant und t* monoton wachsend sei ein dimensionsloses Modell
@ (t7) = £ (", ¢0)
gegeben. Wir nehmen an, dass die Bewegqung periodisch in der Zeit ist, also
It >0 Vg, t*: 470" = f1(77, ¢").
(T* ist méglicherweise unbekannt).
P: Wie verdndert sich die Periode, wenn ¢ und g sich dndern? Wegen t = t*\/g und
damit T = 7" \/g, folgt die Proportionalitit

14
T~y =
g

Beispiel 1.9 (Fortsetzung von Beispiel ﬁ[) Siehe Blatt 2.

Beispiel 1.10 (Sobolev-Poincaré Ungleichung). In der Analysis zeigt man, dass eine
Konstante C = C(d) und ein Ezponent p = p(d) ezistiert, so dass fiir alle Q@ C RY
(d > 2) Wiirfel die Abschitzung

vuec(@) s / |uwp); <ct ( | rw?)%

gilt. Wir konnen mattels Dimensionsanalyse den richtigen Fxponenten ermatteln.

[linke Seite] = [u](L)
[rechte Seite] = [u](L)

Fr (STEY

2

v ‘

Die Abschdtzung kann nur richtig sein, wenn die Dimensionen auf beiden Seiten identisch

: d _ d—2 _ 2
sind. Also, wenn b =55 d.h.p=75.

13.6.2017
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2 Asymptotische Entwicklung
Fl

In der asymptotischen Analysis betrachtet man mathematische Modelle/Probleme (P.),
die von einem klei emklé’gg}z]igneter “e” abhéngig sind. Ein Beispiel hierfiir ist durch den
senkrechten Wurf, laﬁ,WRegime ¢ < R. Ziel ist es das e-Abhéngig Problem durch ein
vereinfachtes approximierendes Problem zu ersetzen. Hierbei ergeben sich die Fragen:

e Wie findet man ein approximierendes Problem, welches fiir kleines € gute Ndherungen
liefert?

e Was bedeuted “gute Nidherung”?

Wir entwickeln und motivieren grundlegende Begriffe zunéchst am Beispiel algebraischer
Gleichungen.

Beispiel 2.1.
??+2r-1=0 (0<ex 1) (P.)

(Die exakte Losungen sind durch x(e) = —e£+/e? + 1 gegeben). Zur formalen Herleitung
approzimierender Probleme nehmen wir an, dass Niherungen in der Form (Potenzreihe)

n
Tu(e) = Z ape®
k=0

gefunden werden kénnen, wobei die Koeffizienten ay bestimmt werden miissen. Zur Be-
stimmung nehmen wir an, dass die Losung x(e) dem Potenzreihenansatz

o0

z(e) = Z ape”

k=0
dratic
geniigt. Einsetzen in @7@% auf
O are®)?+) 25 g —1=0.
k

k

Gliedweises multiplizieren fiihrt auf

(ap + 2apai€ + (2apay + a3)e® + - -+ ) + 2ape + 2a,6* +--- — 1 =0.
Ein Koeffizientenvergleich liefert nun
ag—1=0 = ap = +1
2apa1 + 2a9 =0 = ap = —1
2apas + a% +2a; =0 = as = :i:%

Wir erhalten die Ndiherungen

1
zo(e) = £1, z1(e) = £1 — ¢, ra(e) =+l —e+ 3¢

3In diesem Kapitel sind nur die wesentlichen Definitionen und Beispiele aufgefiihrt. Weitere Beispiele
und Anmerkungen wurden in der Vorlesung diskutiert.
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Die Néherungen aus diesem Beispiel sind Beispiele fiir asymptotische Entwicklungen.
Hierbei interessiert man sich fiir das Verhalten € — 0 bei fester Ordnung n. Im Gegensatz
interessiert man sich bei Taylorentwicklungen fiir das Verhalten n — oo bei festem € > 0.

Definition 2.2 (Landausche Ordnungssymbole). Seie g, : (0,69) — R gegeben. Wir
sagen, dass
g=0(y) fiire — 0

falls
0
lim sup lge)l < 00 (Konvention: — = 1).
0 |e(e)] 0
Wir sagen, dass

g =o(p) fire —0

falls )
lg@)l _
o)

Definition 2.3 (Asymptotische Néherung). Seien f,¢ : (0,e0) — X, X normierter
Raum. ¢ heifit asymptotische Ndherung von f, falls

1f =&l = ollllD-

(Hierbei bezeichnet ||f — || die Funktion ¢ — || f(e) — ¢(e)]] € R. |||l wird analog
verstanden.) Wir schreiben dann

f~e
oder auch
f=e+o(p)
Beispiele 2.4.
us(t) ::t—l—exp(—é), 0<t<lI.

(a) (Punktweise Betrachtung). Es gilt

us(t) ~ t  firt>0 fest,
us(0) ~ 1.

(b) (Funktionsweise Betrachtung). Setze X = C|0,
keine asymptotische Niherung zu f, denn || f(e)
Jedoch gilt mit X = L'(0,1):

(e, t) :==t. Dann ist ¢
1

1], ¢(e)
— (o)

116 =)l = [ lesp(=Dldr <= = ofl.

D.h. die Figenschaft fp ist von der Wahl der Topologie abhdngig.
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Definition 2.5 (Asymptotische Entwicklung). Eine (endliche oder unendliche) Folge
von Funktionen ¢g,@1,... mit ¢ : (0,69) — R heifft asymptotische Folge, falls
¢rr1 = o(px) fiir e — 0.

Fine Funktion f :(0,e9) — X, X normierter Raum, besitzt eine asymptotische Entwick-
lung der Ordnung n (bzgl (¢r)), falls es Koeffizienten ag,aq, ... € X gibt, so dass

Beispiel 2.6.

e Eine Taylorentwicklung zeigt, dass g(t) = (> +1)7% = YL apt® + O™ fir
t] < 1 mit @ = (—1)*(1 + k).

e FEinsetzen von €%t fiihrt auf

m

flet) = apt" =™ + O((t)*).

k=0
Setze oi(e) == e und ay(t) := apt™ € X. Wegen [t| < L, gilt

O(max(’t)F1) = O(2*V)) = o(yy).
<3

Also

m

flet) =) an(t)onle) + oln)

k=0

Damit besitzt f eine asymptotische Entwicklung bzgl. (¢x).

Asymptotische Entwicklungen werden héufig fiir Probleme der Form

F(u.,e) =0, F: X x(0,e0) >, X, Y normierte Rdume (2.1)
fiir £ — 0 gesucht.

Definition 2.7 (Regulire und Singuldre Storung). Annahme die Lésung u. zu @Eﬁ
besitzt eine asymptotische Entwicklung bzgl. (¢x). Wir nennen das Problem reguldr
gestort, falls oo = 1. Der Ansatz Uy = Y oo axpr heifit dann reguldre Stérung.
Wir nennen das Problem singuldr gestort, falls ag # 0 und g (fire —0)

Bemerkungen:

e Asymptotische Entwicklungen sind nicht eindeutig. Insbesondere ist ein Problem
singulér /reguldr gestort, falls eine asymptotische Entwicklung existiert mit den Ei-
genschaften aus obiger Definition.

e Fiir ein reguldr gestortes Problem gilt u. = O(1).
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e Fiir ein singuldr gestortes Problem gilt u. # O(1)

Definition 2.8. Wir nennen eine Niherung w,y, . fir @%&%Snsistent, falls F(tup,e,€) = 0
fir (e —0).

Wir stellen uns nun die Frage, wie die Koeffizienten und asymptotische Folge einer Ent-
wicklung bestimmt werden kénnen. Hierbei nehmen wir hier immer an, dass ein Problem
eine Entwicklung besitzt (warum dies der Falls ist, ist eine andere Frage und wird hier
nicht diskutiert). Wir betrachten 2 Methoden:

e Entwicklungsmethode: Hier ist die asymptotische Folge vorgegeben. In der Regel
setzt man (e) = ¥ an.

e [terative Methode: Hier werden ¢, und ay iterative bestimmt.
Beispiel 2.9 (Entwicklungsmethode). Betrachte

1
O:F(xs,&?):ﬁ—x—i—z—la.

(Die exakte Lésung ist % + %\/1 — &, was wir nachfolgend nicht verwenden mdchten).
Wir nehmen an, dass die Lisung x. eine asymptotische Entwicklung der Ordnung n mit

or(e) = ¥ besitzt, d.h. mit
Tpe = Z are”
k=0

gilt ©. = xp . + 0(e™).
1. Lipschitz-Abschdtzung. Behauptung: Es gilt
’F(xn,sa‘g)’ = O(QOn) = O<€n>'
Argument:
|F(@ne, )| = [F(Tne, ) = F(ze, )| = \952,5—333—%,5“?5! < (Tt [we]+|znel)|Tn,e — 2.
Es gilt . = O(1). Aus x. = . + 0(e™) folgt nun x. = O(1). Also ezistiert C' < oo
mit
|F(zpe,€)| < Clane — x| = o(pn) = o(e").

2. Seivon nun ann = 2 (um den Rechenaufwand zu reduzieren). Einsetzen der Niherung
(und die Lipschitzabschdtzung) fihrt auf die asymptotische Gleichung

1
0(e%) = F(z.9,¢) = (ap + a1e + aze®)? — (ag + are + age?) + 1<

Wir expanideren die rechte Seite, sortieren nach Potenzen von € und absorbieren alle
Terme der Ordnung o(e?) in die linke Seite:

1
o(e?) = (—ao + ag)so + e(2apa; — ag + 1) + £2(2apay + a?)
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Diese asymptotische Gleichung kann nur richtig sein, wenn alle Koeffizienten ver-
schwinden, d.h.

1
—ao—i—ag:(), 2a0a1—a1+120, 2a0a2—|—af:0

Wir folgern

11 1 1

(ag, a1, as) = (0, 7 E) oder (ag,ai,as) = (1,—=

Wir erhalten die beiden Ndherungen

g
+ — 1'25:1—

Toe =

2 €
6’ : 4 16

=~ M
—_

Wir haben gezeigt: Falls x. eine asymptotische Niherung der Ordnung n = 2 besitzt, so
gilt T = @9 + o(e?). Bemerkung: Vergleicht man die Entwicklungen mit der Taylorent-
wicklung der exakten Liosung x. = % — %\/1 —¢ (bzw. x. = % + %\/1 —¢), so stellt man
fest, d.h. die berechneten Niherungen gerade den ersten drei Terme der Taylorentwicklung
entsprechen.

Beispiel 2.10 (Entwicklungsmethode). Wir betrachten wieder

1
0= F(z.,¢) ::c2—x+zle,
und nehmem an, dass die Losung x. eine asymptotische Entwicklung besitzt und requldr

gestort ist, d.h. x. = O(1). Wir legen jedoch die asymptotische Folge nicht fest.

1. Wir bestimmen zundchst ag # 0 und po: Einsetzen von xo. = appo(e) und Lipschitz-
abschdtzung liefert

1
o(po) = agpo(e)? — aopo(e) + 4=
Wir teilen durch pg und benutzen 0(500) = o(1). Es folgt die asymptotische Gleichung
1 €
1) = a? — -
o(1) = agpo(e) — ao + 1 o0(2)

Wegen ag # 1, ergeben sich zwei hinreichende Bedingungen:

a) aZo(e) —ag =0 und 1 —== = o(1). Also
0

dpole)

ap =1 und po(e) = 1.

(b) ato(e) = o(1) und —ag + %WOL(E) = 0. Also

1
a = 7, wo(e) = e.
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Wir erhalten die Niherungen

Zoe =1 und xp, = ZE.

2. Zur Bestimmung von a; und @1 wiederholen wir das Vorgehen. Sei Beispielsweise
ap = 3, po(e) = e. Einsetzen von x1,. = e + aip1(e) und Lipschitzabschitzung liefert

1 1 1
o(p1) = (15 + a1p1(€))* — £ arpi(e) + 1°
1 1
= 1—652 + §a15g01(£) + a1p3(e) — arp1(e).

Wegen o1 = o(po) = o(e) gilt 3 = o(p1) und epi(g) = o(p1). Wir kénnen daher den
zweiten und dritten absorbieren und erhalten

1

o(p1) = EEQ —arpi(e),
bzw.
o) = =5
16 ¢4 (¢)
Also 1(e) = € und a) = 5.
Insgesamt haben wir die Ndherung
T1e = 15 + EgQ

bestimmidt.

Definition 2.11. Seien f,¢ : (0,g0) — X, X normierter Raum. Wir betrachten die
asymptotische Gleichung

f+e=o0(1).
Wir nennen f = o(1) fihrende Gleichung, falls ¢ = o(f).

Als néchstes ein singuldr gestortes Problem:

Beispiel 2.12. Wir betrachten

0= F(z.,6) = ex® — 2z + 1.

mit exakten Losungen 7 = % +4/1+ % Die Lésung 2 = % — /1= % konvergiert

gegen % Die andere Lésung 2 divergiert. Der regulire Stérungsansatz mit p(c) = ¥

fithrt nur zu asymptotischen Entwicklungen zu 2. Fir 2V ist das Problem singuldr
gestort. Wir modifizieren die iterative Methode:
Iterative Methode (fiir singulire Storung): Wir bestimmen iterativ ar # 0, nach

folgendem Vorgehen. Zundcht k = 0:
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1. Einsetzen von xo. = agpo(e) liefert
eazpa(e) — 2appo(e) +1 = 0.
2. Wir bestimmen nun ¢o(€) und ag, so dass

Faopo, ) = o).

Hierzu wdhlen wir @y, so dass die fiihrende Gleichung eine nicht-triviale Losung ag # 0
erqibt.

(a) Falls ealp? fiihrend, dann folgt ag = 0 (verwerfen)

(b) Falls —2agpq fiihrend, dann folgt ag = 0 (verwerfen)

(¢) 1 kann nicht fihrend sein

(d) Falls ealpd — 2a0p0(e) fiihrend, dann folgt ¢o(e) = £, ag # 0, und es gilt in der

Tat 1 = o(po).
(e) Falls eadp? + 1 fiihrend, dann folgt o(e) = \/%27 aber vo # o(po) (verwerfen).
(f) Falls —2a¢po(€) + 1 fiihrend, dann folgt po(e) =1, ag # 0, und es gilt in der Tat

eages = o).

Wir haben zwei Méglichkeiten ermittelt: o(e) = 1 und po(e) = L.

e

3. Betrachte nun y. = (p%(a)xg und bestimme eine requldre Asymptotische Entwicklung fiir

ye. Beispielsweise fiir po(e) = % Beachte:

1 1
0= F(z.,¢e) = F(po(e)ye, €) = gyf—g2y5+1 & y? —2y. +e=0.
Dies ist ein requldr gestirtes Problem. Fine asymptotische Entwicklung zur Ordnung
0 st gegebene durch

Yoe = 2.
Wir erhalten 5 ]
Te = @o(e)ye = po(€)(2+ 0(1)) = -t 0(g)~

Wir betrachten nun eine parametrisierte gewohnliche Differentialgleichung
Beispiel 2.13 (Senkrechter Wurf). Fiir 0 < e < 1 betrachten wir
e = —(eue(t) + 1) u(0)=0,  ui(0)=1

Wir nehmen an, dass u. eine asymptotische Entwicklung mit requlirem Ansatz (der Ord-
nung m) besitzt, d.h.

u(t) = Z up (t)e® + rest, (t,€),
k=0
mit
e € X = C?*([0,T)), lrestn (-, e)||lx = o(e™).
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1. FEinsetzen und Koeffizientenvergleich.
Die Gleichung ergibt (fiir alle t € [0,T])

Wir benutzen die Taylorentwicklung
—(z+1)2=—-1+22—-322+42° + ...

mit z = e(up(t) + eui(t) + e2ua(t) + ...) und erhalten

m

de(t)sk = —1+2e(up(t) +eur(t) + ...) — 3% (up(t) + eur (t) + ua(t) + ..)% + ...

Insbesondere fiir m = 2:
iig + eiiy + €%l = —1 + e2ug + £2(2uy — 3ug) + o(e?).
Fiir die Anfangswerte erhalten wir

o(0) + euy(0) 4 e2uy(0) = 0, 1o(0) + €111 (0) + 15(0) = 1.

2. Ein Koeffizientenvergleich dieser Entwicklungen liefert eine Folge gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen:

3. Iteratives Losen der Differentialgleichungen fihr auf

t2 1 1 1 11 11
t)=t— — t) = —t* — —t* t) = ——t* + —1° — —1°,
uo(?) o ml) =3t wlt) ==l 5
Wir erhalten die Niherung
£2 1 1 1 11 11
Upe(t) =t — — + (=t — =t + (——t' + —=t° t9),

2 3 12 4 60 360

und erwarten, dass

llue — UQ,EHC?[O,T} = 0(52)'
Beispiel 2.14. Fir 0 < e < 1 betrachten wir wieder
u.z-: = _(Eus(t) + 1)727 UE(O) = 07 UZ-:(O) =1

Wir stellen eine zweite Methode vor eine asymptotische Niherung zu bestimmen. Hierzu
betrachten wir di Abbildung

w:[0,7] x [0,e9) — R, u(t,e) := uc(t),
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wobei u. obiges Problem lést. Man kann zeigen, dass die Abbildung e — u(-,¢) € C*([0,T])
mehrfach stetig differenzierbar ist. Dies motiviert die verallgemeinerten Tayolorentwick-
lung

u(t,e) = u(t,0) + ed.u(t,0) + %s2afu(t, 0) + ...

zu betrachten. u(t,0) entspricht gerade dem Koeffizienten ug aus obiger Betrachtung. Wir
bestimmen O.u(t,0) durch eine formale Rechnung:

ot €) = u(t, ) ; u(t,())‘

Im Grenzwert erhalten wir (formal) v(t,e) — O-u(t,0) (€ 1 0). Weiter gilt

Bt 2) = é(ﬁ(t,s)—a(t,o)) _ é(—(su(t,5)+1)2+1) _ é(?eu(t,e)%—o(e)) — 2u(t, £)+o(1).

Grenziibergang (und vertauschen von € — 0 und 0}?) fihrt auf

020.u(t,0) = 2u(t,0), v(0,0) = 0, ©(0,0) = 0.
Damit ist O.u gerade der Koeffiziente uy aus obiger Betrachtunyg.
Beispiel 2.15. Fiir 0 < ¢ < 1 betrachte

i+ (eu+1)72
F(u,¢) := '(1550) 1 , F :C?0,7T] x (0,g9) = C[0,1] x R x R.

F ist Lipschitz stetig uniform in €, d.h.
| F(u,e) — F(v,e)|| < Llju— || for all 0 < e < g.

Weiter gilt F(ue,e) = 0 genau dann, wenn u. den Senkrechten Wurf aus den vorange-
gangenen Beispielen ldst.

Wir nehmen an, dass u. eine asymptotische Entwicklung mit requldrem Stérungsansatz
besitzt, d.h.

U = Zukék + o(e™).
k=0
1. Lipschitzabschitzung:
[F (um,e; )| < Llltme — uell = o(e™).

2. Die Koeffizienten uy kénnen nun (rigoros) durch Finsetzen der Entwicklung und
Koeffizientevergleich wie im ersten Beispiel bestimmt werden.

3 Mehrskalenprobleme

In diesem Abschnitt betrachten wir Modelle, in denen mehrere (=zwei) (Léngen oder
Zeit)skalen auftreten.
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3.1 Homogenisierung

Consider a heat conducting body that occupies some domain O C R?, where d = 1,2, ...
denotes the dimension. Suppose that the body is exposed to a heat source/sink that
does not vary in time, and suppose that the body is cooled at its boundary, such that
its temperatur is zero at the boundary. In non-dimensional form, this problem is can be
described as follows:

e x c R? spatial variable
e ¢ > ( time variable
e u(t,r) temperature

e ug(x) initial temperature

f(z) heat source

ow(t,x) = V- (a(z)Vo(t,z)) = f(x) t>0,2€0
v(t,z) =0  t>0,2 € 00
v(t=0,2) =vo(x) z € 0.
The ability of the material to conduct heat is described by a material parameter a €
(0,00), called the conductivity.
If time evolves the temperatur of the body will converge to a steady state, which can be
describe by the elliptic boundary value problem
-V - (aVu) = f in O, (3.1)
u = 0 on 00.

Indeed, consider w(t, x) := v(t,x) — u(z), then
o (t,z) — V- (aVw) =0, w =0 on 90, w(0, -) = uy,

and thus

1
i—/ lw(t,z)|* = —/ Vuw(t,z) - a(x)Vw(t, z) dr < —mina/ |Vw(t,z)|? dz.

If mina > 0, this suggests that [, |w(t,2)]* — 0 as t — oo (which can shown, e.g. if
vo € L?(2)). Hence, v(t,) — u as t — oo.

The material is homogeneous, if a does not depend on x. The material is called hete-
rogeneous, if a(x) varies in © € O. We are interested in heterogeneous materials with
microstructure, which means that the heterogeneity varies on a length scale, called the
microscale, that is much smaller than a macroscopic length scale of the problem, e.g. the
diameter of the domain O or the length scale of the right-hand side f.

To fix ideas, suppose that
e O=(0,L)%
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o =1,
e a(z) =1+ isin(2r%),

i.e. the conductivity is periodic with the period /. If the ratio

microscale 14
g1 == —
macroscale L

is a small number, e.g. ¢ < 1073, then we are in the regime of a microstructured material.
The goal of homogenization is to derive a simplified PDE by studying the limit € | 0, i.e.
when the micro- and macroscale separate.

In the rest of the introduction we treat the following one-dimensional example: Let O =
(0,L) C R, e >0 and let u. : O — R be a solution to the equation

~0,(a(2)0u() = f O, (3.3)
ue = 0 on 00. (3.4)

We suppose that a : R — R is 1-periodic and uniformly elliptic, i.e. there exists A > 0
such that a(x) € (A, 1) for all z € R. For simplicity, we assume that f and a are smooth.

Lemma 3.1. @ und @ besitzen eine eindeutige glatte Losung und es gilt:

u(z) = /0 (@) <c€— /0 . f(a") d:p”) dz'. (3.5)
c = ( /0 ’ aZ'(2') da:’) h /0 ’ /0 . a\ (2') f(2") da” d. (3.6)

Beweis. We first assume that a smooth solution u. exists and derive an explicit repre-
sentation for u.. We then show that the representation defines a smooth solution. For
simplicity we set a. := a(=). By the fundamental theorem of calculus we have

£

mit

us(x) — u(0) = / Opu.(x') dz' = / a;l(x')ja(x') da’,
0 0
where j. denotes the flux
, x
Je(x) == a(g)&pus(:ﬁ).
From @) we learn that
Je(z) = c. —/ f(x')da’
0

for a constant c¢. € R, which is uniquely determined by @ Indeed, we have

0=u.(L)—u(0) = /0 a (2o (a) da’

_ /0 Yo @) (ca— /0 " dx”) dz'
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and thus we get @ Since u.(L) = 0, we get the representation (@ Since f and a.
age smooth (by assumption), the right-hand side defines a smooth solution to and

]

Next, we want to pass to the limit € | 0 in the representation (@ In order to do so, we
need to understand the limit of functions of the form

T a(lf) /090 f(x')de'.

This function rapidly oscillates on scale ¢ and the amplitude of the oscillations is of
unit order. Hence, the expression does not converge uniformly (or in a strong sense).
Nevertheless, we have the following result:

Lemma 3.2. Let F(y,x) be a smooth function that is periodic in y € R and assume that
F and 0, F are bounded. Show that

b b 1
liﬂ)l F(g, x)dr = / F(z)dx, F(z) = / F(y,z) dy.
€ a a 0

Furthermore, show that there exists a constant C' (only depending on F') such that

b
|/ F(g,x) — F(z)dz| < C(|b—a| + 1)e.
Beweis. Consider the functions

G(y,a:):/Oy(F(y',a:)—F(a:))dy’, 0.(2) = G (L, 2).

3

Note that G(y,z) and 0,G(y, x) are periodic in y; indeed, we have

Gly+L.a) - Gly.o) = | " RW.e) - Flo), dy = Fla) - Flz) =0,

and the same is true for 0,G. Furthermore, G and 0,G are smooth and bounded, and we
have

D,g.(z) = e@mG(g, ) + ayG(g, z) = e@mG(g, 2) + (F(E,2) — F(z)),

X —
€
and thus
b ) b .
/F(—,x)—F(:c)dm - /8xgg(x)—5axG(x,g)dx
- 5<G(é,b)—G(g,a)—/baxG(f,x)dm).
5 5 " 5

The expression in the brackets is bounded uniformly in £ (by smoothness and periodicity
of G and 0,G), and thus the statement follows. [

Satz 3.3. Sei f glatt.
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(a) For all € > 0 equation @,@ admits a unique smooth solution u..
(b) Ase |0, u. converges to a smooth function uy.

(¢c) The limit ug is the unique solution to the equation

_aaz<aoaru0) = f in Oa (37)
u = 0 on 00, (3.8)

where ay € R denotes the harmonic mean of a, i.e.

ap = (/01 a'(y) dy)

The physical intepretation of the result of Problem IE is the following: While the initial
problem & describes a heterogeneous, microstructured material (a periodic
composite with period ¢), the limiting equation (8.7) & describes a homogeneous
material with conductivity ag. Hence, Problem .2 states that if we observe a material
With a rapidly oscillating conductivity a(:) on a macroscopic length scale, then it behaves
a h(%eneous material with effectlve conductivity given by ag. We therefore call

-1

the homogenized problem. It is much simpler than the heterogeneous initial
problem :

Problem 3.1. Let f = 1. Show that a solution to

—0;(ad,u) = 1 in O,
u = 0 on 00.

1s a quadratic function, if and only if the material is homogeneous, i.e. iff a does not
depend on x.

Beweis. Recall that u admits the representation

for some ¢ € R. Hence, v/(x) = Z(;:;

u is quadratic < «' is affine < a(+) is a constant.

]

The homogenization result shows that u. — ug as €.).0. Henge, for ¢ < 1 the function
ug is a consistent approximation to the solution to @ & . We even have a rate:

Lemma 3.4. Es gilt max,co |u.(x) — uo(x)| < Ce where C' only depends on O, f and a.
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Beweis. Application of Lemma % yields

L 1
/ a;' = ay'L+O(e), where ag = / —ht
0

c: = c¢o+ O(g) where ¢ —aD][ ag / f(&")dx"dz' —][ / f(2")dx"dx’,
us(xr) — dp(z)+ O(e) where Gy(x) := agl/ (CO—/ f(2")dz")dz'

Finally, it is easy to check that ug solves @ and @ and thus @y = ug.

?é%nks to the homogenization result certain properties % the %ﬁult equation @ &

can be studied by analyzing the simpler problem

Problem 3.2. Let f =1 and L = 1. Show that M. := maxgs u. = % + O(e).

Beweis. We first notice that My := maxgsug = ﬁ. Indeed, this follows from

We conclude by appealing to the quantitative homogenization result maxg |u. — ug| =

O(e): ' X
M. > w(3) = u0(3) + 0(e) = Mo +0(e),

and for seme x. we have

M. = u.(z.) = up(z:) + O(e) < My + O(e).
Hence, M. = My + O(e). O
What can be said about the convergence of the temperature gradient u.?

Problem 3.3. Show that limsup [, |0yu. — dyuel* > 0 (unless the initial material is
homogeneous). Show on the other hand, that for all smooth functions ¢ : R — R we have

[ d@ete) e [ waote) do

i.e. we have weak convergence, but not strong convergence.

Beweis. We argue by contradiction and assume that (for a subsequence)

/ laxue — ('9mu0\2 — O,
O

which implies that 0,u.(x) — J,uo(x) for a.e. x € O for a subsequence. The representation
formula and a direct computation shows that
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Since ¢. — ¢o (as shown in the proof of Problem , we deduce that —aim)
x € O. Combined with the dominated convergence theorem, we conclude that i — %
in L*(0), and thus [, a.dz — [, aodz. However, by Probelm [3.2| we have

— L for ae.
ao

1
/ a. dr — / / adydxr # / ao dx unless a is a constant function.
o) 0Jo o)

%e second statement is a direct consequence of an integration by parts and Problem
O

Yet, we can modify ug by adding oscillations, such that the gradient of the modified
functions converges:

Lemma 3.5. Let a, f be smooth, O = (0,1). Let ¢ : R — R denote a 1-periodic solution

to
0y (a(y)(9y(y) +1)) =0 (3.9)

with ¢(0) = 0. Let ug and u. be as above. Consider

ve(2) :=up(z) + ¢ (£) Dpuo(w).

Then there exists a constant C' > 0 such that for all € > 0 with % € N we have

4
/ |Us - Us|2 + |aa:us - azvs|2 < (_ max ‘¢|2)52/ |8§UO|2
o A o
Beweis. To ease notation we write
a.(z) :=a (f) , Oe(T) = ¢ (f) )
#1:

It can be easily checked (by direct calculations) that

aﬁ(y)r:/oy%—ldt

and that ¢ is smooth and bounded. Note that
ap = a(y)(0y¢(y) + 1) for all y € R.
:1di
Indeed, by the corrector equation (@ra—néE the definition of ay the difference of both

functions is constant and has zero mean. (This is only true in the one-dimensional case!)
#2:

Set z, := u. —v,. Since l € N we have ¢ ( ) = 0. Combined with the boundary conditions
imposed on u, and ¢, We conclude that z.(0) = z.(1) = 0. We claim that

/ 2 < / 10,222

Indeed, since O = (0,1) and z. = 0 on 0O, this follows by Poincaré’s inequality:

L= ([ azg) < [t
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Hence,

/ 2 + [Baz 2 < 2 / 0,2 < 2 / 10,2 .,
O O O

where we used that a. > A\ by assumption. Since z. = 0 on 00O, we may integrate by

parts and get
/ ool + Dzl < 2 / (~ 0, (0.0,22)).

#3: We compute (—0,(a:0,2)):

Op2e = OpUy — (Gygb (f) + 1) Oy g — sqbg@iu()
use ag = a:(Oy¢(2) + 1)
e0p2e = 04U — Qo0 — 5a5¢58§u0

—0p(a:0,2.) = —0,(a.0,u.) + 0p(ag0puo) + Op(cac-02up).

The first two terms on the right-hand side are equal to the left-hand side of the PDEs
for u. and uy. Hence, these two terms evaluate to f — f = 0:

—0p(a:0p2:) = Oy (maqbgaguo) )
Combined with the estimate of Step 2 we deduce that

/ 2+ 10ez < 2 / 2:0; (eae20;u0)
o @)

integration by parts

= / O0r2e (5¢€a€8§u0)
o)
Cauchy-Schwarz and Young’s inequality

) A
in the form ab < a + —62) with § = B

s+ d | oo Pla oz
4

[l ol < 52 [ lonFiotul

(@] (@]

IN

and thus
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