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Aufgabe 1 4 Punkte

Finden Sie mit Hilfe der Fourier-Transformation (partiell bezüglich x) ein u ∈ C∞((0,∞)×R)
mit

∂tu = ∂2
xxu+ 2∂xu+ 3u t > 0, x ∈ R

und Anfangsbedingung

lim
t↓0

u(t, x) = exp(−1

2
x2) für alle x ∈ R.

Aufgabe 2 3 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd offen, f : Ω → R stetig, A : Ω → Rd×d stetig differenzierbar. Für u ∈ C2(Ω) sind
äquivalent:

(a) − div(A(x)∇u(x)) = f(x) für alle x ∈ Ω,

(b) ∀ϕ ∈ D(Ω) :

∫
Ω
∇ϕ(x) ·A(x)∇u(x) dx =

∫
Ω
f(x)ϕ(x) dx.

Aufgabe 3 4 Punkte

Sei d ≥ 2 und Ω = B(0; 1) ⊂ Rd. Betrachten Sie für β > 0 die Funktion

u(x) :=

{
|x|−β x 6= 0

0 sonst

Sei 1 ≤ p <∞.

(a) Bestimmen Sie alle β > 0 mit u ∈ Lp(Ω).

(b) Zeigen Sie: u ist fast überall differenzierbar; und bestimmen Sie alle β > 0 mit |∇u| ∈ Lp(Ω).

(c) Sei β > 0 so gewählt, dass u, |∇u| ∈ Lp(Ω). Beweisen Sie, dass die Ableitung von u in D′(Ω)
durch die punktweise Ableitung von u gegeben ist, d.h. es gilt T∂iu = ∂i(Tu) in D′(Ω).

(d) Bestimmen Sie alle β > 0, so dass
u ∈W 1,p(Ω).



Aufgabe 4 4 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd offen, f ∈ L2(Ω) und A ∈ L∞(Ω;Rd×d) sei symmetrisch, d.h. A(x) = At(x) für fast
alle x ∈ Ω. Betrachten Sie das Funktional

J : H1(Ω)→ R, J(u) :=
1

2

∫
Ω
∇u(x) ·A(x)∇u(x) dx−

∫
Ω
f(x)u(x) dx

Beweisen Sie die folgenden Identitäten für u, v ∈ H1(Ω) und s ∈ [0, 1]

(a) J(u+ v) =J(u) + J(v) +

∫
Ω
∇u(x) ·A(x)∇v(x) dx,

(b) J(su+ (1− s)v) = sJ(u) + (1− s)J(v)

− 1

2
s(1− s)

∫
Ω

(∇u(x)−∇v(x)) ·A(x)(∇u(x)−∇v(x)) dx.

Berechnen Sie für u, v ∈ H1(Ω) den Grenzwert

(c) lim
s→0

J(u+ sv)− J(u)

s
.

Abgabe bis Dienstag 04.02.2014, 9.15 Uhr (Briefkasten)
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