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Aufgabe 1 1+2 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt.

(a) Sei φ ∈ C∞(R) konvex und u ∈ C2(Ω) harmonisch in Ω. Zeigen Sie: Die Funktion x 7→
φ(u(x)) ist subharmonisch in Ω.

(b) Sei u ∈ C3(Ω) harmonisch in Ω. Betrachte v(x) := |∇u(x)|2. Zeigen Sie:

v(x) ≤ 1

|B(x; r)|

∫
B(x;r)

v(y) dy für alle x ∈ Ω und r < dist(x; ∂Ω).

Aufgabe 2 3 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd offen, sei u ∈ C2(Ω), und es gelte u(x) = 1
|B(x;r)|

∫
B(x;r) u(y) dy für alle x ∈ Ω und

alle r > 0 mit B(x; r) ⊂ Ω. Zeigen Sie: u ist harmonisch in Ω.

Aufgabe 3 (Diskretes Maximumsprinzip) 3 Punkte

Sei u : Zd → R eine nicht-negative Abbildung mit
∑

x∈Zd |u(x)|p <∞ für ein 1 ≤ p <∞ und

−4u(x) ≤ 0 für alle x ∈ Zd,

wobei

4u(x) :=
d∑

i=1

(u(x+ ei) + u(x− ei)− 2u(x)) ,

den diskreten Laplace-Operator bezeichnet. Beweisen Sie

sup
x∈Zd

u(x) = 0.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass supx∈Zd u(x) ≥ 0. Zeigen Sie nun, dass im Falle supx∈Zd u(x) >
0 das Maximum von u in einem Punkt x0 ∈ Zd angenommen wird und betrachten Sie 4u(x0).

Aufgabe 4 - (Stetige Abhängigkeit von den Daten) 3 Punkte

Sei Ω ⊂ Rd offen und beschränkt, sei u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) eine Lösung von

−4u =f in Ω,

u =g auf ∂Ω.

Zeigen Sie: Es existiert eine Konstante c > 0, die nur von Ω abhängig ist, so dass

max
x∈Ω
|u(x)| ≤ c

(
max
x∈Ω
|f(x)|+ max

x∈∂Ω
|g(x)|

)
.
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