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I"Jbungen zur Vorlesung Mathematik I1/2 (inkl. Kurzlésung)
6. Woche — Zufallsgroflien

Diskrete Zufallsgrofien

A1 Zwei Schiitzen geben unabhéngig voneinander jeweils auf ein eigenes Ziel einen Schufl ab.
Die Trefferwahrscheinlichkeit des ersten Schiitzen sei p;, die des zweiten py. Es sei X; die
Zufallsgrofle, die den Wert 1 annimmt, falls der erste Schiitze getroffen hat und den Wert 0,
falls er nicht traf. Analog sei die Zufallsgrofie X fiir den zweiten Schiitzen definiert. Geben
Sie fiir die Zufallsgrofle Z = X; — X5 in einer Tabelle zu allen Werten, die Z annehmen
kann, die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten an.

Ereignis Wert von Z | Wahrscheinlichkeit P(Z)
. . Schiitze2 besser -1 (1 —p1)p2
Kurzlosung: Schiitzen gleich gut 0 1 —p1—p2+ 2p1p2
Schiitzel besser 1 p1(1 —p2)

A2 Bei einem zufalligen Versuch, als dessen Ergebnis stets genau eines der zufalligen Ereignisse
Ay, ..., Ay eintritt, wird durch "X = i, falls A; eintritt” (i = 1,...,5) eine Zufallsgrofie
definiert.

(a) Mit Hilfe der Werte p; = P(Ay),p2 = P(A2),ps = P(As) und ps = P(A;) bestimme
man die Verteilungsfunktion Fx von X.

(b) Fiir py = %, p2 = 75, p3 = p5 =  stelle man Fy graphisch dar.

Kurzlosung:
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A3 Betrachtet wird ein Fahrstuhl, der die Etagen 0-6 befihrt. Im Erdgeschof (0. Etage) steigen
drei Personen in den Fahrstuhl ein. Jede dieser Personen verlasst den Aufzug unabhéngig
von den anderen Personen ab der ersten Etage mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf jeder
Etage. Der Fahrstuhl bleibt stehen, wenn der letzte Fahrgast ausgestiegen ist. Sei X die
Zufallsgrofle, die angibt, auf welcher Etage oder Fahrstuhl stehen bleibt.

(a) Man bestimme die Verteilungsfunktion Fx(z) dieser ZufallsgroBe.

(b) Man bestimme nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung fx(z) dieser Zufallsgrofe.



Kurzl6sung:

0,
163, 1<z<?2
23/63, 2<x<3

1/63, r=1

a)Fx(x)=P(X <x)= b fx(x)=<(22-1)/6%, x=2

A4 Es werden wiederholt, unter konstanten Bedingungen und (total) unabhéngig voneinander,
Schiisse auf ein Ziel abgegeben, wobei die Treffwahrscheinlichkeit p = 0.8 betrage. Das
Schielen werde so oft durchgefiihrt, bis der erste Treffer erzielt wird, jedoch héchstens bis
zum 4. Schuss.

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird das Ziel getroffen?
(b) Man bestimme die Verteilungsfunktion Fx der Anzahl X der abgegebenen Schiisse.
(c) Man berechne y = E(X) und var(X) = E (X — u)?).

Kurzlosung:
(a) 0.9984
0 —o<zr<l1
0.80 1<z<?2
(b) Fx(x)=1¢ 096 fiir 2<z<3
0.992 3<r <4
1 4 <z<o0

(c) E(X) =1.248, var(X) = 0.2985.

Stetige Zufallsgrofien

A5 Essei Fyx die Verteilungsfunktion einer Zufallsgrofie X mit Fx(z) = a+barctanz (—oo <
r < 00).

(a) Welche Werte kénnen die Konstanten a und b annehmen?

(b) Wie lautet die Dichtefunktion von X?

Kurzldsung: (a) a =1 b= 1 D) fx(z) = %Hle (—o0 < x < 00).

A6 Betrachtet wird die Exponentialverteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte fr:

0, t<0,
o ={ S 120 0>0)
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und Erwartungswert E(T) = U z.B. Bsp. 14.32 b. Berechnen Sie mit Hilfe des Ver-
schiebungssatzes, Bem. 14.39, die Varianz der Exponentialverteilung.
1
Kurzlosung: var(7) = v

Falls noch Zeit iibrig: Unabhéangigkeit, Unkorreliertheit

Zeigen Sie, dass fiir voneinander unabhangige Ereignisse A und B auch A und B, Aund B
bzw. A und B Paare unabhéngiger Ereignisse sind.

Kurzlésung: Zu zeigen: P(AN B) = P(A) - P(B) = P(A)(1 — P(B)).

Somit braucht man in einer Vier-Feldertafel den Unabhéngigkeitstest nur einmal auszufiihren.

”

(a) Visualisieren Sie die Aussage am Ende von Def. 14.36 sowohl in der Form ”... = ...
als auch in Form eines Venn-Diagramms.

(b) Gelegentlich findet man die Formulierung ”Nur wenn zwei Zufallsgrofien unabhéngig
sind, ist der Erwartungswert des Produktes gleich dem Produkt der Erwartungswerte.”
Ist diese Formulierung richtig?

Kurzl6sung:
(a) Unabhéngigkeit = Unkorreliertheit; Venn-Diagramm: unabhéngige ZG C unkorrelierte
7ZG

(b) Nein! Wie z.B. in Folie 14.5 diskutiert, konnen auch abhéngige Zufallsgrofien un-
korreliert sein (wo dann der Erwartungswert des Produktes gleich dem Produkt der
Erwartungswerte ist).
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