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Übungen zur Vorlesung Mathematik II/2 (inkl. Kurzlösung)
7. Woche – Zusammenhang fX(x)FX(x), E(X), var(X), Unabhängigkeit,

Binomial-Verteilung

Zusammenhang Dichte- und Verteilungsfunktion, E(X), var(X)

A1 Man weise nach, dass die Funktionen f mit

(a) f(x) =


1

2x2
für x ≤ −1

0 für −1 < x ≤ 1
1

2x2
für x > 1

(b) f(x) =

{
0 für x ≤ 1
3
x4

für x > 1

die Eigenschaften einer Dichtefunktion haben und ermittle die zugehörigen Verteilungsfunk-
tionen.

Kurzlösung:

(a) F (x) =


− 1

2x
x ≤ −1

1
2

für −1 ≤ x ≤ 1

1− 1
2x

1 < x <∞
(b) F (x) =

{
0 x ≤ 1

1− 1
x3

x > 1

A2 Betrachtet wird die Zufallsgröße X mit der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

fX(x) =

{
ε · x−(1+ε) für x ≥ 1

0 sonst
mit ε > 0.

(a) Überprüfen Sie, ob die Funktionen fX(x) die Eigenschaft einer Dichtefunktion hat, also∫∞
−∞ f dx = 1.

(b) Für welche Werte ε existiert der Erwartungswert der Zufallsgröße E(X)?

(c) Für welche Werte ε existiert der Erwartungswert des Quadrats der Zufallsgröße E(X2)?

Kurzlösung:

(a) X, (b) E(X) = ε/(ε− 1), falls ε > 1, (c) E(X2) = ε/(ε− 2), falls ε > 2.

A3 Gegeben seien Zufallsgrößen X, Y mit den Verteilungsfunktionen:

α) FX(x) =


0 für −∞ < x < −1
0.2 für −1 ≤ x < 0
0.7 für 0 ≤ x < 1
0.8 für 1 ≤ x < 2
1 für 2 ≤ x <∞

β) FY (x) =


0 für −∞ < x ≤ −1
1
2

+ 1
2
x für −1 < x ≤ 1

1 für 1 < x <∞.
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(a) Welche der Zufallsgrößen besitzt eine diskrete bzw. stetige Verteilung?

(b) Stellen Sie die Verteilungsfunktionen FX(x), FY (x) graphisch dar.

(c) Bestimmen Sie die Einzelwahrscheinlichkeiten bzw. die Wahrscheinlichkeitsdichte.

Man ermittle außerdem:

(d) P (X = 0), P
(
1
2
< X ≤ 2

)
, P (X > 1.5),

(e) E(X), E(Y ),

(f) P
(
−1

2
< Y ≤ 1

2

)
, P (Y ≥ 2).

Kurzlösung:

(a) α) diskret, β) stetig,

(c)

P (X = −1) = 0.2
P (X = 0) = 0.5
P (X = 1) = 0.1
P (X = 2) = 0.2

fY (x) =


0 −∞ < x < −1
1
2

für −1 < x < 1
0 1 < x <∞

.

(d) 0.5, 0.3, 0.2 (e) 0.3, 0 (f) 0.5, 0.

Gleichverteilung

A4 Die (diskrete) Zufallsgröße X nehme die Werte x1 = 4.7; x2 = 4.8; x3 = 5.1; x4 = 5.2;
x5 = 5.6; x6 = 5.7 an und sei gleichmäßig verteilt.

(a) Man skizziere ihre Verteilungsfunktion und bestimme EX.

(b) Man bestimme E(X − 5.0)2, E(X − 5.1)2 und E(X − EX)2 = var(X).

Kurzlösung: (a) EX = 5.183̄ (b) 0.1716̄, 0.145, var(X) = 0.1381.

Binomialverteilung

A5 Die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Bedienung eines Webstuhles innerhalb von 10 Minuten
ein Spulenwechsel vorzunehmen ist, betrage p = 1

3
. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass

bei der Bedienung von zwölf unabhängig voneinander arbeitenden Webstühlen innerhalb von
10 Minuten bei

(a) genau vier Maschinen,

(b) allen Maschinen,

(c) keiner Maschine,

(d) höchstens drei Maschinen,

(e) mehr als zwei Maschinen
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ein Spulenwechsel erforderlich ist?

Kurzlösung: (a) 0.2384 (c) 0.000002 (d) 0.0077 (b) 0.3931 (e) 0.8189.

Poisson-Verteilung

A6 Weisen Sie nach, dass die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten der Poisson-Verteilung
gleich 1 ist.

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k ∈ {0, 1, . . .}

Kurzlösung:
∞∑
k=0

λk

k!
e−λ = . . . = 1

Exponentialverteilung

A7 Die Brenndauer X einer Glühlampe sei eine exponentialverteilte Zufallsgröße mit einer Var-
ianz von 104 h2. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass die Brenndauer um mehr
als 50 h vom Erwartungswert abweicht?

Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von Übung6 A6.

Kurzlösung: p = 0.6166

A8 Zusatz: Die Lebensdauer T eines elektronischen Bauelements sei exponentialverteilt mit
der Wahrscheinlichkeitsdichte fT :

fT (t) =

{
0, t ≤ 0,
λe−λt, t > 0.

(λ > 0)

(a) Man ermittle die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Bauelement mindestens bis t =
λ−1, t = 2λ−1 bzw. t = 3λ−1 funktionstüchtig ist.

(b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dass das Bauelement mindestens bis t = kλ−1

(k = 1, 2, . . . ) funktionstüchtig ist, wenn dies bis zum Zeitpunkt t = (k−1)λ−1 der Fall
war?

Kurzlösung: (a) 0.3679, 01353 bzw. 0.0498 (b) 1
e

= 0.3679 (für alle k).

Falls noch Zeit übrig: Unabhängigkeit

A9 Die Zufallsgrößen X und Y nehmen die Werte 1, 2 und 3 an. Dabei seien die folgenden
Wahrscheinlichkeiten bekannt:
P (X = 1) = 0.5, P (X = 2) = 0.3,
P (Y = 1) = 0.7, P (Y = 2) = 0.2,
P (X = 1, Y = 1) = 0.35, P (X = 2, Y = 2) = 0.06, P (X = 3, Y = 1) = 0.2.
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(a) Man stelle die Verteilungstabelle von (X, Y ) auf.

(b) Sind X und Y unabhängig?

(c) Man bestimme E(X), E(Y ), var(X), var(Y ).

(d) Wie lauten die Einzelwahrscheinlichkeiten der Zufallsgrößen Z1 = X + 3Y und Z2 =
X2 − Y ?

Kurzlösung:

(a) Y 1 2 3
∑

X
1 0.35 0.14 0.01 0.5
2 0.15 0.06 0.09 0.3
3 0.20 0.00 0.00 0.2∑

0.7 0.2 0.1 1

(b) Nein

(c) E(X) = 1.7, E(Y ) = 1.4, var(X) = 0.61, var(Y ) = 0.44.

(d) P (Z1 = 4) = 0.35, P (Z1 = 7) = 0.14, P (Z1 = 10) = 0.01.
P (Z1 = 5) = 0.15, P (Z1 = 8) = 0.06, P (Z1 = 11) = 0.09.
P (Z1 = 6) = 0.20, P (Z1 = 9) = 0.00, P (Z1 = 12) = 0.00.
P (Z2 = −2) = 0.01, P (Z2 = 1) = 0.09, P (Z2 = 6) = 0.00.
P (Z2 = −1) = 0.14, P (Z2 = 2) = 0.06, P (Z2 = 7) = 0.00.
P (Z2 = 0) = 0.35, P (Z2 = 3) = 0.15, P (Z2 = 8) = 0.20.
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