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Ubungen zur Vorlesung Mathematik IT/2 (inkl. Kurzlésung)

9. Woche — Normalverteilung, Grenzwertsatz, Tschebyscheff
Normalverteilung

Bei der automatischen Abfiillung von 1/2-1-Milchflaschen wird das abgefiillte Fliissig-
keitsvolumen V' als normalverteilt mit den Parametern p = 500 (in ¢cm®) und o =5
(in cm®) angenommen.

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine 1/2-1-Milchflasche weniger
als 490 cm? enthalt?

(b) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Abfiillung die eingefiillte
Milch iiberlauft, wenn das Volumen einer 1/2-1-Milchflasche 510 cm?® betragt?

(c) Wie gro8 muf} die tolerierte Abweichung « (in cm?®) von p = 500 sein, damit
die Wahrscheinlichkeit einer zu leeren oder zu vollen Flasche kleiner als 10%
ist.

Kurzlosung: (a) 0.0228 (b) 0.0228, (c) a =82

Der Messfehler X bei der Bestimmung der Masse eines Korpers werde als nor-
malverteilte Zufallsgrofie mit dem Erwartungswert p = 0 und der Streuung o? =
(60g)? angenommen.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der absolute Betrag des Mess-
fehlers | X| kleiner als 7.2 g ist.

(b) Es werden (unabhéngig voneinander) 5 Messungen durchgefiihrt. Wie grof3
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dabei wenigstens einmal das Ergebnis
| X| < 7.2 g eintritt?

(c) Wie viele Messungen miissten durchgefiihrt werden, damit mit der Wahrschein-
lichkeit von mindestens 0.9 fiir mindestens eine Messung |X| < 7.2 g gilt?

Kurzlosung:

(a) P(=7.2 < X < 7.2) ~ 0.09552.
(b) T'...Anzahl des Ergebnisses | X| < 7.2 bei 5 Messungen. P(T" > 1) ~ 0.395.
(¢) n>23.

Summe unabhingiger (normalverteilter) Zufallsgréien
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Zwei Ohmsche Widerstande werden in Reihe geschaltet. Die Werte Ry bzw. Rs
fir diese Widerstiande seien unabhéngig und normalverteilt mit p; = 500 (in
) und o; = 10 (in Q) bzw. py = 200 (in 2) und oo = 4 (in Q). In welchen
Grenzen 700-& und 700+@ liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 99%
der Gesamtwiderstand?

Kurzlosung: Da R; und R, normalverteilt und unabhéngig sind, gilt fiir den

Gesamtwiderstand R = R, + Ry, dass er auch normalverteilt ist.

i ~ 2.58 (= symmetrisches 99%-Quantil der Normalverteilung), also & ~ 27.787.

Ein Transformatorenkern bestehe aus 50 Blechen, deren Dicke B normal-
verteilt ist mit den Parametern pp = 0,5 (in mm) und op = 0,05 (in mm), sowie
49 Zwischenlagen aus speziellem Papier, dessen Dicke P normalverteilt ist mit den
Parametern pp = 0,05 (in mm) und op = 0,02 (in mm).

Unter der Voraussetzung, dass die Dicken der einzelnen Schichten (sowohl
Bleche als auch Papierzwischenlage) unabhéangig sind, bestimme man

(a) die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Dicke T des Transformatorkerns,

(b) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass 1 < T < 25 fiir 27 = 27 (in mm) und zo = 28
(in mm) gilt.

Kurzlosung: a) 7' ~ N(27.45,0.1446) b) 0.8075

Zentraler Grenzwertsatz & Tschebyscheff

Es nehmen 100 Personen an einer Busreise teil, die mit zwei Bussen mit 60 bzw. 50
Platzen durchgefiihrt werden soll. Die beiden Busse starten von zwei verschiedenen
Orten aus, und die 100 Reisenden sollen sich zur Abfahrt rein zufallig an einem dieser
Orte einfinden. Bestimmen Sie naherungsweise die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
die Plétze in einem der Busse nicht ausreichen. (Tipp: Grenzwertsatz anwenden!)

Kurzlésung: P(X < 40V X > 50) = 2 — ®(2) — $(0.2) ~ 2 — 0.97725 — 0.57926 =
0.44349.

Mit X, wird die Anzahl der in einer Serie von n unabhéngigen Wiirfen mit einem
Wiirfel auftretenden Wiirfe mit der Augenzahl ”Sechs” bezeichnet.

(a) Welcher Wahrscheinlichkeitsverteilung unterliegt X,,?

(b) Fiir e = 0.01 bestimme man eine Mindestanzahl ng von unabhéngigen Wiirfen,
so dass P (}% - é! < 0.01) > 0.5 gilt, sowohl mit Hilfe des zentralen Grenz-
wertsatzes als auch mittels der Tschebyscheffschen Ungleichung.
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(c) Fiir ein beliebiges ¢ > 0 ermittle man

X, 1
nmp(___‘>g).
n—00

n 6
Man nutze Tschebyscheff mit ¢ = ko < k =¢/o.

Kurzlosung:

1

(a) Binomialverteilung mit den Parametern n und p = §

(b) ny =633 (GWS von Moivre-Laplace),
no = 2778 (Tschebyscheffsche Ungleichung).

(c) 0.

Welche Verteilung verwenden Sie hier? - Sie sollen die Aufgaben nicht 16sen.

A7 Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Brennelement in einem Kernreaktor den Bedin-
gungen einer Qualitatspriifung nicht geniigt, betragt 0.0002. Man ermittle die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass

(a) hochstens 2 von 5000,
(b) genau eins von 1000,
(c) keins von 100

dieser Brennelemente die Qualitatspriifung nicht erfiillen.

Kurzlosung: (a) 0.9197 (b) 0.1637 (c) 0.9802.

A8 Drei Glithbirnen werden zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschaltet. Thre Lebensdauer
beschreiben drei stochastisch unabhangige Zufallsvariable X, X5, X3, deren Verteilun-
gen alle die gleiche Verteilungsfunktion besitzen:

L falls t > 0,
F(t) = P(X: <t) = { (1)+t sonst.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass wenigstens eine der drei Gliithbirnen den
Zeitpunkt t = 9 "iiberlebt”?
Kurzlosung: Das Komplementarereignis zum Ereignis

A: Wenigstens eine der drei Glithbirnen ”iiberlebt” den Zeitpunkt ¢ =9

ist offenbar



A: die Lebensdauer aller drei Glithbirnen betréigt héchstens ¢ = 9 Zeiteinheiten.
Und damit P(A) = 1 — P(A) =1 — (%)".
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