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I"Jbungen zur Vorlesung Mathematik I1/2 (inkl. Kurzlésung)
13. Woche — Homogene und inhomogene PDGL 2. Ordnung, Polarkoordinaten

Homogene PDGL 2. Ordnung: Produktansatz in kartesischen Koordinaten
A1 Betrachtet wird der Separationsansatz einer PDGL
u(x,t) = X(x)T(t).
Bestimmen Sie die Losungen des Eigenwertproblems, s. Bsp. 15.14
X"(x) = AX(z) =0,

die im angegebenen Gebiet €2 die jeweiligen Bedingungen erfiillen

(a) (0,7), t > 0, mit den Randbedingungen: u(0,t) = u(rw,t) =
(b) © € (0,m), t > 0, mit den Randbedingungen: u,(0,t) = u, (7 t) O,
(c) Q2: (0,1), t > 0, mit den Randbedingungen: «(0,t) = u(1,t) =
(d) ©2: (0,a), t > 0, mit den Randbedingungen: «(0,t) = u(a,t) =

A2 Man bestimme die Losung der partiellen Differentialgleichung
Ugr = gy (u=wu(z,t)),t>0, x€(0,1)

die den  Randbedingungen: u(0,t) = u(l,t) =0 und den
(a) w(z,0)=0
Anfangsbedingungen: w(z,0) =sin27rz, und
(b) w(z,0) =z(x—1)

gentgt.
Hinweis: Sie sollen ggf. benotigte Fourierkoeffizienten nicht ausrechnen. Es geniigt, wenn
Sie die Ansétze evtl. benotigter Integrale aufschreiben: Integrationsgrenzen und Integrand

..

Kurzlosung:

(a) u(z,t) =cos wt-sin 27,

(b) u(z,t) =cos wt-sin 2wz — 18 3> | T 1_1)4 sin (2m2_1)7rﬁsin(2m— )7

Homogene PDGL 2. Ordnung: Produktansatz in Polarkoordinaten

A3 Man bestimme die Losung der ebenen Potentialgleichung
AU = Ugy + Uy, =0

in einem Kreisringgebiet um den Nullpunkt mit den Radien r; = 1, ry = 2, wenn folgende
Bedingungen auf dem Rand des Kreisringes vorgegeben sind:
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u(z,y) =0 auf der Kreislinie 7 =1

u(z,y) =4 auf der Kreislinie 7y =2.

u(z,y) =0 auf der Kreislinie 7 =1
u(z,y) =y auf der Kreislinie ry =
Anleitung: Man wende auf die auf Polarkoordinaten transformierte Potentialgleichung
. L I A
Upy + = Uy + . =0 fir a(r,e) = u[x(r, ©),y(r, go)]

den Produktansatz u(r, @) = R(r)®(y) an.

Kurzlosung:
(a) a(r, ¢) = 5 Inr = 5 In /2?2 4+ y? = u(z, y)
(b) @(r, ¢) = 3sin gp(r—%) =Zrsin g0<1—%2> = %y(l—ﬁ) = u(z, y)

Inhomogene PDGL 2. Ordnung: Eigenfunktionen und Eigenwerte

A4 Berechnen Sie Au = uy, + u,, von folgenden Funktionen:

(a) u(z,y) = sin(3x) sin(2y),
(b) u(z,y) = sin(3mx) cos(27my),
(c) u(z,y) = cos(%”:v) sin(%ﬂy),
(d) u(z,y) = cos(kz) cos(ly),

Geben Sie zu (a) bis (d) je eine PDGL 2. Ordnung inkl. (eines moglichen) Rechteckgebi-
etes und Randbedingungen dazu an, so dass die Funktion u(x,y,) eine Eigenfunktion des
PDGL-Eigenwert-Problems ist, s. Bsp. 15.17. Geben Sie jeweils den zugehorigen Eigen-
wert an.
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