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13. Woche — homogen/inhomogen, Bernoulli, d’Alembert, Wronski

A1l Die DGL y?” = k? ' fithrt zur homogenen DGL 3" — k*y = 0 deren Losung in zwei verschiede-
nen Formen angegeben werden kann (Bsp. 11.38):

i) y(x) = c1 e 4+ cpe ™™ oder i) y(x) = Cy sinh(kx) + Cy cosh(—kx)

Die Konstanten der homogenen Losung c;, cs bzw. werden C1,Cy werden durch Anfangs-
bzw. Randbedingungen festgelegt.
Welche der beiden Varianten i) oder ii) wiirden Sie wéhlen, wenn

(a) eine Anfangsbedingung lautet: y(0) = 0,
(b) eine Anfangsbedingung lautet: y(co) = 07

Hinweis: Mit der giinstigen Wahl steht eine der Konstanten sofort fest (ohne die zweite
Anfangs- oder Rand-Bedingung zu betrachten).

Losung:
(a) ii): y(0) = Cy sinh(k0) + Cy cosh(—k0) =0 = Cy =0,

(b) 1): y(00) = ¢ + cge > =0 = ¢ =0.

Z A2 Bestimmen Sie die partikuldre Losung zu Bsp. 11.20 (harmonisch angeregtes RC-Glied)
RC -/ (t) + u(t) = cos(wt + @), up(t) = De /FO)

mit Hilfe das Ansatzes nach Art der rechten Seite (also nicht so :-)).

Losung: Rechte Seite ist Winkelfunktion, A = wi # A\ = —%, also s = 0. Ansatz lautet

up(t) = acos(wt + ¢g) + bsin(wt + ¢,), u,(t) = —aw sin(wt + ¢,) + bw cos(wt + @)

und ergibt

cos(wt + ¢q) (RCbw + a) + sin(wt + ¢4) (—RCaw + b) = cos(wt + bq)
1 RCw

= b= ROwa, a=peye 7 VT T (Rewy

Damit folgt

u(t) = De /(B9 4 5 (cos(wt + @) + RCwsin(wt + ¢,)) -

1+ (RCw)

!Diese DGL taucht in Ma4 und in der Theoretischen Elektrotechnik bei der Lésung partieller DGL wieder auf.
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https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma2/Skript_Ma2_11_DGL_5.pdf#page=5
https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma2/Skript_Ma2_11_DGL_3.pdf#page=5
https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma2/permanent/ET3_0_Folie7-10.pdf

Z A3

Z A4

Z A5

Wenn Resonanz nicht beachtet wird

Beobachten Sie, was passiert, wenn man bei einer DGL hoherer Ordnung im Ansatz fiir die
partikuldre Losung Resonanz nicht beachtet und z.B. fiir Aufgabe 25.7 b vy — ¢y’ = —2z nur
ansetzt y, = ax + b.

Losung: Ansatz: y, = ar +b,= y, = a,y, =y, =0

In DGL Einsetzen: 4" — 3y ' =0—a = 2 Widerspruch!
Merke: Ohne Beriicksichtigung der Resonanz (partikuléres Lambda = homogenes Lambda:
Airit = 0 = A1) kann der partikuldre Ansatz nicht die inhomogene DGL erfiillen.

Wenn bei Resonanz ’zu viel’ angesetzt wird

Der richtige Ansatz fiir Aufgabe 25.7 b ¢y —y' = —2z ist y, = (ax + b)z. Beobachten Sie
den Effekt, wenn quasi 'zu viel’ angesetzt wird: y, = az® + bx + ¢

Losung: Ansatz: y, = az® + bx + ¢, = Yy, = 2ax +b,y, = 2a,y," =0

In DGL Einsetzen: " —y =0 — 2ax — b = 2z liefert a = 1,0 =0, c € R beliebig, folglich
Yp = %+ c.

Merke: Mit einem 'Zu viel’-Ansatz erhdlt man auch eine richtige partikuldre Losung, die
jedoch nicht eindeutig ist (¢ € R beliebig), da sie ein beliebiges Vielfaches der homogenen
Losung enthalt.

Wronski-Determinante

(a) Uberpriifen Sie mit Hilfe der Wronski-Determinante, ob die Losungen der homogenen
DGL tatséchlich linear unabhéngig sind fiir Aufgabe 2/25.5 1).

(b) Sind die Funktionen cos(x),sin(x) linear abhéngig?

(c) Sind die Funktionen cos(x),sin(x), cos(z + ¢) linear abhéngig?

(d) Wéhlen Sie 3 Funktionen, die Sie fiir linear abhéngig halten und betrachten deren
Wronski-Determinante.

Losung:

(a)
1 = x?
W(z)=det(e" | 1 z+1 2?42z ) =2e #£0

1 2+2 2244x+2



A6 Theoretische Elektrotechnik: Losung der Radialgleichung
Gegeben ist die (fir kugelsymmetrische Probleme der Elektrostatik) genutzte Differential-
gleichung, s. Radialgleichung, fiir die Funktion R(r):

R’ +2rR = 1(1 + 1)R()

(a) Klassifizieren Sie die DGL (Ordnung, linear/nichtlinear, konstante Koeffizienten oder
nicht).

(b) Uberpriifen Sie (durch einsetzten), ob
Ri(r)=7r"" und Ry(r)=r Y

die DGL (*) 16sen.
(c) Kann es weitere (von den Losungen in (b)) linear unabhéngige Losungen der DGL (*)
geben? (Begriindung!).

Losung:

(a) DGL 2. Ordnung, linear, nicht-konstante Koeffizienten.

(b) R, R, R" einsetzen — V.
Alternativ: Ansatz R = r* fiir Eulersche-DGL einsetzen,
— Losungen der charakteristischen Gleichung: A\ =1, Ao = —({ + 1).

(¢) Nein, da lineare DGL 2. Ordnung genau 2 linear unabhéngige Losungen hat, s. Satz
11.33 (VL 11.5).

A7 Zusatz: Bestimmen Sie die Losungen A der Gleichung
N = iwuk mit w, p, kK € Ry

und geben Sie unter Verwendung dieser e’ an.

Losung: S. Theoretische Elektrotechnik: Losung der Diffusionsgleichung.


https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma2/TET1-Seite118-119-Lsg-Radialglg.pdf
https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma2/Folien_Ma2_11_DGL_5.pdf
https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma2/TET1-Seite199-200-Lsg-Diffusionsglg.pdf

