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I"Jbungen zur Vorlesung Mathematik I1/1 (inkl. Kurzlésung)
4. Woche — Fourier-Reihe, Fourier- und Laplace-Transformation

Fourier-Reihe

Al

Gerade/ungerade Fortsetzung

Bilden Sie fiir folgende Funktionen die angegebene periodische Fortsetzung, skizzieren Sie
diese und geben Sie nur den Ansatz zur Berechnung der Koeffizienten deren Fourier-Reihe
an.

(a) f(z)=sin(ZE) fir 0 < z < L; gerade Fortsetzung zu T-periodischer Funktion,
(b) f(z) = x(% — ) fiir 0 < z < Z; ungerade Fortsetzung zu T-periodischer Funktion.
Kurzl6sung:
(a) Skizze:
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Fourier-Transformation

A2

Hin- und Riick-Transformation fiir gerade Signale
Berechnen Sie mit Hilfe der Fourier-Transformation das Spektrum des Signals f(¢) und mit
Hilfe der inversen Fourier-Transformation das zum Spektrum G(w) gehorige Zeitsignal.

f(t):{l’ <1 G(w):{l’ w| < 1

0, sonst 0, sonst

Reflektieren Sie den Unterschied zwischen Hin- und Riick-Transformation fiir gerade Funk-
tionen.



Kurzl6sung:

A3 [Zusatz:] Differentiation im Frequenzbereich
Leiten Sie die Regel Differentiation, Ma3, Bem. 13.7 der Fourier-Transformation fiir n = 1
her, in dem Sie von einem Signal und seiner Fourier-Transformierten g(t) o—e G(w) ausge-
hen und die inverse Fourier-Transformation von G’(w) durch partielle Integration ermitteln
(analog der Herleitung der 1. Differentiationsregel in der VL).

Kurzlosung:

1 [~ ,
g(t) o—e G(w) < g(t) = o / G(w) e’ dw (inverse Fourier-Transformation)
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(*) Wegen Satz von Plancherel hat mit g(¢) auch G(w) eine endliche Lo-Norm, woraus folgt,
dass lim G(w) = 0.
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A4 [Zusatz:] Anwendung Verschiebungs- und Differentiations-Regel

1, 0<t<?2
g(t) = { , h(t) =t-g(t)
0, sonst

(a) Nutzen Sie das Spektrum des Signals f(t) aus Aufgabe A2 und die
Verschiebungsregel, Ma3, Bem. 13.7, um die Fourier-Transformierte des Signals g(t)
zu ermitteln.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Differentiationsregel, s. Zusatzl, das Spektrum des Sig-
nals h(t).
Hinweis: Fiir (b) ist es praktisch, %l;e“’ anstatt 2“% zu nutzen.

Kurzlosung:

(a) F(w) =222 g(t) = f(t — 1) Verschicbung um to =1 ~ G(w) = F(w)e™™
(b)


https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma3/Skript_Ma3_13_Funk_1.pdf#page=3
https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma3/Skript_Ma3_13_Funk_1.pdf#page=3

Laplace-Transformation
A5 Konvergenzgebiet, Fourier-Laplace
(a) Schraffieren Sie das Konvergenzgebiet der Laplace-Transformation der Funktionen in

Bsp. 13.10 in der komplexen s-Ebene.

(b) Angenommen die Laplace-Transformierte eines Signals f(¢) existiert (konvergiert) auch
fiir Re(s) = 0 also fiir s = iw, was der Fourier-Transformierten des Signals entspricht.
Kennzeichnen Sie in der komplexen s-Ebene die Kurve, auf der L(f)(s) = F(f)(w).

Kurzl6sung:

(a) Immer eine 'rechte’ Halbebene.

(b) Die imagindre Achse: die 'Frequenzachse’ ist also bei der Laplace-Transformation
senkrecht.

A6 Aufg. 3.4 aus dem I“Jbungsheft Systemtheorie Die Laplace-Transformierte eines Sig-
nals z(t) sei durch X(s) gegeben. Man zeige die Giiltigkeit folgender Regel der Laplace-
Transformation:

(a) L£(z(at)) (s) = zL(x(t))(2) )
bzw. in Systemtheorie-Notation z(at) o—e 1X (£) (a >0, Ahnlichkeitssatz),
Vergleichen Sie (a) mit der Skalierungseigenschaft der Fourier-Transformation, s. Bem. 13.7.
Kurzlosung:

(a) L(z(at)) = /:r;(at) e dt Substitution at = t', t = %, dt = ‘%/

0

AT [Zusatz:] ’Beidseitige’ Laplace-Transformation

<~
Angenommen, es giabe ein Laplace-Transformation £, die auch 'negative’ Zeiten nutzt:

L(f)(s) = / et


https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma3/Skript_Ma3_13_Funk_1.pdf#page=4
https://tu-dresden.de/mn/math/wir/ressourcen/dateien/studium/ma3/Skript_Ma3_13_Funk_1.pdf#page=3

Geben Sie diese 'beidseitige’ Laplace-Transformierte folgender Signale UND deren Konver-
genzgebiet in der komplexen s-Ebene an:

0 t<0 —e  t<0
t)y=<¢" , t) = ’ , a€eR
1 { Sy 90 {07 o

Reflektieren Sie die segensreiche Einschrankung auf 'positive’ Zeiten in der Definition der
Laplace-Transformation Ma3, Def. 13.7 in Bezug auf die eindeutige Umkehrbarkeit der
Laplace-Transformation.

Kurzlosung:

<~ <~
L(f)(s) = L(g)(s) = 7~ aber einmal ist das Konvergenzgebiet Re(s) > « und im zweiten

Fall Re(s) < a.



