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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Ziele und Stellung der Elektrodynamik

Diese Vorlesung bildet den zweiten Teil des Vorlesungszyklus zur Theoretischen Physik. Sie beschéftigt sich
mit der klassischen Theorie des elektromagnetischen Feldes und der elektrischen Ladungen und Stréme. Dabei
geht es auch um die Bewegung geladener Teilchen, insofern setzen wir die klassische Mechanik voraus.

1.1.1 Geschichte der Elektrodynamik

Historisch ist die Elektrodynamik aus drei urspriinglich strikt getrennten Feldern entstanden:
1. Elektrizitiit: Blitze, statische Aufladung, elektrische Strome, Elektrochemie,
2. Magnetismus: Magneteisensteine, Kompass und Erdmagnetfeld,
3. Optik: Licht, Reflektion, Brechung, Beugung.

Die meisten dieser Effekte waren bereits in der Antike bekannt. Aber bis ungefiihr 1820 war nicht klar, dass sie
etwas miteinander zu tun haben. 1820 entdeckte H. C. Qrsted, dass ein elektrischer Strom eine Kompassnadel
ablenken kann. Daraufhin schlug A.-M. Ampére noch im selben Jahr vor, dass alle magnetischen Erscheinungen
auf bewegten Ladungen beruhen. Das ist letztendlich korrekt. 1831 entdeckte M. Faraday, dass umgekehrt ein
bewegter Magnet elektrische Strome hervorrufen kann (Induktion). Diese und weitere Experimente legten
nahe, dass Elektrizitdt und Magnetismus nur zwei Aspekte derselben zugrundeliegenden Physik sind. Man
konnte daher erwarten, dass sie sich durch eine wvereinheitlichte Theorie beschreiben lassen. Diese wurde von
J. C. Maxwell aufbauend auf zahlreichen Vorarbeiten von anderen vollendet und 1864 veréffentlicht. Die
Maxwellsche Elektrodynamik ist neben der korrekten Beschreibung elektromagnetischer Phénomene auch aus
weiteren Griinden konzeptionell sehr wichtig:

e Sie war die erste wvereinheitlichte Theorie. Das Ziel der Vereinheitlichung ist ein wichtiges Paradigma
in der Entwicklung neuer Theorien, z. B. der elektroschwachen Wechselwirkung (Vereinheitlichung von
Elektromagnetismus und schwacher Kraft).

e Sie ist der Prototyp einer Feldtheorie.

e Sie war entscheidend fiir die Entwicklung der Speziellen Relativititstheorie. Tatséchlich ist sie bereits
eine relativistische (kovariante) Theorie, auch wenn man ihr das nicht gleich ansieht.

Die Maxwellschen Gleichungen sagen elektromagnetische Wellen voraus. Sie liefern damit eine solide Basis fiir
eine Spekulation von Faraday, wonach Licht ein elektromagnetisches Phdnomen sein sollte. Elektromagnetische
Wellen wurden 1888 von Heinrich Hertz nachgewiesen, was die Maxwellsche Theorie glénzend bestétigte. Damit
war die Optik ebenfalls ein Aspekt der vereinheitlichten Theorie des Elektromagnetismus geworden.



1.1.2 Stellung der Elektrodynamik innerhalb der Theoretischen Physik

Geméf der Unterscheidung von Massenpunkten und Feldern sowie von klassischer und Quantenphysik kénnen
wir folgende Tabelle aufstellen:

‘ Massenpunkte ‘ Felder

Klassische Theorien | Klassische Mechanik | Kontinuumsmechanik

« Aerodynamik
« Hydrodynamik
« Elastizitatstheorie

Elektrodynamik

Allgemeine Relativitétstheorie

Quantentheorien Quantenmechanik Quantenfeldtheorien

. Quantenelektrodynamik

« Theorie der elektroschwachen
Wechselwirkung

« Quantenchromodynamik
« Quantengravitation?

Auch die Quantenmechanik fiir Massenpunkte fiihrt, in der Formulierung durch E. Schrédinger, ein Feld
ein, ndmlich die Wellenfunktion (7, t). Ein Feld ist ganz allgemein eine Grofle, die vom Ort 7 abhéngt. Es
kann zusétzlich von der Zeit ¢ abhéngen. Felder werden mathematisch sinnvollerweise durch partielle Diffe-
rentialgleichungen beschrieben, d.h. Differentialgleichungen, die Ableitungen nach mehreren Variablen — hier
i.A. z, y, z, t — enthalten. Daneben ist auch fiir Felder, wie in der Klassischen Mechanik, eine Beschreibung
durch Variationsprinzipien moglich.

1.2 Uberblick

Die folgenden Themen werden in diesem Skript behandelt:
e Elektrostatik (mikroskopische Theorie)
e Makroskopische Elektrostatik (Dielektrika)
e Magnetostatik (mikroskopische Theorie)
e Makroskopische Magnetostatik
e Elektrodynamik (Maxwell-Gleichungen)
e Elektromagnetische Wellen
e Kovariante Formulierung
e Retardierte Felder
e Variationsprinzip der Elektrodynamik

Neue mathematische Methoden betreffen vor allem die Losung partieller Differentialgleichungen und auch
die Entwicklung in vollstindige Funktionensysteme. Anwendungen der Methoden werden meist in den Ubun-
gen diskutiert. Mathematische Grundlagen werden wir ebenfalls gelegentlich in den Ubungen behandeln. Ein
speziell fiir die Elektrodynamik wesentlicher Punkt betrifft das Einheitensystem. Diese Vorlesung verwendet
SI-Einheiten.



1.3 Lehrbiicher

Die zahlreichen verfiigbaren Lehrbiicher der Elektrodynamik unterscheiden sich recht stark in Stoffumfang
und Stil. Die meisten, aber nicht alle, neueren Biicher verwenden zumindest teilweise SI-Einheiten, was bei der
Auswahl auch eine Rolle spielen kénnte. Sie sollten einige Biicher durchbléttern, um zu entscheiden, welches
Thnen am meisten liegt. Es ist empfehlenswert, ein Buch zu kaufen und zu behalten, um spéter Stoff wiederholen
zu konnen. Hier ist eine unvollsténdige Liste von Lehrbiichern:

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 3: Elektrodynamik, 8. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin,
2007): Die gesamte Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert. Nolting legt relativ grofles Gewicht auf
das Eintiben der Formalismen und entsprechend weniger auf die ausfiihrliche Diskussion des physikali-
schen Gehalts. Er fithrt Herleitungen oft im Detail vor, wo andere Autoren nur das Ergebnis angeben. Die
Darstellung ist iiberwiegend klar und korrekt. Nolting verwendet SI-Einheiten. Relevante mathematische
Grundlagen werden in einem eigenen 1. Kapitel behandelt, fortgeschritteneres mathematisches Matierial
in eigenen Abschnitten im Text. Alle Biinde enthalten gute Ubungsaufgaben mit Losungen. Sie enthalten
auch viele niitzliche Kontrollfragen. Allerdings findet sich das Material zur relativistischen Formulierung
nicht in Band 3, sondern in Grundkurs Theoretische Physik, Band 4: Spezielle Relativititstheorie, Ther-
modynamik, 6. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin, 2005).

e D. J. Griffiths, Elektrodynamik: Eine Finfihrung, 3. Aufl. (Pearson Studium, Miinchen, 2011): Deutsche
Ubersetzung eines in den U.S.A. weit verbreiteten undergraduate (B.Sc.) Lehrbuchs. Das technische
Niveau ist daher etwas niedriger als bei anderen Biichern, Griffiths deckt aber einen relativ grofien Teil
dieser Vorlesung ab. Griffiths legt deutlich mehr Wert auf die klare Diskussion der Physik und der
Bedeutung der Formalismen, was als Vorzug im Vergleich zu den iibrigen Biichern gelten kann. Griffiths
verwendet SI-Einheiten. Das Buch enthélt Aufgaben, nur z. T. mit Losungen. Der im englischen Original
angenehm informelle Stil des Buches ist in der — ansonsten guten — deutschen Ubersetzung weitgehend
verloren gegangen.

e J. D. Jackson, Klassische Elektrodynamik, 4. Aufl. (de Gruyter, Berlin, 2006): Deutsche Ubersetzung
des klassischen graduate (M. Sc.) U.S.-Lehrbuchs. Technisch deutlich anspruchsvoller als die vorgenann-
ten Biicher, geht im Stoffumfang auch deutlich iiber die Vorlesung hinaus. Die hier wichtigen Konzepte
werden aber sorgfiltig besprochen. Eventuell niitzlich zum Nachlesen iiber mathematische Methoden.
Jackson verwendet iiberwiegend SI-Einheiten, bei der Diskussion der relativistischen Formulierung aber
Gauflsche Einheiten, was die Ausdriicke geringfiigig vereinfacht. Das Buch enthélt Aufgaben ohne Lésun-
gen.

e W. Greiner, Theoretische Physik, Band 3: Klassische Elektrodynamik, 7. Aufl. (Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt/Main, 2008): Ebenfalls Teil einer Reihe von Lehrbiichern zur Theoretischen Physik. Die Rei-
henfolge der Prisentation und insbesondere die Gliederung sind teilweise verwirrend. Greiner legt eben-
falls recht grofles Gewicht auf den Formalismus, enthélt aber im Vergleich zu Noltings Buch etwas weniger
Zwischenschritte in Herleitungen. Der Stoffumfang ist knapper als bei Jackson und etwas grofier als bei
Nolting, wobei die relativistische Formulierung enthalten ist. Greiner verwendet Gaufische Einheiten. Ma-
thematische Abschnitte sind in den Text eingeschoben. Das Buch enthélt Beispiele und einige Aufgaben
mit Losungen. Als Spezialitit enthélt es relativ viele historische Anmerkungen.

e L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie, 12. Aufl. (Verlag Harri Deutsch, Frank-
furt/Main, 1997): Teil einer Reihe von russischen Lehrbiichern der Theoretischen Physik in deutscher
Ubersetzung, hier v. a. als ,, Klassiker® genannt. Das Buch enthilt die Elektrodynamik und die Allgemeine
Relativitétstheorie (1), also die beiden wichtigsten klassischen Feldtheorien. Technisch anspruchsvoll und
sehr knapp in der Darstellung. Zwischenschritte werden nie angegeben. Kann zum Nachlesen niitzlich
sein, wenn nichts anderes hilft. Enthélt einige schwierige Aufgaben ohne Losungen.

e R. P. Feynman, R. B. Leighton und M. Sands, Feynman-Vorlesungen tiber Physik, Band II: Elektro-
magnetismus und Struktur der Materie (Oldenbourg Wissenschaftsverlag, Miinchen, September 2007):
Dieses Buch fiillt aus der Rahmen, da es kein Lehrbuch der Theoretischen Physik ist, sondern aus Ri-
chard Feynmans Einfithrungsvorlesungen, konkret dem Analogon der Experimentalphysik II, entwickelt
wurde. Es hat fiir ein Lehrbuch zur Einfiihrungsvorlesung jedoch ein hohes Niveau. Die Darstellung ist
didaktisch sehr gut und noch ausfiihrlicher als in Griffiths Buch, weshalb es evtl. als Zweitlektiire geeignet
ist. Das Buch verwendet SI-Einheiten. Keine Aufgaben.



Vertiefte Informationen zu Theorie und Losungsmethoden fiir partielle Differentialgleichungen finden sich in
meinem Skript zu diesem Thema unter http://www.physik.tu-dresden.de/~timm/personal /skript /pde.pdf.
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Jan-Erik Wichmann fiir Hinweise auf Tippfehler und Unklarheiten im Lehramts-Skript dankbar. Ich dan-
ke Herrn Jan-Erik Wichmann fiir die Erstellung der LaTeX-Datei und neuer Abbildungen fiir die Vorlesung
Theoretische Elektrodynamik im Hauptfach Physik.



Kapitel 2

Mikroskopische Elektrostatik

Eine der Fragen, die die Elektrodynamik beantworten soll, ist folgende: Gegeben die (evtl. zeitabhéngigen)
Orte 7, 73, ... von (Quell-) Ladungen ¢, ¢a, ..., wie verlduft die Bewegung einer weiteren Ladung, der
Probeladung ¢? Also sind 7 (), 72(t), . .. und geeignete Anfangsbedingungen fiir die Probeladung gegeben und
die Trajektorie 7(t) der Probeladung ist gesucht. Diese Formulierung der Aufgabe setzt offenbar voraus, dass die
Bewegung der Probeladung die Trajektorien der Quellladungen nicht beeinflusst — andernfalls miissten wir die
gekoppelten Bewegungsgleichungen fiir alle Ladungen 16sen. Die Annahme ist sinnvoll, wenn die Probeladung
klein ist, d.h., wenn fiir alle 4 gilt |¢| < |g;|]. (Dies ist bei Weitem nicht die einzige Art von Frage, die wir
stellen kénnen — elektromagnetische Phénomene existieren auch ohne Quellladungen, z. B. Licht.) Die Newton-
Mechanik zeigt, dass wir die Trajektorie 7(¢) im Prinzip bestimmen kénnen, wenn wir die zu jedem Zeitpunkt
auf die Probeladung wirkende Gesamtkraft kennen. Damit haben wir das Problem darauf zuriickgefiihrt, die
Kraft auf ¢ aufgrund der Quellladungen ¢;, ¢2, ... zu bestimmen. Die allgemeine Losung ist nicht einfach —
der Grund dafiir ist, dass sich elektromagnetische Wirkungen nur mit einer endlichen Geschwindigkeit, der
Lichtgeschwindigkeit ¢, ausbreiten. Die Kraft auf die Ladung g zur Zeit ¢ aufgrund der Ladung ¢; kann daher
nicht vom Ort 7;(t) von ¢; zur Zeit ¢ abhéingen, sondern nur vom Ort 7;(t') zur Zeit t' < ¢, wobei eine Wirkung
im Zeitintervall ¢ — ¢’ gerade den Weg zwischen ¢; (zur Zeit ¢'!) und ¢ (zur Zeit t!) zuriicklegt. Dies bedeutet

[7(t) = ()] = e (t = t). (2.1)

Das ist selbst eine komplizierte Gleichung fiir ¢/, die auch von der noch unbekannten Trajektorie 7(¢) abhéingt.
Wir kommen gegen Ende der Vorlesung auf die Berechnung der resultierenden zeitverzogerten (retardierten)
Krifte zuriick. Sind die Quellladungen in Ruhe, wird das Problem viel einfacher. Diese Annahme definiert die
Elektrostatik, um die es in diesem Kapitel geht.

Das Auffinden der Gesamtkraft auf die Probeladung wird durch das Superpositionsprinzip stark vereinfacht:
Ist F; die Kraft auf q aufgrund von ¢;, so ist die Gesamtkraft die vektorielle Summe

F=F+F+... (2.2)

Die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips ist eine Erfahrungstatsache fiir das elektromagnetische Feld, es
gilt aber nicht in jeder Feldtheorie. Die klassische Feldtheorie der Gravitation, also die Allgemeine Relati-
vitédtstheorie, erfiillt das Superpositionsprinzip z.B. nicht. Die beobachtete Giiltigkeit schrénkt sowohl die
Form der das Feld selbst beschreibenden Gleichungen (also der ,ungestorten Dynamik“ des Feldes) als auch
die Form der Kopplung der Ladungen an das Feld deutlich ein. Wegen des Superpositionsprinzips reicht es
aus, die Wirkung einer Quellladung zu untersuchen.

2.1 Das Coulomb-Gesetz

Experimentell findet man, dass die Kraft einer Quellladung ¢’ in Ruhe am Ort 7/ auf eine Punktladung ¢ am
Ort 7 gegeben ist durch das Coulomb-Gesetz (in SI-Einheiten)

! A ! —>
qq Ar  qq Ar (2.3)

F_:: =
dmeg (Ar)2  4dmeg (Ar)3




mit dem Abstandsvektor

Ar =77, (2.4)
dessen Betrag, dem Abstand .
Ar = |Ar| = |F = 77| (2.5)
und dem Einheitsvektor K) L
AT = i = 7?:' r . (2'6)

€0 heilt die Permittivitit des Vakuums oder Influenzkonstante. Der Vorfaktor 1/4mwep beruht nur auf dem
Einheitensystem, wir kénnten den Faktor 1/1/4mep in die Ladung absorbieren, was auf Gaufische Einheiten

fiihrt. Physikalisch bedeutsam sind dagegen folgende Beobachtungen: Die Kraft F ist
e proportional zur Quellladung und zur Probeladung,

e proportional zu 1/(Ar)? (Ar ist der Abstand),

entlang der Verbindungslinie zwischen den Ladungen gerichtet, d. h. eine Zentralkraft, und

abstoflend fiir gleichnamige und anziehend fiir verschiedennamige Ladungen.

Wir berechnen die Rotation V x F. Dazu legen wir den Koordinatenursprung in den Punkt 7/, also 7' = 0,
und verwenden Kugelkoordinaten. Dann gilt

0 0, 90
rsinf Op " 1 00

VxF=VxF#f= F,. (2.7)

Nun ist aber ,
_aq 1
" Ameg 12

(2.8)

unabhéingig von 6 und ¢ und daher V x F = 0. Damit ist die Coulomb-Kraft konservativ und es existiert ein
Potential. Fiir mehrere Quellladungen ¢; bei 7; liefert das Superpositionsprinzip die Gesamtkraft

7 7 q 4% A~
F=YF = — = Ar; 2.
Z 47T€0 zl: (ATZ‘)z " ( 9)

K2

mitmzf’—ﬁ usw.
Die Kraft ist offenbar proportional zur Probeladung q. Wir kénnen die Abhéngigkeit von der Probeladung
also abspalten und schreiben
F=qE (2.10)

mit dem elektrischen Feld am Ort 7,

E(F) := Trer Z a2 Ar;. (2.11)
Das Feld E ist also unabhéngig von der Probeladung ¢ und insbesondere unverédndert fiir ¢ — 0. Dies legt
nahe, dem Feld E eine von Probeladungen unabhéngige Existenz zuzuschreiben. Es wére dann nicht nur eine
Hilfsgrole bei der Berechnung von Kriéften. Fiir die eigenstéindige Existenz von E spricht, dass wir spéter nicht-
triviale Bewegungsgleichungen fiir E in Abwesenheit von Ladungen erhalten werden. Kurz: elektromagnetische
Wellen breiten sich auch aus, wenn man sie nicht mit Hilfe von Probeladungen nachweist.

2.1.1 Kontinuierliche Ladungsdichte

Die fundamentalen Ladungstriger (Elektronen, Quarks, ...) sind nach heutiger Erkenntnis punktformig. Es
ist aber oft praktisch, von einer kontinuierlichen Ladungsverteilung auszugehen. Wenn wir nur an Effekten auf
Liangenskalen groff im Vergleich zu atomaren Abstinden (ungefihr 1A =10"10 m) interessiert sind, kénnen
wir die Ladungsverteilung {iber Bereiche groff gegen atomare Abstinde aber klein gegen makroskopische Lingen
mitteln:



— | —

1079 m <« <« 107 3m

Dadurch erhalten wir eine kontinuierliche Ladungsverteilung. Wir gehen von diskreten Punktladungen ¢; zu
infinitesimalen Ladungselementen dgq iiber:

Adl  in einer Dimension,
gi > dq =< ods in zwei Dimensionen, (2.12)

pdV in drei Dimensionen.
Hier ist
e ) die Linienladungsdichte (Ladung pro Linge),
e o die Flichenladungsdichte (Ladung pro Fliche) und
e p die Volumenladungsdichte oder einfach Ladungsdichte (Ladung pro Volumen).

Im Coulomb-Gesetz fiir das elektrische Feld wird die Summe iiber die Punktladungen zu einem Integral, formal

" drweg

B = 1o [ ) 5 (213)

H
mit Ar = 7 — 7/ usw. und dem Ladungselement dg(#’) am Ort 7. Dies ergibt

e in 1D:
- 1 Ar
E(r) = A 2.14
)= e [N 5 (214)
,r_.’
Ar
C
dl’
7
0
e in 2D:
= 1 Ar
E(F) = "o (7 2.1
(") 47eq Lf ds' o (i) (Ar)2’ (2.15)
e in 3D:
B = ﬂj v p(') 2 (2.16)
dmeo JJ (Ar)?’ '
Wir konnen natiirlich in allen Féllen . N
Ar__ _Ar_ (2.17)

(Ar)2 (Ar)?
ausnutzen, was die Rechnung oft erleichtert. Die dreidimensionale Version ist tatséchlich ganz allgemein. Wir
erhalten die 0D (Punktladung), 1D und 2D Resultate durch Einsetzen von geeigneten J-Funktionen fiir die
Ladungsdichte p(7). Zum Beispiel fiir
p(7) = qo 0(7" — 7) (2.18)



T % T (2.19)

P
F—73  dmeg |F— )3’

— 7o)

erhalten wir

( )? 47'['60

—»
—;

E() m{) ﬂj V' qo (7 — ) jﬂ v’ 6(

Es wird spéter niitzlich sein, zu quantifizieren, wie viel elektrisches Feld durch eine gegebene Fliache S

also das Feld einer Punktladung
hindurch tritt. Dies wird durch den elektrischen Fluss beschrieben. Dieser lautet
) (2.20)

@E:j - E
S

(Man sollte sich nicht vorstellen, dass hier etwas durch die Fléche hindurch stromt.) Offensichtlich ist &5 =0

wenn das Feld parallel zur Fliche § liegt, und betragsméfig maximal, wenn es senkrecht zu ihr steht
B Beispiel: Berechne das Feld F im Abstand z iiber dem Mittelpunkt eines diinnen Drahtes der Linge L

mit gleichférmiger Linienladungsdichte A
z
Ar
C \
L o 7L <«
L dr’ L
Aus Symmetriegriinden ist E || 2. Es gilt
’_)
1 A A L2 Z— 2/
E.(0,0,2) =2 /dl’A%:é-—/ do! 20
dmeg Jo (Ar) dmrey J_p )2 [22 + (2/)?] /
L/2
_ Az /L/2 A’ 1 Tafel Az z’
dmeo J_1)2 [22 + (x’)2]3/2 dmeg 22 /22 + (/)2 e
1 L
= A . (2.21)
dmey z /22 + (L/2)?
Es ist oft niitzlich, Grenzfille zu betrachten
(a) z> L:
1 AL 1 Q
E, =~ i ay 2.99
dmeg 22 4dmey 22 ( )
(2.23)

das ist das Feld einer Punktladung @ = AL
12X

(b) z < L:
* T Aney 2
Damit haben wir das Ergebnis fiir einen unendlich langen Draht gefunden. Das Feld ist in diesem Fall
natiirlich unabhiingig von « und hiingt nur vom Abstand z vom Draht ab. Beachte, dass das Feld mit 1/z

also schwiéicher als fiir eine Punktladung, abfallt
Im Prinzip haben wir nun das Problem schon gelost, die Kraft auf eine Punktladung aufgrund beliebiger
Quellladungen zu bestimmen. Das ist aber aus zwei Griinden noch nicht ausreichend:

1. Die Auswertung des Integrals ist oft schwierig

2. Bei Anwesenheit von Leitern kennen wir die Ladungsdichte p(7) gar nicht explizit, da sie vom Feld
beeinflusst wird. Wir miissen Ladung und Feld zusammen ausrechnen.
Wir stellen jetzt einige Werkzeuge bereit, um diese Schwierigkeiten zu iiberwinden. Dies wird auch zu einem

tieferen Verstdndnis des Zusammenhangs zwischen elektrischem Feld und Ladungen fithren

11



2.1.2 Feldlinien

Eine Moglichkeit, ein Feld E(F’) graphisch darzustellen, ist, an ausgew#hlten Punkten den Vektor E(F) durch
einen Vektorpfeil wiederzugeben. Dies ist u. a. deshalb unpraktisch, weil E mit zunehmender Entfernung von
den Quellladungen schnell abnimmt. Besser ist die Darstellung durch Feldlinien. Die Feldlinien sind eine Schar
von Raumkurven mit folgenden Eigenschaften:

1. E(7) ist iberall tangential an den Feldlinien und zeigt in dieselbe Richtung.

E
/—w

Dies impliziert, zusammen mit dem Coulomb-Gesetz, die folgenden Regeln:

2. Feldlinien beginnen (enden) nur an positiven (negativen) Ladungen. Die ,Anzahl® der an einer Ladung
beginnenden (endenden) Feldlinien ist proportional zur Ladung (die Anzahl ist natiirlich unendlich, aber
wir zeichnen eine endliche Zahl von Linien, die proportional zur Ladung ist). Die Feldlinien gehen in alle
Raumrichtungen gleichméflig aus, da das Feld in der Néhe einer Punktladung isotrop ist.

3. Feldlinien schneiden sich nicht (aufler an Orten mit singulirer Ladungsdichte, wo sie unstetig sind), denn
sonst wire F(7) am Schnittpunkt nicht eindeutig.

4. Die Dichte der Feldlinien ist proportional zur Feldstéirke | E(7)|. Damit ist der Fluss ® 5 des Vektorfeldes
FE durch eine Fliche proportional zur Zahl der Feldlinien, die diese Flédche durchdringen.

—

ST oA

7z

Aus dieser Regel kann man die korrekte Abstandsabhéngigkeit des Feldes wieder gewinnen.

A
schpye%

Sfaq_

Dabei muss man aber aufpassen: Diese Skizze in zwei Dimensionen beschreibt ein Feld in zwei Dimensio-
nen. Die Dichte der Feldlinien fillt wie 1/r ab, da ihre Anzahl konstant ist und der Umfang der Kreise
proportional zu r anwichst. Dies legt nahe, dass E(7) ~ 1/r, was in einem zweidimensionalen Univer-
sum tatséchlich stimmt, aber nicht in 3D. Es ist niitzlich, sich die Feldlinien als in alle Raumrichtungen
zeigend vorzustellen (Nadelkissen oder Seeigel). Dann ist die Oberfliiche von Kugeln proportional zu r?
und damit die Dichte der Feldlinien proportional zu 1/r? ~ E(7).

2.1.3 Elektrischer Dipol

Eine wichtige Ladungsanordnung, in gewissem Sinne die einfachste auler der Punktladung, ist der (elektri-
sche) Dipol: Ein (elektrischer) Dipol wird durch zwei entgegengesetzt gleiche Punktladungen 4¢ mit dem
Abstandsvektor @, der von —g nach +q zeigt, realisiert.

12



ST

+q
—q
Wir definieren das (elektrische) Dipolmoment
p=qa. (2.24)
Die Spezifikation, dass es sich um einen elektrischen Dipol handelt, ist i. A. notwendig, da es auch magnetische
Dipole gibt. Wir werden einfach von ,,Dipolen® sprechen, wenn ihr Charakter aus dem Kontext klar ist.

Das Dipolmoment p dndert sich offenbar nicht, wenn wir @ verringern und zugleich +¢ um denselben Faktor
vergrofern. Damit konnen wir den Punktdipol (oder reinen Dipol) definieren: Er entsteht durch den simultanen
Grenziibergang @ — 0 und ¢ — oo mit p'= qd = const.

Ein Punktdipol erzeugt ein elektrostatisches Feld, das wir nun bestimmen wollen. Der Dipol befinde sich
am Ort 7/. Dann sind die Orte der beiden Ladungen

—

- g (wobei @ — 0) (2.25)
Das elektrische Feld am Ort 7 lautet dann
> g 77§ g 77 +48
E(r) = = — = 2.26
) dmeo |7 — 7' — §[3  Ameo [F— 7' + §[3 (2:26)
Hier ist die folgende Taylor-Reihe niitzlich:
1 1 9 1 :
Ar+B2 |AFS |95 |AT+ 0P,
1 1 Ar+b .
|Ar|3 |Ar +b* [Ar +b] |5,
1 SE b
— j j .
|Ar|3 |Ar[5
Damit wird fiir @ — 0:
a AL AL @ a AL L AAL . E
E_’»(F)f q (%—2+3(Ar—g)Ar-2 %+§+3(Ar+g)Ar s
H
(2.28)

13



Wir betrachten abschlieflend einen Dipol in einem externen, homogenen E-Feld:

7
-+ F+
— - -
F_ - a
_q -
Die Gesamtkraft auf den Dipol ist L . . .
F=F,+F =qF—qE=0. (2.29)
Aber es wirkt ein Drehmoment
W= x By b 7x Fo= 0 xqB (_g) < (—q)E = qix BE=pxB. (2.30)

Dieses Drehmoment ist bestrebt, den Dipol parallel zu E auszurichten.

2.2 Das Gaufische Gesetz

Wir betrachten nun eine geschlossene Flache. Der Fluss ®g durch diese Fléche ist proportional zur Zahl der
Feldlinien durch die Fldche. Andererseits ist jede Ladung ¢ innerhalb der Fliche Ursprung einer Anzahl von
Feldlinien, die proportional zu ¢ ist. Wir folgern, dass der Fluss durch die Fliache proportional zur eingeschlos-
senen Gesamtladung ist. Das ist der wesentliche Inhalt des Gaufischen Gesetzes.

Wir iiberpriifen die Vermutung fiir eine Punktladung g. Der Fluss durch eine Kugel mit der Ladung im
Mittelpunkt ist

op = (f a5 E = g #ﬁ/sin9d9d¢~};f

47eg
q . q q
= 0dodp = ——4mr = —. 2.31
4meg ﬁ S ? 4meg m €0 ( )

voller Raumwinkel

Fiir dieses Beispiel ist der Fluss also tatséchlich proportional zur Ladung. Da Feldlinien nur an den Orten
von Ladungen beginnen oder enden, finden wir denselben Fluss fiir jede noch so komplizierte Fliche, die ¢

einschlief3t.
Wir kénnen uns aber jede Ladungsverteilung als aus (evtl. unendlich vielen) Punktladungen ¢, ¢a, ...
aufgebaut denken. Dafiir gilt geméfl Superpositionsprinzip

E=F,+E+... (2.32)

14



und wir folgern
bp = {f ds- E= {§ ds- (Bv+ B> +...)

0 0 0

(2.33)

wobel Qi = ¢1 + g2 + ... die eingeschlossene Gesamtladung ist. Damit erhalten wir das Gaufische Gesetz in
Integralform:

{f a5 E = Qin (2.34)
€0

Beachte: Das GauBlsche Gesetz beschreibt eine Eigenschaft des elektromagnetischen Feldes. Der GauBlsche Satz
ist eine exakte mathematische Aussage iiber Vektorfelder.

Wir kénnen das Gauflsche Gesetz mit Hilfe des Gaufischen Satzes auch in differentieller (lokaler) Form
schreiben: Wir betrachten ein Volumen V mit der Oberfliche 9. Der Gaufische Satz zeigt, dass gilt

@ ds-E = fﬂ avv - E. (2.35)
oV %

Auflerdem ist die Gesamtladung in V, unter Ausnutzung des Gaufischen Gesetzes,

[[f av o) = Quu = o fJ a5 E, (2.36)
v ov
[[favv-E={[[ dvé. (2.37)
% %

Das gilt aber fiir jedes Volumen V. Daher miissen die Integranden gleich sein:

v E=2L. (2.38)
€0

also folgt

Das ist das Gaufische Gesetz in differentieller Form.
Wir iiberpriifen seine Konsistenz mit dem allgemeinen Coulomb-Gesetz:

‘_> 7
= AV’ p(i7) AV’ p(7') —— 2.39
T 47’('60 Jj Ar)3 47T€0 jf F _"|3 ( )
= - AV’ p(F') V - _ o) 2.40
47'('60 fj |_' 7|3 € ( )
—_———
dr §(F—F")

siche Gl. (A.218). Also folgt das Gaufische Gesetz aus dem Coulombschen. Gilt auch die Umkehrung? Kénnen
wir das Coulomb-Gesetz aus dem Gauflschen herleiten? Die Antwort ist ja. Die Herleitung illustriert zugleich
eine wichtige Losungsmethode. Wir betrachten nur eine Punktladung ¢ am Ursprung, da wir schon wissen,
dass das E-Feld fiir beliebige Ladungsverteilungen mittels des Superpositionsprinzips bestimmt werden kann.

Ein System mit einer einzigen Punktladung am Ursprung hat die volle Rotationssymmetrie einer Kugel.
Daher muss das E-Feld unter beliebigen Drehungen um den Ursprung invariant sein. Daraus folgt (fiir einen
Raum mit mindestens drei Dimensionen), dass das Vektorfeld E (7) iberall radial sein muss und im Betrag
nur vom Abstand abhéngen kann:

E(7) = E.(r) 7. (2.41)
Sei V ein zunichst beliebiges Volumen, das den Ursprung (nicht am Rand) einschliefit. Dann gilt
(fas B =L (2.42)
€0
oV

Die zentrale Lisungsidee ist nun, die Symmetrie des Systems durch Wahl eines geeigneten Volumens V aus-
zunutzen. Wir wihlen V so, dass es die volle (Kugel-) Symmetrie des Systems hat, d. h. V soll eine Kugel des
Radius » um den Ursprung sein. Dann ist

ds =712 sinfdf dp (2.43)
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und, wie gesehen,

E =E,.(r)#, (2.44)
also
N T 27 T 27
Sﬁﬁdg-E:/ de/ dor? sinf E.(r) # -7 = r? Er(r)/ do sine/ dep. (2.45)
0 0 ~ 0 0
)% 1

Das Integral ist einfach der volle Raumwinkel 47 bzw. mit dem Faktor r? die Oberfliche der Kugel:

= 12 E.(r)4r (2.46)
I ¢

_ 4 4

= E.(r) yr—— (2.47)
- 1 q

E = . 2.4

= (") 47eq 7‘2r (2.48)

Also folgt das Coulombsche Gesetz tatséichlich aus dem Gauf3schen.

Wir haben ein Volumen V bzw. eine ,,Gauflsche Fliche“ 9V gewihlt, die die Symmetrie so ausnutzen, dass
das Flidchenintegral trivial wird. Allgemein ist, wenn das elektrische Feld berechnet werden soll, die folgende
Strategie niitzlich:

1. Wenn moglich, zerlege eine komplizierte Anordnung von Ladungen in Beitrdge hoherer Symmetrie. In
diesem Fall kann das Feld mittels des Superpositionsprinzips aus einfacheren Beitréigen zusammengesetzt
werden.

2. Priife, ob die S_ymmetrie des Systems so hoch ist, dass ein Satz von Volumina V existiert, so dass der
Integrand ds- E im GauBschen Gesetz auf deren Oberfliche (der Gaufischen Fléche) 0V einfach ist, am
besten konstant. Insbesondere fiir

(a) Kugelsymmetrie wihle Kugeln und Kugelkoordinaten,
(b) Zylindersymmetrie wiihle Zylinder und Zylinderkoordinaten,

(c) zweidimensionale Translationssymmetrie wihle Prismen und kartesische Koordinaten.

_’ %

3. Nur wenn dies nicht moglich ist, verwende das Coulomb-Gesetz.

B Beispiel: Berechne das Feld innerhalb und auflerhalb einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius
R und der Ladung Q. Wir wiihlen die Gaufische Flidche 0V als Kugel (konzentrisch mit der geladenen Kugel)
mit dem Radius 7.

16



1. Fall: » > R. Die gesamte Ladung ist in der Gaufischen Fliche eingeschlossen. Daher ist

~@d;- s (2.49)
€0
oV
und analog zum Fall der Punktladung folgt
Q .
= = 2.
E(F) = 471'60 2" (2.50)
2. Fall: r < R. Die Ladungsdichte innerhalb der Kugel ist
Q
= . 2.51
P 4?” R3 ( )

Innerhalb der Gauflschen Fléche liegt die Ladung

Qun = Hf dv p= pﬂf dv = % 4377 3 = %. (2.52)

Damit lautet das Gauflsche Gesetz

o= Q r’
{fas- E@) = = (2.53)
By 0

3

= Adrr’E.(r) = % % (2.54)
1 T

= B0 = oQ%m (25)
_ 1 Q .

= B0 = (2.56)

Das Feld wichst also innerhalb der Kugel linear an. Eine analoge Rechnung liefert iibrigens die Gravitations-
kraft innerhalb einer Kugel homogener Massendichte im Grenzfall eines schwachen Gravitationsfeldes (d. h.
schwach gekriimmten Raumes, so dass eine Beschreibung im Rahmen der Allgemeinen Relativitdtstheorie nicht
erforderlich ist). Das Ergebnis zeigt, dass die Gravitationskraft im Erdmittelpunkt verschwindet.

E,

\
)

~1/r?

0 R o

B Als zweites Beispiel bestimmen wir das elektrische Feld einer diinnen Schicht mit der
Flichenladungsdichte o = const. Dies ist der translationsinvariante Fall (c).

E dg
TA"BV




Aus Symmetriegriinden ist E || 2 und unabhéingig von x, y, also gilt
E(F) = 2E.(2). (2.57)

Das System ist nicht nur translationsinvariant in der zy-Ebene, sondern auch invariant unter Spiegelung an
der xy-Ebene. Daher muss gelten
E.(—z2) = —E.(2). (2.58)

Wir schreiben das Gaufische Gesetz fiir den skizzierten Quader (mit z > 0):

@ds E——jﬂdvpf —jﬂde (2.59)

mit der Grundfléiche A des Quaders. Auf der linken Seite der Gleichung verschwinden die Beitrége der Seiten-
flichen, da hier E 1 d§ gilt, und wir erhalten

(fds-E=2A-2B.(2) 4 (<24) - 2B.(—2) = 2A- 2 E.(2) + (=2 A) - (-2 Bx(2)) = 24 Eo(2). (2.60)

Deckel Boden
Es folgt
cA o)

E.(z) = =7 g 0 2.61
(2) 2e0d ~ 2 ir z > (2.61)

und damit o
E(7) =sgn(z) 2 —. (2.62)

260

Beachte, dass das E-Feld unstetig ist.

B Ein letztes Beispiel: Berechne das E-Feld innerhalb und auBerhalb eines homogen geladenen Wiirfels mit
der Ladung @ und der Kantenldnge a. Was machen wir in diesem Fall? Eine erste Idee wire, wiirfelformige
Gaufsche Flichen zu betrachten. Natiirlich gilt das GauBische Gesetz fiir diese Flichen. Aber aus der (diskreten
Rotations- und Spiegel-) Symmetrie des Systems folgt nicht, dass d3 - E auf diesen Flichen einfach oder
gar konstant ist! Also konnen wir §fds - E nicht ausrechnen. Wir miissen daher auf das Coulomb-Gesetz
zuriickgreifen: Ist V der geladene Wiirfel, so ist

1 Ar
o 1 o1 T
)= dreg fjj v p(r) (Ar)3
,Q 7=

d d —-
47T€0/ ! /a/2 Y /a/2 a’ |7 —r[3

1 o o o
471'60 @ S o Joap —a/2 [(z =22+ (y =) + (2 — 2')?]

Eines der Integrale, z. B. iiber 2/, lisst sich noch elementar auswerten, danach wird es schwierig.

2.3 Rotation von E und skalares Potential

Wir kennen nun die Divergenz des elektrischen Feldes, ndmlich p/ey. Wie sieht seine Rotation aus? Aus dem
Coulomb-Gesetz folgt

S
< E= 477160 JJJav' o) ¥ x % (2.64)
Hierin ist
. - IF=TPV X (F—i/ + (F—7) x V|F =2
VX |7 — 7|3 - |7 — 7|6 . (2.65)
Hier wurde ausgenutzt, dass 7 aus Sicht der Ableitung nach 7 eine Konstante ist. Mit V x 7= 0 und
T — | Kol gz 2G| S G e TET gy () (2.66)

7
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folgt

- F—7 (F=7") x 3|F = 7| (F—7")
\Y% = =0. 2.67
AP 7 (267)
Damit wird L
Vx E=0; (2.68)
das elektrische Feld fiir eine statische Ladungsverteilung ist also wirbelfrei. Daraus folgt ein Fléchenintegral
iber eine Fliche S: L
0= ﬂ ds- (V x E) (2.69)
s
und mit dem Stokesschen Satz
ozjfdf-ﬁ. (2.70)
oS

Dies ist die Integralform des Gesetzes V x E = 0.

2.3.1 Das skalare Potential

Aus V x F =0 fiir ein Vektorfeld F' auf einem einfach zusammenhéngenden Bereich folgt die Existenz eines
Potentials V mit F = —VV und umgekehrt. Also folgt insbesondere aus V x E =0 in der Elektrostatik, dass
ein Potential fiir das elektrische Feld existiert. Dieses nennen wir skalares (oder elektrisches) Potential und
bezeichnen es mit ¢(7). Es gilt also

B o %o (2.71)

Wir kénnen ¢(7) explizit bestimmen: Da V x E =0, ist das Linienintegral

/ di- E (2.72)
0

wegunabhéngig. Wir halten den Anfangspunkt 7 fest und definieren die Funktion

o(7) ;:—/ di' - E(7). (2.73)

(Dies ist tatsdchlich eine Funktion von 7 allein, weil es fiir gegebenes Feld und festes 7y nur von 7 und nicht
vom Weg abhéngt.)
Es folgt

—Vo(F) = 6[6117 L E(7') = E(7) (2.74)

nach dem Fundamentalsatz. Das so konstruierte skalare Feld ¢(7) ist also tatsichlich das Potential zu E(7).
Es ist klar, dass das Potential von der Wahl das Anfangspunktes 7 abhéngt, ¢(7) ist also nur bis auf eine
additive Konstante festgelegt. Oft wihlen wir entweder 7, = 0 oder 7y im Unendlichen. Da das Potential ¢(7)
ein Integral iiber E(F) ist, ist es stetig, solange E(7) beschrinkt ist. Ein Sprung in E fithrt bei der Integration
nur zu einem Knick in ¢.

Fiir eine homogen geladene Kugel hatten wir z. B. gefunden

1 % 7 fir r < R,
(2.75)

dmeg | @

r

E(F) =

Fiir die Berechnung von
o =~ [ Ew) (276)
o

verwenden wir natiirlich Kugelkoordinaten. Konventionell wihlt man die Konstante in ¢ so, dass
lim, o ¢(7) = 0 gilt. Dazu muss 7y im Unendlichen liegen. Dann ist

O(7) = f/r dr' 7 - By (r') 7 = [.:dr’ B, (r'). (2.77)

o0
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1. Fall: »r > R. Wir erhalten

wo- [l @ _ e

w  Amey ()2 dmeg 1
(oo}

1
= — —. 2.78
deg 1 ( )

2. Fall: » < R. Hier teilen wir das Integrationsintervall in zwei Teile:

R 1 Q " 1 r'
— / — ! -
d)(F) o /oo d?" 47'('6(] )2 /R d?“ 47T€0 Q R3

<r’
Q (7|
4meg 2R3

R

Q1 Q2 QR

- dmeq R 4mey 2R3 4meq 2R3
Q 1 Q R?—1?

= — 2.79
dmeg R 4meg 2R3 ( )
G
0 R r
Das Potential am Ursprung nimmt den folgenden Wert an:
Q 1 Q 1 3 @ 1
0) = = — 2 —. 2.80
9(0) dmeg R + Admeg 2R 2 4mweg R ( )
Fiir eine geladene Ebene hatten wir
E(7) = sgn(z) 2 2 (2.81)

2
Daraus folgt fiir das Potential (wir wihlen als Integrationswege Strecken senkrecht zur Ebene und legen 7 in
die Ebene)

o(F) = _/ dl' - E(F') = —/ dz' 2 -sgn(Z') 2 21 = —21 dz"sgn(z")
) 0 € c0Jo
_ 0 )z fiir z >0
2 |-z fiirz<0
_ o 2] (2.82)

26()

¢(7) hat also einen Knick auf der Ebene.

Offensichtlich kénnen wir aus einem gegebenen Potential ¢(7) das elektrostatische Feld E () sofort be-
rechnen. E enthélt daher nicht mehr Information als ¢, obwohl es ein dreikomponentiges Vektorfeld ist. Die
Komponenten von E sind aber nicht unabhéngig, sondern durch die Bedingung

VxE=0 (2.83)

verkniipft.



Die Berechnung von ¢(7) ist oft einfacher als die von E(7), da ¢ ein skalares Feld ist. Wir miissen uns
daher nicht mit evtl. ortsabhéngigen Koordinateneinheitsvektoren herumschlagen Beachte, dass ¢(7) dem

Superpositionsprinzip gehorcht, da ¢(7) = — f di’ - ﬂ ) gilt und E dem Superpositionsprinzip gehorcht.
Aber ¢ ist dann eine skalare und keine Vektorsumme
Das Potential einer Punktladung ¢ am Ursprung ist offenbar

T T Al
=— [ dl EF)=-—L /d?- ro__ /d“’- d
qj)(F) /f’o ( ) 4dmeg 7” 2 47eg ro nr (7'/)2
q "odr! 1
_ _ 11 2.84
dreg /7“0 (r")? +47T60 ( To ) (284)

Mit der Wahl ry = oo erhalten wir

o) =— 2. (2.85)

47('60 T

Fiir eine beliebige Ladungsverteilung p(7) konnen wir jetzt das Superpositionsprinzip anwenden und sofort

schreiben
(1) = 47760 jjf Ar 47T60 jjf \T — (2.86)

Dieses sogenannte Poisson-Integral ist (ein bisschen) einfacher als das allgemelne Coulomb-Gesetz fiir E (7).

B Beispiel: Bestimme das skalare Potential und das elektrische Feld innerhalb und auflerhalb einer diinnen
Kugelschale des Radius R mit der Flichenladungsdichte ¢ = const. Diese Aufgabe kénnen wir leicht mit
Hilfe des Gaufischen Gesetzes l6sen. Wir wiahlen konzentrische Kugeln als Gaufische Flichen. Auflerhalb der
Kugelschale liegt die gesamte Ladung @ = 47 R%c innerhalb und wir erhalten wie oben

- 1
Ef)= ——
(77) 4e

Im Inneren der Kugelschale liegt nun aber gar keine Ladung innerhalb der Gaufischen Fldche, daher lautet
das Gauflsche Gesetz

A
- (2.87)

4rr? B (r) =0 (2.88)
= FE.(r)=0, (2.89)

also ist £ = 0 innerhalb der Kugelschale. Fiir das analoge Problem des Gravitationsfeldes einer schweren
Kugelschale bedeutet dies, dass man innerhalb einer solchen Schale schweben wiirde. Fiir das Potential erhalten
wir auBerhalb der Schale ohne neue Rechnung

Q

x 2.90
471'60 r ( )

¢(r) =

Innerhalb der Schale miissen wir aber aufpassen: Wir haben, in Kugelkoordinaten,

B(7) = — / dr - E(*’):—/T:_OodrE( ) =R /:dr' w —/TRdr’w:¢(R). (2.91)

1 _Q 0
dmeg (r")2

Das Potential im Inneren ist also, fiir Anfangspunkt im Unendlichen, konstant und gleich dem Potential auf der
Kugelschale. Es ist nicht Null, obwohl das E-Feld im Inneren verschwindet! Beachte, dass wir ¢(7) ausgehend
vom Anfangspunkt (hier unendlich) bestimmen miissen.

CHN
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2.3.2 Die Poisson- und die Laplace-Gleichung

Wir driicken nun die Beziehungen

V- E=12, (2.92)
€0
VxE=0 (2.93)
durch das Potential ¢ aus. Die zweite Gleichung wird zu
—VxV¢=0. (2.94)

Aber das ist nach Abschnitt A.2.2 automatisch erfiillt: Die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet. Wir
haben V x E = 0 bereits ausgenutzt, um ¢ zu konstruieren; diese Gleichung ist damit erledigt. Andererseits
wird das Gauflsche Gesetz zu

VYV Vo= -V2p= eﬁ, (2.95)
0
also
vip=-—L. (2.96)
€0

Dies ist die Poisson-Gleichung fiir das skalare Potential. Sie folgt also direkt aus dem Gaufischen Gesetz. Fiir
den Spezialfall verschwindender Ladungsdichte erhalten wir die Laplace-Gleichung

V2 = 0. (2.97)

Sie sieht einfach aus, ihre Losungen haben aber sehr interessante mathematische Eigenschaften. Funktionen,
die V2¢ = 0 erfiillen, heiBen harmonisch.
Hat die Laplace-Gleichung eine eindeutige Losung? Nein, denn

&(F) =0, @-7, vy +yz + 2z, xyz, x> —y?, sinkrsinhky, ... (2.98)

erfiillen alle die Gleichung. Welche ist also die physikalische Losung? Das wird durch die Randbedingungen
bestimmt. Lauten diese lim,_, o, ¢(7) = 0, so kann man zeigen, dass ¢ = 0 die einzige Losung ist. Sind keine
Randbedingungen spezifiziert, so kann man zu jeder Losung der Poisson-Gleichung eine beliebige harmonische
Funktion addieren. Die Randbedingungen legen wieder die physikalische Losung fest.

Als Beispiel bestimmen wir das Potential einer Punktladung durch Lésen der Poisson-Gleichung

V24(7) = f% 5(7) (2.99)

mit der Randbedingung lim,_, o, ¢(7) = 0. Wir verwenden die niitzliche Methode der Fourier-Transformation.
Die linke Seite ergibt Fourier-transformiert

jj d3r e*”}'FVQQﬁ(F) pegtiell _ ff dr (ﬁefﬂz';) -Vo(F)
P Jff o (V) o) = [ff dr (<K e F o) = <K o(R). (2.100)

Wir haben hier angenommen, dass ¢(7) im Unendlichen schnell genug verschwindet (Randbedingung!) und
die Oberflichenterme weggelassen. Wir unterscheiden eine Funktion und ihre Fourier-Transformierte hier nur
durch ihre Argumente.

Die rechte Seite der Poisson-Gleichung hat die Fourier-Transformierte

q —ikF s 9
_ gjfj d3r e~ R §(7) = - (2.101)

Damit erhalten wir q

— K pk)=——. (2.102)
€0
Dies ist eine algebraische Gleichung fiir qS(E), die sich trivial 16sen lésst:

L1
ok = % (2.103)
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Nun miissen wir ¢(k) noch riicktransformieren, um ¢(7) zu erhalten. Wir verwenden Kugelkoordinaten k, 0,
@ im k-Raum und wéhlen die k,.-Achse parallel zu 7. Dann ist

Bk el 1 . ikrcosd L
o = [{[ ok ];2 — % ik {[[ drd dop sin 6 e 9}?

1 o ; 11 > in k
=2 / dk | dfsingetreos? = Lo~ e
€0 (27T)2 0 0 €0 T 27T2 0 k
1 25;: kr :%
q L
_ 7 2.104
dmeg T ( )
Das ist das schon bekannte Ergebnis.
2.3.3 Weitere Eigenschaften der Laplace-Gleichung
Die Laplace-Gleichung
V2 =0 (2.105)

bestimmt das Potential in einem ladungsfreien Volumen V fiir gegebene Randbedingungen auf dessen Ober-
flache 0V. Diese beruhen auf Ladungen auBerhalb von V. In diesem Abschnitt diskutieren wir einige wichtige
mathematische Eigenschaften der Laplace-Gleichung und ihrer Losungen. Um ein Gefiihl fiir die Lésungen zu
bekommen, betrachten wir die Gleichung in d = 1, 2, 3 Dimensionen.

(a) d = 1: Die gewdéhnliche Differentialgleichung

d2
d—ﬁ =0 (2.106)

hat die allgemeine Losung ¢(x) = ax + b (eine allgemeine lineare Funktion). Die beiden Parameter a, b
miissen aus den Randbedingungen bestimmt werden. Z. B. kénnte ¢(x) selbst an den Endpunkten eines
Intervalls vorgegeben sein. Es folgt trivial:

e ¢(x) hat die Mittelwerteigenschaft

¢z —c) + ¢z +¢)
2

o(z) = YV, e, (2.107)

der Funktionswert ist an jedem Punkt das arithmetische Mittel der Werte an den (beiden)
dquidistanten Punkten x + c¢ fiir alle ¢. Die Losungen der Laplace-Gleichung haben die geringst
mogliche Struktur, die mit den Randbedingungen vereinbar ist, d. h. sie sehen nicht so aus:

e ¢(z) hat keine Extrema im Inneren eines beliebigen Intervalls, nur am Rand.

(b) d = 2: Zur Veranschaulichung der Laplace-Gleichung insbesondere in zwei Dimensionen ist es niitzlich,
sich einen Seifenfilm mit der mathematischen Darstellung z = z(x, y) vorzustellen. Man kann zeigen, dass
fiir kleine Variationen von z, d. h. fast konstantes z(x,y), der Seifenfilm der Laplace-Gleichung

<32 4 3;) (=, y) = 0 (2.108)

gehorcht, wobei Randbedingungen fiir z(z, y) z.B. durch die Form von Dréhten gegeben sind, die den
Seifenfilm aufspannen.
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Die zweidimensionale Laplace-Gleichung lautet

0?¢  0%¢

—+ == =0. 2.109

2% a2 (2.109)
Dies ist, anders als fiir d = 1, eine partielle Differentialgleichung. Die allgemeine Losung enthélt nun
unendlich viele Parameter, die durch die Randbedingungen auf dem Rand einer Fldche bestimmt werden.
Man kann folgende Eigenschaften beweisen, die direkt die in einer Dimension trivial giiltigen Aussagen
verallgemeinern:

e ¢(x,y) ist das arithmetische Mittel von ¢ an allen fquidistanten Punkten, das sind hier alle Punkte
auf einem Kreis:

o(x,y) = R

wobei Cg der Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt (z,y) ist (Beweis siehe Fall d = 3). Das
ist eine starke Aussage: ¢(7) auf einer Kurve bestimmt ¢(7) an einem fernen Punkt. Man kann sogar
zeigen, dass ¢(7) auf jeder geschlossenen Kurve ¢(7) an jedern Punkt im Inneren eindeutig festlegt.

dl' p(«',y'), (2.110)
Cr

e ¢(x,y) hat keine Extrema im Inneren einer Fliche, nur am Rand.

d = 3: Die Laplace-Gleichung lautet
82(;5 ¢  0%¢
—+ —+ == =0. 2.111
8x2 Oy? * 072 =0 ( )

Die Eigenschaften sind i. W. dieselben wie fiir d = 2:

o Mittelwerteigenschaft:

1 / =/
o) = gﬁds o), (2.112)

Sp ist die Kugel mit Radius R um den Punkt 7.

e ¢(7) hat keine Extrema im Inneren eines Volumens, nur an der Oberfliche.

O Beweis: Sei

L 1 ! —/
Ur(F) = gjﬁds o (7). (2.113)
Sk
Verwende Kugelkoordinaten R, 6, ¢ fiir ¥’ — 7, dann ist

1 ™ ] 2m N
r(F) = M/o do bme/o do RZ (") (2.114)

8’(/JR(T_‘) B 1 /‘n' ] /271' ad) —'/ , l)
orR  1x ), Wm0 ) de—pp 47732@6[

_ 1 IR 7PV 877_:/
= IR g}gds (V (7 )) 3R (2.115)
Da nach Definition gilt R
7 — 7= RR, (2.116)
folgt
or’ A
=R 2.117
R (2.117)
und
awR(F) _ 1 1~ ! > 5 ) Gauﬁ = Y
OR _47TR2;@CZS (V¢)(r ))R Ar Rzﬁd V¢( ) In R2£deV V( )V¢( ), (2.118)
R R v'’)2

wobei Sg = dVg. Da ¢ die Laplace-Gleichung erfiillt, folgt

OYR(7)

= 2.11
or ~ " (2.119)
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und damit, dass ¥g(7) unabhiingig vom Radius R ist. Da die Funktion ¢(7) stetig ist, sie ist ja sogar
zweimal stetig differenzierbar, ist auch ¢ g(7) stetig in R und

Jim a() = 610 (2:120)
Da ¢ (7) unabhéngig von R ist, folgt
Yr(F) = ¢(r) VR =0. (2.121)

Die zweite Aussage (kein Extremum) folgt dann einfach per reductio ad absurdum: Angenommen, ¢(7)
habe ein lokales Maximum (Minimum) bei 7. Dann existierte eine Kugel Sg mit dem Mittelpunkt 7, so
dass ¢(7) iiberall auf Sg kleiner (grofer) als ¢(7) wire. Dann wiire der Mittelwert von ¢(7) iiber Sg aber
auch kleiner (groer) als ¢(7), im Widerspruch zum ersten Teil.

Ein wichtiges Korollar ist Farnshaws Theorem: Eine Probeladung hat im elektrostatischen Feld einer beliebigen
Ladungsanordnung keine stabilen Gleichgewichtspositionen. Denn dazu miisste die potentielle Energie V (7) =
q¢o(7) ein lokales Minimum besitzen, was sie nicht tut, da sie die Laplace-Gleichung erfiillt.

Die Probeladung hat i. A. labile Gleichgewichtspositionen, im Beispiel den Mittelpunkt des Wiirfels. Dort ver-
schwindet die Kraft, aber fiir infinitesimale Auslenkungen in gewissen Richtungen tritt sofort ein wegtreibende
Kraft auf. Aus Earnshaws Theorem folgt, dass man Ionen nicht elektrostatisch einfangen kann — Ionenfallen
erfordern zeitabhingige Felder.

2.4 Elektrisches Feld an Grenzflichen

Kontinuierlich verteilte Ladungen oder Dipole auf Fliachen stellen oft verniinftige Nédherungen fiir reale La-
dungsverteilungen dar. Z. B. sitzen Ladungen von Metallen im statischen Fall in sehr guter Ndherung auf ihrer
Oberfliche. Mit den bisher besprochenen Methoden kénnen wir das Verhalten des Feldes und der Potentiale
an solchen Fléchen beschreiben.

2.4.1 Geladene Fliche

Wir betrachten eine beliebig geformte Fliche & mit der Fldchenladungsdichte (7). Um einen Punkt 7 € S
herum konstruieren wir eine Gaufische Fldche OV mit infinitesimalen Abmessungen. Da JV infinitesimal ist,
konnen wir die Fliche S in der Umgebung von 7 als eben und die Flidchenladungsdichte o(7) als homogen
betrachten.

Wir wéhlen die beiden Deckelflichen von 9V parallel zu S in 7, auf den beiden Seiten von S (d.h. in
den Bereichen 1 und 2, siehe Skizze). Die Seitenflichen wihlen wir senkrecht auf S; ihre konkrete Form ist
unwichtig. Der Flidcheninhalt der Deckelflichen sei jeweils AA, die Hohe der Gauflschen Fliche sei Ah. Das

Gaufische Gesetz sagt aus
(fas B = iHdsa(F). (2.122)
v €0 A%
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Das Integral auf der rechten Seite ist die in V enthaltene Ladung. Wir lassen nun Ah — 0 gehen, dadurch
verschwindet der elektrische Fluss durch die Seitenflichen. Da auch A A infinitesimal ist, erhalten wir

B, L
AA(i - By — - By) = —AAo (2.123)
€0
= - (By-E)=2 (2.124)
€0
= By —FEi,=— (2.125)
€0

Die Normalkomponente von E macht also einen Sprung von o/eg. Zur Untersuchung der Tangentialkompo-
nenten konstruieren wir eine infinitesimale Stokessche Schleife C um 7 in einer Ebene, die senkrecht zu einer
tangentialen Richtung ¢ | 7 steht:

Es gilt, fiir elektrostatische Felder,

%di-ﬁ:o | AR —0 (2.126)

C

= As(fxn)-Ey—As(Exn)-E =0 (2.127)
(fxn)-(Ey— Ey) =0. (2.128)

=
Da alles fiir alle £ 1 7 und damit alle £x7 L 7 gilt, folgt fiir alle (zweidimensionalen) tangentialen Komponenten
von E:
Ey — Eqy =0, (2.129)
sie sind also stetig an einer geladenen Fliche.

Das skalare Potential in der Nihe der geladenen Flédche erhalten wir durch Integration des Feldes E. Wir
wéhlen als Integrationsweg eine infinitesimale Strecke senkrecht zur Fliche S:

n

=l

@
D S

Dann ist
TH+AT R
O(F+ Arn) = ¢(F) — / di' - E(F) = ¢(7F) — Ara- E(F+ Arq)
_ QS(F)AT{E2n fiir Ar > 0,

(2.130)
Eln fir Ar < 0.

Der Limes Ar — 0 zeigt, dass das Potential an der Fliche stetig ist. Nur sein Gradient, genauer dessen
Normalkomponente —F,,, ist unstetig. Wir werden auf die Ergebnisse bei der Diskussion von Kondensatoren
zuriickkommen.
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2.4.2 Dipolschicht

Eine Dipolschicht oder Doppelschicht ist eine beliebige Fliche S, deren Flichenelemente jeweils infinitesi-
male Dipolmomente dp(7) tragen, wobei diese senkrecht zur Fliche stehen sollen, dp(7) = dp(¥) a(F). Wir
konnen uns eine Dipolschicht als aus zwei Flichen aufgebaut denken, wobei ihr Abstand | gegen Null und ihre
Flichenladungsdichte 0 gegen +o0o gehen, so dass das Produkt konstant bleibt.

a(7)

SIOI®

Die Tangentialkomponenten von E sind stetig, wahrend fiir die Normalkomponente gilt

Ein = By — =, (2.131)
€0

Eon=Ein+ — = E1y— — + 2 = By, (2.132)
€0 €0 €0

Die Normalkomponente von E und damit E insgesamt sind also ebenfalls stetig.

Zur Bestimmung des skalaren Potentials betrachten wir einen Integrationsweg, der am Ort 75 im Bereich
1, direkt an der unteren geladenen Fliche beginnt und am Ort 7 im Bereich 2, direkt an der oberen geladenen
Fliche endet. Der Weg stehe senkrecht auf der Dipolschicht. Dann gilt

R / - o . . = R . lo
gf)g(??) = d)l(?"o) — /dl S ¢1(7‘0) — ZTL . Ez = ¢1(T0) — lEzn = ¢1(7‘0) - lEln + g (2133)
0
Das Dipolmoment eines Fléchenelements ds ist
dp = odsln = dpn. (2.134)
dq
Es liegt nahe, die Dipolfidichendichte
~ dp dp
D:=— bzw. D=— 2.1
L I (2.135)
zu definieren. Damit ist
dp=oclds=Dds (2.136)
= D=ol (2.137)
und es folgt
. D
62(7) = 61(70) — 1Ban + . (2.138)
Im Limes | — 0, 0 — oo, D = const erhalten wir
D
$2(7) = 1 (7) + o (2.139)

Das skalare Potential zeigt an einer Dipolschicht also einen Sprung um D/eq. Das elektrische Feld ist, als
Ableitung von ¢, dort nicht definiert, kann aber durch die Schicht stetig fortgesetzt werden.
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2.5 Arbeit und Energie in der Elektrostatik

Wieviel Energie kostet es, eine Probeladung ¢ vom Ort @ (in Ruhe) zum Ort b (in Ruhe) zu bewegen? Aus der
Mechanik wissen wir, dass die Probeladung im Kraftfeld Fi die Arbeit

b
We = / dl’- Fy(7) (2.140)

leistet. Die elektrische Kraft ist, wie oben besprochen, ﬁel = qE. AusV x E =0 folgt V x ﬁel =0, also ist das
Kraftfeld konservativ und das Linienintegral ist unabhingig vom Weg.

Ublicherweise fragen wir nach der Arbeit W, die wir an der Ladung verrichten miissen, um sie von @ nach
b zu bringen. Diese ist

b
W=— el:,/ di- F,. (2.141)

a

(Uberpriifen Sie bei Rechnungen die Plausibilitéit des Vorzeichens!) Damit ist

-,

E - =
W = —q[ di- E = q[¢(b) — ¢(a@)]. (2.142)

Bis auf den Faktor g ist die Differenz der skalaren Potentiale also die benéttigte Arbeit. Liegt der Anfangspunkt

=,

d im Unendlichen und vereinbaren wir die Randbedingung ¢(oco) = 0, so folgt (mit 7= b)
W = q ¢(7). (2.143)
Dieser Zusammenhang ist gewissermaflen das Integral von
F.=qE. (2.144)

Die Arbeit W, die erforderlich ist, um die Probeladung aus dem Unendlichen zum Ort # (in Ruhe) zu bringen,
ist die potentielle Energie im elektrischen Feld.

Wir bestimmen nun die potentielle Energie eines Systems von N Punktladungen g1, go, ... Wir stellen uns
vor, die Ladungen alle eine nach der anderen aus dem Unendlichen heranzubringen. Die erste Ladung kostet
keine Energie, da noch kein E-Feld aufgrund anderer Ladungen vorhanden ist (W7 = 0). Die zweite kostet die
Energie

o 1 73 1 q192
2= q2¢1(72) = ¢2 Ireg [ — 7] dmeq T = 7| ( )
Die dritte kostet ! 1
_ q143 4243
W3 = = , 2.146
3 43 ¢1 und2(r3) 47T€0 ‘773 7771‘ 4’/T60 |773 77:‘2| ( )
die vierte 1 1 1
4194 4244 q34q4
W, = 2.147
4 471'60 |’F4 — F1| 47T60 ‘7?4 — 7?2| 471'60 |’I?4 — Fgl ( )
usw. Insgesamt erhalten wir
1 N qiq; 1 1 X qiq;
W= W, +Wo+Ws+...= = — 2 2.148
\/}/—i— o+ W3+ 47r60ij2:1 |7 — 7] 4meg 2”42:1 |7 — 74 ( )
0 i<j i#j

Der Faktor 1/2 korrigiert die Doppelzihlung der Paare von Ladungen in der Summe. Dieser Ausdruck ist
offensichtlich unabhéngig davon, in welcher Reihenfolge wir die Ladungen heranfiihren.
Wir wollen die Energie durch das Feld ausdriicken. Als ersten Schritt schreiben wir die Energie um als

1 1 q;
W=z i - 2.149
2Xi:q 47T60j%i |7 — 7] ( )
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Der unterklammerte Term ist das skalare Potential am Ort 7; der Ladung ¢; aufgrund aller anderen Ladungen.
Wir kénnen daher schreiben

1 .
W = 3 Z i ohne q; (7). (2.150)

Wir hatten oben gesehen, dass die Energie einer Ladung ¢ in einem gegebenen Potential q¢(7) betriigt. Daher
ist die Energie mehrerer Ladungen

W = qu(ﬁ-). (2.151)

Hier tritt kein Faktor 1/2 auf. Der Faktor 1/2 in Gl. (2.150) beruht darauf, dass dort ¢(7) nicht extern vorgege-
ben ist, sondern von denselben Ladungen erzeugt wird. Die Summe enthélt daher die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen zwei Ladungen ¢; und g; zweimal und der Faktor 1/2 korrigiert diese Doppelzéhlung. Soll die Energie
einer Ladungsverteilung bestimmt werden, muss man die beiden Fille sorgfiltig unterscheiden.

Nun gehen wir zum Kontinuumslimes iiber. Dazu teilen wir den Raum in Zellen am Ort ¥ mit der Ladung
p(7) AV ein und bilden am Ende den Grenzwert fiir AV — 0. Die Energie lautet

W= %Z PT) AV Gotme(7) = % > o) AV [6(7) — ¢r()] (2.152)

Hier ist ¢(7) das gesamte Potential und ¢#(7') das Potential der am Ort 7 zentrierten Zelle. Da die Ladungsdichte
p(7) beschrinkt ist, ist ¢=(7) endlich. Im Limes AV — 0 geht die Ladung pAV der Zelle gegen Null und damit
auch ¢(7). Daher kénnen wir den Korrekturterm (,,Selbstwechselwirkung“) fiir AV — 0 vernachlidssigen. Wir
erhalten

W= % ﬂ AV p(7) ¢(7). (2.153)

Dies ist plausibel, da pdV ¢ die Energie der Ladung pdV im Potential ¢ ist. Die Energie einer Ladungsvertei-
lung in einem externen Feld wire also

Wext = ﬂ AV p(7) hext (T). (2.154)

Das ist die Arbeit, die erforderlich ist, um eine schon im Unendlichen zusammengesetzte Ladungsverteilung
in ein schon vorhandenes Potential zu holen. Der Faktor 1/2 in Gl. (2.153) kommt wieder daher, dass ¢ nicht
extern vorgegeben ist, sondern von denselben Ladungen p erzeugt wird.

Nun driicken wir p und ¢ durch das elektrische Feld E aus:

p=eV-E (2.155)
€

N W:;JJJdV(€'E)¢
partiell %Oﬁdé?'ﬁéf?* ;)IJ AV E - V. (2.156)

Wir nehmen nun an, dass die Ladungen auf einen endlichen Bereich beschrénkt sind. Dann fillt E weit weg
von allen Ladungen wie 1/r2 ab, sowie ¢ wie 1/r. Die Oberfliiche 9V wiichst dagegen nur wie r2
Oberfliichenterm verschwindet daher fiir V — R3. Dann folgt

W:—%Ojfjdvﬁ-(— *):%OjﬂdVE?(F). (2.157)
v v

an und der

Die Energiedichte ist also
w= %" E2(7). (2.158)

Es ist bemerkenswert, dass sich die Energie allein durch das Feld ausdriicken ldsst. Dies legt erneut nahe, dass
das E-Feld ein eigenstindiges physikalisches Objekt, und nicht nur eine Hilfsgrofle fiir die Berechnung von
Kréften, ist. Insbesondere kann das E-Feld Energie speichern.

Die Energiedichte w(7) ist offensichtlich ein skalares Feld — das Quadrat eines Vektors ist ein Skalar. Da
aber w quadratisch vom Feld E abhéngt, gilt das Superpositionsprinzip fiir w nicht.

B Beispiel: Wir berechnen die Energie einer Kugelschale mit dem Radius R und der gleichférmigen
Flachenladungsdichte o auf zwei Wegen:
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(a) Es ist
1
W= §H AV p(F) 6(7). (2.159)
Mit p(7) = o6(r — R) und

1 Q
= = 2.1
oR) = (2160)
mit der Gesamtladung @ = 47 R0 (s.0.) erhalten wir
c 1 @ 1 Q?
W=_—- —= av é(r — = —. 2.161
=(f ds=4wR?

(b) Andererseits gilt

W= %0 {[[ av 2. (2.162)

Mit (s.o.)
- 0 firr < R
Em={", o. o (2.163)
Treg 120 firr > R
erhalten wir in Kugelkoordinaten
W:iojﬂdv L o 1 QQ/mder/ﬂdesme/%d@l
2 0 (4me)? r 3272e R 0 0 r4
4
1, [®dr 11 1 Q2
_ ar 1 11 _ @ 2.164
8mep @ /R 72 8meg |,  8meg R ( )

Die beiden Wege fithren zu demselben Ergebnis, wie erwartet.
Wenn wir auf demselben Weg die Feldenergie einer Punktladung ¢ berechnen, stoflen wir auf ein Paradoxon:
Die Energie ist

€0 1 q2 q2 5 . 1 q2 /OO dT q2 1 [ee]
W=— av = = drdfd sinf — = — = - =o0. (2.165
2 fj (4meg)? 4 327m2¢ jf " prosIY 8meg Jo T2 8mep 1|, oo ( )
Sie divergiert, wihrend der urspriingliche Ausdruck
1 .,
W =35> a Gotmne i(73) (2.166)

endlich ist, ndmlich Null, da ¢onne ; das elektrostatische Potential ohne Ladungen ist. Das Problem beruht
darauf, dass die Verallgemeinerung auf

W= % [[f av o 6(7) (2.167)

das volle Potential aufgrund aller Ladungen enthélt. Fiir kontinuierliche und beschrinkte Ladungsverteilungen
macht das keinen Unterschied, wie wir gesehen haben. Bei einer Punktladung enthilt aber ein infinitesima-
les Volumen eine endliche Ladung. Die beiden Ausdriicke fiir die Energie W unterscheiden sich durch die
Selbstwechselwirkung der Punktladung, das ist die Energie, die erforderlich ist, um die Punktladung aus infi-
nitesimalen Ladungen zusammenzusetzen. Diese Energie ist tatséchlich divergent. Die im E-Feld gespeicherte
Energie ist demnach ebenfalls divergent — wenn wir die Punktladung zerlegen wiirden, konnten wir diese
Energie extrahieren. Eine mogliche Deutung ist folgende: Die divergente Selbstwechselwirkung der Elementar-
teilchen interessiert uns nicht, da wir diese aus Prinzip nicht zerlegen und daher diese Energie nie extrahieren
konnen.

30



2.6 Leiter

Ein Leiter ist ein Material mit beweglichen Ladungstrigern. Beispiele sind
e Metalle,
e Halbleiter, insbesondere dotierte,
e Elektrolyte (ionische Losungen) und fliissige Salze (ionische Fliissigkeiten),
e Plasmen.

AuBerdem gehoren auch Supraleiter dazu, die aber iiber ihre (ideale) Leitfihigkeit hinaus noch weitere beson-
dere elektromagnetische Eigenschaften aufweisen. Wir beschéftigen uns weiterhin mit der Elektrostatik, d.h.
wir betrachten den stationdren Zustand der Ladungstrager. Wir stellen uns vor, das wir lange genug warten,
so dass sich die Ladungstriger als Antwort auf ein angelegtes Feld rearrangieren kénnen. Daher ist es fiir den
stationdren Zustand gleichgiiltig, ob das Material gut oder schlecht leitet (wir werden dies spiter quantifizie-
ren, Stichwort ,Ohmsches Gesetz”) — es dauert nur kiirzer oder linger, bis der stationire Zustand erreicht
ist. Insbesondere miissen wir keinen idealen Leiter annehmen, der der Bewegung der Ladungstréger keinen
Widerstand entgegen setzen wiirde.
Wir besprechen nun die wesentlichen Eigenschaften von Leitern in elektrostatischen Feldern:

1. £ =0 im Inneren eines Leiters:

- +
= +
-3 +
_E1 +
_ 4
_

- +

—

Eqy

Wir legen ein elektrisches Feld 507 gemessen weit entfernt von einem leitenden Koérper, an, z. B. durch
einen groflen Plattenkondensator. Auf die Ladungstréager im Leiter wirkt dann eine Kraft und sie bewegen
sich in Richtung dieser Kraft. Sie sammeln sich an der Oberfliche des Leiters an, da sie ihn nicht verlassen
kénnen (Vakuum oder Luft ist ein Isolator). Die angesammelten Ladungen erzeugen ein zusiitzliches
Feld El, das EO entgegengerichtet ist. Die weitere Verschiebung von Ladungen hort erst auf, wenn das
Gesamtfeld E = EO +El und damit die Gesamtkraft im Inneren verschwindet. Dann hat der Leiter einen
stationdren Zustand erreicht. Also findet man im stationiren Zustand E = Eo + El =0.

2. p =0 im Inneren eines Leiters: Dies folgt sofort aus dem Gauflschen Gesetz p = V- E=0.

3. Daraus folgt, dass die eventuell vorhandene Uberschussladung des Korpers an seiner Oberfliche sitzt.
Dasselbe Ergebnis erhélt man, indem man die Feldenergie minimiert.

4. Jeder Punkt im Inneren oder an der Oberfliche eines zusammenhéingenden Leiters liegt auf demselben
Potential ¢. Also ist insbesondere die Oberfliche eines Leiters eine Aquipotentialfliche.

S

ST
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Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten im Leiter ist ndmlich

b
¢(b) —p(@)=— | di-E=0 (2.168)
a,cC

= ¢(b) = ¢(a). (2.169)

Der Integrationsweg C kann vollstindig innerhalb des Leiters gewéhlt werden. Offensichtlich kénnen wir
nicht folgern, dass zwei nicht zusammenhdngende Leiter auf demselben Potential liegen miissen.

5. Das E-Feld steht iiberall senkrecht auf der Oberfliiche eines Leiters: Die physikalische Begriindung ist,
dass eine Feldkomponente parallel zur Oberfliche einen Strom parallel zur Oberfliche hervorrufen wiirde.
Dieser wiirde flielen, bis sich die Ladungen so umverteilt haben, dass E senkrecht steht. Mathematisch
folgt die Aussage sofort aus den Eigenschaften des Gradienten: Die Oberfliche ist nach Punkt 4. eine
Aquipotentialfliche Daher steht dessen Gradient ﬁqﬁ = —F iiberall senkrecht auf dieser Fliche. Beachte,
dass die Aussage fiir beliebig geformte Korper gilt.

oS

Folgerungen:

(a) Eine Punktladung ¢ und ein ungeladener Leiter ziehen einander an.

-

q>0

N

Das Coulombfeld E aufgrund von ¢ (0.B.d. A. sei ¢ > 0) polarisiert den Leiter; es influenziert Ober-
flichenladungen. Die negativen Oberflichenladungen befinden sich niher an ¢ als die positiven. Da die
Coulomb-Kraft mit dem Abstand abfillt, ist die Gesamtkraft attraktiv.

(b) Betrachte einen ungeladenen kugelférmigen Leiter mit einem unregelméfigen Hohlraum im Inneren. Dieser
soll eine unregelméflig verteilte Ladung ¢ enthalten. Was ist das elektrische Feld auflerhalb der Kugel?

neutraler Leiter

Gaullsche Oberfliche
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Fiir eine Gaufische Oberfliche 9V, die ganz im Inneren des Leiters liegt, gilt

Qin o - I
- _g%ﬁds. E =o. (2.170)
0

Daher muss die auf der inneren Oberfliche des Leiters influenziert Ladung —¢ betragen. (Die rdumliche
Verteilung dieser Oberflichenladung zu finden, kann schwierig sein!) Da der Leiter insgesamt neutral ist,
muss auf der dufferen Oberfliche die Ladung +¢ influenziert werden. Diese Ladung muss gleichméfig
verteilt sein, denn sonst wiirde ein Strom entlang der Oberfliche flielen, um sie auszugleichen. (Beach-
te, dass diese Oberflichenladung von der Ladungsverteilung im Inneren nicht beeinflusst wird, da deren
elektrisches Feld im Leiter und damit an der &ufleren Oberfliche verschwindet.) Damit ist das Feld im
Auflenraum das einer homogen geladenen Kugelschale, also

E(f) = — = 7. (2.171)

Nur die Gesamtladung q ist von auflen sichtbar, die Information iiber ihre Verteilung ist nicht zugénglich.
Elektrostatische Felder konnen daher nicht verwendet werden, um das Innere von Leitern zu untersuchen
(elektrodynamische Felder hingegen schon, z. B. Rontgenstrahlen).

2.6.1 Oberflaichenladung und elektrisches Feld

Da die Ladung in einem Leiter an der Oberflache sitzt, konnen wir die Eigenschaften aus 2.4 zum elektrischen
Feld an Grenzflichen verwenden. Wir betrachten einen beliebig geformten leitenden Korper mit der Oberfléiche
S. 71 sei der nach auflen (vom Leiter weg) gerichtete Normaleneinheitsvektor bei 7 € S.

Leiter S

Im Inneren des Leiters ist E = 0. Nach 2.4 sind die Tangentialkomponenten E, stetig an der Oberfldche,
so dass By = 0 im Auflenraum gilt. Dies wussten wir bereits: E steht senkrecht auf der Oberflache. Fiir die
Normalkomponente gilt

Q

EVakuum,n - EMctall,n = - (2172)
—— €0
=0
o
= E\/'akuum,n = (2173)
€0
Da die Tangentialkomponenten verschwinden, folgt daraus
EVakuum = i . (2174)
€0

Dies ist ein bemerkenswert einfacher Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld und der lokalen Ladungs-
dichte an der Oberflache eines beliebigen Leiters.

Wir berechnen noch die Kraft, die das Feld E auf die Oberflichenladungen ausiibt. Die Kraft wirkt senk-
recht zur Oberfliiche, da E || 2 ist. Wir bestimmen zunichst die bei einer Verschiebung der infinitesimalen
Oberflichenladung o dA um eine Strecke dl senkrecht zur Oberfliche geleistete Arbeit dW.
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Diese Arbeit ist die Anderung der Feldenergie. Im Aufenraum ist die Energiedichte ¢y E?/2, im Innenraum ist

sie Null. Die Energiesinderung ist also
AW =~ dAdI E*,

Die Kraft erhalten wir einfach aus dW = —dF dl zu

1
dF:%EQdA:—a2dA.

260
Die Kraft pro Fldche ist also

- dF 1 .
Eine Normalkraft pro Fliache ist ein Druck
- 0'2 €0 2
p=|fl= 2% 2

(2.175)

(2.176)

(2.177)

(2.178)

Man kann sagen, dass ein elektrisches Feld einen Druck auf einen Leiter ausiibt. Zwar gibt man diesen Druck
mit einer positiven Mafzahl an, er ist aber tatséichlich negativ, ndmlich entgegensetzt zum Druck aufgrund

eines Gases.

Gas

Festkorper

&

Leiter

Die Kraft bzw. der Druck zieht den Leiter in das elektrische Feld hinein. Dies vermindert die Feldenergie, da

Vakuum (mit Energiedichte egE?/2 > 0) durch Leiter (mit Energiedichte Null) verdringt wird.

2.7 Kondensatoren

Zwei leitende Korper beliebiger Form mogen die Gesamtladungen @ > 0 und —@Q < 0 tragen. Sie bilden einen

Kondensator.

.
< ]

Ein zusammenhéngender Leiter hat ein gleichférmiges Potential ¢ im Inneren und an der Oberfliche. Daher

ist die Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Leitern eindeutig definiert:

U:¢+f¢_:f/cdf-ﬁ

34

(2.179)



mit einem beliebigen Integrationsweg C, der die beiden Leiter verbindet. E(7) ist i. A. kompliziert, jedoch
proportional zur Ladung Q. Dies folgt aus der Linearitit der Gleichungen der Elektrostatik (tatséchlich auch
der gesamten Elektrodynamik): Wenn

V.E= %, Q=[[[avp@®, —= [[[avo@®, (2.180)
Vi V2

dann gilt mit einer beliebigen Konstanten « auch

V-aFE %, a@ = jfj dV ap(r), —aQ = jjf dV ap(r). (2.181)
Vi Va2

€0

Unter der Voraussetzung, dass die Losung eindeutig ist, folgt aus einer Anderung der Ladung @ um den Faktor
a also nur eine Anderung von p(7) und E(7) um denselben Faktor a.. Dann &ndert sich auch die Spannung U
nur um den Faktor a. Damit folgt, dass U proportional zu @ ist, wobei die Proportionalititskonstante

=7 (2.182)

Kapazitit genannt wird. Sie ist eine geometrische Eigenschaft der leitenden Kérper und fiir komplizierte Formen
nicht leicht zu berechnen. Beachte, dass @ die (konventionell positive) Ladung auf einem der beiden Leiter ist.
Die Gesamtladung der Anordnung ist Null.

Liegt nur ein leitender Korper auf dem Potential ¢ vor und verschwindet das Potential im Unendlichen,
so ist ¢ proportional zur Ladung @) des Korpers. Wir definieren die Selbstkapazitit

c=9 (2.183)

¢

Sie stimmt mit der zuvor definierten Kapazitét iiberein, wenn eine der Kondensatorplatten eine Hohlkugel mit

dem Radius R — oo ist.
e

B Beispiel: Plattenkondensator.

Fiir groBe Platten, d.h. fiir A > d?, konnen wir den Kondensator als unendlich grof ansehen, falls wir
uns nicht speziell fiir das Feld in der Néhe des Randes der Platten interessieren. Dann ist das System trans-
lationsinvariant in den Richtungen parallel zu den Platten und rotationsinvariant um jede Achse senkrecht
zu den Platten. Daher muss die Oberflichenladungsdichte auf den Platten homogen sein. Da auflerdem keine
Ladungen zwischen den Platten vorhanden sind, ist das E-Feld dort gleichférmig und, geméfl Abschnitt 2.6,
senkrecht zu den Platten.

Die Oberflachenladungsdichte auf der positiv geladenen Platte ist

Q
—_— 2.184
o=* (2.184)
und das E-Feld im Inneren ist dann
g2 _10@ (2.185)
- €0 o €0 A '
_—0
N R I
Die Spannung ist
1 @Q
U=FkEd=——d. 2.186
o A (2.186)
Daraus folgt fiir die Kapazitét
Q EQA
C=—==—. 2.187

Wir erkennen, dass C'/eg nur von geometrischen Eigenschaften abhéingt — es ist eine charakteristische Linge
des Systems.
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2.7.1 Energie in Kondensatoren

Das Aufladen eines Kondensators erfordert, Ladungen entgegen der elektrischen Kraft, also ,bergauf“, zu
verschieben. Dazu muss Arbeit verrichtet werden, die als Energie im Feld des Kondensators gespeichert wird.

dq
Die Verschiebung von d@ erfordert die Arbeit
dW =UdQ = %d@. (2.188)
Die Gesamtarbeit ist damit
!
W= / dQ’ Q - Q (2.189)

fiir die Gesamtladung Q. W ist die im Kondensator gespelcherte Energie. Wir kénnen auch schreiben
1
W= CU? (2.190)

mit der Spannung U = @Q/C. Die Abhéingigkeit der Energie von der Kapazitit C ist also ganz unterschiedlich,
wenn wir Kondensatoren bei konstanter Ladung oder konstanter Spannung vergleichen.
B Beispiel: Die in einem geladenen, isolierten Plattenkondensator gespeicherte Energie hingt geméfl

W=-2 %5 (2.191)

vom Plattenabstand, hier s, ab. Die Energie verdoppelt sich, wenn wir s verdoppeln. Das ist plausibel: Wir
miissen Arbeit verrichten, um die Platten auseinander zu ziehen. Wir konnen leicht die Kraft ausrechnen, die

die Platten aufeinander ausiiben:

aw 1 Q?
F=-"l=-__—-= 2.192
dS 260 A ( 9 )

Die Kraft ist natiirlich anziehend. Wie hingt andererseits die Energie von s ab, wenn der Kondensator an eine
Spannungsquelle mit der Spannung U angeschlossen ist? Fiir U = const schreiben wir

€0 AU2 1
— ~ =, 2.1
2 s s ( 93)

1 2
W= CU?=

Die Energie halbiert sich, wenn wir s verdoppeln. Dieses Ergebnis erscheint paradox, denn die resultierende

Kraft aw D2
? €0
pr_ W _ <« 2.194
ds + 2 52 ( )

scheint abstoflend zu sein, d. h. die Platten auseinander zu treiben. Das Widerspricht der Erwartung, dass sich
entgegengesetzt geladene Korper anziehen. Die Auflésung liegt darin, dass sich bei U = const die Energie der
Spannungsquelle éndert, da Ladungen durch sie hindurch flieBen. Bei einer Anderung des Plattenabstandes
von ds éndert sich die Ladung um

A A
dQ = dCU = d<eos)U_—€0Ud (2.195)

d@ flieBt durch die Spannungsquelle bei der Spannung U. Dies éndert die Energie der Spannungsquelle um

dWQuelle = 7dQ U. (2196)
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Fiir ds > 0 ist dQ < 0, die Ladung flieit ,,bergab®, Arbeit wird damit an der Spannungsquelle geleistet und
ihre Energie nimmt zu, dWquere > 0. Die gesamte Energiednderung des Stromkreises ist also

o - €0 AU2 o €0 AU2 AU2 o €0 AU2
dW = dWe + dWaqpelle = d (2 ) —dQU = 5 2 ds + € 2 ds = +5 2 ds >0 (2.197)
und die Kraft ist o AD? 40 0
_ W e __% __ b e
F= ds 2 2 2022 2 A’ (2.198)

a_lpo dasselbe Ergebnis wie fiir Q = const. Dies war zu erwarten, da die Kraft nur von den Ladungen und dem
E-Feld abhéngt, die in beiden Situationen gleich sind.

2.8 Orthogonale Funktionensysteme

Als Vorbereitung fiir die in den folgenden Abschnitten zu besprechenden Methoden betrachten wir in diesem
mathematischen Einschub Systeme orthogonaler Funktionen. Wir fithren zunéchst einige Begriffe auf einem
sehr allgemeinen Niveau ein. Es seien ¢, (z), n = 1,2,..., komplex- (oder speziell reell-) wertige, beziiglich
einer reellen Gewichtsfunktion w(z) auf einem Bereich B quadratintegrable Funktionen, d. h.

/ dxw(z)|en(x)]? (2.199)
B

existiert. 5 muss nicht eindimensional sein. Man nennt das Funktionensystem bzgl. w(x) orthogonal, wenn gilt

/Bda: w(x) e, (2)on () = Smdmn (2.200)

mit s, # 0. Die linke Seite definiert ein Skalarprodukt zwischen bzgl. w(x) quadratintegrablen Funktionen.
Man nennt das Funktionensystem orthonormal, wenn zusétzlich s,, = 1Vm gilt.

Der Nutzen orthogonaler Funktionensysteme besteht darin, beliebige (quadratintegrable) Funktionen nach
ihnen zu entwickeln, d.h. sie als Linearkombination der orthogonalen Funktionen darzustellen:

F@) =" anen(@). (2.201)

Dafiir benotigen wir i. A. unendlich viele ¢, (z). Wir brechen aber die Reihe zunéchst ab und untersuchen,
wann f(z) ,moglichst gut* approximiert wird. Dazu fordern wir, dass die mittlere quadratische Abweichung
(bzgl. der Gewichtsfunktion w(z)) minimal wird:

N
/ drw(@)|f(z) = Y anpn(x)]* — Min! (2.202)
B n=1
Zur Bestimmung der Koeffizienten a,, bilden wir die Ableitung nach a},. Beachte dabei, dass a,, und a}, linear
unabhéngig sind, da Re a,, und Im a,, linear unabhéngig sind; wir kénnten ebenso gut nach Re a,, und Im a,,
ableiten, mit demselben Ergebnis. Wir finden

8 N ) . N
0= s JL @I =D ana@f = [ @l @I - 3 anen(o)
N
_— /B @)@ )+ /B 0 w(z) g (@) () = — /B 0z w(@) ¢t (@) [(2) + $mam
=S8mOmn
= apy = 1 dxw(z)pr, f(x). (2.203)

Sm B

Man nennt das Funktionensystem wollstindig, wenn die mittlere quadratische Abweichung (bzgl. w(x)) fiir
N — oo gegen Null konvergiert:

/B drw@)|f() = 3 angn(@)? = 0. (2.204)
n=1
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Vollstandigkeit ist nicht einfach zu zeigen, aber alle hier verwendeten Funktionensysteme sind vollstindig.
Setzen wir die explizite Form (2.203) in die Entwicklung nach ¢, (x) ein, so erhalten wir

=3 o [ w e 6 ) =

B

dz’ w(z") [Z ;so:@')san(x)] ). (2.205)

n

Wir konnen auch trivialerweise schreiben

@) = [ do"8(e" — ) (@)

! ! 1 * li li ! ! !/
:>/Bd:v w(z') [Z —or (z )gon(x)] f(z ):/de 0z —x)f(x’). (2.206)

S
n n

Da dies fiir alle Funktionen f gelten muss (zumindest solche, fiir die das erste Integral existiert), folgt
1,
w(@) Y —en(e)ea(@) = (e’ o)
1, o0z —x
= —en(@)en(z) = o' ~2) (2.207)

Dies ist die allgemeine Volistindigkeitsrelation (bzgl. w(x)). Ist die Gewichtsfunktion speziell w(z) = 1 und
ist das Funktionensystem orthonormal, so lautet die Vollstédndigkeitsrelation einfacher

an on(z) = 6(z' — 2). (2.208)

B Beispiel 1: Ein orthonormales Funktionensystem auf dem Intervall [—L, L] mit der trivialen Gewichts-
funktion w(x) =1 ist gegeben durch

—) . nez (2.209)

Wir zeigen die Orthonormalitét:

/LL dz o}, (x)on(x) = i /LL dz exp (71$ + z?) = i /LL dx exp (zW) . (2.210)
Fiir n = m erhalten wir Lo -
w=op ) det=gp =1 (2.211)
Fiir n # m erhalten wir dagegen
1 L . 1 .
= SLin—m)n lexp (i(n — m)m) —exp (—i(n —m)7)] = m% sin(n —m)mr =0.  (2.212)

=0

Jede Funktion f(x) auf [—L, L] kann nun entwickelt werden:

Z O —— exp( m;x) (2.213)

n—=—oo
mit
L

an, = » dx \/;Texp( T )f(x) (2.214)

Die Darstellung von f(z) ist die Fourier-Ezponentialreihe.

Bl Beispiel 2: Die Exponentialfunktionen aus Beispiel 1 kénnen zu einem orthonormalen Funktionensystem
aus reellen Funktionen
nmwx 1 nmx

T,nz1,2,...;7SinT,n:1,2,...} (2215)

<
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zusammengefasst werden. Dies fithrt zur iiblichen, trigonometrischen Form der Fourier-Reihe:

ap > an nme b, . nmx
r)=—-+ — cOS—— + — sin —— 2.216
0=z Z_:l(ﬁ C T (2210

1 [ 1 nmwx L 1 nwx

aoz/L dacM a dx — cos — f(z), by, = dr — sin — f(z) (2.217)
NG . VL L VDL ' '

Ublicherweise werden die Normierungsfaktoren in die Koeffizienten absorbiert:

n

v

Ay = nmwe . NTT
mit L I
1 1
A= [ oo™ f@), Bu= 7 [ dosin " fa). (2:219)

B Beispiel 3: Es existieren zahlreiche Funktionensysteme aus Polynomen, die bzgl. bestimmter Gewichts-
funktionen orthogonal sind. Man spricht dann von orthogonalen Polynomen. Ein einfaches Beispiel sind die
Legendre-Polynome P, (x), n=0,1,2,... Sie sind bzgl. w(z) = 1 auf [—1, 1] orthogonal:

1
2

Sie erfiillen offensichtlich nicht die Standardnormierung. Stattdessen gilt
P, (1) =1Vm. (2.221)

Die Legendre-Polynome lassen sich explizit mittels der Rodrigues-Formel

1 d\"
P, =— (= 2oqm 2.222
) =g (1) @D (2:222)
berechnen. Die ersten paar Polynome lauten
3z2 — 1 523 — 3z
Py(x) =1, Pi(z)=z, DPyx)= 5 Ps(z) = — (2.223)

B Beispiel 4: Ein wichtiges orthonormales Funktionensystem auf einem zweidimensionalen Bereich be-
trifft die Einheitskugel. Das Flichenelement auf der Einheitskugel lautet bekanntlich in Kugelkoordinaten
d¢ df sin 6, daher ist sinf eine natiirliche Gewichtsfunktion. Beziiglich w(#,¢) = sinf bilden die Kugel-
flichenfunktionen Yy, (0,6), 1 =0,1,2,..., m = —I,—l+1,...,1 ein orthonormales Funktionensystem:

2 T
/ do / 40 sin 0V (0, 8)Yim (0, 8) = 6116 rm- (2.224)
0 0

Diese Funktionen lauten explizit

Yim (0, 0) = 214—; ! MPIM(COS 6)e'm? (2.225)
mit den zugeordneten Legendre-Polynomen
PM™(z) = (—1)™(1 — x2)m/2;ilm5(x) fiirm > 0, (2.226)
speziell P?(z) = P(z) und
P M (x) = (—1)mmplm(x) fiirm > 0. (2.227)



Diese erfiillen die Orthogonalitétsrelation

(I +m)!
P (x)P, —=0y/]. 2.22
/d‘rl VP (z) = 2l+1(l m)!5ll (2.228)
Man kann nun zeigen, dass gilt
n(0,6) = (=1)™ Yii, (0, 6). (2.229)
Die ersten paar Kugelflichenfunktionen mit m > 0 lauten
1
Yoo(0, ) = —, 2.230
00( ¢) \/E ( )
3 .
= — — si i

Y11(6, ¢) g, Sin He'?, (2.231)
Yi0(0,0) = 3 cos 0, (2.232)

10\Y, - Ar .
Ya2(0,0) = 15 sin? fe?® (2.233)

22\Y, 397 ’ .
Y21(0,9) = — P sin 0 cos fe*?, (2.234)

s
5

YQO(G, QZS) = 161 (3 COS 0 — 1) (2235)

Wir kénnen jetzt jede quadratintegrable Funktion f(6,¢) nach den Y},,,(0, ¢) entwickeln:

%) l
0,6)=> > RimYim(0,9) (2.236)

1=0 m=—1
mit )
Rim = / do / 40 sin 0V (6, 8) £(6, ). (2.237)
0 0
Es sei darauf hingewiesen, dass die Angabe von B und w(z) die orthogonalen Funktionen nicht eindeutig

bestimmt. Es existieren immer beliebig viele orthogonale Systeme. Im Fall der Einheitskugel wurden die
Funktionen Y},,, (6, ¢) gewihlt, da sie eine einfache Differentialgleichung erfiillen, ndmlich

A0,¢}/lm(97 (b) = _l(l + 1)Y2m(9a d))v (2'238)
wobei 5 5 o2
1
Ngp=———sinl0—+ ———= 2.239
%= 606" 90 T 5?0 042 (2.239)
im Wesentlichen der Winkelanteil des Laplace-Operators ist. Genauer gilt
10 ,0 1
A== 1+ =Agy. 2.24
r2 (9T‘T or + r2 o0 ( 0)

2.8.1 Sturm-Liouville-Probleme

Wir werden jetzt eine Aussage zur Existenz vollsténdiger, orthogonaler Funktionensysteme besprechen, die
im Zusammenhang mit Randwertaufgaben in der Elektrostatik wichtig ist. Den Beweis iibergehen wir. Ein
Sturm-Liouville- Problem besteht aus einer gewohnlichen Differentialgleichung fiir eine Funktion y(z), der Form

(py) + (g+Ar)y =0 (2.241)
fiir @ < < b mit linearen, homogenen Randbedingungen
cry(a) + cay'(a) =0, c3y(b) + ey’ (b) = 0. (2.242)

Hier sind p, ¢, 7 Funktionen von z auf demselben Intervall und A sowie c1, ..., ¢4 sind Konstanten. Differential-
gleichungen dieser Form ergeben sich oft durch Separation der Variablen in partiellen Differentialgleichungen,
siehe 3.4. Man kann zeigen:
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e Losungen existieren nur fiir bestimmte Werte von A. Diese nennt man Figenwerte \;, die zugehorigen
Losungsfunktionen y; FEigenfunktionen.

e Die Eigenfunktionen erfiillen die Orthogonalititsbeziehung

b
/ dxr(z)y;(x)y,;(x) =0 fir A; # Aj. (2.243)

Man kann die y; so wahlen, dass dies fiir alle 7 # j gilt.
e Die y; bilden ein vollstéindiges Funktionensystem auf [a, b].

Also lésst sich jede hinreichend gutartige Funktion h auf [a, b] als Linearkombination
x) = Z kiyi() (2.244)

schreiben. Unter Ausnutzung der Orthogonalitéit folgt

/abd”( Zk / dwr(x)y; (« )yi(x)zkj/abdm(x)y;(x)

fa drr(z yl(x)h(x)
f: dzr(z)y?(z)

=k = (2.245)

2.8.2 Fourier-Transformation

Bisher haben wir beschrankte Bereiche B betrachtet. Die Theorie kann auf unbeschrankte Bereiche erweitert
werden, insbesondere auf R?. Fiir d = 1 gehen wir von der Fourier-Exponentialreihe aus dem ersten Beispiel
aus. Hier ist

1 nmwT
(1) = — i—— ). nez. 2.246
(@) mexp(z =) e (2.246)
Wir definieren die Wellenzahl o

Der Abstand zweier zugelassener Wellenzahlen ist dann Ak = «/L = 27 /2L (2L ist die Linge des Intervalls
[-L, L]). Weiter &ndern wir die Normierung, so dass

. k
ikx
= — €. 2.24
Dann gilt
/ dx f. (z)pr(z / dx e~k w etk — = 2Lk g, = 5k/k (2.249)

Im Limes L — oo geht Ak — 0, die k-Punkte liegen also dicht. Der obige Ausdruck ist Null fiir £’ # k und
divergent fiir k&’ = k. Daher ist er fiir L — oo proportional zur d-Funktion §(k’ — k):

/ do e Tt — sk — k). (2.250)
Den Vorfaktor n erhalten wir aus
ZAk‘ Ok = 271'25/@ 1 = 27T. (2.251)

Im Limes L — oo wird Y, , Ak — [°_dk’ und, wie eben diskutiert, 2% 6y, — nd(k’ — k), also

/ dk'né(k' — k) =2n
=1 =2m. (2.252)
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Daher lautet die Orthogonalitétsbedingung

/ da e~k etk — / doe " F BT = ons(k' — k). (2.253)
Die Entwicklung einer Funktion f(x) wird zu
. w [ dk .
= Z akezkz Li) ﬂake kr (2254)

Wir definieren, wie in der Physik iiblich, die Fourier-Transformierte von f(z) durch

fk) = N (2.255)

dann ist

fla) = [ gritmete = [~ Shetefy (2.256)

(das ist die bekannte Fourier- Transformation) mit

3 21 Ak > —ikx > —ikx

(k) = N dxe™ " f (1) :/ daxe™ " f(x) (2.257)
\ ,J —o0 —o0
1/S;¢,

(dies ist die Fourier-Ricktransformation). Die Fourier-Transformation in d Dimensionen ergibt sich einfach
durch konsekutive Fourier-Transformation in jeder kartesischen Koordinate:

*)// i)

Fk / ddre w7 L (7). (2.258)

2.9 Multipolentwicklung

Fiir rdumlich begrenzte Ladungsverteilungen p(7) interessiert man sich manchmal nicht fiir das exakte Poten-
tial, sondern fiir eine gute Naherung fiir grofle r, weit entfernt von den Ladungen. Wir nehmen hier die freie
Randbedingung lim, o, ¢(¥) = 0 im Unendlichen an. Auch wenn wir von rdumlich begrenzten Ladungsver-
teilungen sprechen, gelten die Ergebnisse ebenso fiir Ladungsdichten p(7), die fiir r — oo schneller als jede
Potenz abfallen. Mathematisch werden wir eine Taylor-Entwicklung in einem geeigneten kleinen Parameter
durchfiihren.

2.9.1 Multipolentwicklung in kartesischen Koordinaten

Das Potential einer gegebenen Ladungsverteilung lautet

- 47:60 fjj v’ |7§(T—)'

(2.259)

Hier ist
Ar=|F =7 | =/ (F=7") - (F=7") = /r2 4+ (")2 =27 - 7' = /12 + ()2 — 2r’ cos a0, (2.260)

wobei « der von 7 und 7’ eingeschlossene Winkel ist (Kosinussatz). Wir schreiben

"\ 7!
Ar=ry/1+4 <) —2— cosa. (2.261)
r T

77.’

&
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Ist p(7) auf die Umgebung des Koordinatenursprungs beschrinkt (Koordinatenursprung entsprechend
wihlen!), so kommen fiir grofie Abstéinde r nur ' < r vor. Daher ist r'/r ein geeigneter kleiner Parame-
ter und wir entwickeln den Faktor 1/Ar in eine Taylor-Reihe in ’/r. Wir erhalten

1 1 7’ "\ 2
— = 1-2— —
Ar r[ rcosa+<r>

/ -1 7\ 3 3 .
1—|——Cosa—|— <r) 3cos2a n <r> 5cos a2 3cosoz+'” . (2.262)
r r

—1/2

S|

Man kann zeigen, dass sich die Taylor-Reihe schreiben l&sst als

1 &
E:;Z o Py (cos o) (2.263)
k=0

mit den Legendre-Polynomen Py (z). Die ersten Polynome lauten, wie in Abschnitt 2.8 gesehen,

3z2 — 1 523 — 3z
Po(l') = ]., Pl(iL’) =, PQ( ) B y Pg(x) = T, (2264)
Damit erhalten wir fiir das Potential
oo 1 1 \k -/
o(F) = 47760 > m ﬂ AV’ (r')* Py(cos o) p("). (2.265)
Dies ist die Multipolentwicklung fiir das skalare Potential. Die Terme fallen offensichtlich mit 1/r*+! ab, also

schneller fiir hohere Ordnungen k. Sinnvolle Ndherungen fiir groflere Absténde bestehen also darin, nur die
ersten paar nicht verschwindenden Terme mitzunehmen. Den Term k-ter Ordnung nennt man 2F-Polterm,
wobei 2 aber durch Wortbestandteile griechischer oder lateinischer Herkunft ausgedriickt wird:

k. 2F Term
0 1 Monopol
1 2 Dipol
2 4 Quadrupol
3 8  Oktupol
4 16 Hexadekupol
Der Monopolterm lautet demnach
I Q
= dV' P, = — 2.2
Go(r) = 471'60 T ff v MP( ) dmeg T (2.266)

1

mit der Gesamtladung Q. Fiir eine Punktladung (einen ,,Monopol“) existiert nur dieser Term. Der Dipolterm
ist

1(7) ff av’r’ Py( cosa) p(7). (2.267)

= COos &

¢1(F) = 47360 r%r : fﬂ av' & p(). (2.268)

Wir definieren nun das (elektrische) Dipolmoment

7= [[[ av'# o) (2.269)

der Ladungsverteilung. Speziell fiir eine Punktladung ¢ am Ort R+ @/2 und eine Punktladung —¢ am Ort
R — @/2 erhalten wir

. . . a a - 4 = a .
p= fjde”[ (r'—R—Q)—q(S( R+2>] q(R+2—R+2>=qa. (2.270)
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Wir gewinnen also wieder das Ergebnis aus 2.1.3.
Ganz allgemein ist der Dipolbeitrag zum Potential also

1 7.9 1 7p
= —= = -+ 2.271
¢1(7) dmeg 12 dmeg 13 ( )
Der Dipolbeitrag zum elektrischen Feld ist daher
q . 1 (V7P . ool 1 (7 7 1 3¢(7-p)—p
E =-V = | —— PV= | =- = - (D)3 =

1(7) o1(7) 47eg ( At (- 7) r3 dmeg \ 13 (- p) ré dmeg 73 ’

(2.272)

wie fiir den Punktdipol schon bekannt.
Der Quadrupolterm lautet

(ﬂfﬁeorgﬂ dV’ (')? Py(cos o) p(7" gm Ts jj AV’ (') (3cos® a — 1) p(i”)

! / ’* A\ 2 / “ ‘*/ 2 N2 =/
Smo = H v’ ( )2 — 1] p(7’ 87T€ = jf dv' [3(F - 7) )2 p(7).  (2.273)
Dies schreiben wir nun in kartesischen Komponenten 7 = (x1, z2, z3):

$2(7) = 8770 . jj da’; dzl da {32%95 257, me } )
szxj ij da'y daty da'y |3 'l — 635 (r") ]p(F’)

87reo s
= 87‘[‘60 7’75 inijij (2274)
i,
mit den Komponenten des Quadrupoltensors,
Qij = ff day daty day [3xiay — 6;5(r')?] p(). (2.275)
Beachte, dass die Spur des Quadrupoltensors immer verschwindet:
(2.276)

@ =Y Qu = [ff art sy da 367 — 367 ol = 0.

B Beispiel: Berechne den Quadrupoltensor fiir vier Punktladungen in folgender Anordnung

y
—qe
a
2
qc 0 © x
—qge
Qi = [[[ av’ [3at) — b55(')?] [qa(*'—gﬁs)—qa(f’—gg)+q5(ﬂ+gx)—q5(r n y)]
—a3(59), (59), - 6:42) ~3(59), (57), + 843
+3(-52), (~52) -~ 6uk2) -3 (-50),(-39) +ouk2T |

3
=3 qa® (81651 — 8i2dj2) , (2.277)
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oder als Matrix:

iqa 0 0

A=

d=1 o _gqaz ol- (2.278)
0 0 0

Das Dipolmoment ist ein Vektor, also ein Tensor erster Stufe. Das Quadrupolmoment ist ein Tensor zweiter
Stufe. Das Oktupolmoment ist bereits ein Tensor dritter Stufe mit 3 x 3 x 3 = 27 kartesischen Komponenten
O;jk- Die Berechnung dieser Komponenten wird wegen der Legendre-Polynome auch immer komplizierter. Es
stellt sich die Frage, ob eine iibersichtlichere Form der Multipolentwicklung méglich ist. Eine solche existiert
tatséichlich. Sie beruht auf der Verwendung von Kugelkoordinaten.

2.9.2 Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten
Die Entwicklung

1 1! i (:)k Py(cosa) (2.279)

|7 =7 r
k=0

fiir kleine 7’/r kann noch etwas verallgemeinert werden: Die linke Seite ist offensichtlich symmetrisch in 7 und
7', daher kénnen wir sofort die analoge Entwicklung fiir kleine r/r’ angeben (einfach r und r’ vertauschen!).
Zusammengefasst erhalten wir

Z T Py, (cos a) (2.280)
k=0 >

|7 — 7
mit r« = min(r,r’), r~ = max(r,r’). Man kann zeigen, dass die Reihe fiir alle r,7’ konvergiert, aufler am
singuldren Punkt 7= 7’ (also r =’ und a = 0).

Als néchstes wollen wir Py (cos ) durch Kugelkoordinaten ausdriicken. Es existiert ein Additionstheorem
fiir Kugelflichenfunktionen:

2 1

E Y, (07,0 )Yim (6, 9) = l4+ Pi(cos ). (2.281)
7

m=—1

Hier sind 6, ¢ (0',¢’) die Polarwinkel von 7 (') und « ist weiterhin der von 7 und 7’ eingeschlossene Winkel.
Einsetzen in Gl. (2.280) ergibt

l

1 =k dx N v
o T g 2 Ym0 )Y D=3 Y T TV (0,6 Yin(0,0). (2:252)

= O m=—1 1=0 m=—1

Der Vorteil dieser Reihenentwicklung ist, dass jeder Term in ein Produkt zweier Faktoren zerfillt, die jeweils
nur von 7 oder von 7/ abhingen.
Einsetzen in die allgemeine Form von ¢(7) ergibt, fiir r~ =r und ro =1/,

4 p 1 1 1yo1 * AN} ) 1
o) = o [[f A = 2 > v LI @50, 6007 5 Yo 0, 6)
1 1 1
T a lzm: o4 1 lm i Yim (6, 9) (2.283)

mit den sphdarischen Multipolmomenten

= [[f &r'e )Y 0. (2.284)

Wir haben damit eine Entwicklung von ¢(7) in Kugelflichenfunktionen gefunden. Die sphérischen Multipol-
momente sind, im Gegensatz zu den kartesischen, i. A. komplex. Man kann leicht herleiten, dass gilt

= [Jf @r' e 00006 = [ &) )Y (07, 67)p(F) = (<)l (2:285)
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Insbesondere ist g9 = gj, reell. Fiir festes [ existieren also ein reelles Moment g0 und ! unabhéngige komplexe
Momente qj1,...,qy. Fir I = 0,1,2 konnen wir diese leicht mit den kartesischen Momenten aus dem letzten
Abschnitt in Beziehung bringen:

Qo0 = fﬂ d*r ’ p(r') = \/%, (2.286)

a=f d?’r/r’(—\/gsine’ 8 Yot = [ e et

= cos ¢’ —isin ¢’

3

= =\ = (b = 1)), (2.287)

o= [][ d*rr \/76089/) \/7fjfd3r \/Ez, (2.288)
QI,IZ\/;(px+Zpy) (2.289)
N Y N Ly PR

= (cos¢p’—isin¢’)?

1 15 . S
= Ew%jjfd?’r’(&x'm’ —6iz'y" —3y'y")p(7)
—i\/Ejjfdgr’(Sa:’m’—(r’f—Gix'y/—3y/yl+(7"l>2)P(F/): . \ o, (Q = 2iQ12 — Q22),
S\ 5 5 11 12 22

(2.290)
91 = Jjj d*r'(r')? <—\/;>75Tcos€’sin9’e_i¢/> p(7') = —\/gjjf dr'z'(x — iy )p(7)

= _;\/E(Qm —iQ23), (2.291)
QQO—jjjd3 / / \/>(3cos Q' — \/>jJ:I‘d3 /32 5 — (") ’ 2)/)(7;»/) _ i\/i@?ﬁ’n (2.292)

q2,-1 = il))\/>(Q13 +1Q23), (2.293)

42,—2 = 112 \/7(6211 +2iQ12 — Q22). (2.294)

Die sphérischen Multipolmomente zeigen, dass fiir die Beschreibung des 2!-Pols nur ein reeller und ! komplexe
oder #quivalent 2/ 4+ 1 reelle Parameter erforderlich sind. Zur Erinnerung, der kartesische 2!-Pol-Tensor hat
3! Komponenten, die offenbar fiir [ > 2 nicht unabhingig sind. Die sphérische Form gestattet auch ohne
weitere Schwierigkeiten die Bestimmung beliebig hoher Multipolterme. Sehr hohe Multipole werden z. B. bei
der Analyse der kosmischen Mikrowellenhintergrundstrahlung ermittelt.

2.9.3 Energie von Ladungsverteilungen

Die Energie einer Ladungsverteilung p(7) im externen Potential ¢(7) lautet

W= fﬂ AV p(7) (7). (2.295)

Wenn ¢(7) in dem Bereich, wo p(7) wesentlich von Null verschieden ist, nicht zu stark von 7 abhéngt, kénnen
wir ¢(7) in eine Taylor-Reihe entwickeln. Wir wihlen den Koordinatenursprung geeignet im Inneren der La-
dungsverteilung. Die Taylor-Entwicklung lautet

9%¢

- 1
) ) q 1 Lo oo (2.2
(1) = ¢(0) + 7 v¢|T:0 + 2 sz:x . 0x;0z; |-y ' o

g 1 OF.;
+...:¢(0)—T-E(0)—§Zzixj677
i,j v 17=0
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Das externe Feld E ist quellenfrei — ,,extern* bedeutet, dass die Quellen von E auBierhalb von p(7) liegen. Wir
addieren eine Null zur letzten Gleichung:

) B LS OB L
o(7) = ¢(0) — 7 E(o)fizmj B, _0+6r v EH+..
(2¥] - \ )
=0
. 1 .. OF;
= ¢(0) =7 E(0) - ¢ ;(3:,;sz r 5z-j)a—xj . (2.297)
Einsetzen in Gleichung (2.295) ergibt
_ - 7 1 2 . OF;
w = [[f v p(7)6(0) — [[[ av Fo(®) - E(0) - 2 [[f av iZj<3xixj UG v IERSR
Lo 1 OE,
=Q0(0) =7 E(0) — 2> Qi 52 (2.298)
i.j Li |7=0

Damit haben wir die Beitridge der Gesamtladung (), des Dipolmoments p und des Quadrupoltensors E} = (Qi)
zur Energie bestimmt. Beachte, dass p'an das Feld und 6 an den Feldgradienten koppelt. Entwickeln wir das
Potential ¢ bzw. das Feld E ihrerseits in Multipolbeitrige, so erhalten wir eine doppelte Multipolentwicklung
fiir die Wechselwirkungsenergie zweier Ladungsverteilungen. Besonders wichtig ist die Wechselwirkung zweier
Dipole. Mit

5 &by _ L BAr(Ar-p) —pi
Ei(Ar) = - 2.299
(A 4reg (Ar)3 ( )
erhalten wir . .
L 7P —3(Ar- ) (A -
Whipol-Dipol = P pa = 3(Ar- p)(Ar pQ). (2.300)

d7eg (Ar)3
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Kapitel 3

Randwerteprobleme in der
Elektrostatik

Ist die Ladungsdichte p(7) gegeben und besteht die einzige Randbedingung in der Forderung, dass das Potential
im Unendlichen verschwindet (hier ist eine Anderung erforderlich, wenn p(7) fiir  — oo nicht schnell genug
oder gar nicht abfillt), so reicht das Poisson-Integral

o) = 47360 Jffav’ |7f(—7?2/| (3.1)

im Prinzip aus, um das Potential im gesamten Raum zu bestimmen. Dies ist aber nicht die typische Aufga-
benstellung. Vielmehr ist meistens ¢(7) und damit das Feld E(7) in einem — evtl. unendlichen — Volumen V'
gesucht, wenn Folgendes gegeben ist:

e die Ladungsdichte p(7) in Nicht-Leitern in V,
e die Form und Ladungen von leitenden Koérpern in V,

e cine geeignete Randbedingung fiir ¢(7) an jedem Punkt des Randes 9V, wobei hier ggf. auch der ,Rand“
im Unendlichen eingeschlossen ist.

Wir werden gleich diskutieren, was mit , geeigneten Randbedingungen“ gemeint ist. Dann werden wir ver-
schiedene Methoden zur Losung solcher Probleme besprechen. Es ist wichtig, dass die Losung unter schwachen
Bedingungen eindeutig ist. Hat man also eine Losung gefunden, so ist das Problem vollstdndig gelost.

3.1 Greensche Sitze

Zur Vorbereitung leiten wir kurz die wichtigen Greenschen Sétze her. Seien ¢(7) und t(#) mindestens zweimal
stetig differenzierbare skalare Felder auf einem endlichen Volumen V. (Die Aussagen lassen sich durch geeig-
nete Grenziibergiinge auf unendliche Bereiche ausdehnen, was wir hier nicht zeigen.) Die nach auflen (vom
interessierenden Volumen weg) weisende Flichennormale am Ort 7 auf der Oberfliche 9V sei 7(7). Damit
definieren wir die Normalenableitung von v in 7 € 0V durch

oy -
L = ) Vo) (3:2)
Wir definieren nun das Vektorfeld .
F(7) = ¢(r)Vip(r) (3.3)
und wenden den Gauflschen Satz an: Lo .
jﬂ vV . F = @S ds- F. (3.4)
y oV
Die linke Seite ist o = . L
fﬂ AVV - F = jﬂ AV V - (¢V) = ﬂ AV (V¢ - Vb + ¢V20) (3.5)
v Y Y
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und die rechte Seite o
@Sds-F:@dSﬁ.ww:@de%. (3.6)
oV B, oV

Es folgt der 1. Greensche Satz
ﬂ AV (¢V*) + V- Vi) = j;ﬁ ds 2L (3.7)
on
% v
Vertauschung der Bezeichnungen ¢ und 1 ergibt offensichtlich
ﬂj AV (V2 + Vi - V) = @dsw%. (3.8)
on
% v
Subtraktion der beiden Gleichungen liefert den 2. Greenschen Satz

ﬂ AV (¢V2) — YV24) @ ds <¢ - w‘w) . (3.9)
Vv

3.2 Eindeutigkeitssitze

Wir zeigen jetzt, dass die Vorgabe von p(7) in V und bestimmten Randbedingungen an das Potential ¢(7) auf
0V die Losung ¢(7) der Poisson-Gleichung
Vip=-—L (3.10)
€0
eindeutig (evtl. bis auf eine additive Konstante) festlegt. Man unterscheidet die folgenden Typen von Rand-
bedingungen:

o Dirichlet-Randbedingungen: ¢ auf 0V gegeben.

e Neumann-Randbedingungen:

—

9 _ . Vé=—i-E (3.11)

on
auf 0V gegeben. Hier definiert man 7 meist als nach innen [in Richtung p(7)] weisende Fldchennormale.

e Gemischte Randbedingungen liegen vor, wenn auf einem Teil Sp C 0V der Oberflache Dirichlet- und auf
dem Komplement Sy = 0V\Sp C dV Neumann-Randbedingungen vorliegen.

Beweis der Eindeutigkeit: Seien ¢4 (7), ¢2(7) Losungen der Poisson-Gleichung, die dieselben, evtl. gemischten,
Randbedingungen erfiillen:

¢1 = qbg auf SD7 (312)
061 _ 062

Wir definieren (%) := ¢ () — ¢2(7). Dann gilt

V3 =0 (3.14)
(Laplace-Gleichung!) und
$=0  auf Sp, (3.15)
g—;/: =0 auf Sy. (3.16)
Der erste Greensche Satz lautet fiir ¢ = .
H av ¢v2¢ 1V - Vi) = @dwgﬂ. (3.17)
oV n

—0
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Die rechte Seite verschwindet, da wg—i’ =0 auf Sp U Sy = 9V. Es folgt
ﬂ AV Vi - Vb = 0. (3.18)
\%

Da der Integrand nichtnegativ ist, folgt
V=0 = 1 =const. (3.19)

Liegen irgendwo auf 9V Dirichlet-Randbedingungen vor, ist also Sp nicht leer, so ist dort, und daher iiberall
in V, ¢ = 0 und damit ¢o(7) = ¢1(7). Liegen dagegen reine Neumann-Randbedingungen vor, so folgt nur
@2(7) = ¢1(7) + const. Die Konstante ist aber physikalisch bedeutungslos, da das beobachtbare elektrische
Feld E = —6(;5 nicht von ihr abhéngt.

Die physikalische Bedeutung der Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen ergibt sich aus den Betrach-
tungen in den Abschnitten 2.4 und 2.6:

e An geladenen Flichen gilt
3¢a 8¢z (oa
— =-FE E,p,=—— 2
5 " Bn an + Bin == (3.20)

wobei ,a“ und ,,i“ fiir ,auflen® und ,,innen* stehen.

e An Dipolschichten gilt

¢a_¢i:

D
= (3.21)
€0

(D ist die Dipolfliichendichte).

e Leiteroberflichen sind Aquipotentialfliichen, also gilt ¢ = const. Ist speziell ¢ = 0 auf der Oberfliche, so
sagen wir, der Leiter ist geerdet.
Es gilt auch folgendes Theorem: Gegeben seien leitende Korper bekannter Geometrie mit Ladungen @,

—

eingebettet in ein isolierendes Medium mit der Ladungsdichte p(7)

p(7)

Q2

Qs p(T)

p(7) '

Das gesamte System sei von einem Leiter umgeben, der jedoch im Unendlichen liegen kann, dann ist das
Unendliche eine Aquipotentialfliiche, d.h. limz_, ., ¢(7) = const in allen Raumrichtungen. Dann ist das Feld
E(7) eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien E1(7) und E»(7) Losungen des Problems fiir # im isolierenden Bereich (in den Leitern gilt
ohnehin E = 0). Dann gilt

ﬁ-Elzﬁ-Ezzeﬁ. (3.22)
0
Auflerdem gilt fiir geschlossene Flichen S;, die jeweils nur den Leiter mit der Ladung @; einschlielen,
e o7 Q
@ds-El—@d&Eg——, (3.23)
S S €0

und fiir eine Fliche S, die unmittelbar innerhalb der umgebenden Leiteroberfliche liegt (evtl. im Unendlichen)
(fas- B = fJas- £, = Quor
S s €
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mit der eingeschlossenen Gesamtladung Qot. Sei AE = El — Eg. Dann gilt
V-AE =0, (3.25)

ds- AE = 0. (3.26)
S; oder §

Sei AE = -V (¢ existiert, da VXxAE =V xE -V xEy= 0). Wir verwenden den 1. Greenschen Satz
mit ¢ = 1, wobei V der gesamte isolierende Bereich ist,

H AV (V' + Vi - Vep) = _@S dswg—w (3.27)
v SUS1USsU... "
= w av (—y ¥ jE H(AE)?) = — ggﬁdg- VAE — ?9?d§- VAE — ... (3.28)

Nun ist ¢ auf jeder der Flichen S und S; konstant (Aquipotentialflichen) und kann daher aus den
Flachenintegralen herausgezogen werden. (1 ist i. A. fiir verschiedene Leiter nicht gleich.) Wir erhalten

{[J av (AB)? = ~tpmana (f d5- AE —pn ff a5 AE-... =0, (3.29)
% S S

=0 =0

Da (AE)? nichtnegativ ist, folgt AE = 0, also E, = Ej.

3.3 Bildladungsmethode

Diese Methode ist niitzlich, um das Feld fiir leitende Korper hoher Symmetrie und zusétzliche, explizit gegebene
Ladungen zu bestimmen. Wir illustrieren die Methode anhand einer Punktladung ¢ im Abstand d von einer
Ebene. Diese sei geerdet, d. h. sie liegt auf dem Potential ¢ = 0.

z

A
q

-

SSS S S S S S SSSSSS

Wir haben also die Poisson-Gleichung

e G N I T P SR (3.30)
€0 €0
mit den Randbedingungen
¢(x,y,0) =0, (3.31)
lim ¢(7) = 0 (3.32)
3T

zu losen. Wir wissen, dass E senkrecht auf der Leiteroberfliiche steht und kénnen daher die Feldlinien ohne
Rechnung skizzieren:

A A A e A e e e
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Die zu diskutierende Lésungsmethode basiert auf der folgenden Erkenntnis: Wenn wir ein Potential ¢(7)
gefunden haben, das die Gleichung und die Randbedingungen erfiillt, dann ist die Aufgabe wegen der Ein-
deutigkeitssétze gelost, unabhingig davon, wie wir uns ¢(7) beschafft haben. Das E-Feld sieht aber im oberen
Halbraum dem Feld eines Paares von Punktladungen +¢q in Abwesenheit der leitenden Ebene dhnlich.

z

Fiir dieses Ersatzsystem ist

o) = — < 1 1 > (3.33)

" dmep F—dz| [P+ dZ]

Dieses Potential erfiillt

V2 = _4 §(F—d2) im oberen Halbraum, (3.34)

é(z, y, 0) = 2 ( L L ):0, (3.35)

- dmeg \/x2+y2+(—d)2_ Va2 +y?+d?
lim 6(7) =0, (3.36)
=<

ist also fiir z > 0 eine — und damit die einzige — Losung des urspriinglichen Problems. Im unteren Halbraum
ist dies keine korrekte Losung; befinden sich hier keine Ladungen, so gilt hier ¢ = 0. Aber der Bereich z < 0
war auch nicht der Gegenstand der Aufgabe.

Die wesentliche Idee ist, im ,,verbotenen® Bereich fiktive Bildladungen (Spiegelladungen) einzufiihren, die,
zusammen mit den physikalischen Ladungen, ein Potential erzeugen, das die Randbedingungen erfiillt. Sie
heiflen Bildladungen, weil sie in gewissem Sinn Spiegelbilder der physikalischen Ladungen sind. Bevor wir
weitere Beispiele ansehen, konnen wir fiir das System mit einer Punktladung oberhalb einer leitenden Ebene
weitere Schliisse aus dem Ergebnis ziehen: Das elektrische Feld fiir z > 0 ist

= - q r—d32 r+d3
E=-V¢= — . 3.37
*= Tres (|F— FECRRTEE d2|3> (3:37)
Auf der leitenden Ebene lautet es
i q ($7y7_d) - (%y,d) q d .
E(x,y,0) = 32 = 573 2 (3.38)
4meg (22 + 42 + d?) 27mey (22 4 y2 + d?)

Das Feld steht also, wie erwartet, senkrecht auf der leitenden Oberfliche. Aus dem E-Feld erhalten wir geméif
Abschnitt 2.6.1 sofort die influenzierte Ladungsdichte

5 5 s q d q d
oz, y)=ecE-h=ek 2=— RS 2 (2 1 ) (3.39)
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o
T
Damit ist die insgesamt auf der Oberfliche influenzierte Ladung
Gind = fj dedyo(z,y) = /00 drr/%dgo o(r)= —qd/Do dr ;3/2 = —q. (3.40)
0 0 0 (r2 +d?)
2

=1/d

Dieses Ergebnis war zu erwarten, da das Potential fiir z > 0 dasselbe ist wie fiir ein +¢ Paar, das auch
eine verschwindende Gesamtladung hat. Da die Kraft auf die Ladung ¢ nur vom lokalen E-Feld abhéngt,
konnen wir sie ebenfalls sofort berechnen. Wichtig ist dabei aber, dass nur das Feld aufgrund der influenzierten
Oberflichenladung (oder dquivalent der Bildladung) beriicksichtigt werden darf. Das von ¢ selbst erzeugte Feld
iibt keine Kraft auf ¢ aus (Selbstwechselwirkung). Also ist die Kraft

¢ di+dz ¢ 2 q? 1

ﬁ: Eo neq(dz) = — = -
4 Eonneq(d?) dmeg |dz + d2)3 dmey |2d)3

N>

— Z. 41
dmey |2d)? ‘ (3-41)

Dies ist natiirlich einfach die Coulomb-Kraft fiir ein Paar von Punktladungen ¢, —q im Abstand 2d.
Die Bildladungsmethode funktioniert auch fiir beliebige Ladungsdichten p(7) auBerhalb der Leiter — in
diesem Fall wenden wir einfach das Superpositionsprinzip an. Z. B. fiir eine leitende Ebene:

S 0

Die Bildladungen sind einfach
p/(xvya Z) = _p(xvya _Z) fir z <0 (342)

und das Potential lautet, fiir z > 0,

L (g 2P 1 ey ) = pla' )
iy R T iz v ez e

Die Methode ist auch fiir bestimmte andere Geometrien von Leitern anwendbar; diese miissen aber so beschaffen
sein, dass alle Bildladungen aufferhalb des physikalischen Bereichs liegen, d. h. hinter der leitenden Oberflache.
Folgende Geometrien sind z. B. so behandelbar:

1. Zwei geerdete leitende Ebenen, die sich unter einem Winkel 7/n (also 180°/n) mit n = 1,2,3... treffen.
n = 1 entspricht der leitenden Ebene.
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Bei einem Winkel von 120° funktioniert die Methode nicht, da eine der Bildladungen, die erforderlich
ist, um ¢ = 0 auf den Leiteroberfliichen zu gewihrleisten, im physikalischen Bereich liegen miisste. Dann

hétten ¢ und E einen Pol und die Poisson-Gleichung p = —egV?¢ wiirde dort eine reale Ladung ergeben,
die gar nicht vorhanden ist.

2. Drei leitende Ebenen, die sich unter bestimmten Winkeln treffen, z. B. jeweils 90°.

3. Uberraschenderweise eine leitende Kugel. Hier ist die Bildladung nicht ¢’ = —gq, sondern reduziert zu
¢’ = —Rq/a, was wir hier aber nicht nachrechnen.
Y
q 9 x
Q
N
a

Fiir einen unendlich langen Zylinder (einen dicken Draht) findet man dagegen keine geeigneten Bildla-
dungen.
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3.4 Separationsmethode

Fiir die Losung der Laplace-Gleichung V2¢ = 0, fiir die ¢ oder E-n= —0¢/0n auf einer Fliche S vorgegeben
ist, ist die Separation der Variablen eine niitzliche Methode. Sie ist auch in der Quantenmechanik wichtig. Die
Idee ist, fiir ¢(7) einen Ansatz als Produkt von Funktionen zu schreiben, die jeweils nur von einer Koordinaten
abhéngen (Separationsansatz). Die Wahl der Koordinaten ist entscheidend dafiir, ob dieser Ansatz Erfolg
hat. Haben die Rénder keine besonders hohe Symmetrie, lésst sich i. A. keine Lésung in Produktform finden.
Wir illustrieren die Methode wieder anhand eines Beispiels: Lose die Laplace-Gleichung V2¢ = 0 mit den
Randbedingungen

¢(x,0,2) =0, (3.44)
¢(z,a,2) =0, (3.45)
¢(0,y,2) = ¢o(y) (vorgegeben), (3.46)
Ihﬁngo o(x,y,z) =0. (3.47)
AY
a ¢=0
¢ = do(y) >,
¢=0
Z

Das Problem ist translationsinvariant in der z-Richtung, also erwarten wir, dass die Losung ¢ nicht von z
abhéngt. Nun machen wir den Separationsansatz

o(z,y) = X(2) Y (y) (3.48)
4> X 42y
@yucd—gﬁzo XY (3.49)

=0 (3.50)

(wir miissen im Prinzip am Ende priifen, was bei Nullstellen von X (x) und Y (y) passiert). Es folgt

1 d’X 1 d?Y
YW:f?d—yQ Va,y. (3.51)
Aber jetzt hingt die linke Seite der Gleichung gar nicht von y ab und die rechte nicht von z. Sie sind aber fiir
alle x, y gleich. Wir bezeichnen diese Grofle mit C. C ist also einerseits gleich einer von y unabhéngigen Grofle
und andererseits gleich einer von x unabhingigen Grofle. Damit ist C' unabhéngig von x und von y und damit
eine Konstante. Sie wird Separationskonstante genannt.

Wir kénnen die Separationskonstante natiirlich nennen, wie wir wollen, und bezeichnen sie hier mit k2,
weil das spéater niitzlich ist. Also haben wir

1 &*X 1 %Y
I 2 d e 3.52
X da? b Y dy? (3.52)
d*X 9 d*y 9
Dies sind zwei gewdéhnliche Differentialgleichungen. Die allgemeinen Losungen sind bekannt:
X(z) = Aet® + Be ke, (3.54)
Y(y) = Csinky + D cos ky. (3.55)
Es folgt
¢(7) = (Ae" + Be ") (Csinky + D cos ky) . (3.56)
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Nun miissen wir versuchen, die Konstanten k, A, B, C' und D aus den Randbedingungen zu bestimmen. Es
kann passieren, dass der Separationsansatz hier scheitert. Aus

lim ¢(z,y,2) =0 (3.57)

T—>00

folgt A = 0. Dann kénnen wir den Faktor B in C' und D absorbieren: BC' — C, BD — D. Aus

0=¢(z,y=0,2) =e "D (3.58)
folgt D = 0. Aus
0=¢(x,y=a,z)=e " Csinka (3.59)
folgt dann sin ka = 0, also
k:ng, n=0,12,... (3.60)

(negative n ergeben keine neuen Losungen). Die Losung mit n = 0 ist ¢ = 0, die wir auch fiir C =0und n > 0
erhalten. Der Fall n = 0 ist also redundant und kann also ausgeschlossen werden. Die Losung ¢ = 0 trifft
natiirlich nur zu, wenn die noch iibrig gebliebene Randbedingung ¢(x = 0,y, 2) = ¢o(y) = 0 lautet. Schlielich
erhalten wir

() = Ce ™ sinky mitkzng, n=12... (3.61)

Aber wir miissen noch die Randbedingung

¢o(y) = ¢(x = 0,y,2) = Csinky (3.62)

erfiillen. Das wird nicht moglich sein, es sei denn, ¢g(y) ist von der speziellen Form ¢ (y) = asin(nmy/a), n € N.
Fiir allgemeines ¢g(y) scheint die Methode gescheitert zu sein. Es gibt aber einen Ausweg: Wir haben einen
unendlichen Satz von unabhéngigen Losungen (abgezihlt durch n € N) einer linearen Differentialgleichung
gefunden. Daher kénnen wir nach einer Superposition dieser Losungen suchen, die die Randbedingungen erfiillt.
Die allgemeine Losung ist

a

_ il C, exp (=270 sin "7 (3.63)

mit beliebigen Koeffizienten C,,. Die Randbedingung bei « = 0 lautet dann
nmw
$o(y) = ¢ =0,y,2) Z Cpsin 2. (3.64)

Dies ist eine Fourier-Sinus-Reihe. Wir kénnen die C,, daher durch Fourier-Riicktransformation ermitteln. Kon-
kret: Fiir n’ € N gilt
e n'mw @ Y — nw
/ dy sin = / dy sin 4 Z C,, sin nry
0 0 -

= nm
= E Cy / dy sin sm—y
a

n=1
{ fiir n’ #n

a/2 firn' =n

= 6n’n

NS

=3 (3.65)

(hier haben wir die Orthogonalitéit der Sinus-Funktionen auf dem Intervall [0, a] ausgenutzt). Es folgt

C, = g/O dy Sm( ) do(y)- (3.66)

a

Damit ist das Problem vollstéindig gelost.

56



Als Beispiel betrachten wir den besonders ungiinstigen Fall ¢o(y) = ¢o = const # 0, d.h. die Fliche bei
x = 0 liegt auf einem anderen Potential als die Flichen bei y = 0 und y = a. Dann ist

9 ro nm 0 fiir n gerade,
Cp =~ / dy sin (") oo = S 49y (3.67)
a Jo a —— fiir n ungerade,

also

o(r) = % Z % exp (—?) sin ?. (3.68)

n=1,3,5,...

Diese Reihe konvergiert fiir x < a sehr langsam; wir brauchen viele Terme, um eine gute Naherung zu erhalten.
Die Ursache ist, dass ¢ an den Linien, an denen die Seitenflichen zusammenstofien, unstetig ist.

3.4.1 Separation in Kugelkoordinaten
Als weitere Anwendung betrachten wir die Losung der Laplace-Gleichung
V2¢(r,0,¢) =0 (3.69)

in Kugelkoordinaten. Diese sind niitzlich, wenn Randbedingungen auf (im Nullpunkt zentrierten) Kugelober-
flichen oder im Unendlichen gegeben sind.
Wir separieren zunéchst die radiale Abhingigkeit von der Winkelabhéngigkeit,

¢(r,0,0) = R(r) Y (0, ¢). (3.70)
Es folgt

1 0 ,0R R 0 oY R 0%V
50 S0 50 a7 = 71
2 or ar 1Zsn6 09 sin 26 * r2sin2 0 0¢2 0 (3.71)

Lt 9 0 1 0 10 ,0R
= ? (Sln980 Slnea@ +SH129&¢52)YR8T E—COHS'&. (372)

:Aqu5

Nun sind die Eigenfunktionen des Winkelanteils nach 2.8 die Kugelflichenfunktionen, wobei gilt
Do,Yim(0,0) = —U(1 + 1) Yim (6, 9). (3.73)
Es ist also sinnvoll, die Separationskonstante mit —I(l 4+ 1) zu bezeichnen. Dann folgt die Radialgleichung

0 ,0R
—r—=Il(I+1)R 3.74
o ar T (3:74)
Diese Gleichung ist skaleninvariant: Sie verdndert sich nicht, wenn wir » — nr mit einer Zahl n # 0 ersetzen.
Daher diirfen die fundamentalen Losungen auch keine (Léngen-)Skala enthalten. Sie miissen also reine Potenzen
von 7 sein und wir machen den Ansatz

R(r) =r®. (3.75)
Einsetzen ergibt
6 2 a [e% a a+1 __ ()/L @
= (%ozr =ala+)r*=1(1l+1)r (3.76)
= a(a )—l(l—l—l) (3.77)
= a?+ta—1(l+1) (3.78)
= ——f:|: f—l-ll—i-l —fj: lz—l-l—i-f :I: l+1 2——E:I: H—1 _ !
B V1 V 2) 2 2) | -1-1
——
>0
(3.79)
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Die allgemeine Losung ist also
B
R(r) = Arl + T (3.80)
Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung lautet daher

oo

é(r,0,6) = > Z <A1mr + Hl) Yim (8, ). (3.81)

=0 m=—1

Vergleich mit der sphérischen Multipolentwicklung aus 2.9 zeigt, dass die Koeffizienten By, der abfallenden
Terme mit den sphérischen Multipolmomenten zusammenhéngen:

:l dim
€0 21+1

(3.82)

lm

In der Multipolentwicklung traten die anwachsenden Terme mit A;,,r' nicht auf, da lim,_,+, ¢(7) = 0 voraus-
gesetzt wurde. Hier konnen wir jetzt auch nichttriviale Randbedingungen im Unendlichen oder allgemein an
einer duferen Oberfliche behandeln.

B Beispiel: Gesucht ist die Losung von V2¢ = 0 im Inneren einer Hohlkugel des Radius R mit ¢(R, 0, ¢) =
¢o cos 0 auf der Oberfliche. Auf der Oberfliche gilt

?(R,0,¢) = Z (Alle + ‘ZTI) Yim (0, ¢) = ¢ cos . (3.83)

l,m

Nun ist Y10(0, ¢) = 1/% cosf, also

Z (Alle + gﬁ) Yim(0,0) = 4%%1/10(9, ?). (3.84)

l,m

Aus der Orthogonalitit der Y, folgt sofort

B
AwR+ g > \/ %o, (3.85)

Bm
AR + RjH 0 V(i,m)# (1,0). (3.86)

Da keine Ladung im Ursprung sitzt (V2¢ = 0 bei ¥ = 0), muss By, = 0 sein. Damit haben wir schon die
Losung:

4
A= /5 A =0 Vlam) £ (1,0) (3.87)
und
4 7 rcosf z
(b(?”,H, ¢) = ?d)OEYlO(ea (b) = ¢0 R = ¢OE (388)
Das resultierende elektrische Feld ist
E=-V¢= —%2, (3.89)

es ist also homogen.

3.5 Komplexifizierung

Ist ein System translationsinvariant in einer Richtung oder lisst sich allgemeiner eine Richtung per Separati-
onsansatz abtrennen, so erhalten wir ein effektiv zweidimensionales Randwertproblem. In zwei Dimensionen
kann man die Bijektion R? — C, (x,y) ~— x + iy ausnutzen. Das resultierende komplexe Problem kann oft mit
den sehr starken Methoden der Funktionentheorie (d.h. der komplexen Analysis) gelost werden. Dies beruht
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auf folgendem Resultat: Sei z = = + iy und sei u(z) eine holomorphe Funktion auf G C C. Holomorph oder
komplex differenzierbar bedeutet, dass
du . u(z) —u(zo)

p = lim
z 20 220 Z— 20

(3.90)

fir alle zg € G existiert. Insbesondere muss der Grenzwert unabhéngig von der Richtung in der komplexen
Ebene sein, in der sich z an zg annahert. Es folgt, mit Az, Ay € R,

du| o u(zo+Az) —u(z0) . u(zo0 +iAy) —u(z0)
dz |, - Alalcgo Az o Algl;go 1Ay (3.91)
ou 1 0u
= 5 =7 9y (3.92)
Nun schreiben wir u = ¢ + it und schlieflen
06 v _ 06 ov
9 + la:c = Zay + By (3.93)
L9 _ov, 0% _ W (3.94)

ox 8y oy oz’

dies sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Wenn man zusétzlich fordert, dass ¢, zweimal
stetig differenzierbar sind (das ist eigentlich gar keine zusétzliche Forderung, sondern folgt schon daraus, dass
u holomorph ist), folgt
(’92 0? 0? 0?
Oy? 83;8y oyor

und analog V21 = 0. Real- und Imaginéirteil einer holomorphen Funktion sind also harmonische Funktionen.

Besonders niitzlich fiir Rechnungen ist nun die Cauchysche Integralformel: Sei u(z) auf G’ holomorph und
sei G C G’ offen mit dem Rand 9G. Dann gilt

1 u(§)
u(z) = 5 7{” &£k Vi e (3.96)

Kenntnis von u auf dem Rand gestattet also schon die Berechnung an jedem Punkt im Inneren. Das sollte
nach der Diskussion der Eindeutigkeit der Losung der Laplace-Gleichung in 3.2 nicht iiberraschen.

Eine andere Art der Anwendung der Methode besteht darin, einfache holomorphe Funktionen zu analysieren
und so Losungen ,auf Vorrat“ zu erzeugen. Man kann auch manchmal holomorphe Funktionen raten, die zu
gegebenen Randbedingungen passen.

B Beispiel: Rand eines diinnen Plattenkondensators. In der Halbebene y = 0,z < 0 befinde sich ein diinner
Plattenkondensator mit Potentialen

(3.95)

v
lim ¢(x,y) = +— fiir xz <0. (3.97)
y—0*t 2
Y
v
2
X
_V 0
2

Wir suchen also eine auf C ohne die negative reelle Achse holomorphe Funktion, deren Realteil die gegebene
Randbedingung erfiillt. Nun wissen wir, dass fiir den komplexen Logarithmus gilt

Inz=1In|z|+iargz (3.98)

mit z = |z|e?®8 2. Der Hauptwert des Logarithmus hat (per Definition) einen Schnitt entlang der negativen
reellen Achse:
Lnz =In|z| + iArgz (3.99)
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mit dem Hauptwert des Arguments, Argz €] — m, 7. Damit hat

14 z
‘= —i—In- 1
u(2) ZQﬂ_ n . (3.100)

mit a > 0 ebenfalls einen Schnitt entlang der negativen reellen Achse und der Realteil erfiillt

V ) ' |4 V
¢(z,y) = Reu(x +1iy) = —Re <—iln [+ ] + Arg WJ) = —Arg(z+iy) = — (3.101)
2m a a ™ s

mit dem Polarwinkel ¢ in der xy-Ebene, beschrinkt auf |—7, 7]. ¢(z, y) erfiillt die gefordeten Randbedingungen:

. z<0 . . o K
yl_l}%li o(x,y) = wlinjzw ¢(rcosp,rsing) =+ 5 (3.102)

Damit ist die Losung im gesamten Raum gefunden: ¢ = 5-¢.

3.6 Green-Funktionen

Eine in der gesamten Physik sehr wichtige Methode beruht auf Green-Funktionen. Die allgemeine Idee ist, ein
einfacheres Ersatzproblem nur einmal zu 16sen und daraus eine Losungsformel fiir alle Probleme mit derselben
Geometrie und derselben Art von Randbedingungen herzuleiten.
In der Elektrostatik ist eine Green-Funktion eine Losung der Gleichung
1

V2G(F,7) = ——8(F — ) (3.103)
€0

mit der Nebenbedingung, dass G symmetrisch unter Vertauschung der Argumente sein soll:
G(r',7) = G(7, 7). (3.104)

Daraus folgt, dass auch (V')2G(7,7') = —%6(77— 7') gilt. Gleichung (3.103) ist offensichtlich die Poisson-
Gleichung einer Punktladung ¢ = 1. Also ist G(7,7’) das Potential am Ort 7 einer Punktladung ¢ = 1 bei 7’
(G hat nicht die korrekte Einheit eines Potentials, da ¢ = 1 nicht die Einheit einer Ladung hat). Beachte, dass
wir noch keine Randbedingungen fiir G spezifiziert haben. Daher ist G noch nicht eindeutig bestimmt. Diese
Freiheit werden wir uns zu Nutze machen.

Wir wissen aber, dass die allgemeine Losung die Form (,,allgemeine Lésung der homogenen Gleichung plus
spezielle Losung der inhomogenen Gleichung”)

1 1

G 7)) = F(7 7 —_— 3.105
(7 7) (r ) dmeg |7 — 7| ( )

hat, wobei F' eine symmetrische Losung der Laplace-Gleichung
V2F(7,7') =0 (3.106)

ist. Es sei ¢(7) das gesuchte Potential fiir eine Ladungsdichte p(7). Nun setzen wir ¢ und G als Funktionen
von 7’ in den 2. Greenschen Satz ein:

oG o9 } . (3.107)

JJJ v o) e ) - G o] = §f ds’ [qb(f') o~ G5
v 2%

Zur Erinnerung: Die Oberflichennormale 7(7') zeigt vom interessierenden Volumen weg. Die linke Seite kénnen
wir mit Hilfe der Poisson-Gleichungen fiir G und ¢ vereinfachen:

€o

1 / —/ — —/ = =/ —/\1 __ 1 ) 1 / = =/ =/
= jﬂ AV (78— ) = G 7 )p()] = = —6(7) + w dv' G(7,7)p().  (3.108)

Es folgt

; = G T)

o) = [{[ av' G #)p(7) = eo {f ds’ [W’)SG 6¢"]. (3.109)
v oy

on'

mn
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Der Oberflichenterm enthélt sowohl ¢(7) als auch die Normalenableitung 90¢/0n, was die Losung
iiberbestimmt, siehe 3.2. Daher ist in realen Aufgaben an jedem 7 € 0V nur eine der beiden Randbedingungen
vorgegeben. Wir betrachten hier den Fall reiner Dirichlet- oder Neumann-Randbedingungen. Die Verallgemei-
nerung auf gemischte Randbedingungen ist nicht schwierig. Die Idee ist nun, die Freiheit bei der Wahl von F'
bzw. G in der Art auszunutzen, dass die unerwiinschte Abhéngigkeit am Rand verschwindet.

1. Dirichlet-Randbedingungen: ¢ ist auf 9V vorgegeben. Wir wahlen F' so, dass

@Sd 'G(F,7) &b . (3.110)

Das kann, muss aber nicht, dadurch geschehen, dass G(7,7') = 0VF7' € 9V gefordert wird. Es folgt

o(r) = ffdeG p(7’ —eogdsqb_"

Fiir das gegebene Volumen V und den Fall von Dirichlet-Randbedingungen miissen wir nur einmalig G(7, ")
bestimmen (was fiir ,natiirliche“ Geometrien schon gemacht wurde) und kénnen dann fiir beliebige p(7) in V
und beliebige ¢(7) auf 9V die Losung ¢(7) fiir 7 € V sofort als Integral hinschreiben. Die analytische Bestim-
mung der Integrale kann natiirlich schwierig oder unmoglich sein, aber das ist kein physikalischen Problem
mehr. Besonders einfach ist die Situation, wenn Oberflichen geerdet sind — dann verschwindet ¢(7) und damit
der zweite Term in Gl. (3.111) fiir diese Oberflichen. Hierzu gehort auch der Fall, dass lim, . ¢(¥) = 0
(,geerdete Oberflichen im Unendlichen®). Ist p(7) auf R® gegeben, so ist der homogene Anteil einfach F' = 0
und damit

(3.111)

1 1
G(r, 7)) = —_. 3.112
(1) dmeg |7 — 7| ( )
Mit der Randbedingung lim,_, ., ¢(7) = 0 folgt dann
1 p(7
= av'’ 3.113
41eq JI[ |7 — 7 ( )

Das ist das schon aus 2.3 bekannte Poisson-Integral.

2. Neumann-Randbedingungen: —Z ist auf 9V vorgegeben. Es scheint naheliegend, F' so zu wihlen, dass

gilt
oG
! o= _
{fds'o( )5 =0. (3.114)
oV

Das ist aber unméglich: Die Gleichung miisste fiir alle ¢ erfiillbar sein, also auch fiir ¢(7') = 17’ € 9V. Dann

erhalten wir
gﬁﬁd”’- V/G(7, ") GMH V'V’ V'G(F H av’ ( )

O:S@Sds’

- 7fﬂfdv (7 - falls 7 € V. (3.115)

Das ist offensichtlich ein Widerspruch. Wir kénnen aber F' so wihlen, dass gilt

oG 1 _,,
o’ A = const Vi e 0V, (3.116)
wobei A der Flacheninhalt von 9V ist. Dann folgt
- 8G
- Eoﬁds 6(7") @fd (") =: (Bov, (3.117)

der stérende Term in Gl. (3.109) ist also das iiber den Rand von 9V gemittelte Potential. Es folgt

6(7) = (O)ov + [[[ AV’ G 7)p(7) + o @Sds’G (7,7 >§: (3.118)
%

61



Beachte, dass die additive Konstante {¢)gy physikalisch bedeutungslos ist. Wir haben wieder die Bestimmung
von ¢(7) bei bekannter Green-Funktion auf die Auswertung von Integralen zuriickgefiihrt.

Bl Beispiel: Die zy-Ebene bestehe aus einer geerdeten Platte. Im Halbraum z > 0 befinde sich eine kompli-
zierte Ladungsverteilung p(7). Bestimme ¢(7) fiir z > 0.

Es handelt sich um ein Dirichlet-Problem. Die Green-Funktion soll

VG (7,7 = ,l(g(;, ') (3.119)
€0
und
G(r,7') =0 firz=0Vvz' =0 (3.120)

erfiillen. Dieses Ersatzproblem haben wir aber schon mittels der Bildladungsmethode gelost: G ist gerade das
Potential einer Punktladung +1 bei 7/ = (z’,y’, z’) und einer Spiegelladung —1 bei (z’,y’, —z"), also

e [ L]

47"-60 ‘F_’F |’F_ (xlvy/7_zl)|

1 1 1
= — . 3.121
dreg [\/(x—w’)“(y—y’)?+(z—2’)2 Ve =22+ (y—y)?2+(z+2')? (3121
Die Losungsformel lautet dann
> !/ > / > !/ = =/ =/ > / > ! !/ / BG
o(r) = dx dy dz"G(r,7")p(r") — €o dx dy' ¢(z',y",0) 5
—oo —o0 0 —o0 —00 — on
=0
_ /OO dac’/Oo dy’/oodz’p(F’)
dmeg —00 —o0 0
X L — L (3.122)
V@—2V+G—y)P+:z-—202 Jae—3)2+y—y )2+ (z+2)?

62



Kapitel 4

Makroskopische Elektrostatik

Die bisher entwickelte Beschreibung der Elektrostatik ist im Prinzip vollsténdig. Sie ist aber nicht besonders
niitzlich, wenn wir das elektrische Feld in einem nicht leitenden Medium bestimmen wollen. Das ist z. B. fiir
Kondensatoren wichtig, die mit einem Dielektrikum gefiillt sind. Dies trifft fiir alle technisch eingesetzten
Kondensatoren zu. Thre Kapazitit ist gegeniiber einem luftgefiillten Kondensator deutlich erhoht.

In einem Leiter ist zumindest ein Teil der Ladungstriger beweglich. Isolatoren (Dielektrika) enthalten
dagegen keine frei beweglichen Ladungstréger, jedenfalls nicht bei niedrigen Energien. In normaler Materie
bedeutet dies, dass alle Elektronen in Atomen, Ionen oder Molekiilen gebunden sind. Daher kénnen sie sich
als Reaktion auf ein nicht zu starkes dufleres elektrisches Feld nur wenig bewegen, typischerweise iiber Entfer-
nungen, die kleiner als die Groéfle der Atome, Ionen oder Molekiile sind. Es ist daher klar, dass sich Isolatoren
im E-Feld ganz anders verhalten als Leiter.

4.1 Polarisation von Atomen und Molekiilen

4.1.1 Induzierte Dipole

Wir betrachten zunéchst ein einzelnes Atom im dufleren Feld; Tonen und Molekiile lassen sich analog verstehen.
Ein sehr einfaches Atommodell besteht aus einem Kern der Ladung +¢ und einer Elektronenhiille mit der
Gesamtladung —¢ und homogener Ladungsdichte innerhalb einer Vollkugel.

In einem elektrischen Feld E werden Kern und Hiille gegeneinander verschoben (in der Skizze ist diese Ver-
schiebung stark iibertrieben):

E

>

L

Im Gleichgewicht ist die Gesamtkraft auf den Kern (oder die Hiille) Null, d. h. das elektrische Feld am Kernort
verschwindet. Es lautet .
Eges = E + Eq (4.1)
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mit dem Beitrag der Elektronenhiille, vgl. Abschnitt 2.2,
L g

Eo=— —di 4.2
! 4meq a3 o (4.2)
o Be—Ei-—Lg3lg (4.3)
ges e a3 B ’

1 qd
— — =F. 4.4
4dey a3 (4.4)

Der Ort des Kerns sei 7k, der Mittelpunkt der Hiille sei 7. Dann ist 7k — 7y = d Z. Das Dipolmoment des
Atoms ist dann

p= jf dV 7 p(7) = q7'x +pffdeF9(af |7 — ) = ¢k +pffjdv (7 — 7 +74) 0(a — |7 — 7]

=1

=qTK + pfff dPui 0(a — u) +pig jfj d*ub(a — u), (4.5)
| S —
0 %r a3
wobei B
p=—1 33 (4.6)

die Ladungsdichte der Hiille ist. Es folgt
P=q(fx — ) = qd @ = 4neg a® B = 47e a*E. (4.7)

Das Dipolmoment ist also proportional zum angelegten Feld. Die Proportionalitdtskonstante nennen wir ato-
mare Polarisierbarkeit o, also ist
p=ak. (4.8)

Dieser lineare Zusammenhang gilt nur fiir schwache Felder. Man findet ihn auch bei einer genaueren, insbeson-
dere quantenmechanischen, Betrachtung. Es bleibt auch richtig, dass groie Atome eine grofiere Polarisierbarkeit
haben als kleine. Das Dipolmoment ' ist induziert, da es fiir E = 0 nicht vorhanden ist. Man sagt, das Atom,
und auch die gesamte Probe, sei (elektrisch) polarisiert.

Bei einem Molekiil ist die Polarisierbarkeit i. A. nicht isotrop. Ein Benzolmolekiil ist z.B. in der Mo-
lekiilebene viel leichter polarisierbar als senkrecht dazu. Daher ist i. A. § nicht parallel zu E.
wa

E

—
p

£ VAR
A\

x

Fiir schwache Felder ist p aber immer noch linear in E. Der allgemeinste lineare Zusammenhang lautet

P=|py| =owe oy oy E,| =@FE (4.9)
Dz Ozz  Olzy Qg E,

mit dem Polarisierbarkeitstensor ‘&’. Die Energie des induzierten Dipols im elektrischen Feld erhalten wir
durch folgende Uberlegung: Die Anderung der Energie bei Anderung des Feldes um dE ist

AW = —p-dE = —(\0E) - dE = —E" & dE (4.10)
(T: transponierter Vektor). Damit folgt
1o
W= —§ET<E>E. (4.11)

(Der Faktor 1/2 ldsst sich wieder als Doppelzéhlungskorrektur interpretieren.)
Eine etwas sorgfiltigere Betrachtung der Energie zeigt, dass & ein symmetrischer Tensor sein muss. Wir
betrachten zwei verschiedene Prozesse, wie das E-Feld eingeschaltet wird:
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@

0 Eq
Da der Endzustand derselbe ist, muss fiir beide Prozesse dieselbe Energie herauskommen. Es ist
Ee Ey 1 1 )
Wi = —/0 dE]! e Bl — /0 dE, (ay By + ayy E,)) = iamE — ayEyE, any (4.12)
By / / B / / 1 2 1
Wy = — i dE] ayy B — /O dE] (aze E] 4+ oy Ey) = —5 By - 2osz — gy B Ey. (4.13)

Die Differenz ist
W1 — W2 = (Oéa;y — Oéyw)Ewa (414)

Damit dies verschwindet, muss offensichtlich o, = oy, gelten. Analog erhdlt man die Symmetrie der iibrigen
Auflerdiagonalkomponenten.

Da die Matrix ‘@ symmetrisch ist, konnen wir sie diagonalisieren. Es existiert also ein Koordinatensystem
(das Hauptachsensystem), in dem ‘& diagonal ist,

Qg 0 0
D=0 a, O (4.15)
0 0 .,

(vgl. auch den Trigheitstensor).

4.1.2 Polare Molekiile

Manche Molekiile haben auch ohne angelegtes E-Feld ein elektrisches Dipolmoment. Ein Beispiel ist das
Wassermolekiil:

oH 5 He

N/

0

N7
©

Wir hatten gesehen, dass die Energie eines Dipols im E-Feld lautet
W =—5-E, (4.16)

und dass auf ihn ein Drehmoment
M=px FE (4.17)

wirkt. Der Dipol ist demnach bestrebt, sich parallel zu E auszurichten. Bei der Temperatur 7' = 0 wéren
tatséchlich alle Dipole parallel zu E ausgerichtet. Bei nicht verschwindender Temperatur fluktuieren die Di-
pole aufgrund ihrer thermischen Energie. Im Vorgriff auf die Vorlesung Thermodynamik und Statistische
Physik berechnen wir den thermischen Mittelwert (p) von p als Mittel {iber alle moglichen Orientierun-
gen, gewichtet mit dem Boltzmann-Faktor e~"/¥8T: § ¢ seien die sphirischen Polarwinkel von p, so dass
P = p(sinf cos ¢, sin O sin ¢, cos §), und sei 0. B.d. A. E = F%. Dann ist

@ dfd¢ sin 6 cos =W (0:9)/ksT

(P) = 2 (p.) = 2p(cos ) = (4.18)
@S dfd¢ sinfe™ W(0,6)/kpT
Normierungsfaktor
Die Energie ist .
W(,¢) =—p-E=—p.E =—pEcost, (4.19)
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also
gﬂi dfd¢ sin 6 cos fetPEcosO/keT [T df sin 6 cos fert cos0/ksT

¢ d9d¢ sin fetpEcos0/kpT =P foﬂ df sin GepE cos0/kpT

Mit der Substitution u = cos 8 = du = —sin 6 df ergibt sich

(p) = (4.20)

f du uePFu/keT pE  kgT

) =2 1, duepBu/ksT Zp( o T T E ) (4.21)

Fiir hohe Temperaturen kT > pFE konnen wir den hyperbolischen Kotangens fiir kleine Argumente entwi-

ckeln: 2p )
’17 . D J—
= pry —_— E. 4.22
(p) = 2p Qﬁ 3kBT /ﬁ *3kpT  3kpT (4.22)

Dieses gemittelte Dipolmoment ist also wieder linear im E-Feld.

4.2 Polarisation von Materie

In einem nicht leitenden Medium werden elektrische Dipole induziert oder bereits existierende Dipole durch
ein elektrisches Feld ausgerichtet; das Medium wird elektrisch polarisiert. Dieser Effekt wird quantitativ durch
die (elektrische) Polarisation P beschrieben, diese ist das Dipolmoment pro Volumen, also die Dipoldichte.
Die lokale Polarisation kénnen wir also schreiben als

o dp

P=—

yrid (4.23)

Hier haben wir offensichtlich ein kontinuierliches Medium angenommen. In Wirklichkeit besteht (gewthnliche)
Materie natiirlich aus diskreten Atomen, Ionen oder Molekiilen. In der makroskopischen Elektrostatik — und
auch in der makroskopischen Elektrodynamik — betrachten wir Gréflen, die iiber im Vergleich zu atomaren
Lingenskalen (1071%m) grofie, aber im Vergleich zur Systemgréfie kleine, Skalen gemittelt sind. Insbesondere
sind auch die Ladungsdichte p(7) und das elektrische Feld E(7) als gemittelte GroBen zu verstehen. Es ist
etwas ungliicklich, dass sie meist mit denselben Symbolen wie die mikroskopischen Groflen bezeichnet werden.
Auf atomaren Skalen gilt die makroskopische Theorie nicht und z. B. die Polarisation P hat keinen Sinn. Hier
miissen wir stattdessen die mikroskopische Beschreibung fiir die elementaren Ladungen verwenden.

Die Polarisation wird nicht nur i.A. vom E-Feld erzeugt, sie generiert auch selbst einen Beitrag zum
elektrischen Feld. Wir wollen das skalare Potential aufgrund eines polarisierten Mediums berechnen. Das
Potential bei 7 eines infinitesimalen Dipolmoments dp am Ort 7’ ist, vgl. Abschnitt 2.9,

1 (F—7')-dp
drey  |F—7"3

do(F) = (4.24)

Das gesamte Potential lautet also

(F— ) - (). B
47T€0 jff : ;)_”IZ’ 47reo JI[ av’ J 7: —v|3( ) (4.25)

Nun ist . o,
7 —7
|7?7 7:‘/| |7:‘ ﬂ/‘3 (4'26)
und analog
- 1 -7
4 4.27
|,,:*_7:'/| +|7:*_,,:'/‘3 ( )
Daraus folgt
- 5 o poenl 1 By 1 . B
av' (v’ P!y Pt ds’ - - av' Y ) (408
o(7) 47reo fj ( |> (™) 47eq o 5 |7 — 7] dmeg j\[ |77 — 7] ( )
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Der erste Term sieht aus wie das Potential einer Flidchenladungsdichte

og:=n-P (4.29)

auf 0V (der Subskript ,g* steht fiir ,gebunden“) und der zweite Term wie das Potential einer Volumenla-
dungsdichte

—

pgi=—V-P. (4.30)

9(r) = 47reo @d l |:g— 7| 47‘(’60 fjj

og und p, heifilen gebundene Ladungen oder Polarisationsladungen in Abgrenzung zu freien Ladungen oy, py.

Damit wird

(4.31)

Wir kénnen nun alle bekannten Methoden zur Bestimmung des Potentials oder des E-Feldes anwenden, wenn
die Polarisation P gegeben ist.

Man kann intuitiv verstehen, wie die gebundenen Ladungen aufgrund der Polarisation zustande kommen.
Wir stellen uns P als aus kleinen Dipolen zusammengesetzt vor. Ist P = const, so kompensieren sich die
positiven und negativen Enden der Dipole im Inneren, aber nicht an der Oberfléche:

Ist P nicht gleichférmig, so kompensieren sich auch die gebundenen Ladungen im Inneren nicht:

SRR
M @/V@
B Beispiel: gleichférmig polarisierte Kugel.
z
R X
N
\\




Hier ist
pg=-V-P=0, (4.32)
og,=n-P=¢-P=Pcosh (4.33)

mit der iiblichen sphérischen Koordinate 6. Damit ist das Potential

2 /
/ o’ / dy’ R%sin 6/ PfOS’g'. (4.34)

Das Integral ldsst sich direkt auswerten. Es ist aber einfacher, die allgemeine Losung (3.81) der Laplace-
Gleichung in Kugelkoordinaten zu verwenden:

47T€0

6(r,0,6) = (Almr + ]il) Vi (0, ). (4.35)

l,m

Die Laplace-Gleichung gilt fiir » < R und r > R, da keine Raumladungen vorhanden sind. Fiir r < R muss
gelten By, = 0 (keine Singularitit bei ¥ = 0 !) und fiir » > R entsprechend A;,, = 0 (Potential fillt ab fiir
r — oo !). Die verbleibenden Koeffizienten erhalten wir aus der Anschlussbedingung bei r = R:

€0
0 0 P
= ﬁ ﬁ =% _ = cosf (4.37)
or r=R+ or r—=R- €0 €0
(I+1)Bim, _ P
= Z ( e LA R 1) Yim(6,6) = —cost. (4.38)
Nun wissen wir, dass Y1(6, ¢) = % cos @ ist und dass die Y}, orthogonal sind. Daher kann die Summe iiber

I,m nur den einen Term fiir [ = 1, m = 0 enthalten. Die einzigen nicht verschwindenden Koeflizienten erfiillen

also
2B /3 P
( R;O + A10> o cosf = - cosf (4.39)

2310 4 P
A 4.40
RS tA0= 3 60 ( )

AuBlerdem muss das Potential an einer Flichenladung stetig sein, siehe 2.4, also

¢(r=R",0,¢) = ¢(r = R*,0,0) (4.41)
Bio
= AgRY10(0,9) = 2 Y Yi0(6, ) (4.42)
= By = AR (4.43)
Damit folgt
47 P 47 P 1 /47 P
3A10 = = A= . = Bo=-4/—"R? 4.44
10 3 e 0= 3 3 e 073V 3 6 (4.44)

und die Losung lautet

.. . P .
¢(F)—1\/;P{r{10(9’¢) f?rrgR —Pcose{;s ﬁjrrSR _{3?254? f?rrSR

3 T € % Yi0(0,¢) firr>R 3¢ o firr >R Tre fiir r > R,
(4.45)
wobei 4
7= ?”3315 (4.46)

das Dipolmoment der Kugel ist.
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Das elektrische Feld der polarisierten Kugel ist offenbar im Inneren

L P 1 -
E=-V¢=——2=——P, (4.47)

also wie P gleichférmig. Dies ist ein spezielles Resultat fiir Ellipsoide mit P entlang einer Hauptachse. In
anderen homogen polarisierten Korpern gilt E = const micht. Im AuBenraum finden wir fiir die Kugel das
E-Feld eines Punktdipols,

L3 )7 =%

E= 4.4
4dmeq rd (4.48)

]

4.3 Das Verschiebungsfeld

Im Allgemeinen liegen in Medien sowohl gebundene Ladungen p, (aufgrund der Polarisation) als auch freie
Ladungen py (aufgrund einer Aufladung, d. h. eines makroskopischen Transports von Ladungstriagern) vor. Die
Gesamtladung

p=pg+ps (4.49)
erzeugt das elektrostatische Feld, also gilt das Gaufische Gesetz

«V-E=p=py+p;r=-V-P+p;. (4.50)
Das kénnen wir umschreiben als . L
V- (eE + P) = py. (4.51)
Wir definieren das elektrische Verschiebungsfeld
D= ¢FE + P. (4.52)
Damit gilt also Lo
V-D =py, (4.53)

die Quellen des Verschiebungsfelds sind nur die freien Ladungen. Dies ist das Gaufische Gesetz fiir Dielektrika.
In Integralform lautet es in offensichtlicher Schreibweise

@ds?- D= Q. (4.54)
v
Vergleich mit dem Gauflschen Gesetz fiir das E—Feld,
{fas B = Cin. (4.55)
€0
v

legt die Vermutung nahe, dass D ganz analog zu E bestimmt werden kann, indem man nur iiberall Gesamt-
ladungen durch freie Ladungen (multipliziert mit dem trivialen Einheitenfaktor €) ersetzt. Das ist falsch. Es
gilt ndmlich
VxD=¢VxE+VxP, (4.56)
=0
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was 1. A. nicht verschwindet. Dagegen gilt immer Vx E = 0 und das ist fiir die Herleitung des Coulomb-Gesetzes

E(F) = %ﬁo {[f av’ ﬁ (7 — ) (4.57)

notwendig. Es gilt also i. A. nicht

B0 L o fff vt 2100 - 7 (458)

Dieses ,,Coulomb-Gesetz fiir das Verschiebungsfeld* ist nur korrekt, wenn V x P =0 und damit V x D =0
im gesamten Raum gilt.

B Beispiel: Fiir die gleichférmig polarisierte Kugel haben wir D = ¢FE im Auflenraum, da dort P ver-
schwindet. Also ist D, wie E, ein Dipolfeld und insbesondere ungleich Null, obwohl gar keine freien Ladungen
vorhanden sind. Im Umkehrschluss kénnen wir folgern, dass V x P nicht iiberall verschwinden kann, denn
sonst wiirde Gl. (4.58) gelten und daher D = 0 sein.

Ganz allgemein wird es fiir die Bestimmung von D nicht ausreichen, nur die freien Ladungen p¢(r) zu
kennen. Man bendtigt auch die Polarisation P(7).

4.3.1 Anschlussbedingungen

Fiir die Losung von elektrostatischen Problemen mit Dielektrika ist es wichtig zu wissen, wie sich das E-
und das D-Feld an der Grenzfliiche zwischen zwei Medien éndern. Eines der Medien kann natiirlich Luft oder
Vakuum sein. Wir betrachten ein kleines Volumenelement, das ein Stiick der Grenzflache einschliefit und dessen
Seitenflachen parallel oder senkrecht dazu stehen.

AN
@)
@
Aus .
{fds- D =Quy (4.59)
av
folgt mit den iiblichen Argumenten
Dng - Dnl =0of, (460)

dabei ist D, die Normalkomponente von D im Medium k = 1,2. Wir haben den Normaleneinheitsvektor 7
so gewahlt, dass er von Medium 1 nach Medium 2 zeigt. Nun betrachten wir die tangentialen Komponenten.
Dazu untersuchen wir eine kleine geschlossene Kurve der folgenden rechteckigen Form:

g
z
2
z
@)
@
Wir verwenden nun den Stokesschen Satz,
di-E=|[ds-(VxE)=o0. 4.61
f JJos- <) (4.61)
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Das Linienintegral zerlegen wir in Beitrage von den Kanten des Rechtecks:

4 o A A A A
f Al E = ArEy + 2 By + —= Epy  —AtEp  — — Byt — —= Epo = Az (Eyy — Epp). (4.62)
a8 SN—— 2 2 SN———— 2 2
unten rechts oben links
Es folgt Eis — Ey; = 0 fiir die tangentialen Komponenten, hier speziell fiir die z-Komponenten. Fiir die

y-Komponenten erhalten wir natiirlich eine analoge Beziehung. Damit gilt fiir die zweikomponentigen tangen-
tialen Anteile des E-Feldes . .
Eyp — Ey =0. (4.63)

Daraus folgt natiirlich . . = .
Dty — Dy = Pia — Py (4.64)

Das Potential ¢ ist stetig auch in Anwesenheit von Flichenladungsdichten, also gilt
¢2 — d1 = 0. (4.65)
An einer Grenzfliche ohne freie Ladungen gilt speziell
Dy2 = D, Ei» = Ey, (4.66)

also sind die Normalkomponente von 13, aber die Tangentialkomponenten von E stetig.

4.4 Lineare Dielektrika

Der Ursprung der Polarisation P in Isolatoren liegt in den Dipolmomenten der einzelnen Atome, Ionen bzw.
Molekiile. Haben diese in Abwesenheit eines elektrischen Feldes nicht verschwindende Dipolmomente (perma-
nente Dipolmomente) und sind diese bevorzugt in einer Richtung ausgerichtet, so ist P # 0 in Abwesenheit
eines angelegten E-Feldes. Ein Material mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als ferroelektrisch oder als
Elektret. Ein Beispiel ist ein Quartz, SiOs. Wassereis ist normalerweise kein Elektret, obwohl die einzelnen
H50- Molekiile permanente Dipolmomente tragen. Diese addieren sich aber in den meisten Phasen von Eis zu
Null innerhalb jeder kristallographischen Einheitszelle. Eine Ausnahme ist die Phase ,,Eis-XI“, die aber nur bei
sehr tiefen Temperaturen vorkommt. (Als Elektret bezeichnet man auch einen ferroelektrischen, polarisierten
Korper. In diesem Sinne ist ein Elektret analog zu einem Stabmagneten, nur mit elektrischer anstelle von
magnetischer Polarisation. Jedoch kann man ein Elektret nicht im Laden kaufen, im Gegensatz zu einem Stab-
magneten. Der Grund ist, dass die Polarisationsladungen o, an der Oberfliche eines Elektrets schnell durch
Tonen aus der Luft kompensiert werden. Danach hat der Koérper kein makroskopisches elektrisches Feld mehr.
Mit Stabmagneten kann eine analoge Kompensation nicht stattfinden, da keine magnetischen freien Ladungen,
d. h., Monopole, existieren.) In einem Elektret geht die Polarisation i. A. auf eine spontane Symmetriebrechung
zuruck typischerweise eine Verschiebung der positiv geladenen Ionen gegeniiber den negativen. Dann existieren
fiir E = 0 mehrere gleichberechtigte Losungen fiir P. Daher kann P in diesem Fall keine Funktion von E sein
— die Abbildung ist nicht eindeutig. In einem nicht ferroelektrischen Material ist die Abbildung im stationéren
Fall aber eindeutig, also

P = P(E). (4.67)
Wir entwickeln fiir kleine E: aP,(0)
P.(E) =P, Ay 5 E? 4.
(E) <0>+§jj o, Lt OE), (4.68)

wobei der konstante Term fiir nicht ferroelektrische Materialien verschwindet. Die Koeffizienten des linearen
Terms bilden die Komponenten der elektrischen Suszeptibilitit,

oP;
o 4.69
€0 X i) aE] Ao ( )
Ist £ hinreichend klein, so ist B B
P~ E, (4.70)



wenn dies gilt, spricht man von einem linearen Dielektrikum. Ist es zusétzlich isotrop, so ist fiir alle Richtungen
von E die Polarisation P parallel zu E. Dies erfordert

Ne =xel (4.71)

mit der skalaren Suszeptibilitit ye.

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass E das gesamte elektrische Feld ist, einschliellich eines Anteils, der
vom polarisierten Korper selbst erzeugt wird. Daher ist P= 60% E i A. eine komplizierte implizite Gleichung
fiir E bzw. P.

In linearen Dielektrika gilt also

5:eoﬁ—i—ﬁ:eoﬁ—i—m%ﬁ:60(1+<Y>6)E":: e’ E = CF. (4.72)

Hier ist €, die (i. A. tensorwertige) Dielektriktrizititskonstante, die offenbar einheitenlos ist, und ¢ die
Permittivitdt. In einem isotropen Medium haben wird

€= €oer = €01 + Xe) (4.73)
und speziell im Vakuum
e =1 und e=e¢. (4.74)
Beispiele:
€r
Luft (Normalbedingungen) 1,00054
Diamant 5,7
NaCl 5,9
Si 11,8
H>0 (—30°C) 99

Die Dielektriktrizitdtskonstante von Wassereis ist hoch, da das HoO-Molekiil ein permanentes Dipolmoment
besitzt. Wir werden von nun an nur isotrope, lineare Dielektrika betrachten.
Bl Beispiel 1:

Dielektrikum, €

Leiter, Ladung @
‘

Es sei ¢(7" — 00) = 0, gesucht ist das Potential ¢(7).
Losung: Das Verschiebungsfeld folgt aus dem Gaufischen Gesetz (Kugelsymmetrie, daher V x P = 0):
1

= Q . ..
D(7F) = ol fiir alle r > a. (4.75)

Innerhalb des Leiters ist £ = 0 und D = 0. AuBerhalb des Leiters bestimmen wir E aus D:

4736 %f fiirr > b,
E(7) = 0 4.76
=170 (4.76)

4——27' fira <r <b.
TET

Daher ist

—

o(F) = —/r i’ - E(7) (4.77)

S
" 1 Q _ 1 Q .
- foc dr’ dmeg ()2~ 4dmeo T fiirr > b
b 1 Q r 1 Q _ Q1,1 1 "
=\ foo dr’ dmweg ()2 fb dr’ dre (r)2 T 4m (e[Tb + er g) fiira <r <b (478)
b 1_Q a 1 Q _Q (24 11 .
_foc dr’ dmeg (r')2 fb dr’ dre (r)2 ~ 4m (ﬁ + ca E) fiirr < a.
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a b r
Wir kénnen auch P und die gebundenen Ladungen im Dielektrikum ausrechnen:
L . . e—€6 Q. ¢-10Q . ..
P=D—-¢E=(—¢)E= T 2= e il fira <r <b. (4.79)
Damit ist L
pg=—V-P=0 (dar#0) (4.80)
und 10
Zﬂ ] fiir r = b,
=7 -P= r 4.81
%9 " €r — 1 Q fii ( s )
— — firr=a
dme, a? ’
da n vom Dielektrikum weg zeigt. Die gebundene Gesamtladung ist
e—1Q e —10Q
=4nb? —— = —drad® —— 4.82
Qg ™ € b2 T € a? ’ ( )
AuBenfliche Innenfliche
wie es sein muss.
Zum Vergleich, die freie Ladung an der Metalloberflache bei r = a ist
(4.83)

e — 1 1
@ (1 — ) = e 22—2, (4.84)

0:0—f+0—g:5a72 e

Die Gesamtflichenladung an der Leiter-Dielektrikum-Grenzfliche ist also

was mit dem E-Feld fiir a < r < b konsistent ist.
B Beispiel 2: Ist das gesamte Volumen V, in dem das Feld von Null verschieden ist, mit einem homogenen
(4.85)

Dielektrikum gefiillt, dann gilt neben Lo
V-D = ps
(4.86)

auch .
V x



Dann gilt ein Coulomb-Gesetz fiir das Verschiebungsfeld:

B = 4= [ff av' 245 ) (4.57)
= Eﬁ)4;hﬂjde;§Z¥(F?) (4.88)

(beachte die Grofe e statt ep). E ist gegeniiber dem Vakuum um den Faktor ey/e = 1/e, reduziert.
Anwendung: Kondensator mit Dielektrikum.

—Q

[ Jz [e ]

9 — —

Das E-Feld fiir gegebene Ladungen +(Q) ist gegeniiber dem luftgefiillten Kondensator um 1/e, reduziert. Daher
ist auch das Potential ¢ um 1/e, reduziert und ebenso die Potentialdifferenz (Spannung) U. Wir schlielen,
dass die Kapazitét

Q

C=5 (4.89)

um den Faktor €, erhdht ist:
C = €.Cyac (4.90)

(Cyac ist die Kapazitit des leeren Kondensators). Dies ist der iibliche Weg, die Kapazitit von Kondensatoren
zu erhohen.

4.4.1 Die Laplace-Gleichung in Dielektrika

In einem homogenen, linearen und isotropen Dielektrikum gilt

—

s 5_ 3 A o foxeD Xe & 7 Xe
=-V-P=-V-ex.E=-V- = — V-D=-—
Po X € L+ Xe L+ Xe

pf. (491)

Die gebundene Ladungsdichte ist somit proportional zur freien Ladungsdichte. In fast allen praktisch relevanten
Fallen ist die freie Ladungsdichte im Inneren von Dielektrika aber Null und daher gilt py = 0und p = ps+py =
0. Dann gilt die Laplace-Gleichung

V2 =0 (4.92)

im Inneren von Dielektrika und Komplikationen kommen hochstens von den Anschlussbedingungen an den
Grenzflichen zwischen Dielektrika (evtl. Luft oder Vakuum). Wir kénnen also die bekannten Methoden zur
Losung der Laplace-Gleichung verwenden. Dies hatten wir schon in 4.2 ausgenutzt.

B Beispiel: Punktladung und dielektrischer Halbraum.

z
qe €0
d
0 € €T
Die Anschlussbedingungen lauten

Dz(l‘7y,0+) :Dz(m>y70_)7 (493)
Ey(2,y,07) = Ey(,y,07), (4.94)
Ey(x,y,0") = Ey(2,y,07), (4.95)
$(z,y,0%) = ¢(x,y,07) (4.96)



Wir werden nur die erste und die vierte benotigen. Die erste impliziert
€FE.(r,y,0") = eBE.(2,y,07). (4.97)

Das Problem lédsst sich mit Hilfe der Bildladungsmethode 16sen, wobei wir immer aufpassen miissen, dass
alle Bildladungen im unphysikalischen Bereich liegen. Jetzt interessiert uns aber das Feld sowohl im Vakuum
(z > 0) als auch im Medium (z < 0). Wir machen eine Fallunterscheidung:

e Fiir z > 0 fithren wir eine noch zu bestimmende Bildladung ¢’ am Ort —dZ ein (auBlerhalb des Bereichs
z>0!).

e Fiir z < 0 ersetzen wir die physikalische Ladung ¢ bei d2 durch die noch unbekannte Ladung ¢” (aufierhalb
des Bereichs z < 0!).

Dann ist
1 q q "
+ firz > 0,
dmeg [\/xQ +y2+(z—d)? /22 +y?+ (2 +d)?
o) = (4.98)
1 q//
fiir z < 0.
dmeo | /22 + 42 + (2 — d)?

Im Limes z — 0 miissen beide Ausdriicke wegen der Stetigkeit von ¢ identisch sein. Daraus folgt sofort

¢+q =4q" (4.99)
Die Bedingung fiir E, ergibt
0 ! (—=d) + a d| = — < (—d) (4.100)
4rey | (@2 +y2 + d2)3/2 (22 + y2 + d2)3/? T 4me (22 + g2 + d2)3/2 .
= —q+q=-6¢" =-(@+q) (4.101)
= (I+e)d =(1-¢)g (4.102)
1—e¢ X

(== 4103
=17 ¢ w2 q, ( )

sowie ,
¢ =q- g (4.104)

Der Ansatz ist also erfolgreich, d.h. die Anschlussbedingungen lassen sich alle erfiillen (fiir E, wire das noch
zu priifen). Wir konnten nun £ = —V¢, D, P und o4 sofort ausrechnen.

4.5 Energie und Kraft in Dielektrika

4.5.1 Feldenergie

Da ein Dielektrikum die Kapazitét eines Kondensators dndert, erwarten wir, dass es auch die im Feld gespei-
cherte Energie W = % CU? #ndert. Um allgemein die Feldenergie zu bestimmen, stellen wir uns vor, ein freies
Ladungselement ps aus dem Unendlichen heran zu bringen, wofiir wir gegen das Feld der schon vorhandenen
Ladungen die Arbeit

AW = jﬂ AV Ap s (7) ¢(7) (4.105)

leisten miissen. Es ist

Ap; =V -AD (4.106)

mit der Anderung AD des Verschiebungsfeldes aufgrund von Apy. Daher folgt

AW = [{[av (V- aD)e =" {5 ADo— [[[av AD-Vo =+ [[[av AD - E. (4.107)
0

(0]



Dies gilt fiir jedes Dielektrikum. Nun nehmen wir an, dass es linear ist: D = ¢E. Dann folgt fiir infinitesimales
AD:

Lo L. I D
AD~E:6AE-E:%A(E-E):§A(D~E) (4.108)
1 [ 1 .
= AW:§H dv A( -E):A(QH dVD~E>. (4.109)
Die Gesamtenergie nach dem Heranbringen aller freien Ladungen ist also
1 .
W= 5” AV D-E (4.110)
und die Energiedichte ist
w— %5 B (4.111)

Es stellt sich die Frage, wie diese Beziehungen und der oben hergeleitete Zusammenhang

€

W= 50 jﬂ dv E? (4.112)

zugleich korrekt sein kénnen. Die Antwort ist, dass die beiden Ausdriicke (4.110) und (4.112) die Energie
fiir unterschiedliche Situationen wiedergeben. Gleichung (4.110) gilt, wenn ein polarisierbares Medium (ein
Dielektrikum) schon vorhanden ist und freie Ladungen herangefiihrt werden. Gleichung (4.112) betrifft dagegen
den Fall, dass alle Ladungen, auch die Kerne und Elektronen, die das Medium aufbauen, herangefiihrt werden.

Es geht also um den Unterschied zwischen dem Aufladen eines Kondensators und dessen Aufbau aus
Elementarteilchen. Fiir einen Kondensator ist bei gegebener Spannung U das E-Feld unabhéngig von der
Dielektrizitdtskonstanten e,., da

U:¢+—¢_:—/df-ﬁ (4.113)
gilt, was €, nicht enthélt. Weiter ist . .
D = ¢pe, E (4.114)
im Dielektrikum. Wird die gespeicherte Energie vom Feld im Dielektrikum dominiert, so folgt
1 I €0 A
W=3 ﬂ dVeoe B E =, 3 jﬂ AV E - E = ¢, Wyae, (4.115)
wobei Wy, die Energie des leeren Kondensators ist. Mit
1
anc = 5 C1vac[]2 (4116)
folgt
1
W = 3 €rCac U2 (4.117)

Dies war zu erwarten, da wir in 4.4 gesehen hatten, dass C' = €,Cyac gilt. Also kénnen wir auch fiir Konden-
satoren mit Dielektrikum schreiben

1
W= CcU?. (4.118)

4.5.2 Krifte auf Dielektrika

Die Berechnung der mechanischen Kriifte, die im elektrischen Feld auf Dielektrika wirken, ist oft schwierig. Ein
Teil der Schwierigkeit besteht darin, dass die direkte Bestimmung der Kréifte oft die Kenntnis des E-Feldes
fiir komplizierte Geometrien, z. B. Randeffekte, erfordert. Es ist meist einfacher, die Kréfte iiber die Energien
zu bestimmen. Wir betrachten nur ein recht einfaches Beispiel zur Illustration.
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FEin Plattenkondensator mit der Ladung Q enthalte ein geméfl Skizze verschiebbares Dielektrikum. Wir suchen
die Kraft, mit der das Dielektrikum in den Kondensator hineingezogen oder aus ihm herausgedriickt wird.

Die direkte Berechnung der Kriifte benotigt das E-Feld im Rand des Kondensators und ist daher schwierig.
Wir betrachten daher die Energie

(die Ladunyg ist gegeben, nicht die Spannung!). Die Kapazitit kann, fiir d < b, [, wie folgt bestimmt werden:

Die Spannung U ist iiberall gleich, da die Platten jeweils Aquipotentialfliichen sind. Fiir den leeren Teil gilt
fiir die Flichenladungsdichte auf der (o.B.d. A.) oberen Platte

U
Of1 = €0E = €0 E (4120)
Fiir den gefiillten Teil gilt, da D,, um oy springt,
052 =D = epe, F = €ger 7 (4.121)
Die (vorgegebene) Gesamtladung ist damit
U U
Q=o071bx + 0720l —x) = bz + (I — x)er] — = €oblle, + (1 —€)] — (4.122)
’ ’ d —— d
=—Xe
b
= C= % =€ (ler — xXe)- (4.123)

(Dasselbe Ergebnis erhalten wir mittels der Formel fiir die Parallelschaltung von Kapazitiiten.) Die gespeicherte
Energie ist nun

2d 1
_@d_ 1 (4.124)
2e9 b le, — Txe
Die Kraft in z-Richtung des Feldes auf das Dielektrikum ist
d 2d e
__W o 9d xe (4.125)

dr  2e0 b (lep — xxe)?

Die Herleitung hat nur Sinn fiir > 0. Allgemein miissen wir « in W durch |z| ersetzen. Dann sehen wir, dass
W (z) ein (nicht analytisches) Minimum bei 2 = 0 hat:

Q% d 1 Q%*d 1 1 Q*d 1 Xe
—e - 24 - o 0y X)), 4.126
200 bl —Jolxe 20 bl T= a2 bl el (4.126)

Er

W

Damit iibereinstimmend ist F' < 0 fiir x > 0 — das Dielektrikum wird in den Kondensator hinein gezogen.
Fiir konstante Spannung lasst sich die Kraft ebenfalls berechnen, mit i. W. demselben Ergebnis. Dabei sind
die in 2.7 besprochenen Subtibilitdten zu beachten.
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Kapitel 5

Mikroskopische Magnetostatik

Magnetische Phinomene sind zumindest seit der Antike bekannt. Plato und Aristoteles erwihnen Permanent-
magnete. Es handelte sich um natiirlich vorkommende ,, Magnetsteine“ aus Magnetit (FesO4). Das Erdmagnet-
feld wurde offenbar in China entdeckt und beweglich aufgehéingte Permanentmagnete wurden dort spétestens
um 1040 u. Z. als Kompass verwendet, moglicherweise aber schon viel friither. Dieses Kapitel beschéftigt sich
mit dem Konzept des magnetischen Feldes sowie mit dessen Ursachen und Konsequenzen. Wir beschrinken
uns hier auf zeitunabhéngige Magnetfelder, dies definiert das Gebiet der Magnetostatik. Zunéchst betrachten
wir die Konsequenzen des Feldes.

5.1 Die Lorentz-Kraft

Wir fithren das Magnetfeld hier empirisch ein. Man kann seine Existenz und Eigenschaften alternativ auch
aus unserer Kenntnis des elektrischen Feldes und der Forderung der Lorentz-Invarianz ableiten. Experimente
zeigen, dass auf ein Teilchen mit der Ladung ¢, das sich mit der Geschwindigkeit ¥ zwischen den Polen eines
Permanentmagneten oder in einer langen Spule bewegt, eine Kraft F wirkt, die folgende Eigenschaften hat:

e die Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit, F' ~ v,

e sie steht senkrecht auf der Geschwindigkeit, Fl 7, also F.5=0

e sie ist proportional zur Ladung, F' ~ q,

e cs existiert eine von der Geschwindigkeit und Ladung des Teilchens ‘unabhéngige Richtung B so dass
die Kraft F fiir alle Geschwindigkeiten und Ladungen senkrecht auf B steht: F - B = 0 V&, q. Auerdem
bilden #, B und F ein Rechtssystem (Linkssystem) fiir ¢ > 0 (¢ < 0).

e Die Kraft ist proportional zum Sinus des von @ und B eingeschlossenen Winkels, F' ~ sin < (. B)

Aus diesen Beobachtungen kénnen wir schlielen, dass eine Proportionalitdtskonstante B > 0 existiert, so dass
gilt = A

F=BqgvxB. (5.1)
Wir fithren B := BB ein und erhalten die Lorentz-Kraft, genauer ihren magnetischen Anteil,

F=qixB. (5.2)
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Die gesamte Lorentz-Kraft beinhaltet auch den elektrischen Anteil qE:
F=qE+qtxB. (5.3)

Man findet i. A. an verschiedenen Orten verschiedene B, also ist B (7) ein Feld. Wir nennen es die magnetische
Induktion oder magnetische Flussdichte. Es reprasentiert das magnetische Feld, aber leider ist der Begriff
»Magnetfeld“ aus historischen Griinden fiir eine andere Grofle reserviert, namlich i. W. fiir das magnetische
Analogon des elektrischen Verschiebungsfeldes, wie wir im nichsten Kapitel diskutieren werden.

Wir hatten in Abschnitt A.1.4 gesehen, dass das Vektorprodukt zweier Vektoren ein Pseudovektor ist.
Zur Erinnerung: Vektoren dndern unter Inversion des Raumes ihr Vorzeichen, Pseudovektoren dagegen nicht.
Wenn nun die Induktion B wie die Geschwindigkeit ¢ ein Vektor wire, so miisste die Kraft ein Pseudovektor
sein. Das widerspriche aber dem Newtonschen Gesetz F = ma und der Tatsache, dass die Beschleunigung ein
Vektor ist. Daher miissen wir folgern, dass die Induktion ein Pseudovektor ist.

Die magnetische Lorentz-Kraft ist offensichtlich nicht konservativ, da sie von der Geschwindigkeit abhéngt
— ein Kraftfeld F ist konservatlv wenn F' nur von 7 abhingt und VxF=0 gilt. Wir kénnen aber die Arbeit
ausrechnen, die eine sich im B-Feld bewegende Ladung verrichtet. Wahrend des Zeitintervalls dt bewegt sich
die Ladung um

dr' = vdt. (5.4)
Dabel verrichtet sie die Arbeit
AWinag = Funag - d7 = q (T x B) - T dt = 0. (5.5)
—_————
0

Also gilt fiir eine beliebige Bewegung der Ladung Winae = 0, d. h. die magnetische Kraft verrichtet keine Arbeit.
(Wir sehen, dass die magnetische Lorentz-Kraft eine ganz spezielle Kraft ist: Obwohl sie nicht konservativ
ist, ist die Arbeit wie bei einer konservativen Kraft wegunabhingig, ndmlich immer Null.) In einem rein
magnetischen Kraftfeld ist somit die kinetische Energie £mv? erhalten und daher ebenso der Betrag v = ||
der Geschwindigkeit.

Wir betrachten die Bewegung fiir zwei einfache Félle. Der Einfachheit halber sei jeweils ¢ > 0.

(a) Homogenes E—Feld, verschwindendes E-Feld. Da F L é, ist die Bewegung in Feldrichtung kréftefrei und
daher unbeschleunigt. Wir beschrianken uns auf den Fall v L B. Das mechanische Problem wird durch die
Newton-Gleichung

mv =qv x B (5.6)
mit der Anfangsbedingung .
(t=0)=1, LB (5.7)
ausgedriickt. Wir wéhlen kartesische Koordinaten mit = B und & = 9. Es folgt
mi, = quyB, (5.8)
mv, = —qu, B (5.9)
QBQ
= mi,=qu,B=-1""u, (5.10)
22
, "B
mit der Anfangsbedingung v,,(0) = vg. Die Losung lautet
Vyp = Vg COS Wl (5.12)
mit der Zyklotronfrequenz
B
We 1= %. (5.13)
Es folgt )
vy = q% Uy = Z—i = —vg sinw,t. (5.14)
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Die Trajektorie ist, ausgehend von einem Anfangsort 7(0) = 7,

¢ v [ 50 wet'\ |t v sin wet v v sin wet
7(t) = 7o +/ dt' v(t') = 7o + =2 | coswet! =i+ — | coswet — 1| =7 — —0;&—&— | cosw,t
0 We 0 We 0 We We 0
0
(5.15)
Das ist eine Kreisbahn (genannt Zyklotronbahn) mit dem Radius
Vo muvg
Re=—=— 5.16
o 4B (5.16)
und dem Mittelpunkt
Py — 2 . (5.17)
We

Diesen Zusammenhang kann man verwenden, um das Verhéltnis e/m fiir Elektronen zu messen. Das ist
ein recht einfacher Praktikumsversuch. Die Messung der Elementarladung e oder der Elektronenmasse m
einzeln ist sehr viel schwieriger. Es ist bemerkenswert, dass mit einer einfachen Messung die spezifische
Ladung e/m von Elementarteilchen bestimmt werden kann.

Homogene E- und B-Felder, orthogonal zueinander. Weiter sei 7(0) = 0 und o.B.d. A. #(0) = 0. Wihle
Z=Bund 2= FE. Es ist

F =qE + qv x B, (5.18)
also
F, =0, (5.19)
Fy = qu.B, (5.20)
F, =qFE — quyB. (5.21)
Wegen F, = 0 und v,(0) = 0 liegt die Trajektorie in der yz-Ebene. Die Newton-Gleichung liefert
mv, = qu, B, (5.22)
mv, = qF — quyB (5.23)
Wir geben hier nur das Ergebnis an:
oy (t) = g (1= coswat), (5.24)
v (t) = g sinwet, (5.25)

was man durch Einsetzen {iberpriifen kann. Die Bewegung ist die Uberlagerung einer gleichférmigen Be-
wegung in Richtung £ x B mit der Driftgeschwindigkeit
E

UDrift — E (526)

und einer Kreisbewegung mit der Zyklotronfrequenz w,.. Durch Integration erhalten wir die Trajektorie
(beachte 7#(0) = 0)

E 1
ry(t) = 5 <t - sinwct) , (5.27)
r.(t) = —g wi (coswet —1). (5.28)

Die Bahnkurve ist eine Zykloide. Das Teilchen kommt zu den Zeiten t = 27n/we, n = 0,1,2,... zur Ruhe.

z

Ve

c

X
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5.2 Strome

Die (elektrische) Stromstdrke I ist definiert als die Ladung pro Zeitintervall, die durch eine orientierte Fléche
hindurchtritt. Wir miissen festlegen, in welcher Richtung wir einen Strom aus positiven Ladungen als po-
sitiv zdhlen wollen. Dies ist die Referenzstromrichtung. Sie entspricht der Wahl einer der beiden moglichen
Orientierungen der Fliche.

I>0

Wir kénnen schreiben a0
I=— 5.29
o (5.29)
Wir definieren auch die (elektrische) Stromdichte als transportierte Ladung dg pro Zeitintervall dt und Fliche
dA. Da es im dreidimensionalen Raum drei linear unabhéingige Orientierungen von Flichenelementen dA gibt,

liegt es nahe, die Stromdichte als Vektor zu definieren.

z =
L L
€T dx
Sei
<($>a fir o = x,y, 2 (5.30)

die Ladung pro Zeit, die durch das zu & = Z,, 2 senkrechte Flidchenelement tritt. Dann schreiben wir in
kartesischen Koordinaten

. (dq 1
jo = (dt) e (5.31)
. (dq 1
Jv = <dt>y dzdz’ (5:32)
. (dq 1
Gy = <dt> B (5.33)

Fiir ein beliebig orientiertes Flidchenelement dA = dAn ist die Normalkomponente von 7 analog
dq 1
in=n-7=—] —. 5.34
Jn=m-] ( 7 >n TA (5.34)
Die Stromdichte ist i. A. ortsabhéngig und daher ein Vektorfeld. Thr Fluss durch eine Fliche S ist die

Stromstérke: p p p
[[fad 7= [[daj, = £ dA (C;)n diA - g (djf)n = d—cf — 1. (5.35)

S S

Die Stromstérke ist offensichtlich ein Skalar.
Wird eine Ladungsdichte p(7) von Teilchen gebildet, die sich mit der evtl. ortsabhéingigen Geschwindigkeit
¥(7) bewegen, so erzeugen sie die Stromdichte
T=pv. (5.36)

Gibt es mehrere Arten von Teilchen, z.B. Elektronen und Locher in einem Halbleiter oder Anionen und
Kationen in einem Elektrolyt, so ist die gesamte Stromdichte

7= pnln, (5.37)
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wobei n die Teilchenart abz#hlt. In einem stromdurchflossenen Metall bewegen sich nur die Elektronen, aber
nicht die Ionenriimpfe. Die Ladungen gleichen sich aber aus, das Metall ist (evtl. bis auf relativ kleine Ober-
flichenladungen) elektrisch neutral. Es gilt also

p=pe+pi=0, (5.38)
aber
j: peﬁe + pi Ui = peUe 7& 0. (539)
~—
0

Beachte, dass ein sich insgesamt bewegender elektrisch neutraler Leiter keinen Strom représentiert: Es ist
T=pe¥+ pi = (pe — pe) U= 0. (5.40)

Ist die Ladungsdichte auf eine Kurve oder eine Fliche beschrinkt, konnen wir in Analogie zur Linien- bzw.
Flichenladungsdichte entsprechende Stromdichten definieren:

e die Linienstromdichte I = AU, diese ist ein Vektor tangential zur Kurve, auf die die Ladung beschrénkt
ist (,Draht“); es gilt I = It, wobei ¢t der Tangenteneinheitsvektor in der Referenzstromrichtung und I
die Stromstérke ist,

e die Flichenstromdichte K = o, diese ist ein zur Fliache tangentialer Vektor.

In der Magnetostatik nehmen wir an, dass die Strome (7) und die Ladungen (p) zeitunabhingig sind. Das
bedeutet nicht, dass die Ladungen ruhen, sondern nur, dass sie sich nicht anh&ufen.

5.2.1 Die Kontinuitétsgleichung

FEin zentrales Postulat der Elektrodynamik ist die lokale Erhaltung der Ladung. Lokale Erhaltung bedeutet,
dass an keinem Punkt Ladung erzeugt oder vernichtet wird. Globale Erhaltung wire die viel schwéchere
Forderung, dass die Gesamtladung zeitunabhéngig sein soll; dies wiirde zulassen, dass Ladung an einem Ort
verschwindet und gleichzeitig an einem anderen auftaucht. Die Struktur der Elektrodynamik (als ,, Eichtheorie*)
beruht wesentlich auf der lokalen Ladungserhaltung.

Ist die Ladung lokal erhalten, so muss fiir jedes Volumen V gelten, dass die Anderung der enthaltenen
Ladung @ nur durch einen Strom durch die Oberfliche AV erfolgen kann. Der Strom durch die Oberfléche ist

I= @Sdl. 7 (5.41)
oV

Wiihlen wir die Referenzstromrichtung nach aufien, so muss fiir die Anderung der eingeschlossenen Ladung @Q
gelten

dQ = —I dt (5.42)
(die Ladung nimmt ab, wenn Strom herausfliefit). Es folgt
dQ
- = -1 (5.43)
0 T
= [[[av 8{ = —(fad-z (5.44)
v v
Mit dem Gauflschen Satz folgt
Op =
{[f av 5= [[favv.7 (5.45)
v v
Da dies fiir jedes V gilt, folgt
ap -
L VA 4
5 = VI (5.46)
dp =
Lyv.7=0. 4
S 5 +V-7=0 (5.47)

Dies ist die Kontinuitdtsgleichung fiir die elektrische Ladung. Sie ist eine kompakte Formulierung der lokalen
Ladungserhaltung. Speziell in der Magnetostatik fordern wir dp/dt = 0, woraus folgt V- 7= 0. Die Stromdichte
ist in diesem Fall quellenfrei.
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5.2.2 Kraft und Drehmoment auf Stromschleifen

Oft sind die Kraft oder das Drehmoment gesucht, die auf eine Leiterschleife im B-Feld wirken. Eine wichtige
Anwendung sind Elektromotoren. Wir kénnen noch allgemeiner beliebige Stromverteilungen 7(7) betrachten.
Die Kraft auf ein Volumenelement dV am Ort 7 betrigt

dF = dV p(F)3(F) x B(F) = dV J'x B. (5.48)
Die Gesamkraft ist daher . .
F= Hf dV 7x B (5.49)
und das Gesamtdrehmoment

M= [[[avix (7x B) = [[[ av - B) ~ [[[ av BG 7. (5.50)

-

Fiir einen Linienstrom I(7) ist die Herleitung analog: Die Kraft auf ein Linienelement dl am Ort 7 betréigt

sv]1

dF = dING x B =dlT x (5.51)

~y
o]

= F=[dTlx

—

(5.52)

und
J\Zf:/dlr‘*’x (I'x B) :/dlf(F~§) —/dlé(F-f). (5.53)

Wir nehmen jetzt an, dass die Stromlinien geschlossen sind. Im Rahmen der Magnetostatik ist die Stromstérke
entlang jeder Schleife konstant. Wir betrachten nun nur eine Schleife, die Verallgemeinerung auf mehrere
Schleifen folgt mittels des Superpositionsprinzips. Dann kénnen wir schreiben

F = I?{dfx B, (5.54)
M = I%dl(ﬁ B) - Ij{(df 7)B. (5.55)

Speziell fiir ein homogenes B-Feld kénnen wir auch B aus dem Integral herausziehen. Es folgt

ﬁ:](%di) xB =0 (5.56)

——
=0

M:J%di(ﬁé)-](%df-f)é. (5.57)

—_——
=0

und

Das letzte Integral verschwindet, da der Integrand 7 wirbelfrei ist (ﬁ x 7= 0) und daher ein Potential existiert:
— = 1 2
7=V 5 (5.58)

Das Ringintegral ist daher Null, analog zum Fall eines konservativen Feldes. Wir finden, dass die Kraft auf
eine beliebige Stromschleife in einem homogenen B-Feld verschwindet und sich das Drehmoment zu

M = Ij{df(F- B) (5.59)

vereinfacht. .
Beispiel: Drehmoment auf die folgende Leiterschleife im homogenen Induktionsfeld B = BZ:
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Wir konnen die Krifte stiickweise berechnen:

Fi=1 / di'x B = Ibi x B = —bIBj, (5.60)
Stiick 1
Fy = Ta(cos 0§ —sinf 2) x Bz = al Bcosf %, (5.61)
Fy = —Ibi x B = bIBj, (5.62)
Fy = Ia(—cos 0§ +sinf 2) x Bz = —alBcos 0 &. (5.63)
Es folgt L . = =
F=F+F+F+F =0, (5.64)

wie erwartet, und

; L b . b .
M:g(fCOSGngSin@é)xF1+§ixF2+g(cosﬁgfsin02)ngfiing

abIB | . abl B
= 5 sinfz +0+

sinf&+0=ablsin0z = abl(sinf g+ cosf 2) x Bz = abln X B, (5.65)

wobei 7 der Normaleneinheitsvektor senkrecht zur Ebene der Stromschleife ist.

5.3 Das Biot-Savart-Gesetz

Eine sich bewegende Punktladung ¢ mit der Trajektorie 7 = 7 (¢) hat die Ladungsdichte

p(r,t) = q (" — 74 (1)) (5.66)
und die Stromdichte &7
o o T, o
J7Ft)=pvi=gq ditq 07— 74(2)). (5.67)

Diese sind offensichtlich nicht stationér. Dieser Fall kann daher nicht im Rahmen der Magnetostatik beschrieben
werden. Der einfachste der Magnetostatik zugéingliche Fall ist ein stationérer Strom entlang eines Drahtes
(Linienstrom).

Beachte, dass das Induktionsfeld B unter Ausnutzung der Lorentzkraft gemessen werden kann. (Typische
Magnetfeldresonanzen beruhen auf dem Hall-Effekt, der in der Tat die Lorentz-Kraft auf Elektronen in Metallen
ausnutzt.) Fiir eine gegebene Linienstromdichte I findet man experimentell das Induktionsfeld

o RN L~
— i I x (F—=7") uo/ , I x Ar ,uo/ , I x Ar
Bify="—[dl ——+2t="~ | dll ——=— | dI' —. .
() 7T/C |7 — 7|3 dr Jo (Ar)3 4 Je (Ar)? (5.68)

Ist der Strom entlang des gesamten Drahtes gleich grof}, so kénnen wir I aus dem Integral herausziehen:

—#/ —_
g(F) Mol/dl X Ar
c

=l | A (5.69)
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Alle diese Formen nennt man das Biot-Savartsche (oder Biot-Savart-) Gesetz. o ist die Permeabilitit des
Vakuums. In SI-Einheiten ist o = 47 x 1077 N/A? (exakt). Wie g ist po einfach ein Umrechnungsfaktor, der
sich aus der Wahl der Einheiten ergibt. Der Vergleich mit dem Coulomb-Gesetz fiir eine Linienladung,

E() = ! /Cdl’w (5.70)

47eg

zeigt, dass das Biot-Savart-Gesetz das magnetische Analogon des Coulomb-Gesetzes ist.

Am Biot-Savart-Gesetz erkennen wir auch, dass das B-Feld ein Pseudovektor (axialer Vektor) ist: In GI.
(5.69) ist die Stromstéirke I ein Skalar und di’ sowie Ar sind Vektoren. Unter Raumspiegelung (Inversion)
dndert sich I nicht, widhrend dl" und Ar das Vorzeichen wechseln. Das B-Feld #ndert sein Vorzeichen unter
Inversion also nicht, was es als Pseudovek‘gorfeld kennzeichnet. Das ist konsistent mit der magnetischen Lorentz-
Kraft Finae = ¢V X B: ¥ ist ein Vektor, B ist ein Pseudovektor, daher ist die Kraft Fy;,, ein Vektor.

B Beispiel 1: B-Feld eines langen, geraden, stromfiihrenden Drahtes:

7 —
Das Linienelement dl’ bei 7’ erzeugt am Ort 7 = 2 das Feld
. SR PR
B = § 1T = R (5.71)
Es ist
sina = sin(r — a) = ﬁ(%)? (5.72)
S V(P e — (5.73)

in | @ ()

Das gesamte B-Feld ist also

!/ oo ~ !/

=5 o < x . Mo ;¥ z Mo U . z po I
B(r)y="—1 dz' ——————m = — I = ——— =—171% lim ——="—-4.
() A /_OO z (22 + (21)2)3/2 Yy dr " x 22 + ()2 _s o2or " x Z/E,noo 2 + ()2 way

1 (5.74)

Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie um die z-Achse erhalten wir allgemein, in Zylinderkoordinaten p,
<p7 Z’
5 po I,
B(r)=—=-¢. 5.75
7 =5ecs (5.75)
Insbesondere ist das B-Feld tangential an Kreisen mit ihrem Mittelpunkt auf dem Draht. Die Richtung von
B gehorcht der Rechte-Hand-Regel.
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Wir betrachten noch das Verhalten dieses Gesetzes unter Inversion des Raumes. Unter Inversion kehrt sich der
Strom um: I — —I. Da B ein Pseudovektor ist, konnte man annehmen, dass B unveréindert bleibt. Das kann
aber nicht stimmen — wegen der Linearitdt der Gleichung muss B mit —1 multipliziert werden, wenn I mit —1
multipliziert wird. Tatséichlich kehrt sich das Feld B(7) lokal um, denn unter Inversion gilt

P —7 = B(F) > +B(-7) =B, (5.76)

wobei wir ausgenutzt haben, das B eine ungerade Funktion von 7 ist.
Mit dem Ergebnis fiir die Induktion kénnen wir die Kraft zwischen zwei parallelen Dréhten mit den Stréomen
I; und I5 bestimmen.

I

7 ¢
F
*d ,L 1*2’ y z
K
By

An einem beliebigen Punkt auf Draht 2 betriagt das B-Feld aufgrund von Draht 1,

5 _ koli,
B =1l ), (5.77)

Die Kraft auf Draht 2 ist also, gemifl Gl. (5.54),

. 5 o I I I
By = I / Al x By = I / dzzx%(—g)zﬂl—zfc / dz. (5.78)
T
Draht 2 Draht 2 Draht 2

Das Integral ist die Lange des zweiten Drahtes und damit formal unendlich. Es ist sinnvoll, die Kraft pro Lénge
anzugeben:

> dFs1  po Lo

— =0 7172 5 5.79

T T 2w d (5.79)
Beachte, dass die Kraft fiir in dieselbe Richtung flieBende Stréme anziehend ist. Diese Kraft wird fiir die
Definition der Einheit Ampere verwendet.

B Beispiel 2: B-Feld auf der Symmetrieachse einer kreisférmigen Leiterschleife.

z

p Ar

77
-
= [

Aus Symmetriegriinden gilt auf der Achse E(z) = B.(z) 2. Das Biot-Savart-Gesetz ergibt

5 = R N oo
Bz(z)zﬂjg./m_iﬂ /M_@ /M
C ™ C c

4 (Ar)3 (Ar)3  An (Ar)3
Lo dil - (ExE—7' % 2) o / dl' R

S SRl ) .
in /c (Ar)? i Jo (R2+ 22)372 (5.80)
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wobei wir ausgenutzt haben, dass di’, -7 und 2 ein orthogonales Rechtssystem bilden. Es folgt

2w 2 2
Fo R Ho R
(z)=—1 dp——"———="] ——— . 81
B(z) 4 /0 v (R2 + 22)3/2 2 " (R2 + 22)3/2 (5.81)

Wir werden spéter auf das B-Feld einer Leiterschleife zuriickkommen.
Die Verallgemeinerung des Biot-Savart-Gesetzes auf Fldchen- und Volumenstromdichten ist naheliegend:

ﬂ ) X Ar7 (5.82)
By =10 fﬂd ’f(r ) % Ar. (5.83)

Der letztere Ausdruck enthélt Fliachen- und Linienstrome als Spezialf'alle, analog zum Coulomb-Gesetz.

5.4 Das Amperesche Gesetz

Mittels des Biot-Savartschen Gesetzes konnen wir die Rotation und die Divergenz von B bestimmen. Ahnlich
hatten wir oben die Rotation und die Divergenz des elektrischen Feldes mit Hilfe des Coulomb-Gesetzes
ermittelt.

Zuniichst finden wir

¥ x E 4)_ Ho jjjdv/ f(T - X (r'=71")

*/|3
F—7" o N - =7 F—7
dv/ . AN ( —/ . ) o =/ v . _
Sl (e )ﬂr )~V i H Y e e L)
0 4m §(F—7")

(5.84)

Den zweiten Term betrachten wir gesondert:
o =T -, =7
dev (7" - V) e —+—jﬂdv v )7“4_74,'3
Ho A RS2 1 7= 7= =/ =/
=— av - - v , 5.85
wll Vi =~ =p <) (5.85)

op(F) _
p@t =0

wobei wir die Bedingung der Magnetostatik ausgenutzt haben. Fiir den ersten Term wenden wir den Gaufschen
Satz (fiir jede kartesische Komponente des vektorwertigen Integrals) an:

7" —T
Sf;{i s’ |r —T (5.86)

Dieses Oberfldchenintegral verschwindet, wenn wir annehmen, dass keine Strome ins Unendliche oder aus dem
Unendlichen flieflen. Damit verschwindet der gesamte zweite Term in Gl. (5.84) und wir erhalten

VB = o [[[ V' ) 67— ) = o J17). (5.87)
Die Wirbel des B-Feldes sind also in der Magnetostatik durch die Stromdichte gegeben. Dies ist das Ampéresche

Gesetz in differentieller Form.

—

J
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Wenn wir beide Seiten des Ampereschen Gesetzes iiber eine berandete Flache S integrieren, erhalten wir
ﬂ d3-(V x B) = uoj d3- 7. (5.88)
s s

Mit dem Stokesschen Satz folgt

ﬁsdf-§:u0£fd§~j (5.89)

Die rechte Seite ist, bis auf den Faktor pg, der Fluss von j{7) durch S, also der elektrische Strom durch S:

f{ dl- B = g L. (5.90)
oS

Dies ist das Amperesche Gesetz in Integralform. Die Referenzstromrichtung zur Festlegung des Vorzeichens
von [;;, gehorcht dabei der Rechte-Hand-Regel in Bezug auf die Richtung des Integrationsweges 0S.

Das Amperesche Gesetz spielt offenbar in der Magnetostatik eine &hnliche Rolle wie das Gauflsche Gesetz in
der Elektrostatik. Insbesondere kénnen wir es verwenden, um B fiir Situationen mit hoher Symmetrie einfach
auszurechnen, ohne das Biot-Savart-Gesetz anwenden zu miissen.

Bl Beispiel: B fiir einen langen, geraden, stromfithrenden Draht.

o
\(7 4 I

Wir wéhlen eine ,, Amperesche Schleife“ 0S als Kreis mit dem Radius p, in einer Ebene senkrecht zum Draht
und mit dem Mittelpunkt auf dem Draht. Es gilt

7{ dl- B = po 1. (5.91)
as
Wegen der Rotationssymmetrie um die Drehachse ist dl - B konstant entlang 0S. Es ist
I 27 N 2
]{ dl~B:/ dgopcﬁ'B:pBw/ dy =2mp B, (5.92)
a8 0 0
in Zylinderkoordinaten. Es folgt fiir die Tangentialkomponente
wo I
=—-. 5.93
¥ €1 p ( )

Wir miissen noch erkldren, wieso die iibrigen Komponenten B, und B, verschwinden. Wegen der Transla-
tionssymmetrie entlang z miissen B, und B, unabhingig von z sein. Rotationssymmetrie um die z-Achse
impliziert auch, dass B, und B, unabhéngig von ¢ sind. Wir werden unten sehen, dass die Divergenz von B
verschwindet. Wir haben also

- = 10 1 0B 0B, 1 0B
0:V-B:78—pBP+787¢+8 =B, + 5" (5.94)
pop p op Oz, 6 p P
=0 =0
0B, 1
—+t=—-—-B 5.95
mit der allgemeinen Losung
b
B, = p mit b = const. (5.96)

Aber V - B = 0 muss fiir alle 7 gelten, also auch fiir p = 0. Daher muss B dort insbesondere differenzierbar
sein, was nur die Losung b = 0 = B, = 0 erlaubt. Die Rotation von B ist nun

- o 1 0B B B B 1 B B 1
Ho =V x B = (; a&; a 83,: ) 0 ( aﬁzp _88pz)¢+;(§pp3w a aagap )é - _aangb—i— P 32,0 IQL;)'I. (5:97)
—~— = S~~~ N~
-0 =0 =0 =0 =0
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Fiir p > 0 ist 7= 0, also folgt
0B,

Idp
Aus Symmetrieiiberlegungen wissen wir schon, dass 9B, /0p = 0B, /0z = 0 ist. Also ist B, = const im Raum.
Unter der plausiblen Annahme, dass B weit entfernt vom Draht (also fiir p — co) verschwindet, folgt, dass

= 0. (5.98)

B,=0 (5.99)
im gesamten Raum ist.
Es folgt das schon bekannte Ergebnis
= po 1
B=—-¢. 5.100
o 57 ( )

In Analogie zum Gauflschen Gesetz in der Elektrostatik ist es in der Magnetostatik empfehlenswert, das
Amperesche Gesetz zu verwenden, sofern die Symmetrie des Systems hoch genug ist. Beachte die Moglichkeit,
die vorgegebenen Strome zunichst in Beitriige hoher Symmetrie zu zerlegen (Superpositionsprinzip). Das
Amperesche Gesetz erfordert im Gegensatz zum GauBlschen die Betrachtung von geschlossenen Kurven anstelle
von Fléachen.

5.4.1 Die ideale Spule

Wir betrachten eine lange, eng gewickelte Spule mit n = dN/dl Windungen pro Léngeneinheit und dem
Radius R, die von einem Strom I durchflossen wird. Wir wollen das B-Feld innerhalb und auBerhalb der Spule
bestimmen.

Wegen V- B = 0 haben wir B, = 0. Wahlen wir eine Amperesche Schleife als Kreis um die z-Achse, so finden
wir analog zum letzten Beispiel

B,=0 fiirp< R (im Inneren) (5.101)
und
po I :
v =5 - fir p > R (im AuBlenraum). (5.102)

Das ist einfach das vom Strom I erzeugte Feld, das man bei der idealisierten Betrachtung i. A. vernachléssigt.
Bei einer doppelt gewickelten Spule ist der Nettostrom und damit B, ohnehin Null. Dies ist dquivalent dazu,
den Strom durch eine rein tangentiale Flachenstromdichte

K@) =nl$ (5.103)

zu ersetzen. Damit bleibt nur noch die z-Komponente iibrig:
1. Fall: Auflerhalb der Spule ergibt eine rechteckige Amperesche Schleife:

AN
N |

a
\
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fdf- B =B.(b)L — B.(a)L = po I;n = 0 (5.104)

= B.(b) = B.(a). (5.105)

Da jedoch die Spule fiir grofe Absténde p wie ein diinner Draht erscheint, gilt lim, . B.(p) = 0 und daher
B.(p)=0 Vp>R. (5.106)

2. Fall: Innerhalb der Spule finden wir das Feld mit Hilfe einer Schleife, die die Dréhte umschliet (beachte
die Richtung):

y

-
a—
K|

S N
|
~

VSE

-

y{df- B =B.(a)L — B.(b) L = o Iin = pionLI (5.107)
N——
0
= B.(a) = ponl. (5.108)

Damit finden wir fiir die ideale Spule

_ 1z firp<R
B(7) = Hontz }.“ P ’ (5.109)
0 fir p > R.
Das B-Feld innerhalb der Spule ist also homogen.
5.5 Quellenfreiheit des Induktionsfeldes und Vektorpotential
Neben der Rotation kénnen wir auch die Divergenz von B aus dem Biot-Savart-Gesetz ermitteln:
- o  Ho J) X (7= 1)
VB =1 H av'v - T
B 7—7 Caen [ 7—7
Hf e (V x Ji")) =307 (v X s m) . (5.110)
=0
Hier ist V x j(7') = 0, da die Ableitung nach 7 erfolgt, wovon j(#’) gar nicht abhéingt. Weiter ist
7—7
—_— 5.111
7T .

proportional zum statischen elektrischen Feld einer Punktladung bei 7/ und daher wirbelfrei. Also verschwindet
auch der zweite Term und es folgt B
V-B=0. (5.112)

Das Induktionsfeld ist also quellenfrei. Diese Quellenfreiheit wird oft damit gleichgesetzt, dass die Feldlinien
von B nicht enden kénnten; sie seien immer geschlossene Kurven oder reichten, fiir idealisierte Modellsysteme
wie die ideale Spule, ins Unendliche. Das ist nicht immer korrekt. Eine Feldlinie lédsst sich zum Beispiel dann
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nicht immer sinnvoll fortsetzen, wenn sie zu einem Punkt mit B = 0 fiihrt. Ein Beispiel sind die Feldlinien auf
der gemeinsamen Symmetrieachse eines Systems von zwei Spulen, die entgegengesetzt gleiche Felder erzeugen.

Man kann die Beziehung V-B =0 als Gaufsches Gesetz fir die magnetische Induktion deuten. Der
Vergleich mit dem Gaufischen Gesetz fiir E ,

vV -E="L, (5.113)

legt nahe, das entsprechende Gesetz fiir B als Ausdruck der Nichtexistenz magnetischer Ladungen (Monopole)
zu interpretieren:

V- B = pgpm =0, (5.114)
wobei p,, die magnetische Ladungsdichte ist. In der Tat wurden bisher keine magnetischen Monopole als
fundamentale Teilchen entdeckt. Thre Existenz wire durchaus willkommen, denn Dirac hat gezeigt, dass aus
der Existenz auch nur eines einzigen Monopols die Quantisierung der elektrischen Ladung (und auch der
magnetischen Ladung) folgt. Das Argument ist relativ einfach, erfordert aber die Quantenmechanik.

Interessanterweise kommen magnetische Monopole sehr wohl als Anregungen bestimmter magnetischer
Kristalle vor. Diese bezeichnet man als Spin-FEis. Beispiele sind die Verbindungen HosTisO7 und Dy,TizO7,
beide mit sogenannter Pyrochlor-Gitterstruktur.

In Integralform lautet das GauBsche Gesetz fiir die Induktion

{fas-B=o0. (5.115)
oV

Also verschwindet der magnetische Fluss
3, = ﬂ ds- B (5.116)

durch jede geschlossene Oberfléche.
Aus V - B = 0 folgt, dass zu B ein Vektorpotential A existiert, so dass gilt

B=VxA, (5.117)

vgl. Anhang A.3.2. Dieses Feld A nennt man einfach das Vektorpotential.
Man kann einen beliebigen Gradienten zu A addieren, ohne das physikalisch relevante Feld B zu &ndern:

Vx(A+Vx)=VxA+V xVy=B. (5.118)
——
=0
Diese Freiheit bei der Wahl von A ist eine Fichinvarianz, auf wir spéater zuriick kommen werden. Wir setzen
das Vektorpotential in die eben hergeleiteten Gesetze ein:

— -,

1. V-B=V-(V x A) =0 ist nun automatisch erfiillt.

) — V24, also wird das Amperesche Gesetz

V(V-A)=V2A=pT (5.119)
oder dquivalent L
VZA-V(V-A)=—uo7J (5.120)
Vergleiche die Poisson-Gleichung fiir das skalare Potential:
Vi =2, (5.121)
€0

Die Eichinvarianz kénnen wir dazu verwenden, die Gleichung fiir A zu vereinfachen. Wir kénnen nédmlich
fordern, dass

= —

V-A=0 (5.122)

gelten soll. Das ist eine Bestimmungsgleichung fiir das ,,Umeichfeld* y: Sei

A=A +Vy. (5.123)
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Ausﬁ-[f:Ofolgt L

Vix = -V Ag. (5.124)
Diese_‘Poi_’sson—Gleichung flir x miissen wir 16sen, um fiir gegebenes Vektorpotential /To ein anderes zu finden,
das V - A = 0 erfiillt. Dies ist immer moglich. Fiir freie Randbedingungen im Unendlichen (A, Ay — 0 fiir

r — 00) ist die Losung explizit
X(7) = fﬂ av’ V Ao ). (5.125)

Die Bedingung L
V-A=0 (5.126)

heifit Coulomb-Eichung. Nur unter Festlegung auf die Coulomb-Eichung gilt
V2A=—py7 (5.127)

Das ist nun ein Satz von drei Poisson-Gleichungen fiir die Komponenten von /T, die analog zur elektrischen
Poisson-Gleichung

Vg =L (5.128)
€0

sind. Falls J fiir 7 — oo schnell genug abfillt, insbesondere wenn die Strome auf einen endlichen Bereich
beschrénkt sind, kénnen wir die Poisson-Gleichung fiir A analog zu der fiir ¢ 16sen:

Ay =10 fﬂd yr ) (5.129)

=T

Fiir Linien- und Flachenstromdichten erhalten wir natiirlich

" I
A(P) = @/dl’ q(rf)q, (5.130)

|7
A = £ Hd (5.131)

B Beispiel: Vektorpotential fiir rotierende, gleichformig geladene diinne Kugelschale.

z

R

Wir wihlen 2 || &. Die Flidchenstromdichte ist

R() = o t(F') = 0@ x i, (5.132)
K as Tr”_xr’" = oax [[as =
{[ ds' = 4,| -~ Rﬂds H = ﬂl (5.134)

Hier benstigen wir eine Variante des Gauflschen Satzes, dle wir leicht durch partielle Integration herleiten

konnen:
ﬂ AV V f(F) = jﬂdm V£ (7) pa““’“@d F(7 ﬂ AV (V1) f(F) = Sﬁﬁdsf (5.135)
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daraus folgt

(5.133)

Das Integral ist




Fiir unseren Fall folgt

Jfas |T~i?,| = =R|[[av’ €’|F - Rﬂj v’ |:_f,|3 (5.136)

Wenn wir hier R durch p/4meq ersetzen, erhalten wir das Coulomb-Gesetz fiir das E-Feld einer homogen
geladenen Kugel. Dafiir kennen wir die Losungen schon (ermittelt z. B. mittels des GauBischen Gesetzes):

3i 7 firr <R,

E() = ;0 R (5.137)
P 27 firr>R
3eg 13

Daher ist (ersetze p/4meg — R):

=/

R firr <R,

4
ds! —— = —7 4 5.138
j =7 3 —R3 fir r > R. ( )
r

Damit ist schlie3lich

. Lo R firr <R,
A(f)y =S od xT ¢ R4 (5.139)
3 — firr >R
T
Das B-Feld erhalten wir sofort aus B = V x A. Im Inneren der Kugel gilt z. B.
Lo R - R . . . .
B=VxA= “0;’ V x (@ x 7) = % [(F- V)& (@ V) F+38(V-F) —F(V(;LU)]
0
R 2upo R
- “OT" &+ 30 = L9 5 (5.140)
Das Feld im Inneren ist offensichtlich homogen.
5.5.1 Vektorpotential und magnetischer Fluss
Fiir eine beliebige geschlossene Kurve 0§ gilt
74 df-ﬁm:kesj dg-(ﬁx/f):ﬂdg.échm, (5.141)
as 55 55

dies ist der magnetische Fluss durch die Flache S. Dieser Zusammenhang hat interessante Konsequenzen:
Wenn 9S eine ideale Spule umschliefit, ist ®,, der Fluss im Inneren der Spule und damit

% dl- A=, #0. (5.142)
aS

Andererseits ist B = 0 iiberall aufierhalb der Spule und somit auch auf dS. Anders als in é, ist in A die
Information iiber das Vorhandensein der Spule enthalten. Eine Losung fiir A erhalten wir unter geeigneten
Annahmen iiber die Symmetrie von A aus dem Stokesschen Satz: Wihle dS als Kreis mit dem Radius r mit
Mittelpunkt in der Spule. Dann ist

@m:f dl- A =271 Ay(F) (5.143)
oS
= A (j—q)—’" (5.144)
P\ = 2w r '
- ®
A 5 14
= Al =50 (5.145)

auBerhalb der Spule. Es wirkt merkwiirdig, dass A eine nichttriviale Ortsabhingigkeit hat, wihrend B identisch
verschwindet. Hat A irgendwelche beobachtbaren Konsequenzen? Das ist in der Tat der Fall. Die bekannteste

93



Konsequenz ist der Aharonov-Bohm-Effekt, der die quantenmechanische Interferenz von Elektronenwellen
betrifft, die links bzw. rechts im feldfreien Raum an einem magnetischen Fluss (Spule!) vorbeilaufen. Die
physikalische Relevanz von A ist aber kein reiner Quanteneffekt — auch klassisch hat A in Abwesenheit von
B beobachtbare Konsequenzen. Das scheint zunédchst merkwiirdig, da A ja eichabhéngig ist; Aund A+ ﬁx
sollten dieselbe Physik beschreiben. Es zeigt sich, dass die relevante eichunabhéngige Grofie nicht allein B (7)
ist, sondern der Fluss durch beliebige geschlossene Kurven. Beachte

]{ df'(f1'+§x):]{ dffﬂj{ dl-Vy = . (5.146)
oS oS o8
0

Dieser Fluss ist also eichunabhéngig.

5.5.2 Induktionsfeld an Stromschichten

In Abschnitt 2.4 haben wir das E-Feld und das skalare Potential V an geladenen Fldchen und Dipolschichten
untersucht. Hier betrachten wir nun das B-Feld und das Vektorpotential A an Stromschichten. Eine Strom-
schicht ist eine Fliche, die eine Flichenstromdichte K (7) trigt.

Zunichst betrachten wir

ﬁ?déﬁ B=0 (5.147)
oV

fiir eine GauBlsche Fliche mit infinitesimalen Abmessungen, die ein Stiick der Stromschicht enthélt:

Analog zu 2.4 erhalten wir

AA(A-By —n-By) =0 (5.148)
= B2n - Bln - 07 (5149)

die normale Komponente von B ist also stetig.
Nun betrachten wir das Amperesche Gesetz

?{df. B = polin (5.150)
C

fiir eine infinitesimale Stokessche Schleife, die ein Stiick der Stromschicht umschlief3t:

Wir erhalten . . .
As(t x 7)) - (By — By) = poAst - K. (5.151)

parallel zur Stromschicht und steht senkrecht auf der Stokesschen Schleife. Wihlen wir speziell £ || K ,
t

t ist
d.h. t = K, so folgt .

(K x 1) (By — By) = poK. (5.152)
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Wiihlen wir stattdessen £ x 7 = K und damit { 1 K, so folgt
K- (By—By)=0. (5.153)

Der zur Stromschicht tangentiale Anteil von B senkrecht zu K hat also einen Sprung um po K, wihrend der
tangentiale Anteil parallel zu K stetig ist:

ggt — élt = /J()K(K X fL) = NOK X 1. (5154)
Da die normale Komponente stetig ist, konnen wir zusammenfassend schreiben
By — By = oK x . (5.155)

Fiir das Vektorpotential A gehen wir ganz adhnlich vor. Allgemem finden wir aber keine Bedingung fiir die
Normalkomponente, da wir keine einfache Gleichung fiir V - A haben. Wihlen wir aber die Coulomb- Eichung,
soist V- A =0 und analog zum B-Feld folgt

Asy — Apy = 0. (5.156)

Fiir die Tangentialkomponenten gilt eichunabhéngig

—'Stokes -
S - m .
7{ di’- fd j d3-B=a (5.157)

und, wenn wir die Stokessche Schleife klein machen, strebt der Fluss ®,, gegen Null. Also erhalten wir
Ay — A1y =0 (5.158)

und damit (in Coulomb-Eichung)

— —

Ay — A =o0. (5.159)

A ist also stetig, wie das skalare Potential.
5.6 Multipolentwicklung
Fiir freie Randbedingungen limz_, o, fY(F’) = 0 und rdumlich begrenzte Stromverteilung 7(7) kénnen wir analog

zur Elektrostatik das Vektorpotential in Multipolbeitriige zerlegen. Fiir eine Stromschleife gilt (alles in diesem
Abschnitt gesagte gilt auch fiir mehrere Stromschleifen, solange sie nur alle geschlossen sind)

T o dl’
Alr)y=—1 1
) 47 F—7| (5.160)
dr’

Hier konnen wir 1/|# — #'| wie in Abschnitt 2.9.1 in eine Taylor-Reihe in 7' /r entwickeln:

L 1ls (’;)k Pe(cos) (5.161)

|7 — 7] s

mit den Legendre-Polynomen Py (z). 6 ist der von 7 und 7’ eingeschlossene Winkel. Dies ergibt

1 _ Mo 1 7 i 7
A(F) = 4#1{7‘%6” +r2%dl r cos@+...]. (5.162)
—
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Der Monopolterm verschwindet. Der fithrende Beitrag ist also der Dipolterm, sofern er nicht auch verschwindet.
Er lautet

I I [
(m_@f dl’ v’ cosf = 22 = dl’ (7 7). (5.163)

mrd

Die z-Komponente des Integrals ist
;z-fdf’ (7 7") = fdf’ ()@ M ([ as |V () 2]
= JJ a5 { u F,)Zc’iy’(ﬁfl)} = [[ds"- (32~ z2y) ‘ da -7 =zz’ +yy' + 22

= [ (ds}, = — dsLy) = [[ (35" xF)mf—(F | ds“’)m. (5.164)

Fiir alle Komponenten erhalten wir analog

%df’ (7 7') = -7 x H ds’. (5.165)

(q)f,f Hm _. Ho mjr, (5.166)
wobei wir das magnetische Dipolmoment
=1 H ds’ (5.167)

der Leiterschleife(n) definiert haben. Fiir eine flache Schleife ist das Integral [[ ds’ der Flicheninhalt multi-
pliziert mit dem Normaleneinheitsvektor, An. Das Dipolmoment einer kreisférmigen Leiterschleife mit dem
Radius R betrigt also

Das Ergebnis lautet also

m = ITR*#. (5.168)
m
n

e

I

Typischerweise existieren nicht verschwindende héhere Multipolmomente. Einen magnetischen Punktdipol
oder reinen magnetischen Dipol erhalten wir im Grenzfall Fliche A — 0, Strom I — oo, wobei m = const.
Vergleiche den reinen elektrischen Dipol: d — 0, ¢ — oo, wobei p'= const.

Das B-Feld eines magnetischen Dipols lautet

= - o - M XT

Bl(F):VXAl 47‘(‘V 3 E

Loe T (= 7
—(m~V)r—3—|—m (V N)} . (5.169)
A und daher auch B sind singuldr am Punkt 7= 0, den wir nun ausschliefen. Der Ausdruck im zweiten Term
ist

—
-

T .
V~r—3:47r5(7_’):0 fiir ¥ # 0. (5.170)

Den ersten Term schreiben wir in kartesischen Komponenten:
0 x §ijr3 — a3 ” mlas] xzx]m] m;
S =T SRR S (B0t ) ey S e

so dass folgt

5 o _ Ho 37 (7 m) _m _@3?(?-7’&)—%
Bi(7) = i (7‘5 r3> = s (5.172)
Wir sehen, dass das magnetische Dipolfeld dieselbe Form hat wie das elektrische:

1 37(F-p)— p
47eq r3

E\(F) = (5.173)
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Kapitel 6

Makroskopische Magnetostatik

Magnetische Effekte in Materie sind sehr vielgestaltig. Sie sind Gegenstand aktueller Forschung in der experi-
mentellen und theoretischen Physik. Das Verstindnis der meisten magnetischen Eigenschaften erfordert eine
quantenmechanische Beschreibung. Siehe dazu das Skript Theory of Magnetism, das allerdings eine Einfithrung
in die Quantentheorie voraussetzt. In diesem Kapitel werden wir nur einige wichtige Konzepte anreiflen.

Wir hatten gesehen, dass elektrische Strome Magnetfelder hervorrufen. Kénnen wir das Magnetfeld eines
Stabmagneten auch auf Strome zuriickfithren? Tatséchlich beruht dieses Feld zum (kleineren) Teil auf Elek-
tronenstromen auf atomaren Langenskalen und zum (groferen) Teil auf der Rotation der Elektronen um die
eigene Achse (ihrem Spin). Dass der letztere Effekt ein magnetisches Dipol und damit ein B-Feld erzeugt,
ist klassisch nicht zu verstehen, da Elektronen nach allen bisherigen Erkenntnissen punktfoérmig sind und das
Dipolmoment einer rotierenden Kugel fiir verschwindenden Radius gegen Null geht.

6.1 Magnetische Dipolmomente

Elementarteilchen, insbesondere Elektronen, tragen permanente magnetische Dipolmomente (magnetische Mo-
mente), aber, nach heutiger Kenntnis, keine elektrischen Dipolmomente. Daraus wiirde man zunéichst schlie-
Ben, dass magnetische Effekte in Materie weitaus stérker sein sollten, als man tatsichlich beobachtet. Die
Ursache fiir die Abschwéchung liegt wieder in der Quantenmechanik: zwei Elektronen mit entgegengesetzten
magnetischen Dipolmomenten (und Spins) besetzen typischerweise ein Orbital, so dass sich die Dipolmomente
vektoriell zu Null addieren.

1s-Orbital

6.1.1 Permanente magnetische Momente

Wir konnen einen magnetischen Punktdipol analog zu einem elektrischen (Abschnitt 4.1.2) durch zwei ma-
gnetische Monopole +¢,, im Abstand d darstellen, wobei ¢, — oo und d — 0 mit m = ¢,,d = const. Das ist
natiirlich nur ein giinstiges effektives Modell, keine mikroskopische Beschreibung wirklicher Dipole.

L Adm
e

Damit finden wir fiir das Drehmoment auf einen magnetischen Dipol, analog zum elektrischen Fall,

—

M =m x B. (6.1)

Eine physikalisch befriedigendere Darstellung eines Dipols verwendet eine kleine Leiterschleife:
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Das Drehmoment auf diese Leiterschleife hatten wir bereits in Abschnitt 5.2.2 berechnet:
M = abl 7 x B. (6.2)

Nun ist 7 = Iabn das magnetische (Dipol-) Moment und damit wieder

—

M = x B. (6.3)

Dieses Drehmoment ist bestrebt, das magnetische Moment parallel zu B auszurichten. Im stationéren Zustand
erwarten wir daher eine magnetische Polarisation (Magnetisierung) in der Richtung von B. Eine Magnetisie-
rung in Feldrichtung nennt man Paramagnetismus.
Mittels des Modells der (infinitesimalen) Leiterschleife konnen wir auch die Kraft auf einen Dipol in einem
inhomogenen B-Feld berechnen:
F=F +F+F+F

— Ibi x By + Ia(jcos @ — 2sinf) x By + Ib(—2) x Bs + Ia(—jjcosf + 2sinf) x By

= Ib(—#) x (Bs — By) + Ia(—j cos 0 + 2sinf) x (By — Bs). (6.4)
Hier ist El das tiber die Kante i gemittelte Induktionsfeld. Fiir eine infinitesimale Leiterschleife bzw. ein sich

im Raum hinreichend langsam #nderndes Feld gilt

9B, 0B, 0B,

oz 7] 0z 53 53

S o 0B OB

B; — By = aas;y aaé’y % a(jcosf —2sinf) =a | — cosf — —sinf |, (6.5)
oB. oB. 0B. dy 9z
ox oy 0z
9By 9By 0By
oz 7] 0z 53

5 3 B, oB A 0B

By—By= % 2 OB p(g)=—b—. (6.6)
aaBz aaé"z aaBz Ox

ox oy 0z
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F=—1Iab# x (gfcosﬁ— ((;fsin9> —Jab(—gcosf + Zsinf) x g—f

m

B B B B
cosf T X a— —sinfz x a— —cosfy x a— +sinf z x 8)

—m( oy 0z ox ox

0 . . 0
=—-m|—=—cosfTxB——sinfixB— —cosfyx B+ —sinfzxB

dy 0 ox

0 . . . . 0 .
=—-m a—cos@(—sz +2By) — =—sinf (—yB, + 2By) — —cos0 (—2B, + 2B,)

Y

. . X . 0 . N

- _ {8 m, (—yB, + 2By) 3 my (—yB, + 2B,) — 5 (—sz—i—sz)—l—%my (—&By + §By)

. .0 .0
_( 3 + a—l—zaz)(myBy—&—szz)

v
.0 .0 .0 .0 R N
—ya—ymyBy—za—szZ—zg—ymZBy—yamsz—z%szx—y%msz
= V(- B)—m (V- B)=V(m-B). (6.7)
——

Ist der magnetische Dipol 7 parallel (antiparallel) zum B-Feld ausgerichtet, so zeigt die Kraft F in Richtung
des stérkeren (schwécheren) B-Feldes. Wenn sich ein permanenter magnetischer Dipol also parallel zum Feld
ausrichtet, wird er danach ins Feld hineingezogen. Dieses Verhalten kénnen wir mit zwei Permanentmagneten
leicht beobachten.

6.1.2 Induzierte magnetische Momente

Zur Abschitzung des induzierten magnetischen Dipolmoments eines Atoms fithren wir wir ein neues, sehr
grobes, Atommodell ein: Elektronen umlaufen den Kern auf Kepler-Bahnen. Wir beschrinken uns auf ein
Wasserstoff-Atom und eine Kreisbahn:

. T p
Lo,
T denB oy
—€
Ohne B-Feld zwingt die Coulomb-Kraft das Elektron auf eine Kreisbahn. Daher ist die Coulomb-Kraft mit
der Zentripetalkraft identisch:
L& _metg (6.8)
4dmeg R? R
Up ist die Geschwindigkeit fiir B = 0. Im B-Feld kommt die magnetische Lorentz-Kraft hinzu. Wir nehmen
hier der Einfachheit halber an, dass die Bahn in der Ebene senkrecht zu B liegt. Dies reicht aus, um den Effekt
qualitativ zu verstehen. Fiir eine quantitative Berechnung ist das Modell ohnehin zu stark vereinfacht. Die
Gesamtkraft lautet nun

1 €2 mev?
—— —+evB= 6.9
47760 R2 v ( )
Das Vorzeichen hingt von der Bewegungsrichtung ab (beachte ¢ = —e < 0):
B B
® ©
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Je nach der Bewegungsrichtung wird die Zentralkraft also verstérkt oder abgeschwicht. Es folgt

e 2 1 2 (4 2 e 2 e e
cvB =+ (m Y ¢ > — (m voom ”0) =T 02y = £ (0 b u)(w — o). (6.10)

R 4mey R2 R R R R

Ist nun die Anderung Av := v — vg der Geschwindigkeit klein, |Av| < v, was fiir realistische Induktionsfelder
sehr gut erfiillt ist, so folgt

evoB 2 i%zvo Av (6.11)
eRB

Av=+ &2 12

= Av T (6.12)

Ist die Umlaufzeit T = 27 R/v klein im Vergleich zu experimentellen Zeitskalen, d.h. lduft das Elektron
wéhrend der Messung sehr oft um, so kann man das Elektron durch einen stationidren Kreisstrom anndhern.
Dann gilt die Magnetostatik. Die Stromstéirke (oder Linienstromdichte) ist

—e ev
I = i? =55 (6.13)
und das Dipolmoment
R
i = nR*I 5 = 1 R? (q: %)2:;%2. (6.14)
? <£
m
(—e<0)
Das Dipolmoment dndert sich im B-Feld also um
Av R R eRB R2B 2R?
A= 8% ppg EVET € 1=V R (6.15)
2 2me 4me 4m€

Das wesentliche Ergebnis ist, dass Am antiparallel zum B-Feld steht. Beachte, dass dieses Ergebnis unabhéngig
davon ist, ob das Elektron links- oder rechtsherum liuft. (Wir haben angenommen, dass der Bahnradius R mit
und ohne B-Feld gleich ist. Ebenso gut hétten wir annehmen konnen, dass die Geschwindigkeit gleich bleibt und
sich stattdessen der Radius dndert. Dies fiihrt auf ein um einen Faktor 2 grofleres Ergebnis fiir Ami. Qualitativ
bleibt die Schlussfolgerung aber bestehen. Fiir quantitative Aussagen ist das verwendete Atommodell ohnehin
zu primitiv.)

Fiir B = 0 erwarten wir, dass die Elektronenbahnen zuféllig orientiert sind. Das mittlere Dipolmoment
einer Probe ist dann (i) = 0. Fiir B # 0 finden wir daher

e?R?

(m) = (Ani) = — T (6.16)

antiparallel zu B. Die induzierten magnetischen Dipolmomente der Atome sind also antiparallel zu B. Dieses
Phédnomen nennt man Diamagnetismus. Beachte, dass der Diamagnetismus auf der Bahnbewegung der Elek-
tronen beruht — die permanenten magnetischen Momente der Elektronen haben wir hier gar nicht beachtet.
Im Vergleich dazu zeigen induzierte atomare elektrische Dipolmomente immer in dieselbe Richtung wie das
E—Feld, siehe Abschnitt 4.1.1. In realen Materialien tragen verschiedene para- und diamagnetische Beitrige
zur Magnetisierung bei und es ist nicht trivial, magnetische Eigenschaften zu berechnen.

6.2 Magnetisierung von Materie

Analog zur elektrischen Polarisation P definieren wir die Magnetisierung (oder magnetische Polarisation) M
als magnetisches Dipolmoment pro Volumen,

M=—. (6.17)
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Ist M # 0, auch wenn kein B-Feld anliegt, so spricht man von einem Permanentmagneten und bezeichnet das
Material als ferromagnetisch (oder ferrimagnetisch, s. u.). Ist dagegen M = 0 in Abwesenheit eines angelegten
Feldes, so konnen wir i. A. M in eine Taylor-Reihe in B entwickeln und finden in fithrender Ordnung eine lineare
Abhéngigkeit. Vereinfachend unterscheidet man folgende Arten von Materie hinsichtlich ihrer magnetischen
Eigenschaften:

1. M = 0 fiir verschwindendes angelegtes Feld, B = 0, M parallel zu B fir B # 0: Paramagnet. Bei-
spiele: einfache Metalle, (Na, K, Al ...), die meisten Metalle und Isolatoren mit teilweise gefiillten 3d,
4d, 5d, 4f, 5f Schalen und daher permanenten magnetischen Momenten, organische Radikale (Molekiile
mit ungepaarten Elektronen) und Os. Molekularer Sauerstoff ist paramagnetisch, weil das Oy-Molekiil
ein permanentes magnetisches Dipolmoment hat. Ausgehend von elementarer (Schul-) Chemie ist das
iiberraschend; in der iiblichen Darstellung

0=0

scheinen alle Elektronen gepaart zu sein. Tatséchlich enthélt Os aber zwei ungepaarte Elektronen in
antibindenden 3 -Orbitalen.

Paramagneten werden wegen

— -

F=v(m-B) (6.18)
in ein inhomogenes B-Feld hineingezogen.

Zum Vergleich: P=0fir E =0 P parallel zu E fir E # 0, definiert ein (isotropes) Dielektrikum.
Dieses kénnte man logischer als ,,Parelektrikum* bezeichnen.

2. M = 0 fir B = 0, M antiparallel zu B fir B # 0: Diamagnet. Beispiele: Edelgase, Edelmetalle,
(Au, Ag, Cu), Hg, Bi, die meisten abgesiittigten kovalent gebundenen Materialien, insbesondere die
meisten organischen Materialien und H2O, daher auch organisches Gewebe. Supraleiter sind sehr starke
Diamagneten. Wegen F = 6(17133 ) werden Diamagneten aus einem inhomogenen B-Feld herausgedrdngt.
Dies fithrt zu dem bekannten Phénomen der Levitation von Supraleitern und erklédrt auch die Levitation
von lebenden Froschen (organisches Gewebel!) in sehr starken Magnetfeldern.

3. M # 0 fur B = 0, mikroskopische magnetische Momente von Atomen/ Ionen parallel ausgerichtet:
Ferromagnet. Beispiele: Fe, Co, Ni, Gd (bei tiefen Temperaturen), CrO2, MnBi, CusMnSn und weitere
sogenannte Heusler-Verbindungen, . ..

4. M # 0 fiir B = 0, mikroskopische magnetische Momente nicht alle parallel ausgerichtet: Ferrimagnet.
Beispiele: Fe3O4 (Magnetit), YsFea(FeOy)s (Yttrium-Eisen-Granat, YIG), verschiedene Metalloxide, . ..

5. M =0 fiir B = 0, mikroskopische magnetische Momente existieren und sind geordnet, kompensieren sich
aber: Antiferromagnet. Beispiele: Cr, FeMn, NiO, FeSe, YBasCu307, LaFeAsO, ...
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Wir betrachten nun das Feld eines magnetisierten Korpers. Das Vektorpotential eines infinitesimalen Di-
polmoments dm am Ort 7 ist geméf Gl. (5.166)

= o dm x ('F— 7_’1)
dA(7) = e o ER (6.19)

Das gesamte Vektorpotential eines magnetisierten Korpers ist daher

‘,,

I e S ML o)

Analog zur Darstellung des E-Feldes oder skalaren Potentials eines polarisierten Kérpers durch gebundene
Ladungen kénnen wir A durch gebundene Stréme ausdriicken: Es ist

“)—““ﬂ V!B () < V' F,|
_ dev, o Y F' LMo Hf V’
:_iig;;fd?x T ﬂjdv'

wobeil wir eine Variante des Gauflschen Satzes verwendet haben. Wir schreiben dies als

nﬂogdf; e B (6.22)

mit dem gebundenen Oberflichenstrom

V' x M(7)

"% M(7), (6.21)

Ky:=M xn (6.23)
und dem gebundenen Volumenstrom L
Jg =V x M. (6.24)

Diese gebundenen Stréme sind, wie gebundene Ladungen, auf atomare Groflenordnungen beschrénkt.

Beachte auch die Identitét B L =
V-7,=V-(VxM)=0. (6.25)
Die Kontinuititsgleichung zeigt also, dass der gebundene Volumenstrom keine Ladungen anh#ufen kann. An
der Oberfliche muss man sowohl K, als auch j; beachten, um zu sehen, dass keine Ladungen angehduft werden.
Aus A(7) erhalten wir sofort
H dv' v x )|

mW |g

B(F) = V x A(P) @d Vx

=L ffas' Ry (7 )><V

[5)%
B @ R r_r ,_, _,, ’I"—F
=+ gds Ry() X s + j V5 X s (6.26)
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Die beiden Terme haben die Form des Biot-Savart-Gesetzes fiir Flichen- bzw. Volumenstromdichten, siehe
Abschnitt 5.3.

Fiir gegebene Magnetisierung M ist die Bestimmung von A und B damit auf ein bekanntes Problem
zuriickgefiihrt.

Bl Beispiel: gleichférmig magnetisierte Kugel. Sei M = M3. Die gebundenen Stréme sind

Vergleiche das schon behandelte Beispiel einer rotierenden diinnen Kugelschale. Dort war
K=0&x7=0wR2X#=owRsinb . (6.29)

Wir kénnen also das Ergebnis mittels der Ersetzung o@ — M /R iibertragen:

. fo = 1 fir r < R,
A(Ff) ="M x7 < R3 (6.30)

? ) fur7‘>R
r

und im Inneren finden wir das homogene Feld

L 20
B= % M = const. (6.31)

Vergleiche das E-Feld im Inneren einer gleichférmig polarisierten Kugel; es ist ebenfalls homogen.

6.3 Das Magnetfeld H

Die folgende Diskussion ist weitgehend analog zur Motivation des Verschiebungsfeldes D in Abschnitt 4.3. Die
totale Stromdichte setzt sich i. A. aus gebundenen und freien Strémen zusammen:

T7=179+7F (6.32)

Sie erzeugt das Induktionsfeld B gemif des Ampereschen Gesetzes

1 = = -
u—VxB:j':j'g—&—_'f:VxM—l—"’f. (6.33)
0
Es folgt
. 1 -~ -
V x (B—M) =7 (6.34)
Ho
Wir definieren das Magnetfeld
~ 1 - -
i LGt (6.35)
Ho
und erhalten das Amperesche Gesetz fiir H:
V x H =7, (6.36)

die Wirbel des Magnetfeldes sind nur die freien Strome. In Integralform:
f dl-H = Iy i (6.37)
as

Das Magnetfeld H ist also analog zum Verschiebungsfeld D= GOE + P in der Elektrostatik. Die fundamentalen
Felder sind E und B. Daher ist die historisch entstandene Bezeichnung von H und nicht B als »Magnetfeld“
ungliicklich.

Es ist aber leicht zu verstehen, warum frither und in der Experimentalphysik noch heute oft E und H
angegeben werden. In Experimenten kennt man i. A.
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e die angelegte Spannung und daraus das elektrische Feld E,

e den flielenden freien Strom und daraus das Magnetfeld H.

B Beispiel: H-Feld fiir einen dicken Kupferdraht mit gleichférmigem freiem Strom ;.
Z 4

\
CE

7
Amperesche

>/ Schleife

>

A

Aus Symmetriegriinden ist H tangential:

]

—H,$. (6.38)

Das Ampeéresche Gesetz fiir H ergibt

[ —

7{ di-H = fdg'.jf (6.39)
oS
mpjs i p <R,

= 2mpH,= (6.40)
TR%j; fiir p> R.

Der gesamte freie Strom ist

Iy = TR%jy, (6.41)
woraus folgt
2
2mp H, = R2 Iy firp< R, (6.42)
Iy fir p > R
P
S (6.4

1
2r | = fiir p> R.
P

Im Auflenraum ist M = 0 und daher 1
B=pH =210, (6.44)
™ p

wie fiir einen diinnen Draht Im Inneren kénnen wir B nicht ohne weltere Informationen, insbesondere uber
den Zusammenhang von M mit B oder H, bestimmen. Fiir Kupfer ist M allerdings klein im Vergleich zu ,uOH
Analog zur Elektrostatik reicht der Zusammenhang

Vx H=J (6.45)
i. A. nicht aus, um H zu bestimmen. Im Beispiel war das nur aufgrund der hohen Symmetrie méglich. Allgemein

ist

—

<
]
<

|
<l
=
<

(6.46)



von Null verschieden. Beispiel: ein Stabmagnet hat 7 = 0 aber offensichtlich im Auflenraum B # 0 und damit
A=Bluoto o

Analog zu E und D koénnen wir auch fiir B und H Anschlussbedingungen an der Grenzflache zwischen
zwei Medien (evtl. Vakuum) herleiten. Das Ergebnis ist, hier ohne Beweis,

Bn2 - Bnl = 07 (647)
oder dquivalent Hy,o — Hy1 = —(Mpe — My1), und

Hiy — Hy = K x . (6.48)

CHE,

6.4 Lineare Medien

Fiir Paramagneten und Diamagneten kann man M fiir kleine B entwickeln. Fiir nicht zu grofles B-Feld ist
die Magnetisierung also linear in B. In Analogie zur Beziehung P = ¢px.E wire es also naheliegend, diese

Proportionalitéit als

Lo 1 .
M<—y.,.B (6.49)
Ho

zu schreiben. Da H experimentell besser zugéinglich ist als E, tut man das aber nicht, sondern schreibt

stattdessen . .
M = xmH (6.50)

mit der magnetischen Suszeptibilitit x.,. Es folgt
B = po(H + M) = pio(1 + ym)H. (6.51)

Xm ist i. A. ein Tensor, aber wir betrachten hier nur den isotropen Fall, in dem ., als Skalar aufgefasst werden
kann. Dann ist

- 1 B
H = = (6.52)
1+ Xm to
7 T Xm B
=~ M = y,H = Z. 6.53
X 1+Xm Mo ( )

Es ist xm > 0 fiir Paramagneten (M zeigt in dieselbe Richtung wie B) und x,, < 0 fiir Diamagneten (M ist
antiparallel zu B). Man kann zeigen, dass X, nicht kleiner als —1 sein kann und den extremen Wert y,,, = —1
nur fiir Supraleiter annimmt, in welchem Fall offenbar B = 0 fiir beliebiges H gilt. Wir definieren noch

B = puo(1+ xon)H =: pH (6.54)
mit der Permeabilitit p = po(l + xm). Man verwendet auch die relative Permeabilitit

= =1y (6.55)
Ho
B Beispiel: ideale Spule, gefiillt mit linearem Medium. Analog zur luftgefiillten Spule erhalten wir im

Inneren
H=nlsz (6.56)

105



(n ist die Zahl der Windungen pro Liinge). Es folgt
B = pH = po(1 + xm) nlf2. (6.57)

Fiir Paramagneten ist das Feld vergréffert. Das kann man mit Hilfe des gebundenen Oberflichenstromes ver-

stehen: . . .
Kg=Mxnt=xXmHXN=xmnltZxp=xmnlsp. (6.58)

Dieser fliefit in dieselbe Richtung wie der freie Strom und verstéirkt so das B-Feld.
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Kapitel 7

Lineare Leiter in statischen Feldern

In diesem kurzen Kapitel kommen wir auf Leiter zuriick. In Abschnitt 2.6 hatten wir den stationiren Zustand
im statischen elektrischen Feld betrachtet. Die Leiter waren von der Quelle des Feldes elektrisch isoliert. In
dieser Situation werden im Leiter Ladungen getrennt, die sich an seiner Oberfliche ansammeln, aber es fliefit
im stationédren Zustand kein Strom mehr. Ein ganz anderer Fall liegt vor, wenn das elektrische Feld im Inneren
des Leiters durch eine Spannungsquelle aufrecht erhalten wird. Dann wird der stromlose Zustand nie erreicht,
auch wenn wir beliebig lange warten.

In einem idealen Leiter wiirden die Ladungstriiger unbegrenzt beschleunigt, die Stromdichte sollte also im-
mer weiter anwachsen. Diese freie Beschleunigung ldsst sich leicht mittels einer Materialgleichung ausdriicken.
Die Ergebnisse gelten allgemein fiir ideale Leiter, wir formulieren sie aber konkret fiir Supraleiter. Fiir die
(Supra-) Stromdichte gilt, bei homogener Ladungsdichte p,

7. = n —_— =N — = N
atJS q S 8t q S m S
P

— F_? 2 .
0 09 el T g (7.1)
m

Hier sind ns die Konzentration, ¢ die Ladung und m die Masse der die Supraleitung tragenden Ladungstriger.

Dies sind Elektronen, also ¢ = —e und
0 e? =
— 7. =n,— E. 7.2
o’ " " m (7:2)

Dies ist die erste London-Gleichung. Das unbegrenzte Anwachsen des Stromes erscheint unphysikalisch. Durch
eine sorgfiiltige elektrodynamische Betrachtung ldsst sich das Problem auflésen. (Nehmen wir statt Elektronen
Cooper-Paare als Ladungstriger an — wofiir die Gebriider London noch keinen Anlass hatten — so dndert sich
das Ergebnis nicht. In n,¢*/m werden ¢ und m verdoppelt und n halbiert.)

Nicht ideale Leiter, wie normalleitende Metalle, setzen einem Strom einen Widerstand entgegen — wir
wissen aus Erfahrung, dass sich stromdurchflossene Leiter erwédrmen, also wird in ihnen Energie dissipiert.
Daher erwarten wir, dass sich fiir ¢ — oo eine stationdre Stromdichte 7# 0 einstellt. Die Ladungstriger sind
dann natiirlich nicht in Ruhe. Dies ist die im Rahmen der Magnetostatik beschriebene Situation. Wir sehen
also, dass in der Magnetostatik (und noch allgemeiner in der Elektrodynamik) in Leitern i. A. E #0und 7#0
gilt.

Im Folgenden betrachten wir zunéchst den Fall, dass nur ein externes elektrisches Feld im Leiter aufrecht
erhalten wird. AnschlieBend untersuchen wir Leiter in koexistierenden E- und B-Feldern.

7.1 Das Ohmsche Gesetz

Wir betrachten einen Leiter mit einem nicht unbedingt gleichférmigen, aber statischen E-Feld.

P

"
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Das E-Feld beschleunigt die Ladungstriger gemafl der Newton-Gleichung
mr = qE. (7.3)

In einem nicht idealen Leiter wirkt aber zusétzlich eine Reibungskraft aufgrund der Streuung der Ladungstréger
an Gitterdefekten und Gitterschwingungen (Phononen), also lautet die Bewegungsgleichung

mr = qE — oF (7.4)
oder
mi = qE—ab (7.5)
= U+ab = qE.

Wir nehmen nun der Einfachheit halber an, dass E homogen ist und 16sen diese Gleichung mit dem Ansatz

T(t) = Tao + De M, (7.7)
FEinsetzen ergibt
Mm@ e M+ ats + ade N = gE (7.8)
= To=L und r=2 (7.9)
o m
Die allgemeine Losung ist damit
" q - at
t) = — —— . 7.10
i) = 22 4.5 oxp (-2 ) (7.10)
Im stationdren Zustand fiir ¢ — oo ist die Geschwindigkeit
E
F=7,=2. (7.11)
@

Ist die Konzentration der Ladungstriger n und ihre Ladungsdichte daher p = ¢n, so ist die Stromdichte

T=pi=p E. (7.12)

* &

*n
a

Sie ist also linear im Feld E. Die Proportionalitdtskonstante ist die Leitfihigkeit o, also

—

J=oFE. (7.13)

Dies ist das Ohmsche Gesetz in mikroskopischer Form. Dieser lineare Zusammenhang folgt aber nur, weil wir
eine lineare Form —ar7 fiir die Reibungskraft angenommen hatten. Auch ist die klassische Herleitung fiir z. B.
Elektronen in Metallen sicherlich nicht gerechtfertigt. Eine bessere quantenmechanische Rechnung liefert auch
einen linearen Zusammenhang fiir kleine Felder. Allgemeiner erwarten wir eine kompliziertere Abhéngigkeit
ﬂE)7 deren fithrende Ordnung das lineare Ohmsche Gesetz ist, analog zu den Materialgleichungen P= eoXeE
und M = Xmﬁ .
In anisotropen Leitern wird die Leitfahigkeit, analog zu den Suszeptibilitédten, ein symmetrischer Tensor
sein:
7=%E. (7.14)

Wir beschrénken uns hier auf den isotropen Fall o = ol.

Die makroskopische Form des Ohmschen Gesetzes erhalten wir, indem wir 7= oF iiber das Volumen V
eines Drahtes mit der Querschnittsfliche A und der Lénge L integrieren. Wir nehmen hier an, dass 7, ¢ und
E homogen sind.

T —F 4 L.
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Es folgt
fjdejw = ffdeaEz (7.15)
% %
= Ljfdsjz = JA/dlEI (7.16)

= Lﬂdg'.j = JA/df-E (7.17)

= LI = oAU (7.18)
= I = % U=GU (7.19)

mit dem Leitwert G bzw. 7
U:U—AIZE:: RI (7.20)

mit dem Widerstand R.

Abschlieflend sei angemerkt, dass die Natur der treibenden Kraft fiir den Strom unerheblich ist. Er kann
insbesondere auch durch die magnetische Lorentz-Kraft angetrieben werden. Wir sollten also im Ohmschen
Gesetz E durch F /q ersetzen, wobei F die Gesamtkraft auf die Ladungstriger (mit der Ladung ¢) ist. Unter
FEinschluss der magnetischen Kraft ﬁmag =qU x B erhalten wir damit

T=0(E+7xB). (7.21)

Hier enthélt ¢ einerseits die Geschwindigkeit der Ladungstriager relativ zum Leiter, aber andererseits auch die
Geschwindigkeit des Leiters relativ zum Laborsystem, beziiglich dem B gegeben ist. Wir kommen darauf bei
der Diskussion des Induktionsgesetzes zuriick.

7.2 Induktionsfeld in Leitern und Supraleitern

Leiter haben einen dramatischen Effekt auf elektrostatische Felder: Das E-Feld wird vollstdndig aus ihrem
Inneren verdringt. Normale Leiter beeinflussen das B-Feld bei weitem nicht so stark. Unter Vernachléssigung
der meist geringen magnetischen Polarisierbarkeit (siehe Kapitel 6), dringt das B-Feld ungestort in einen
normalen Leiter ein. Die Asymmetrie zwischen E und B beruht darauf, dass der Leiter zwar freie Ladungstrager
enthélt, aber keine freien magnetischen Monopole. Der wichtigste magnetische Effekt in normalen Leitern ist
der Hall-Effekt, den wir gleich besprechen werden.

Ganz anders verhalten sich Supraleiter. Diese verdriingen nicht nur das E-Feld (weil sie leiten), sondern
auch das B-Feld, bis auf eine Oberfléichenschicht mikroskopischer Dicke A (Meissner-Ochsenfeld-Effekt). Der
Ursprung dieses Effekts kann hier nicht erklirt werden. Letztlich ist er analog zum Higgs-Mechanismus in der
Hochenergiephysik. Im Zusammenhang mit Supraleitung spricht man vom Anderson-Higgs-Mechanismus. Er
bewirkt, dass das Photon in supraleitenden Medien effektiv eine Masse erhilt. Damit fallen E- und B-Felder
exponentiell mit dem Abstand ab, also insbesondere auch exponentiell mit dem Abstand zur Oberflache.

Es sei angemerkt, dass fiir statische Felder die Eigenschaften von Supraleitern im Rahmen der Magnetosta-
tik beschrieben werden kénnen, wenn man eine zusitzliche (Material-) Gleichung einfiihrt. Dies ist die zweite
London-Gleichung

. 1 -
Vx7i=-— B. 7.22
XJ= T (7.22)
Diese liefert mit dem Ampereschen Gesetz L
V x B = puoJs (7.23)
die Gleichung
L L L 1 -
Vx(VxB):fFB (7.24)
L. . 1 -
. — 2 —_
= V(V-B)-V"B 32 B (7.25)
0
vE- L3 7.26

die den exponentiellen Abfall von B beschreibt.
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7.3 Der Hall-Effekt

Wir betrachten einen grofien, leitenden Quader mit gleichformiger Stromdichte j parallel zu einer Kante und
gleichformigem B-Feld parallel zu einer dazu senkrechten Kante.

z
)A— ' d
O /
B

Die Ladung der Ladungstréger sei q. Die magnetische Lorentz-Kraft Enag = q¥ x B lenkt die Ladungstrager
nach unten (oben) ab, wenn ¢ > 0 (¢ < 0) gilt. Dies fiihrt zur Akkumulation von Flichenladungen +o auf der
oberen und der unteren Seitenfliche. Diese Ladung nimmt zu, bis die von ihr hervorgerufene elektrische Kraft
F, = qﬁ die magnetische Kraft gerade kompensiert — dann gibt es keine Ablenkung mehr. Die Existenz des
elektrischen Feldes E aufgrund der Oberflichenladungen ist der Hall-Effekt.

s i
SE— A

Woo ——F |oB (¢>0)
+ +l+ + + 4+

g
'F,
mag
Im stationdren Zustand gilt also
F=qE+qixB=0 (7.27)
- E=-UxB=-?xB. (7.28)
p
Fiir die hier betrachtete Geometrie bedeutet das
B
B =12 (7.29)
p

Die Spannung zwischen der oberen und der unteren Seitenfliche ist also
jBh
P

Uttan = —hE, = — (7.30)
Dies ist die Hall-Spannung. Beachte, dass Uy, vom Vorzeichen von p und damit vom Vorzeichen sgnq der
beweglichen Ladungstriger abhéingt. (Dieses Vorzeichen kiirzt sich nicht mit einem Faktor in 7 heraus, da die
Richtung von 7 unabhdngig vom Vorzeichen der Ladungstriger durch eine in y-Richtung angelegte Spannung
bestimmt wird.) Der Hall-Effekt wird daher zur Messung des Vorzeichens und der Konzentration der domi-
nierenden Ladungstriger verwendet (Elektronen oder Locher?). Er wird auch, fiir bekanntes Material, zur
Messung des B-Feldes verwendet.

110



Kapitel 8

Elektrodynamik

Bisher hatten wir zeitunabhéngige Felder beschrieben, die von stationdren Ladungen und Strémen erzeugt
werden. Die dazu notigen mikroskopischen Gleichungen

V- E = 2 (8.1)
€0

VxE = 0, (82)

V-B = 0, (8.3)

VxB = b, (8.4)

enthalten fiir gegebene p und 7'keine Kopplung zwischen elektrischen und magnetischen Feldern. Eine Kopplung
kommt hochstens dadurch zustande, dass die Stromdichte 7 vom elektrischen Feld E abhéngt, z. B. iiber das
Ohmsche Gesetz. Im Folgenden wollen wir zeitabhdngige Phdnomene behandeln. Experimente von Faraday
und Nachfolgern zeigten, dass zeitlich verdnderliche Magnetfelder elektrische Felder induzieren. Daher miissen
in der Beschreibung zeitabhéngiger Felder Gleichungen auftreten, die E und B koppeln.

8.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Experimente von Michael Faraday zeigten, dass in einer Leiterschleife S ein elektrischer Strom I erzeugt
wird, wenn sich der magnetische Fluss ®,, durch die Schleife zeitlich dndert.

B

oS

Dies ist unabhingig davon, wie diese Anderung bewirkt wird, z. B. durch

Anderung des E—Feldes,

e Translation der Leiterschleife,
e Rotation der Schleife,
e Verformung der Schleife.

Man sagt, der Strom I wird durch die Flusséinderung induziert. Es muss eine Kraft existieren, die diesen Strom
antreibt. Fiir hinreichend schwache Kraft — wie in Faradays Experimenten — gilt das Ohmsche Gesetz und der
Strom ist proportional zur Kraft. Unser Ziel ist es, diese Kraft zu verstehen. Dies ist ziemlich subtil und wird
in Lehrbiichern teilweise falsch diskutiert.
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8.1.1 Bewegungsinduktion

Wir betrachten zunéchst eine sich bewegende Schleife im zeitunabhéngigen B-Feld. Das Feld muss dabei nicht
homogen sein und die Bewegung der Schleife kann beliebige Translationen, Rotationen und Verformungen
enthalten. Es soll sich um eine ,,Probeschleife* handeln, deren Leitwert so gering ist, dass das vom induzierten
Strom erzeugte B-Feld gegeniiber dem angelegten Feld vernachléssigbar ist. Ein Linienelement dl’ der Schleife
bewege sich mit der Geschwindigkeit v

7x B B
®
it

B dl’
®

Die auf einen Ladungstriger der Ladung ¢ wirkende Kraft ist die magnetische Lorentz-Kraft

—

F =qvxB. (8.5)

Fiir die Bewegung der Ladung entlang der Schleife ist nur die Kraftkomponente parallel zu dl relevant.
Durchléuft die Ladung eine geschlossene Schleife einmal, so verrichtet die Kraft an ihr die Arbeit

W:jfdf-ﬁ:qudf.(axé). (8.6)

Dieses Ringintegral verschwindet im Allgemeinen nicht, wie folgendes Beispiel zeigt:

B#0 : B=
© ©
ol O |
© ©
7x B ‘Cz
® ©
W=q¢dl (7xB)=qavB. (8.7)

c

Damit ist die Kraft i. A. nicht konservativ. Analog zur Einfiihrung des elektrischen Feldes und Potentials
spalten wir die (Probe-) Ladung ¢ ab und definieren:

E:ZK.
q

(8.8)
& heillt elektromotorische Kraft. Diese Bezeichnung ist irrefithrend, da £ schon einheitenméfig keine Kraft
ist, sondern eine Verallgemeinerung der Potentialdifferenz (Spannung) auf den Fall nicht konservativer Krifte.
Einleuchtendere Bezeichnungen fiir £ sind Ringspannung und Umlaufspannung.

Fiir die Bewegung der Ladungen ist unerheblich, ob die Kraft konservativ ist oder nicht bzw. ob sie durch
eine Potentialdifferenz oder eine allgemeine elektromotorische Kraft angetrieben werden. Fiir eine geschlossene
leitende Schleife mit dem Ohmschen Widerstand R erhalten wir daher einen induzierten Strom

=<, (8.9)



Beachte, dass in der bisherigen Diskussion kein elektrisches Feld auftrat. Ist der Stromkreis jedoch nicht
geschlossen, so fiihrt ein induzierter Strom zur Anhdufung von Ladungen an den offenen Enden, die ein
elektrisches Gegenfeld erzeugen. Dies ist analog zum Hall-Effekt. Alle diese Effekte in bewegten Leitern im
B-Feld bezeichnet man als Bewegungsinduktion.

Wir konnen die elektromagnetische Kraft

E=¢ dl-(7xB) (8.10)
oS

noch mit dem magnetischen Fluss

D, = {J ds- B (8.11)

durch die Schleife in Beziehung setzen. Wir betrachten die Anderungen des Flusses aufgrund der Bewegung
des Elements dl:

Die Flussdnderung im Zeitintervall dt ist
d®,, = (Fdt x dl)-B = (B x ¥) - dldt = —(7 x B) - dl dt. (8.12)
iiberstrichenes Fliachenelement

Damit ist die gesamte Anderung des Flusses pro Zeit

> . .

M:-% T (5% B) = & (8.13)
dt 9S
dd,,

= ——. .14

= & o (8.14)

Dies ist ein bemerkenswert einfaches Ergebnis fiir die elektromotorische Kraft bei Bewegungsinduktion.

8.1.2 Ruheinduktion und allgemeines Induktionsgesetz

Faradays Experimente haben nun gezeigt, dass es fiir den induzierten Strom gar nicht darauf ankommt, wo-
durch sich der magnetische Fluss &ndert — es gilt immer

1 do,,
I=—=—. 8.15
R dt ( )
Daraus schlieflen wir, dass immer eine elektromotorische Kraft
dd
E=-——"" 8.16
o (8.16)
existiert, die den Strom antreibt. Wir untersuchen nun die Konsequenzen fiir eine unbewegliche Schleife in einem
zeitlich verdnderlichen B-Feld. In diesem Fall spricht man von der Ruheinduktion. Nun kann die magnetische
Lorentz-Kraft ¢ x B nicht verantwortlich sein, da ¢ = 0 gilt oder, wenn schon ein Strom fliefit, ¢ || dl ist
und daher gt/ X B senkrecht zum Leiter wirkt. Daher muss es sich um eine elektrische Kraft ¢F handeln. Wir
schlielen also

W= df-ﬁ:qfdf.ﬁ (8.17)

L e j{df. B (8.18)
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Faradays Experimente implizieren dann

a1 dq)m_ d - B
) A E == ——ajfd&B. (8.19)
S

Nun hatten wir angenommen, dass die Schleife S stationér ist, daher kénnen wir die Zeitableitung ins Integral
ziehen:

dl E= ﬂ ds - (8.20)

Mit dem Stokesschen Satz folgt
O B
f ds- (V x E) H ds - a . (8.21)

Die Schleife hatten wir als Probeschleife verstanden, die die Felder vernachlissigbar stort. Daher gilt die
Beziehung auch, wenn keine reale Leiterschleife vorhanden ist. Da wir OS beliebig (stationér) wihlen kénnen,
folgt

- OB

VxE= ~ 5 (8.22)

Dies ist das Faradaysche Induktionsgesetz in differentieller Form. Wir sehen, dass es elektrische und magneti-

sche Felder miteinander koppelt. Daher sprechen wir von einem elektromagnetischen Feld mit Komponenten E

und B. Das Faraday-Gesetz schafft also zum ersten Mal eine Vereinigung von Elektrizitit und Magnetismus.

Wir schreiben das Induktionsgesetz noch in einer allgemeineren (Integral-) Form auf, die sowohl Bewe-

gungsinduktion als auch Ruheinduktion einschliefit: Die Flussénderung pro Zeit aufgrund der Bewegung ist,
siche Gleichung (8.13),

d®,,

dt

:—]f dl'- (7 x B). (8.23)
9§

Bewegung

Die Flusséinderung aufgrund der zeitlichen Anderung des B-Feldes ist einfach

_J]-d 5B Faraday j{ i E. (8.24)

oS

Feld

Insgesamt also
—¢ dl-(E+7xB 25
P2 jf ——f dr( ) (3.25)

Kénnen wir verstehen, wieso die Art der Anderung des Flusses keine Rolle fiir die Induktion spielt? Wir be-
trachten ein E—Feld, das von einem Permanentmagneten erzeugt wird, und eine starre Leiterschleife. Bewegen
sich Magnet und Schleife relativ zueinander (wir betrachten reine Translation), so &ndert sich i. A. der Fluss
durch die Schleife und eine elektromotorische Kraft wird induziert. Im Ruhesystem des Magneten handelt es
sich um Bewegungsinduktion (die Schleife bewegt sich), im Ruhesystem der Schleife hingegen um Ruhein-
duktion. Die induzierte elektromotorische Kraft und damit der Strom darf nicht davon abhéngen, welches
Bezugssystem wir wihlen. Also ergibt sich die Gleichheit der Effekte aus der Forderung der Galilei-Invarianz
[siehe M. Jammer und J. Stachel, American Journal of Physics 48, 5 (1980)].

8.2 Das Ampere-Maxwell-Gesetz

Wir fassen zunéchst die bisher erhaltenen Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld zusammen. In mikro-
skopischer Form lauten sie

V- E=L (Gaus fir B), (8.26)
€0
VxE=-B (Faraday), (8.27)
V-B=0 (Gaus fiir B), (8.28)
V x B = po7 (Ampere). (8.29)
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Haben wir damit eine korrekte Beschreibung der Dynamik des Feldes? Um dies zu priifen, betrachten wir die

Divergenz der Stromdichte:

- mpere 1 = - .
vy e =V (VX B)=0. (8.30)
0
Ladungserhaltung fithrt andererseits auf die Kontinuitétsgleichung
V-T=—p. (8.31)

Es folgt p = 0, also p = const; die obigen Gleichungen gelten also nur fiir zeitunabhéngige Ladungsdichten.
Fiir zeitabhingiges p(7,t) ergeben sie einen Widerspruch zur Kontinuititsgleichung, d.h. sie verletzen die

Ladungserhaltung.
James Clerk Maxwell hat diesen Widerspruch durch eine Ergénzung des Ampereschen Gesetzes behoben.

Wie muss dieses Gesetz ergéinzt werden, um mit der Kontinuitétsgleichung vereinbar zu sein? Wir fiigen einen

Zusatzterm ein: L.
v x B = /L0j+ ,UO,TV (832)

(wir kénnen diesen Term natiirlich bezeichnen, wie wir wollen; die Schreibweise poJy erweist sich gleich als

giinstig). Dann muss gelten
. 1 = =~ o
V-jv=—V-(VxB)-V-7=p. (8.33)

Mit dem GauBschen Gesetz ergibt sich
ﬁ-j'v:q)fﬁ-ﬁ:eoﬁnﬁ. (834)
Die einfachste Moglichkeit, diese Gleichung zu erfiillen, ist der Ansatz

v = eoB. (8.35)

Im Prinzip kénnte zu 7y noch ein beliebiges Wirbelfeld addiert werden, aber Experimente zeigen, dass ein

solcher Term nicht auftritt. Damit wird
6 X E = ,U,oj+ ,LLOGOE_i (836)

Das ist das Ampeére-Mazwell-Gesetz. Die Grofle 7y = ¢oE nennt man den Verschiebungsstrom.
B Beispiel: Gegeben sei ein dicker zylindrischer Leiter mit einer schmalen Liicke. Im Leiter fliele eine

homogene Stromdichte j:

oS d
h \‘\ — -
) _J . IR
i ol |—0o
— :

Bestimme das B-Feld auBerhalb des Leiters.
Losung: Der Strom lddt die Oberflichen beiderseits der Liicken auf (Kondensator!). Ladungserhaltung

ergibt fiir die Gesamtladung _
Q=1 (8.37)

und

& =j.. (8.38)

Da die Liicke schmal ist, konnen wir Streufelder vernachlissigen. Daher ist das E-Feld in der Liicke
E=:2. (8.39)

€0
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Die rechte Seite des Ampere-Maxwell-Gesetzes lautet g7+ ,uoeoﬁ . Fiir Radien p > R (in Zylinderkoordinaten)
verschwindet sie. Fiir p < R haben wir

. . ) d
o | 0T = o2 fiir |2 > 2,

ol + pocoE = . p (8.40)
woeoE = nodZ = poj.2  fir |z| < 5

und damit fiir alle z

Die Summe aus realem Strom und Verschiebungsstrom ist also translationsinvariant entlang z. Wir kénnen
daher das Ampere-Maxwell-Gesetz in Integralform in Analogie zum Ampereschen Gesetz fiir einen dicken
Draht leicht 16sen: Fiir p > R erhalten wir

di-B = uofde’-jzé@(R—p) (8.42)
S 5

= 2mpB, = wrR%j, = pol (8.43)

po 1
B, = =2- A4
= @ 21 p (844)

3 po I
B = B0-g 8.45
= or 57 (8.45)

Ohne die Maxwellsche Ergénzung wére das Ergebnis nicht einfach falsch, sondern mehrdeutig. Nichts legt
fest, wie die von der Ampereschen Schleife dS berandete Fliche S aussehen muss. Wir koénnen sie also so
wéhlen, dass sie den Leiter durchschneidet, dann fliet der Strom I hindurch. Oder wir kénnen sie durch die
Liicke legen, dann fliefit kein realer Strom hindurch. Abhéngig von der Wahl der rein mathematischen Fliache
S wiirden wir jeweils unterschiedliche Ergebnisse fiir das B-Feld erhalten.

8.3 Die Maxwell-Gleichungen

Mit den Uberlegungen in Abschnitten 8.1 und 8.2 haben wir nun die vollstéindigen Bewegungsgleichungen fiir
das elektromagnetische Feld gefunden. Diese nennt man zusammenfassend Mazwell-Gleichungen, obwohl sie in
dieser Form nicht von Maxwell aufgeschrieben wurden; seine Veroffentlichung von 1864 enthélt kompliziertere
Gleichungen, die aber zur modernen Formulierung dquivalent sind. Zusammengefasst lauten die Gleichungen
in mikroskopischer Form

V- E=2L (Gaus fir E), (8.46)
€0
VxE=-B (Faraday), (8.47)
V-B=0 (Gaus fiir B), (8.48)
V x B = o+ Moeoﬁ (Ampere-Maxwell). (8.49)

Es gibt keine allgemein iibliche Reihenfolge der Gleichungen — Bezeichnungen wie ,,3. Maxwell-Gleichung® sind
daher nicht eindeutig und sollten vermieden werden. Die Maxwell-Gleichungen enthalten alles, was man iiber
das klassische elektromagnetische Feld wissen kann. Sie definieren damit die klassische Feldtheorie des Elek-
tromagnetismus. Beachte, dass die Gleichungen (8.46) und (8.49) inhomogen sind — die Inhomogenitéten sind
p/€o bzw. poj. Die anderen beiden sind homogen, wiren aber auch inhomogen, wenn magnetische Monopole
existieren wiirden.

Die inhomogenen Gleichungen implizieren — per Konstruktion — die Kontinuitétsgleichung:

0=V (VxB)=uV-J+pueV-E = puV -7+ pop (8.50)
= V-7+p=0, (8.51)

diese muss also nicht als zusétzliche Gleichung gefordert werden. Ladungserhaltung ist also automatisch erfiillt.
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In Materie erhalten wir analog die folgenden Gleichungen, die das Feld mit freien Ladungen und Strémen
in Verbindung bringen:

V-D = py, (8.52)
VxE = —B, (8.53)
V-B = 0, (8.54)
VxH = J+0D. (8.55)

E:7 5, B ), H sind alle makroskopisch gemittelte Felder. Man erkennt, dass die Faktoren in den Definitionen von
D und H gerade so gewahlt wurden, dass die Umrechnungsfaktoren ey und o in den Maxwell-Gleichungen
verschwinden. Die Gleichungen miissen ergéanzt werden durch die Definitionen

= FE+P, (8.56)
_ o (4 D), (8.57)

T

die ganz allgemein gelten. In linearen Medien gilt zusétzlich

D = €6k, (8.58)
B = u.uoH, (8.59)

und in linearen (ohmschen) Leitern gilt auBerdem
J; = oE. (8.60)

8.4 Potentiale und Eichinvarianz

8.4.1 Potentiale

Wie in der Statik kénnen wir die Felder durch Potentiale darstellen. Aus

V-B=0 (8.61)
folgt die Existenz eines Vektorpotentials A mit
B=VxA (8.62)

Nur ist jetzt B und also auch A zeitabhéingig. Aus

=

VxE=-B (8.63)

folgt dann ) .
0= x BB x(FsA) (8:64)

Also ist nun nicht mehr E, sondern E + A wirbelfrei. Damit existiert ein skalares Potential ¢ mit

Das skalare Potential ist nun i. A. auch zeitabhéngig. Die Vakuum-Maxwell-Gleichungen betreffen sechs Feld-
komponenten E, E,, E., By, By, B.. Die Darstellung durch Potentiale zeigt aber, dass das elektromagnetische
Feld gar nicht sechs unabhéngige Komponenten hat. Die Zahl ist nun zunéchst auf vier reduziert, da das Feld
durch die vier Komponenten ¢, A,, A, und A, dargestellt werden kann.
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8.4.2 Eichinvarianz

Wie schon mehrfach gesehen, édndert sich B nicht, wenn wir zu A einen Gradienten addieren:

Vx(A+Vx)=VxA+VxVy=EB. (8.67)
0

In der Elektrodynamik tritt A aber auch im E-Feld auf. Nun fordern wir, dass sich auch E nicht fndern soll.
Fiir
A— A+Vy (8.68)
ist dann aber _ )
Vo=—E—-A——-E—A— =Vy=V¢—Vyx. (8.69)
E und B &ndern sich also nicht, wenn wir beide Potentiale gleichzeitig geméf

A— A+ Vy, (8.70)
¢—=0o—x (8.71)

transformieren. Dies ist eine allgemeine Eichtransformation. Da sie die beobachtbaren Felder E und B nicht
dndert, ist das skalare ,,Umeichfeld“ x (7, t) aus Prinzip unbeobachtbar. Es beschreibt daher keine physikalischen
Eigenschaften des Systems. Das elektromagnetische Feld hat daher nur drei Komponenten (drei Freiheitsgrade
an jedem Ort 7), die vierte kann durch Wahl von x(7,¢) beliebig und ohne Konsequenzen festgelegt werden.
Durch die Einfiihrung der Potentiale sind die homogenen Maxwell-Gleichungen automatisch erfiillt. Wir
driicken nun die inhomogenen Gleichungen (im Vakuum) durch die Potentiale aus. Das Gaufsche Gesetz lautet

V- v.A=" (8.72)
€0
und das Ampere-Maxwell-Gesetz
VX (VxA)=V(V-A)—V2A = o] — pocoVe — poeo A. (8.73)
Es folgt
2 s 1 P
Vép+—=-V-A = ——, (8.74)
8t €0
0%\ > == - .
(V2 — Ho€o W)A —V(V- A+ pocop) = —pof (8.75)

Das sieht ziemlich kompliziert aus.

Eine zusétzliche Bedingung, die ¢ und A festlegt, nennt man Fichbedingung, die dadurch erfolgende Fest-
legung Fichung. Durch geeignete Eichungen kénnen wir die Gleichungen vereinfachen:

1. Coulomb-FEichung: Wir fordern

- —

V-A=0. (8.76)
Dann lautet die erste Gleichung
Vvp= L. (8.77)
€0

Das ist identisch zur Poisson-Gleichung der Elektrostatik. Unter den iiblichen (freien) Randbedingungen

ist die Losung bekannt:
~ 1 p(,t)
t) = av’ . .
o) = g IV (8.78)

¢ ist also das instantan von der Ladungsdichte p erzeugte Potential. Das widerspricht nicht der Erkennt-
nis, dass sich Wirkungen héchstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten konnen. Man kann zeigen, dass
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der Beitrag von A die unphysikalischen iiberlichtschnellen Wirkungen in beobachtbaren Gréflen weghebt.
Fiir A erhalten wir die Gleichung

P - D
(V2 — Hoco 53 ) A= —poj+ pocoVe
= —poJ+ 7 Vﬂf dV’ G

= —poj— 2V [[] o VI ﬂ’" t) (8.79)

-7

mit einer nicht sehr einfachen Inhomogenitéit. Diese ist so kompliziert, weil A wie gesagt die
iiberlichtschnellen Wirkungen wegheben muss.

. Lorenz-Fichung: Diese ist benannt nach Ludvig Lorenz (ohne ,,t*). Wir fordern

V- A+ poeod = 0. (8.80)
Dann lauten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
0 2 P
_ =0 .81
(MOEO o2 \Y% > ¢ 607 (8 8 )
82 2 - —
Ho€D ﬁ -V A= HoJ- (882)

Die Gleichungen fiir ¢, A;, A,, A, sehen jetzt symmetrisch aus. Sie sind aber nicht entkoppelt, da die
Eichbedingung V-A+ toco@ = 0 sie verkniipft. Im Fall ohne Ladungen und Stréme erhalten wir

2

o)
(uoeo 5 v2) ¢ =0, (8.83)

82
(ﬂoeoa V2>A 0. (8.84)

Das sind Wellengleichungen fur ¢, Ay, Ay, A.. Sie beschreiben elektromagnetische Wellen, die sich mit
einer noch unbekannten Geschwindigkeit ¢ ausbreiten. Der Ansatz

o(7,t) = f(z — ct) (8.85)
in einer Dimension ergibt
pococ f (x —ct) — f"(x —ct) =0 (8.86)
= ppeoc? =1 (8.87)
S o= L (8.88)

\/u0€0'

Die Geschwindigkeit der Wellen (die Lichtgeschwindigkeit) ist also ¢ = 1/,/fo€g. Wir schreiben daher
fiir die allgemeinen inhomogenen Gleichungen

1 2 P
(C2 O ) -£, (8.89)
1 02 » .

Den Operator auf der linken Seite nennt man auch d’Alembert-Operator oder ,,Quabla“

1 02
0:=—= - — V2, 8.91
c? Ot? (8.91)
jedoch bezeichnet O manchmal auch das Negative hiervon. Die Lorenz-Eichung ist einerseits giinstig,
weil sie auf symmetrische Gleichungen fiir ¢ und A fiithrt, und andererseits, weil sie mit der speziellen
Relativititstheorie kompatibel ist, wie wir noch sehen werden.
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8.4.3 Eichinvarianz der Mechanik

Die Maxwell-Gleichungen &ndern sich nicht unter Umeichungen
A— A+ Vy, (8.92)
o — ¢ —X. (8.93)

Damit sich aber die physikalischen Voraussagen wie behauptet nicht &ndern, miissen auch die Bewegungsglei-
chungen von Teilchen im elektromagnetischen Feld unverdndert bleiben. In der Vorlesung Theoretische Me-
chanik wird gezeigt, dass ein Punktteilchen im elektromagnetischen Feld durch die verallgemeinerte Lagrange-
Funktion

1 . .o
L=gmi® —qp+qi A (8.94)
beschrieben werden kann. Wie verhilt sich L unter Eichtransformationen? Offenbar erhalten wir
L— L+qx+q Vy. (8.95)

Da x(7,t) beliebig gewihlt werden darf, ist L nicht eichinvariant. Es ist aber

. L= dx dr Ox B dx
qx+qr-VX—q<at+dt-aF>—th (8.96)
eine totale Zeitableitung. Die Wirkung
to .
S[F(E)] = / dt L(7, 7. 1) (8.97)
ty
transformiert sich also geméaf3
to dX
S—= S+ Q/ dt i S+ qx(F(t2), t2) — gx(7(t1), t1). (8.98)
t1
Die Variation von S, die im Hamiltonschen Prinzip auftritt, wird
08 = 08 + qox(7(t2), t2) — qdx(7(t1), tr). (8.99)

Da bei der Variation die Zeiten ¢1, 2 und auch die Anfangs- und Endorte 7(¢1), 7(t2) festgehalten werden
miissen, verschwindet die Variation von x an den Enden und wir finden

5S — 68. (8.100)

Die Variation der Wirkung ist eichinvariant und damit auch die aus dem Hamiltonschen Prinzip S = 0
folgenden (Lagrange-) Bewegungsgleichungen.

8.5 Energie, Impuls und Drehimpuls des elektromagnetischen Fel-
des

8.5.1 Energiedichte und Poynting-Vektor

Wir wollen die Energie des Feldes im Rahmen der vollen Elektrodynamik betrachten. Das Feld iibt auf eine
Punktladung g die Lorentz-Kraft . . .
F=q(E+7xB) (8.101)

aus. Bei einer Verschiebung der Ladung um d7’ leistet das Feld die Arbeit
dW = F - dF = qE - d7*: (8.102)

die magnetische Kraft leistet keine Arbeit, siche Gl (5.5): q(d7/dt x B) - dF = 0. Die Leistung des Feldes an
der Ladung ist also

V=—=F.-7=qE-7. (8.103)



Eine kontinuierliche Ladungsdichte p(7, t) zerlegen wir in infinitesimale Elemente p dV. Dann ist die Kraftdichte

f=p(E+7xB) (8.104)
und die entsprechende Leistungsdichte
w=f-7=pE-v=7E. (8.105)
Die gesamte Leistung im Volumen V ist
W= ﬂj avi-E. (8.106)
%

Dies ist die Energie pro Zeit, die das Feld an die Ladungen abgibt (wenn W > 0). Sie wird also in mechanische
Energie der Ladungen umgewandelt. Ohne weitere Krifte ist dies kinetische Energie.
Wir schreiben die Leistungsdichte noch um: Im Vakuum ist nach dem Ampere-Maxwell-Gesetz

1 - - "
7= —V XxB—-¢kF (8.107)
Ho
und damit
Lo 1 o - o N
w=FEj = —E-(VxB)—eFE-FE
Ho
1 = = = 1 5 = = -
= —— V- (ExB)+—B-(VXE)—¢FE-FE ’ Faraday-Gesetz
Ko Ho
1 d — — 1 — — — —
= ——V-(ExB)——B-B—¢E-FE
Mo Ho
01 1 - 1 - =
= ——-|eE*+—B*)-V-(—ExB 8.108
ot 2 (60 T Lo ) <PJO ) ) ( )
also 51 ) )
— ~(eE’+—B*)+V- | —ExB)=-7E. 8.109
ot 2 (60 * 1o ) + Lo J ( )
Diese Beziehung erinnert an die Kontinuitétsgleichung fiir die Ladung,
op =
—+V-7=0, 8.110
5 TV (8.110)

nur steht jetzt rechts ein , Quellterm*. Tatséchlich kénnen wir die neue Gleichung als Kontinuitétsgleichung
fiir die Energie auffassen. Wir fiihren die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ein,

1 1
Weom 1= — <€0E2 + — B2> ; (8.111)
2 Ho
wobei wir den ersten Term schon kannten, sowie die Energiestromdichte des Feldes, den sogenannten Poynting-
Vektor 1
§:= —ExB. (8.112)

Ho
Dann erhalten wir

OWem

ot

Diese Gleichung nennt man auch Poyntingsches Theorem. Sie besagt, dass die Feldenergie nur bis auf den
Term —j- E erhalten ist, der die Umwandlung in mechanische Energie und letztlich in ,,Joulesche Wérme*
beschreibt. In Integralform lautet das Poyntingsche Theorem

Wem+3@§d§-§=—ﬂ dv 7 E, (8.114)
1A% Vv

+V-S=-7-E. (8.113)

der zweite Term beschreibt offensichtlich den Energiefluss durch die Oberfliche des Volumens.
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8.5.2 Impuls des Feldes und Maxwellscher Spannungstensor

Das dritte Newtonsche Axiom (Reaktionsprinzip) sagt aus, dass die Kraft F_:lg, die ein Ko6rper 2 auf einen
Korper 1 ausiibt, und die Kraft Fhy des Korpers 1 auf Korper 2 betragsméfig gleich und entgegengesetzt
gerichtet sind:
Fy = —Fi,. (8.115)
Wir betrachten diese Krifte fiir zwei Punktladungen, die elektromagnetische wechselwirken.
Ein Korper der Masse m und der Ladung ¢ > 0 moge sich entlang der xz-Achse in positiver Richtung
bewegen. Ein identischer Kérper moge sich entlang der y-Achse in positiver Richtung bewegen.

< prel
F

Fy AN
Die Lorentzkraft auf Ladung 1 lautet
Fiy = qEx(71) + q71 x Ba(), (8.116)
ﬁfl ﬁlmag

wobei Ey(7) und By(7) das elektrische bzw. magnetische Feld aufgrund von Ladung 2 am Ort von Ladung
1 sind. Die Feldlinien von E2 zeigen von 75 aus radial nach auflen, die Feldlinien von Bg bilden Kreise mit
Mittelpunkten auf der y-Achse in Ebenen senkrecht zu dieser. Diese Aussagen gelten allgemein, insbesondere
auch auferhalb der Statik. Es ist dann eine einfache Ubung mit der Rechte-Hand-Regel, die Richtungen der
elektrischen und magnetischen Kréfte auf Ladung 1 und analog auf Ladung 2 zu ermitteln (siehe Skizze). Es

zeigt sich, dass in jedem Fall = B
F12 75 —F21 (8117)

gilt. Quantitative Rechnung zeigt, dass zwar |ﬁ12| = |ﬁ21\ gilt, die Krifte aber nicht entgegengesetzt gerichtet
sind. Dieses Ergebnis ist problematisch, weil das Reaktionsprinzip bei der Herleitung des Impulssatzes und
der Impulserhaltung ausgenutzt wird. Lehrbuchautor David J. Griffiths nennt die Impulserhaltung in diesem
Zusammenhang das , heiligste Prinzip® in der Physik. Die Losung liegt darin, dass das elektromagnetische Feld
selbst Impuls tragt. Im Rahmen der Mechanik ist das 3. Axiom hier wirklich verletzt, aber die Impulserhaltung
gilt — der fehlende Impuls wird vom Feld iibernommen.

Die Untersuchung der Impulsdichte des Feldes wird schwieriger sein als die der Energiedichte, da die
Impulsdichte 7 selbst schon ein Vektorfeld ist. Die Impulsstromdichte muss daher ein Tensorfeld sein; sie
enthélt einen doppelten Richtungssinn: welche Komponente des Impulses wird in welche Richtung transportiert.
Diesen Tensor nennt man den Mazwellschen Spannungstensor (,,Spannung® bezieht sich hier auf eine
mechanische Spannung, nicht auf eine elektrische Spannung.)

Wir wollen nun eine Kontinuitétsgleichung fiir die Impulsdichte des Feldes herleiten. Dazu gehen wir von
der Kraft auf eine evtl. bewegte Ladungsdichte p in einem Volumen V aus:

F= j\!dep(E+17>< B) = g dv (pE + 7 x B). (8.118)

Die Kraftdichte ist also . . .
f=pE+7xB. (8.119)
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Mit Hilfe des Gauflschen und des Ampere-Maxwell-Gesetzes erhalten wir

- S5 o o 1 = . :, .
f=e(V-E)E+ (u V xB-— 60E> x B. (8.120)
0
Hierin ist
— — 8 — — — ;‘Faradaya — — — - —
Esza(ExB)— xB "= —t(ExB)—kEx(VxE), (8.121)
also
. Y e n oo 1 =~ = = 9 - =
f:eo{(v E)E—Ex(VxE)}——Bx(VxB)—eO—(ExB)
Ho ot
:eo[(ﬁ E)E—Ex(ﬁxﬁ)}—ki (V-B)B—Bx (V x B) —EOQ(EXB)
Ho | = ot
e I N o o = =
=c |(V-E)E+(E-V)E-VE +/7 (V-B)B+(B-V)B = VB?| —eo o (Ex B).  (8.122)
0

Zur Abkiirzung definieren wir den Mazwellschen Spannungstensor ? mit den Komponenten

1 1 1
ﬂ‘ =€ (EiEj — 5 5ijE2> + ; (BiBj — 5 61']‘32) . (8123)
0

Die Divergenz eines Tensors ﬁ wird allgemein definiert als Vektor mit den Komponenten

= o
(V- M), = > 5 Mij- (8.124)
Insbesondere ist
- ) .o Lo 9 1 [ = = Lo 19
S, =5 L, = B)E; +(BE-VE, — - L B2+ = |(V-B)B, + (B-V)B, - - 2 B?
T =5 g Tu =0 (8 BB+ (B9, = g g4 (9B, + (5903, — 5 5 1.
(8.125)
so dass folgt
f'zﬁ-?—eoﬁ(ﬁxé):ﬁ?—eouog (8.126)

ot
mit dem Poynting-Vektor S = L E x B. Die Gesamtkraft ist also

Ho

F={[[ave T —eopo [[[ av § S L5 (f a5 T — eopo % [[favs, (8.127)

wobel

gemeint ist. Der Spannungstensor tritt also nur im Oberflichenterm auf und der Poynting-Vektor im Volu-
menterm. Geméfl der Newtonschen Bewegungsgleichung gilt

—

= ﬁnlecha (8129)

wobel Pmech der (mechanische) Impuls des Mediums ist, das die Ladungen tréigt. Es folgt

Prmech = —€0kto % ([ av 5+ f a5 T (8.130)

Der Volumenterm muss eine andere Form von Impuls darstellen, in die phyecn umgewandelt werden kann. Da
dieser Term E und B enthilt, muss es sich um den Impuls des elektromagnetischen Feldes handeln. Wir
definieren diesen als

Pom = eopio [[[ av § (8.131)
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und erhalten

% (ﬁmech + ﬁem) = ﬁ ? - ds. (8.132)
Auf der rechten Seite ist ? eine mechanische Spannung; T;; ist die Kraft in die i-Richtung pro Flidche auf
ein Flichenelement der Oberfliche orientiert (d.h. mit seiner Normalen) in j-Richtung. (Oder umgekehrt —

ist symmetrisch.) Die Diagonalkomponenten Ty, usw. beschreiben die Kraftkomponenten (pro Fliche), die
parallel zur Flichennormalen wirken. Das ist ein Druck. Die Aulerdiagonalkomponenten 77, usw. beschreiben
Kraftkomponenten, die tangential zur Oberfliche angreifen. Das sind Schubspannungen, die zu Scherungen
fiihren.

In differentiellen Form schreiben wir

0 =

= (e + Fem) = V- 7 (8.133)

mit der mechanischen Impulsdichte 7hecn und der Impulsdichte des Feldes
ﬁem = 60/,6052 EOE X g (8134)

Diese Impulsdichte unterscheidet sich von der Energiestromdichte (dem Poynting-Vektor §) also nur durch
einen Einheitenfaktor egpug. Wir kénnen die Impulserhaltung nun durch eine Kontinuitétsgleichung ausdriicken:

87?em = o aﬂ:rnech
oV T = ot

Wir erkennen, dass der Spannungstensor bis auf das Vorzeichen die Stromdichte des Impulses ist. Die Inho-
mogenitéit wird durch die (mechanische) Kraftdichte gebildet.

B Beispiel: Wir betrachten ein langes Koaxialkabel, das eine Spannungsquelle mit einem Widerstand ver-
bindet:

=—f (8.135)

— L

(1Y)
O SV

— i

+ |+
+ |+

Das Kabelmaterial soll ein idealer Leiter sein, dann fillt entlang des Kabels keine Spannung ab und die
beiden zylindrischen Leiter sind jeweils auf demselben Potential. Das elektrische Feld im Zwischenraum ist, in

Zylinderkoordinaten,

L1 A
E= Zh 8.136
e p ( )

wobei A = Q/L die Linienladungsdichte ist, die wir hier nicht ausrechnen. Das Induktionsfeld im Zwischenraum
betragt

B=—-¢. 8.137
o 5 ( )
Der Poynting-Vektor ist daher
G-l ixp=_L1 M. (8.138)
o  Am2ey p? '

Offenbar flieit Energie in positive z-Richtung, von der Spannungsquelle zum Widerstand. Die Leistung, also
die Energie pro Zeit, erhalten wir durch Integration iiber eine Querschnittsfléche,

o = 1 . 2 1 bdp N b
P:fjds-s_m)\]jfdpdwpz-? — [ L= 2w (8.139)

2megy o P T 21y @
(Es muss auch P = IU gelten. Damit kénnten wir die Linienladung A aus der Spannung U bestimmen.) Soweit
ist das Ergebnis nicht iiberraschend.
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Aber wir finden auch, dass das Feld die Impulsdichte

5 Mo A
tragt. Der Gesamtimpuls des Feldes ist
#0 Ho dp uo b
Pom = Mo€o av § = 5 M2 dp de dzp )JL / /\IL In — (8.141)
= ] i 4

Wie kann der Impuls von Null verschieden sein, obwohl sich die Anordnung nicht bewegt? Die Antwort ist,
dass der Strom ebenfalls Impuls trégt, der den Feldimpuls exakt kompensiert. Das ist iiberraschend, da die
beiden Leiter dieselbe Stromstérke in entgegengesetzte Richtungen tragen. Die zugehorigen Impulse sind aber
nicht proportional zur Stromstérke wegen relativistischer Korrekturen — wir kommen darauf zuriick.

8.5.3 Drehimpuls des Feldes

—

Das elektromagnetische Feld hat die Impulsdichte 7@ = ,u060§ = ¢oE x B. Daher tragt es auch Drehimpuls, mit
der Dichte .
I=7Fx7=erx(ExB). (8.142)

Der Gesamtdrehimpuls des Feldes ist

L= {[favixz=e [[[avix (ExB). (8.143)
Er héingt i. A. von der Wahl des Koordinatenursprungs ab: Verschieben wir
7=+ 70, (8.144)

so wird

LoD+ [[[ avio < 7 =L+ 7o X fom (8.145)

Der Drehimpuls ist also unabhéngig vom Koordinatenursprung, wenn der Gesamtimpuls des Feldes verschwin-
det.

Der Faktor 7 fithrt zu Konvergenzproblemen, wenn iiber den gesamten Raum integriert wird. Wir nehmen
daher an, dass 7 mit 7 schnell genug abfillt. Aulerdem betrachten wir der Einfachheit halber nur den Fall
verschwindender Ladungsdichte, p = 0. Wir schreiben nun den Drehimpuls um:

-,

E:EOH dwx(ﬁxé):eoﬂ AV i x (E x (V x A)). (8.146)

Im Folgenden sollen Ableitungen immer auf den gesamten folgenden Term wirken, unabhéingig von Klam-
mern. Damit schreiben wir

L=co[ffavix [ZEVA - ] —a [[f S B O - [[fav e -9
zeofjdeZEjrx —eofj dV rxA—eojf dVAx(E'-ﬁ)F—Feojf dVij(ﬁ.E’)

——
=0

V wirkt auf alles!

e [[[av > Bi(Fx V) —eosﬁﬁds (Fx A) —eo [[[av Ax E
_eoﬂ dV[ZE V)4, +E><A} (8.147)

Der erste Term ist fiir die Abhéngigkeit von der Wahl des Koordinatenursprungs verantwortlich: Eine Ver-
schiebung 7 — 7+ 7y dndert L geméf

Lo Leiox [[[avy Bva, (8.148)
J
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Ahnliches kennen wir fiir den Bahndrehimpuls von Massenpunkten aus der Mechanik. Wir interpretieren
daher den ersten Term als Bahndrehimpuls des Feldes. Der zweite Term héngt nicht vom Ursprung ab, wie
der Eigendrehimpuls starrer Korper, und wir deuten ihn als Eigendrehimpuls des Feldes. Die Aufteilung in
Bahn- und Eigendrehimpuls in Gl. (8.147) ist nicht eichinvariant, da A explizit erscheint. Dies kann dadurch
behoben werden, dass man E und A durch ihre Ltransversalen“ Komponenten ersetzt, was wir hier aber nicht
weiter verfolgen.

Es ist iiberraschend, dass sogar statische Felder Impuls und Drehimpuls tragen, solange E x B # 0 gilt.
Diese miissen beriicksichtigt werden, damit die entsprechenden Erhaltungssétze erfiillt sind.

B Beispiel: Wir bestimmen den Drehimpuls des Feldes eines ,,Elementarteilchens® mit der Ladung ¢ und
dem magnetischen Moment i = p2. Ein Abschneideparameter R wird sich als niitzlich erweisen, d. h. E=0
oder B = 0 fiir r < R. Es ist

— 1 q
E= -7 8.149
Areg r2r ( )
5 Mo 3F(P- i) — [i
B=———7"—-. 1
A = (8.150)
Daraus ergibt sich die Impulsdichte
L == M0 g oo G . B0 qR .,
=e¢kFE x B= 1622 15 (37 x 7 (F- i) — 7 x ] = TR A Z_+16772 5 sin 6. (8.151)
=0
Der Gesamtimpuls
S Mo GF . 4
= jﬂ dV 1o TS x (8.152)

verschwindet, da der Integrand eine ungerade Funktion von 7 ist. Der Drehimpuls ist daher unabhéngig vom
Koordinatenursprung. Die Drehimpulsdichte lautet

Der Drehimpuls betréigt daher

2
Mo\ q¢
/ dr/ d0/ dor? Sln9 1671'2) sinf 6

sin” 0 cos 6 cos ¢

0o T 2T
1] dr .2 .
— — do d 0 cosf
16’/T2 Q/J//R 2 /0 /(; @ | sm _C?S3 s @
1/R

sin” 60

= —27sin30 2

uoqu4 _ b0 ap /L

q ﬂ
" 8 R 3 T 67 R R ' (8.154)

Der gefundene Drehimpuls ist reiner Eigendrehimpuls. Dies kénnen wir schon aus der Ortsunabhéngigkeit
schleiflen. Wir erhalten auch explizit fiir den Eigendrehimpuls

Lspin = €0 ﬂ AV E x A (8.155)
mit L o
v Mo B X1 Ho HXT
A="— = — 8.156
dr 73 4 r2 ( )
siche Abschnitt 5.6. Damit ist
B (Zx7) rxapsm@ 951119
Lspin = 16 2 qﬂffjdv 167r2 q”ﬂfdv - 16 s ff av
< gr [T 27 COSQCOS(p
— Mo qﬂ/ l/ 9 sin29/ dyp | cosfsing | =20 Lz (8.157)
167T2 R T2 0 0 _ Sin¢9 6mr R
——
=1/R
= —27msinf 2
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wie oben.

Der Drehimpuls ist abhéngig vom Vorzeichen der Ladung parallel oder antiparallel zum magnetischen
Moment ausgerichtet und divergiert, wie die Feldenergie, fiir R — 0. Dies zeigt wieder, dass die Beschreibung
von Teilchen als punktférmig im Rahmen der klassischen Physik nicht funktioniert. Was dieses Beispiel aber
illustriert, ist, dass auch rein statische Felder Drehimpuls (wie auch Impuls) tragen kénnen. Die Alltagsintuition
versagt hier. Wir kénnen aus Spafl den Radius R berechnen, wenn wir fiir die Ladung, das magnetische Moment
und den (Eigen-) Drehimpuls die bekannten Werte fiir ein Elektron einsetzen:

q= —e, (8.158)
il =g 421 =% s mit g ~2,0023, (8.159)
L] =8| = g (8.160)
Daraus folgt .
9 i e? 1 e? 1 e?
R= % 4%7% - 1/;—(;9 Me - 127eg g MeC2 - % 4meg mec? (8.161)

=7Te

mit dem , klassischen Elektronenradius r., der aus der Gleichsetzung der elektrostatischen Energie einer Kugel
mit dem Radius 7, und der Ruheenergie m.c? des Elektrons resultiert.

Wir werden auf die Energie, den Impuls und den Drehimpuls des Feldes im néchsten Kapitel, iiber elek-
tromagnetische Wellen, zuriickkommen.

8.6 Quasistationire Felder und Stromkreise

Zeitabhangige elektromagnetischen Effekte benotigen zu ihrer Beschreibung i. A. die vollen Maxwell-Gleichun-
gen. Deren Losung ist oft mithsam, wie wir sehen werden. Fiir viele wichtige Anwendungen, vor allem in
der Elektronik, konnen wir sie jedoch durch eine Naherung vereinfachen. In diesem Abschnitt betrachten wir
unbewegliche Leiter und verwenden eine makroskopische Formulierung.

Die wesentliche Annahme ist nun, dass sich die Stréme und Ladungen, und damit auch die Felder, lang-
sam &dndern. Dann konnen wir elektromagnetische Wirkungen als instantan betrachten. Da sich Wirkungen
tatsdchlich nur mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreiten kénnen, ist die Annahme gerechtfertigt, wenn sich
die Felder usw. auf der Zeitskala At = d/c nur schwach #ndern, die Wirkungen benétigen, um die Ausdehnung
d des Systems zu durchlaufen.

Sind Anderungen langsam, so kénnen wir Zeitableitungen gegeniiber nicht nach der Zeit abgeleiteten
Groflen vernachlissigen. Insbesondere kénnen wir im Ampeére-Maxwell-Gesetz

VxH=7+D (8.162)

(7 ist hier die freie Stromdichte) den Verschiebungsstrom D vernachlédssigen. Damit fallen wir auf das ur-

spriingliche Amperesche Gesetz zuriick: =
VxH=7 (8.163)

Daraus folgt . L
V- 7=V-(VxH)=0. (8.164)

Zusammen mit ? B = 0 haben wir die Grundgleichungen der Magnetostatik wiedergewonnen. Somit kénnen
wir die Felder B und H mit den Methoden der Magnetostatik aus 7 bestimmen bzw. die schon erhaltenen
Ergebnisse tibernehmen. Dies gilt, obwohl die Gréfien nun zeitabhéingig sein diirfen, nur eben hinreichend

schwach, so dass D vernachléssigt werden darf. Daher nennt man das Ganze quasistationdre Niherung.
Das Induktionsgesetz

VxB=_8 (8.165)

lassen wir in dieser Ndherung unveradndert, da es keine Inhomogenitdt enthélt, relativ zu der B Klein sein
konnte.
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8.6.1 Induktivitiaten

Wir betrachten jetzt eine beliebige Anordnung von Stromschleifen C; mit freien Stromen I; in der quasi-
stationéiren N#herung. Die Stromschleifen seien in ein lineares Medium eingebettet. Die Strome produzieren
Beitrige zum E-Feld, die wiederum zu den magnetischen Fliissen ®; durch die Schleifen beitragen. Sind die
Strome zeitabhéngig, so gilt dies auch fiir die Fliisse und in Schleife C; wird eine elektromotorische Kraft

dd;

1
— (8.166)

& =—

induziert. Wir wollen die elektromotorischen Kriifte mit den zeitlichen Anderungen der Stréme in Bezichung

setzen.
I>
Do
I
ALY
I
C1 3
Es gilt L
VxH=7 (8.167)

mit den freien Stromen 7 und, da das umgebende Medium linear ist,

—

Vx==7 = VxB=yuj (8.168)

= |t

Damit lautet das Poisson-Integral fiir das Vektorpotential

A =4 JJJ 4 /|f(rw|_ Zj{ dl’ iq; = Z ]ilrdl;,'. (8.169)

Der Fluss durch C; ist

;= ([ ds- B ’mitasj:cj

- dl-dl’
= dl-A= E 7{ ]{ 8.170
fé e F— 7 (8.170)

Dies ist offensichtlich linear in den Stromstéarken I; und wir schreiben
;=" Lyl (8.171)
i

mit dem Induktionskoeffizienten oder Induktivititen

di’- dl’
%75 T (8.172)

(diese Gleichung nennt man Neumann-Kurvenintegral). Genauer nennen wir L;; Selbstinduktivititen und Lj;
fiir j # ¢ Gegeninduktivititen. Erstere sind in der angegebenen Form divergent wegen der Pole fiir ¥ = 77.
Die korrekte Berechnung der Selbstinduktivitéiten erfordert die Beriicksichtigung der nicht verschwindenden
Querschnittsfliche der Leiter.

Die elektromotorischen Krifte sind nun

=3 Lyl (8.173)
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Unterbrechen wir die Stromschleifen, fallen zwischen den Enden die Spannungen

Uj=E=-> Ljl (8.174)

ab.

In wichtigen Spezialfillen kann man die Selbstinduktivitat unter Verwendung von Symmetrieiiberlegungen
bestimmen, ohne komplizierte Integrale {iber Stromdichten auswerten zu miissen. Wir illustrieren dies fiir die
ideale Spule mit n = dN/dl Windungen pro Lingeneinheit und ein lineares Medium mit der Permeabilitét p:
In der quasistationdren Naherung gilt das Amperesche Gesetz

VxH=7 (8.175)
Analog zur Losung fiir die luftgefiillte ideale Spule in 5.4.1 muss aus Symmetriegriinden gelten

H=H.(p)2 (8.176)
in Zylinderkoordinaten. Wie dort folgern wir aus dem Ampereschen Gesetz

H.(p) = nl fiir p < R, (8.177)
70 firp> R, '

wobei [ hier der freie Strom ist. Es folgt

B} Iz fi R
B= {’m o rps< i, (8.178)

0 fiir p > R.

Hat die Spule N Windungen, so tritt der Fluss 7R?B des Feldes N-mal durch die Leiterschleife, also betrigt

der Gesamtfluss )

®,, = N7R’B = uNnwR*I = NT TR (8.179)
mit der Lange [ der Spule. Die induzierte Spannung ist
U=-—d, = fuNTgwR?j = _LI. (8.180)
Die Selbstinduktivitiat der Spule ist also

2

N
L= MTWRQ. (8.181)

8.6.2 Strombkreise

Unter quasistationidren Bedingungen und unter der Annahme linearer Medien kénnen wir nun die fiir die
Beschreibung beliebiger Schaltungen aus passiven Bauelementen [Widersténden, Induktivitéten (Spulen) und
Kapazitéten (Kondensatoren)] erforderlichen Gleichungen zusammentragen:

e Fiir Widerstédnde gilt das Ohmsche Gesetz
U =RI. (8.182)

e Fiir Induktivitdten gilt, in Folge des Induktionsgesetzes,
U=-LI. (8.183)

e Fiir Kapazitéten gilt, in Folge des Gaufischen Gesetzes,

U=5 (8.184)

und, in Folge der Kontinuitétsgleichung, Q = I. Dies macht es oft sinnvoll, die zeitliche Anderung der
Spannung, U, zu betrachten.
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e An Verzweigungspunkten (,, Knoten“) gilt

Z I, =0, (8.185)
i

wobei die Referenzstromrichtung entweder fiir alle Zweige zum Knoten hin oder vom Knoten weg zeigt.
Diese Knotenregel folgt sofort aus der Kontinuitatsgleichung unter quasistationdren Bedingungen, also
V.-7=0.

e Fiir geschlossene Schleifen (,Maschen) gilt die Maschenregel
Yy Ui=0, (8.186)

wobei alle Spannungen in derselben Umlaufrichtung zu messen sind, falls der magnetische Fluss durch
die Masche verschwindet. Dies ist ein Spezialfall des Induktionsgesetzes, wonach gilt

E=> Ui=-o,. (8.187)
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Kapitel 9

Elektromagnetische Wellen

Wir kommen nun auf die vollen Maxwell-Gleichungen zuriick. Diese haben oszillierende, Energie und Impuls
tragende Losungen, selbst wenn keine Ladungen und Stréme vorhanden sind: Elektromagnetische Wellen.

9.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Im Vakuum und ohne Ladungen und Stréme lauten die Maxwell-Gleichungen

V.-E=0, (9.1)
Vx =18, (9.2)
V-B=0, (9.3)
L LR
VxB= /1,060E = g E (94)
Durch nochmalige Bildung der Rotation der zweiten und vierten Gleichung erhalten wir
S 4 4 4L A 1 =
VX(VXE)=V(V-E)-V’E=-VxB=-=E, (9.5)
— — — - = — 1 - — 1 —
— 2p _ —
Vx(VxB)—V(V~B)—VB—EVXE_—CEB (9.6)
=0
Es folgt
1 82 2 g
-z E = .
<02 ETE v > 0, (9.7)
1 82 2 =g
-z B = .
(02 22 \Y ) 0, (9.8)

dies sind Wellengleichungen fiir alle sechs Komponenten von E und B. Die Losungen sind aber weiterhin
verkniipft durch die Faraday- und Ampere-Maxwell-Gleichungen.
In einer Dimension hat die Wellengleichung

R
c2 Ot2 Oz

) f(l‘,t) =0 (99)

eine sehr einfache allgemeine Losung: Sind f_, fi : R — R zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen, so
ist

Flat) = f-(a = ct) + fa(a+ct) (9.10)
eine Losung der Wellengleichung. f_ beschreibt den nach rechts laufenden Anteil, f1 den nach links laufenden
Anteil. Wir kénnen auch schreiben

f(x,t) = f—(ka — wt) + fo(kx + wt) (9.11)
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mit w = ke.
In drei Dimensionen lautet die Wellengleichung

2
(012 % - v2) f(7t)=0. (9.12)

Eine Welle kann nicht nur in zwei Richtungen laufen, sondern in alle durch dreikomponentige Einheitsvektoren
k beschriebenen Raumrichtungen. Wir betrachten

) = glkk -7 —wt) = g(k - 7 — wt). (9.13)

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt

7 — wt) (1 w? — k2> =0. (9.14)

o2
Also ist g(lg -7 — wt) eine Losung fiir w = ke (wir konnen w = ke wihlen, da das negative Vorzeichen nichts

Neues ergibt) und eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare Funktion g. Da die Wellengleichung linear ist,
ist auch jede Linearkombination Losung, allgemein also

P t) = jjj &P g (F - 7 — ket) (9.15)

mit beliebigen, zweimal stetig differenzierbaren Funktionen des Arguments, sofern das Integral existiert.

In der Praxis suchen wir Losungen zu gegebenen Anfangs- und evtl. Randbedingungen. Dafiir ist die obige
allgemeine Form noch nicht besonders niitzlich. Giinstig ist wieder die Zerlegung in orthonormale Funktionen-
systeme. Fiir den freien Raum ohne Rénder lduft dies auf die Fouriertransformation hinaus. Aus

1a—2—v2 f(FEt) =0 (9.16)
c2 ot2 e '
worin f fiir eine der Komponenten von E oder B steht, ergibt sich durch rdumliche Fourier-Transformation
82
—ik-7 2 -
0 = |[fave (28t2—V>f(r,t)
artlell ik 1 82 = kP =, N
[ ffav [ Rl 2 S 9] s
artiell ik 1 32 -2 N
parti jﬂdv {e Fr e (Ve )} JiGR)
- ﬂ av (28t2+k2> TR E (1)
1 92 -
= — =5 + k) fk, ). 1
(g + 1) R (917)

Oberflachenterme im Unendlichen wurden wie iiblich weggelassen. Die rdumliche Fourier-Transformierte f (E, t)
erfiillt also die gewdhnliche Differentialgleichung

f=—k22f. (9.18)
Diese hat die allgemeine Lésung
f=Acoswt + Bsinwt (9.19)
mit
w = ke. (9.20)

Es ist iiblich und vereinfacht die Rechnungen, komplere Losungen der Wellengleichung zu betrachten. Die
physikalischen Losungen sind aber reell — sie ergeben sich als Realteil der komplexen Losungen. In diesem
Sinne lautet die allgemeine Losung, fiir festes k,

Flkt) = f- (k) e ™" + fy (k) e (9.21)
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mit beliebigen E—abhangigen Koeflizienten fi(E) und w = kc. Riicktransformation in den Ortsraum ergibt die
allgemeine Losung

10 = [If oy 10 = [[] s (@ B eto) o)

mit w = ke. Die allgemeine Losung ist also die Superposition der ebenen Wellen proportional zu
eiF FFiwt, (9.23)

Sie haben alle die Phasengeschwindigkeit c¢. Es ist daher hinreichend, eine ebene Welle zu untersuchen; die
allgemeine Losung ergibt sich dann einfach als Superposition.
Wir machen den Ansatz

B(7,t) = By 'R, (9:24)
B(7,t) = By elFr=wb, (9.25)
Aus V x E = —§ folgt
ik x By el BTt = i, By eikF-=wt) (9.26)
R L T R
= By=—Fkx By “Z 2 x E,. (9.27)
w C
AusV x B = C%E folgt analog
ik x By e BTt = T i gihr—et) (9.28)
C
— C2 — — ~ —
= E():—UkXBOZ—CkXBo. (929)

Damit stehen (bzw. l%), Ey und By senkrecht aufeinander und bilden ein Rechtssystem. Wir haben damit
gefunden, dass das E-Feld und das B-Feld im ladungsfreien Fall immer senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung
k stehen. Elektromagnetische Wellen sind somit transversal.

Es wird spéter auch niitzlich sein, das Vektorpotential zu kennen. Es ist natiirlich eichabhéngig. Eine
mogliche Wahl fiir eine ebene Welle ist

. 1 - By i
AP t) = — E(Ft) = =2 'km—wt), 9.30
(7.6) = - B(it) = e (9.30)
Beweis: oL
I B . kxE, .= I .
Vx A= = Veilkr-wt) o g = DX 20 ier-wt) _ F iRr-wt) — B(7 ¢, (9.31)
w
Die verwendete Eichung ist die Coulomb-Eichung:
V. A= BB i g, (9.32)
w

Sind é1, é> zwei Einheitsvektoren senkrecht zueinander und zu l%, so dass 12:, €1, €5 ein Rechtssystem bilden,
so erhalten wir als allgemeine elektromagnetische ebene Welle

E(F\t) = (Eréy + Eyéy) 'm0 (9.33)

. Eréo — Eoby o
B(7.t) = g gilkr—wt) (9.34)

Sie enthilt zwei unabhéngige Amplituden Fy, Es, die den beiden méoglichen Richtungen é1, és linearer Polari-
sation entsprechen. F7 und FEj sind i. A. komplex. Wir kénnen schreiben

E,=FEYe%" n=1,2, (9.35)
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mit E2 > 0. Dann lauten die Felder

E(7t) = BY &y eiFrwtte) | O, cilki-wttes) (9.36)
0 N 0 o
B(r,t) = 2L gy citErwrren _ L2 5 piRiutton), (9.37)
C

Beachte, dass nur die Realteile physikalisch sind. Fiir 1 = @9 ist die Welle linear polarisiert. Die Polarisati-
onsebene wird durch EY und EY festgelegt. Fiir den Fall k = 2, é; = ¢, é2 = 2 und ES = 0, @1 = ¢o = 0 ist
die Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 hier skizziert:

€1

. L
T

x
B
z
Fiir 92 = 1 = 7/2 und EY = EY ist die Welle zirkular polarisiert. Dann ist
E(’F, t) — E1O (él ei(E~F7wt+<p1) +é ei(EAFwa»cpl:I:ﬂ/Z)) ’ (938)
. EO . .
B(F7 t) _ 1 (éQ ez(k.7-_wt+<p1) —é ez(kq-_wt—&-galiTr/Q)) ) (939)
c
Die physikalischen Felder sind die Realteile

B(7t) = E? [él cos(k - 7 — wt + 1) F éasin(k - 7 — wit + @1)} , (9.40)

= EYr, . e R _—

B(r,t) = — {iel sin(k - 7 — wt + 1) + éz cos(k - 7 — wt + Lpl)} . (9.41)

c

Wir betrachten nun einen Schnappschuss des E-Feldes (fiir das B-Feld wiirden wir dasselbe Ergebnis erhalten).
Fiir das obere Vorzeichen (—):

Der E-Vektor bildet offensichtlich eine Linksschraube. In der Konvention »aus Sicht des Empfangers® bezeich-
net man diese Welle daher als links-zirkular polarisiert. Diese Konvention ist in der Optik durchaus iiblich,
aber in der Physik allgemein wird auch die umgekehrte Konvention verwendet. Fiir das untere Vorzeichen (+)
sieht das E-Feld wie folgt aus:
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Dies ist eine Rechtsschraube und wir bezeichnen die Welle als rechts-zirkular polarisiert.

E
N gE >\\’%

links-zirkular rechts-zirkular

9.1.1 Energie, Impuls und Drehimpuls elektromagnetischer Wellen

Wir kénnen nun leicht die Energie-, Impuls- und Drehimpulsdichte der ebenen Wellen bestimmen. Diese Gréfien
oszillieren mit der Kreisfrequenz w = kc. Im Allgemeinen interessiert man sich aber nur fiir zeitlich gemittelte
GroBen, die wir mit einem Uberstrich bezeichnen. Bei dieser Rechnung ist wichtig, nur die reellen, physikali-
schen Felder zu beriicksichtigen, da die interessierenden Groflen die Felder zur zweiten Ordnung enthalten —
daher wiirde das Produkt der (unphysikalischen) Imaginiirteile der Felder einen reellen Beitrag liefern.

Wir betrachten zun#chst eine linear polarisierte Welle

E(7,t) = E% ¢ cos(k - 7 — wit + 1), (9.42)

. EO .

B(7,t) = =% éycos(k - 7 — wt + 7). (9.43)
c

Die zeitlich gemittelte Energiedichte ist

1 1 1 1 (EYY
Wem = 3 (60E2 +— BQ) =- (eO(E?)2 cos?(k -7 —wt+ @) +— <1> cos?(k -7 — wt + cpl))
Ho \ €

Ho 2
=1/2 =1/2
1 Mg€o 1
=1 <60 + > > (E)? = 3 €0 (E)?, (9.44)

also quadratisch in der Feldamplitude. Die zeitlich gemittelte Energiestromdichte (Poynting-Vektor) ist

1 = = 1 (E?)2A R = 1 €0 1 R 1 R . R

Exb= 2k F—wt+¢) = 5 —— =~ (E})’ k = 5 ceo (BY)*k = Wem ck. (9.45
o X e wcos( 7 —wt + ) 2#0606( ) 2@50( 0 Wem ck. (9.45)
=k —1/2

E:

Das ist sinnvoll, da ck die vektorielle Geschwindigkeit der Welle ist. Weiter ist die gemittelte Impulsdichte

(9.46)

2y
I
Gw‘ C’Jl‘

Um Konvergenzprobleme fiir den Drehimpuls zu vermeiden, nehmen wir an, dass die Welle auf ein grofes,
aber endliches Volumen beschriankt ist und schreiben die Drehimpulsdichte gem#f3 Abschnitt 8.5.3 als

—

= EO<ZEJ-(PX V)A; + E x A> (9.47)
J
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Fiir das physikalische, reelle Vektorpotential haben wir
1= I o, i(k-F—wt+1) EY . .
A(7,t) = Re — Ejése 1) = érsin(k - 7 — wt + ¢1). (9.48)
w w

Die gemittelte Dichte des Bahndrehimpulses ist also

ljfgahn = GOZEj(f'x ﬁ)Aj = %0 (EY)? cos(E-F—wt-i-le)Fx v sin(E~F—wt+<p1)
J

DO (B2 7 XK cos?(k-7—wt+ 1) = ;ﬁ (B9 7 x | =
w C

=1/2

|

=7 X (9.49)
mit der mittleren Impulsdichte 7. Das Ergebnis hingt, wie fiir einen Bahndrehimpuls erwartet, vom Koordi-
natenursprung ab. Dieser Beitrag ergibt sich aus dem Linearimpuls entlang k und dem ,,Hebelarm“ 7. Wahlen
wir den Koordinatenursprung auf der Mittelachse eines Strahls, so ist der gesamte Bahndrehimpuls wegen der
Integration iiber ¥ Null. Die gemittelte Dichte des Eigendrehimpulses ist

l:Spin = Ex A= %0 (EV)2 &y cos(k - 7 — wt + 1) x é1sin(k - 7 — wt + ¢1) = 0. (9.50)

Linear polarisierte Wellen tragen also keinen Eigendrehimpuls.
Interessanter ist die Situation fiir zirkular polarisierte Wellen: Seien

B(7t) = E? [él cos(k - 7 — wt + 1) F éasin(k - 7 — wit + @1)] , (9.51)

5 EYr .= R >

B(F,t) = — {iel sin(k - 7 — wt + 1) + éz cos(k - 7 — wt + Lpl)} , (9.52)
c

- EY . e R oo

A(Ft) = — {61 sin(k - 7 — wt 4 1) + éacos(k - 7 — wt + gpl)} (9.53)
w

(oberes/unteres Vorzeichen bezeichnet rechts/links-zirkulare Polarisation). Die Energiedichte ist

1 1
wem = = <€0E2 + BQ)
2 Ho

1 = =
3 (eo(Ef)2 [COSQ(k P —wt 4 @) Fsin?(k -7 — wt + apl)}

1 (EP\? > q
+ " (cl> {sinQ(thtJrgol) +cos2(k~Fwt+<p1)]>
0

= % <60 +*“f;°> (E)? = ¢o(EY)?. (9.54)

Die Beobachtung, dass die Energiedichte fiir gleiches EY doppelt so grof ist, wie fiir lineare Polarisation, hat
keine tiefere Ursache. Hier liegen einfach zwei Komponenten mit derselben Amplitude vor, nicht nur eine.
Der Poynting-Vektor ist

= 1 = = 1 (EY = =
S:—EXB:—( 1){.@1 ><é2cos2(k~f°—wt+<p1)—é2xélsinz(k‘-F—wt—Hol)
Ho Ho C ~—
) ~ i
€0 1 027 0N27, _ —
= —(E})°k = ceo(E])“k = Wemck (9.55)
Ho€p C

(wie fiir linear polarisierte Wellen) und die Impulsdichte ist

=N
Il

(9.56)

S
= Wem
02

o
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Die Dichte des Bahndrehimpulses ist

= 0 (E9)2 7 x E[cos?(E 7 —wt 4 ¢1) 4 sin?(k Fwt+cp1)} = OBV rx = wszx k
=Fx7T (9.57)
(wie fiir linear polarisierte Wellen) und die Dichte des Eigendrehimpulses betrigt
%pin = €0 ExA
= E?O(E?)2 [iélCOS(E'FWt‘FSOl) x &5 cos(k - 7 — wt + 1)
:Fégsin(lg~7?—wt+cp1) X 61 sin(E-F—wt+¢1)}
= i%o (EV)? k [COSQ(E = wt+ 1) +sin?(k - 7 — wt + npl)} = i%o (EV)2k = iwzm k. (9.58)

Zirkular polarisierte Wellen tragen also einen Eigendrehimpuls, wobei die Drehachse parallel zur Ausbrei-
tungrichtung orientiert ist. Dies bedeutet, dass ein zirkular polarisierter Lichtstrahl, der zentral auf einen
absorbierenden Korper trifft, diesen in Rotation um die Strahlachse versetzen kann.

9.1.2 Green-Funktionen und Beugung

Mit Hilfe der Wellengleichungen fiir E und B und geeigneten Randbedingungen kénnen wir nun die Bewegung
elektromagnetischer Wellen beschreiben. Dabei interessiert uns meist Dauerstrich-Licht, im Unterschied zu
gepulstem Licht. Im Dauerstrich-Fall kénnen wir fiir jede Komponente (7, t) von E und B die zeitliche und
rdumliche Abhingigkeit separieren:

P(rt) = () 7(t). (9.59)
Einsetzen in die Wellengleichung ,
10 9 B
(CQWV)wo (9.60)
ergibt
1
Y 5 7'() = () V() = 0 (9.61)

1 V)
&) T )

Die Zeitabhangigkeit ist einfach zu 16sen:

onst =: —k?. (9.62)

7(t) = e mit w = ke. (9.63)

Man betrachtet konventionell das negative Vorzeichen im Exponenten, wie im Ansatz fiir ebene Wellen. Also
ist
Y(7,t) = P(Fe ™ (9.64)

und (7) erfiillt
(V2 + k) ¢(F) = 0. (9.65)

Dies ist die Helmholtz-Gleichunyg.
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Die Helmholtz-Gleichung kann analog zur Laplace- und Poisson-Gleichung in 3.6 mittels Green-Funktionen
gelost werden. Eine Green-Funktion fiir die Helmholtz-Gleichung ist eine in 7 und 7/ symmetrische Lésung der
Gleichung

(V2 4+ k) G(7,7') = —6(7 — 7). (9.66)

Da wir hier keine Ladungsdichte p betrachten, wiirde es nur unnotige Schreibarbeit produzieren, einen Faktor
1/€o hinein zu definieren, wie in 3.6. Mit einer solchen Green-Funktion lisst sich die Losung der Helmholtz-
Gleichung schreiben als

oG N, e oy O _n 0G
)% oV

Nun erfiillt () gewisse (Dirichlet- oder Neumann-) Randbedingungen auf dem Rand 9V. Dieser enthilt
neben dem Unendlichen Flidchen (evtl. Oberflichen von Kérpern) im Raum, die die Welle nicht durchdringen
kann. Wir sollten die Green-Funktionen so wihlen, dass auf der rechten Seite von Gl. (9.67) nur Gréflen iibrig
bleiben, die wir kennen. Das gelingt aber i. A. nicht; wir kennen weder die Komponenten von E und B auf der
Fliche 0V, noch deren Normalenableitung. Die geschlossene Fliche besteht typischerweise aus drei Teilen:

e cinem Abschnitt im Unendlichen, der fiir hinreichend schnell abfallende Felder und Green-Funktion nichts
beitragt und ignoriert wird,

e cinem Abschnitt auf der Oberfliche von realen Kérpern, die fiir die Welle undurchsichtig sind und

e cinem Abschnitt im Endlichen, der nicht mit realen Oberflichen zusammenfillt, aber fiir die Ver-
vollstdndigung einer geschlossenen Fléche notwendig ist.

Alle Abschnitte kénnen aus mehreren unzusammenhéngenden Teilen bestehen. Zum Beispiel fiir einen Dop-
pelspalt im Querschnitt:

einfallende
Welle

2%

Kirchhoff hat nun folgende Néherung vorgeschlagen:
1. 4 und 0 /In verschwinden an den Oberfléichen der realen Korper und im Unendlichen,
2. auf den iibrig bleibenden Teilen der Fliche sind ¢ und 9 /0n allein durch die einfallende Welle gegeben.

Diese Forderungen sind mathematisch inkonsistent: Die Losung der Helmholtz-Gleichung ist, wie die der
Laplace-Gleichung, durch die Angabe von 1 oder 0v/dn auf der Oberfldche eindeutig bestimmt. Beide Anga-
ben zusammen iiberbestimmen die Losung und i. A. existiert keine. Man kann sogar zeigen, dass ¢ = 0 und
O /0n = 0 auf irgendeiner endlichen Fliche erzwingt, dass 1) = 0 im gesamten Volumen gilt, im Widerspruch
zur zweiten Forderung. Andererseits ist die Naherung physikalisch nicht unverniinftig — sind die realen Korper
Leiter, so fallt die elektromagnetische Welle in ihrem Inneren exponentiell ab, wie wir noch sehen werden. Auf
Léangenskalen grof3 gegeniiber der entsprechenden Eindringtiefe liefert die Ndherung sinnvolle Ergebnisse.

Dank der Kirchhoffschen Annahmen miissen war die Green-Funktionen in Gl. (9.67) nicht mehr so wiihlen,
dass uns unbekannte Groflen verschwinden. Kirchhoffs Wahl fiir G(7,7') resultiert aus seinem Wunsch, das
Huygenssche Prinzip — jeder Punkt der Wellenfront ist Ausgangspunkt einer Kugelwelle — quantitativ zu fassen.
Er wihlte daher die Losung, die einer auslaufenden Kugelwelle entspricht,

1 eikli=7']

R

G(r,7") (9.68)
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Wir zeigen noch, dass G die Gl. (9.66) erfiillt, also tatséichlich eine Green-Funktion fiir die Helmholtz-Gleichung
ist:

(VZ+ k%) G 7) i(V2+k2)eik‘?_w‘—i T R
’ 47 |77 — 7] 4 |\ 9R R
L[1(0aY ikR (6 1) 9 ir 'kR<a>21 2€ikR]
— |5 | —= e’ 2| == -—=¢€ +e' - — +k
Am | R (6R> OR R) OR OR) R R
—_————
= —4n §(R)
171 0 o /0 1 N ik R .
- __R2 sz JOR—==).R— ikR k‘2 —5(R
i |[Bor " aRC T <6RR) gr¢ TR | TR
4177 ;BlzaaRRQ ikR ZEeikR_’_kgﬂ]_é(R’
1 _
= Fé/%%\ﬁé/%%\—az%
7I
—5(7—7").

(9.69)
Einsetzen in Gl. (9.67) ergibt das Kirchhoff-Integral (hier wéhlt man den Normalenvektor konventionell nach
innen, daher kehrt sich das Vorzeichen um)
zk\r 7 . . ik|F7F'|
— _ ds’ v VAV Y v
07 =~ [ ds <7~_r W) - ()i —|7«_r|>

1 P e —ik(F— 7'
=g Jf s < ) — o) )

zk|r 7| » i
47rjj\/ |r—F’\ [V v )+Zk<1+ |—*_—v>

eik|F—F'\

]

(e T )

nach innen

J— <

I

ﬁl =3
<
~—
=
—

—_

(9.70)

wobei das Integral wegen der ersten Forderung nur iiber die ,freien“ Flichen im Endlichen gefiihrt werden
darf, also im Beispiel des Doppelspalts iiber die Spaltquerschnitte

M Beispiel: Bewegung an einer kreisférmigen Offnung mit dem Radius R. Eine ebene Welle falle von links
ein.

Y

AVAVAVE
AVAVAVE )

S bezeichne die Querschnittsfliche der Offnung. Gemi Kirchhoffs zweiter Annahme ist o = E,,, E,, B,, B
auf S rdumlich konstant. Die Normalenableitung auf S ist

o

_ oy
on

0 ikz
o Oz N &1’[}06

2=0

= ik (9.71)
z=0
(eine Phase wurde in 1)y absorbiert). Das Kirchhoff-Integral ergibt daher fiir den rechten Halbraum (z > 0)

ik|F—7'| T . N _
Y(7) = ——ﬂ ’e ik + ik (1 + kWZ_ W) : |T(T J| )wo} . 9.72)
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In Zylinderkoordinaten p, ¢, z und unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie finden wir

1 r ’r eikAr i\ 2
= =0,z) = ——ik dp’ de'p’ 1 1 — 9.73
V() =9(pp=0,2) =~ —i wo/O p/o A { +( +km> Ar] (9.73)
mit
Ar=|F—7|=+/(p—p'cosp’)2+ (p'sing’)2 + 22 = \/p2 + 2% —2pp’cosp’ + (p')2. (9.74)
2
Das Integral ist schwierig allgemein auszuwerten. Wir betrachten hier als Grenzfall das Fernfeld fiir r > \ = 2,:

und 7 > R. Aus der letzten Ungleichung folgt p’ < r im gesamten Integrationsbereich. Wir kénnen daher fiir
kleine p’/r entwickeln:

2 li ! N2 / !
Ar = r\/l _zpp CQOS('O + (p 2) >~ (1 _ PP cose CZS('D ) (9.75)
r r r
und ) ) , ,
pp cosy
— 14+ ). 9.76
Ar r ( * r2 ) ( )

AuBerdem konnen wir den Term mit ¢/kAr vernachldssigen, da kAr = kr > 1. Das Kirchhoff-Integral ldsst
sich nun auswerten und ergibt, unter Fortlassung kleiner Terme,

ieikr(r + Z) Jl (kRp)

() = —YoR 2 "

(9.77)

mit einer Bessel-Funktion Ji(x). Wir fiigen die Zeitableitung wieder hinzu und mitteln die Intensitét der Welle
iiber die Zeit:

sin(kr —w)(r +2) (kRp)]Q _ UBRA(r + 2)? 7 <kRp>

T T = 7_‘2 g
I:= (Rey(7,t)) [woR 2rp r 8r2p? r

BE(/PZ+ 2422 ,(  kEp
= h . (9.78)
862 + )2 N
Wir betrachten zunichst zwei Grenzfille:
1. px 2 -
~ o URR® , (kRp
= 20,02 J? — ) (9.79)

Die Bessel-Funktionen J,,(z) oszillieren und die Einhiillende fillt mit 1/,/z ab. Daher oszilliert I als
Funktion der radialen Koordinate p und fillt wie 1/p® ab. Die Oszillationen sind umso schneller, je
grofler R ist; die Abstinde der Beugungsmaxima gehen wie 1/R.

2. p> 2z

J2(kR). (9.80)

Fiir grofe p fillt I also ohne Oszillationen wie 1/p? ab.

Um mehrere Maxima zu sehen, ist es giinstig, p®I statt I zu plotten:
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9.2 Elektromagnetische Wellen in linearen Isolatoren

Die Herleitung fiir lineare, isotrope Medien startet von den Maxwell-Gleichungen (ohne freie Ladungen und
Strome) in Materie und ist sonst weitgehend analog. Die Gleichungen lauten unter Verwendung von B= uH
und D = ¢E ,

—

V-E=0, (9.81)
VxB=_5, (9.82)
V-B=0, (9.83)
Y x B = e k. (9.84)

Nur das Ampere-Maxwell-Gesetz ist unterschiedlich; pgeg ist durch pe ersetzt. Wir schreiben

r€r
HE = Urto€r€o = 'uCQ . (9.85)

In den Wellengleichungen fiir E und B ist einfach iiberall ¢ durch

Con 1= — (9.86)

\/ M€y

ersetzt. Die Lichtgeschwindigkeit im Medium ist also c¢,,. In der Optik definiert man den Brechungsindex n
durch

, (9.87)

C
Cm —
n

also finden wir

n=/tr€r. (9.88)
In linearen, isotropen Medien verhalten sich elektromagnetische Wellen also ganz wie im Vakuum, nur propagie-
ren sie mit der reduzierten Geschwindigkeit ¢/, /fi €. Fiir die meisten Isolatoren gilt bei optischen Frequenzen
pr = 1, also n = /€. Die Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt lassen sich leicht {ibertragen. So ist die
Energiedichte

1 1
Wem = 5 (€E2 + ; B2> (989)
und der Poynting-Vektor
L1 o o
S = ;E x B. (9.90)

Das Ergebnis, dass sich lineare Nichtleiter hinsichtlich der Propagation elektromagnetischer Wellen so ver-
halten wie das Vakuum, nur mit geénderter Lichtgeschwindigkeit, ist nichttrivial. Mikroskopisch haben wir
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es mit einer groflen Zahl elektrischer und magnetischer Dipole zu tun, die vom Feld periodisch erzeugt oder
ausgerichtet werden, und die selbst wieder E- und B-Felder abstrahlen, die die vorigen Dipole polarisieren.
Dieses komplizierte System lisst sich dennoch leicht — ndmlich durch Einstrahlung von Licht — in einen wohl-
organisierten Wellenzustand bringen.

9.2.1 Brechung und Reflexion: Grundgesetze der geometrischen Optik

Unter Verwendung der Anschlussbedingungen fiir die Felder E, 5, é, H kénnen wir jetzt herleiten, wie sich
elektromagnetische Wellen an Grenzflichen zwischen linearen Isolatoren verhalten. In Abwesenheit freier La-
dungen und Strome an der Grenzfliche lauten die Anschlussbedingungen

Dng = Dnl = EQEnQ = €1En1, (991)
Ey = Ep, (9.92)
B2 = By, (9.93)
L 1~ 1 =
Hiy = Hyy = — Bio = — By1.- (994)
M2 H1

Wir beschrinken uns hier auf eine ebene Grenzfliche und einlaufende ebene linear polarisierte Wellen.
O.b.d. A. liege die Grenzfliche in der zy-Ebene und sei der Halbraum z < 0 (z > 0) mit Medium 1 (2)
gefiillt.

T
A

Or z

0

@ @

Aus Experimenten wissen wir, dass die Welle i. A. teilweise reflektiert und teilweise transmittiert wird. Wir
setzen daher eine aus Medium 1 einlaufende Welle (Subskript ,,7“), eine reflektierte Welle (,,R“) und eine
transmittierte Welle (,7“) an. Alle drei miissen dieselbe Frequenz w haben, da sonst die Anschlussbedingungen
nicht fiir alle Zeiten t erfiillt werden konnen. Wir schreiben die drei Wellen als

By (7 t) = BY elfrmen, (9.95)
B(Ft) = él%z x Er(7t), (9.96)
Br(7,t) = B e'Frr=et), (9.97)
Bg(#,t) = ;11%, x Ep(t), (9.98)
By (7, t) = B elFrr=en, (9.99)
Br(7,t) = C—lzl%T x Er(F,t), (9.100)

wobei ¢; = ¢/ny und ¢ = ¢/n9 die Lichtgeschwindigkeiten in den beiden Medien sind. Es muss gelten

krei = krer = kreo = w (9.101)
o ky=kp= Pk = Pk (9.102)
C1 n2
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Damit wissen wir schon, wie sich die Wellenzahlen und die Wellenléngen in den beiden Medien zueinander
verhalten.

Da der Faktor e *? in allen Feldkomponenten auftaucht, kénnen wir ihn aus den Anschlussbedingungen
heraus kiirzen. Die Bedingung fiir E, lautet dann zum Beispiel

Efe™rT 4 ER €T = Ep et (9.103)
z2=0 z=0 z=0
= AxEYe™MT| 4 ix E%etrT| =2 x EQ etk T (9.104)
z2=0 z=0 2=0

Dies muss fiir alle Punkte auf der Grenzfliche gelten, d. h. fiir alle x, y. Dafiir miissen die Phasenfaktoren etk i

eFr T und P T fiir 2 = 0, aber beliebige z,y gleich sein. Dies erfordert

k- F=kp-F=kp-7 (9.105)

fir z = 0 und alle x,y. Daraus folgt Gleichheit der Koeffizienten
kiz = kRz = kT, (9.106)
kry = kry = kry. (9.107)

Nun kénnen wir o.B.d. A. das Koordinatensystem so legen, dass der einfallende Wellenvektor EI in der xz-
Ebene liegt (die Ebene, die von der Grenzflichennormale und k 1 aufgespannt wird, nennt man Einfallsebene).
Also gilt kry = 0 und es folgt kry = kry = 0; ER und kr liegen ebenfalls in der Finfallsebene.

Mit Hilfe der in der Skizze definierten positiven Winkel kénnen wir nun schreiben

ki, = krsinf;, (9.108)
kry = krsinfg, (9.109)
kry = kpsinOp. (9.110)
Es folgt

krsinf; = krsinfgr = kp sinOr (9.111)

und aus der ersten Gleichung, mit k; = kg,
sinf; = sinfp (9.112)
= 0, =0p, (9.113)

da 0.B.d. A. 07,0k € [0,7/2]. Also gilt: Der Reflexionswinkel ist gleich dem Finfallswinkel.
Aus Gl. (9.111) folgt auBerdem
sinfr  kr ny

Ry (9.114)
Dies ist das bekannte Snelliussche Brechungsgesetz. Aus diesem ergibt sich die Moéglichkeit der Totalreflexion:
Falls ny < no gilt, ist
sin O = %sinef <sinf; <1 (9.115)
2
und es existiert immer ein Transmissionswinkel 6. Ist dagegen ny > ns (Einfall aus dem optisch dichteren
Medium), so existiert eine Losung, und damit eine transmittierte Welle, nur, wenn

sinfp = L sinf; <1 (9.116)
T2
& sinf; < 2 (9.117)
ni

gilt. Der Grenzwinkel 0 fiir Totalreflexion erfilllt also
sinfg = 2. (9.118)
ni
Im Limes 0; — 05~ wird sinfp — 1, also 67 — 7/2, die transmittierte Welle lduft dann parallel zur Grenz-
fliche, wie bekannt.

Wir haben jetzt die drei Grundgesetze der geometrischen Optik im Rahmen der Elektrodynamik hergelei-
tet. Diese folgen auch schon aus den schwiicheren Postulaten (a) der Wellengleichung mit unterschiedlichen
Geschwindigkeiten cg, ¢y in den beiden Medien und (b) Stetigkeit an der Grenzfliche. Sie gelten also auch fiir
andere lineare Wellen, z. B. Schallwellen.
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9.2.2 Brechung und Reflexion: Polarisierte Wellen

Aus den spezifischen Eigenschaften elektromagnetischer Wellen ergeben sich zusétzliche Folgerungen: Wir
setzen unseren Ansatz in die Anschlussbedingungen (9.91)—(9.94) ein und kiirzen die identischen Exponenti-

alfaktoren ¢'(F1'™=%1) ysw. heraus. Es folgt

e1(EY, + Ey.) = 2By, (9.119)
(Ela: + ERz) = ETw7 (9120)
(B9, + E%,) = EY., (9.121)
(B}, + Bp.) = BTZ, (9.122)
(Bzx + Bg,) = BTI, (9.123)
1
— (Bp, + B =fBO. 9.124
m ( Iy Ry) Lo Ty ( )
Fiir alle Komponenten gilt By = (1/cr1,2) kx Eyund Eg = —C1,2 kx By. Es ist sinnvoll, die beiden Polarisations-

komponenten in der Einfallsebene (d. h. E? in der Einfallsebene; p-polarisiert) und senkrecht zur Einfallsebene

d.h. EY senkrecht zur Einfallsebene; s-polarisiert) getrennt zu untersuchen.
I
1. Fall: p-polarisierte Welle. Wir haben

E?,=0 und By, =Bj, =0. (9.125)

Dadurch vereinfachen sich die drei Anschlussbedingungen

EY, = E},, (9.126)
By. = By., (9.127)
1
— By = B . 9.128
m Rz L Tz ( )
Die E—Amplitude der reflektierten Welle ist
1 0 sinfgr 0 EO cosfp
— kg x B9, §=—% 0 x 1] =2 o (9.129)
€1 L\ —cosfp 0 ‘1 \sinfg
E? E?
= Blo?,z =~ cos Or A B%z =~ sin Or (9.130)
Cc1 C1
und der transmittierten Welle
1. O sin O 0 EO —cosOr
—krx B y=—"2| 0 |x|1]="% 0 (9.131)
€2 2 \cosfr 0 €2 sin 7
0 EO
= BI = — 1Y cosOr A By, = Y Sin 6. (9.132)
C2 C2
Aus Gl. (9.128) folgt damit
0 0
Ry cos Or = — 1Y cos O (9.133)
Hi1cC1 H2C2
und mit Gl (9.126)
0 0
Y cosOp (9.134)
Hic H2C2

Da aber 0g, 01 € [0,7/2] per Konstruktion und gy, pa, c1,¢2 > 0 gelten, muss E%y = 0 folgen. Damit sind
sofort auch E%y = 0 und B%m = B%Z = B%m = B%Z = 0. Die reflektierte und die transmittierte Welle sind
also ebenfalls p-polarisiert.
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Gleichung (9.119) kénnen wir schreiben als

61 (—EYsinf; + E%sinfp) = ep (—E% sin 07)

= € (—E? sinfr + E% sinfr) = e (—E% % sin 6

2
€211

= EY-E)="—E)=pE}
€1M2
mit
_ €ny €2 HiN2
€1M2 H2€1 H2m1

Gleichung (9.120) ldsst sich schreiben als

EYcosf; + E% cosp = ES cosOr
= E? cosf; + E% cosf; = E% cos O

0
= BV EY =TT R0 o RS

cos 01
mit
cos O

cosfr

(9.135)
(9.136)

(9.137)

(9.138)

(9.139)
(9.140)

(9.141)

(9.142)

Wir haben nun zwei Gleichungen (9.137) und (9.141), die die drei Amplituden E?, E% und E$ verkniipfen.

Die Losung fiir E% und E3. ergibt die Fresnel-Gleichungen fiir p-polarisierte Wellen,

a—p

EO —_— EO,

R 6 I
2

0 0

—_— E .

T 6 I

(9.143)

(9.144)

Die transmittierte Welle ist immer in Phase mit der einfallenden, da 2/(a + 8) > 0 gilt. Die reflektierte Welle
kann in Phase (fiir & > ) oder gegenphasig (fiir « < ) zur einfallenden sein. Wichtiger ist die Beobachtung,
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dass die Amplitude EY% der reflektierten Welle verschwinden kann. Dies ist der Fall fiir

a=0 (9.145)
s of=p5° (9.146)
2
ni )
1—(—) sin“0;
cosOr 1—sin?6p (n2> 9
po = = = 9.147
cos Oy 1 — sin? 0r 1 — sin? 0r p ( )
2
e 1- (”1) sin0; = 8% — 32sin?6; (9.148)
N2
ni\2
& l(nl> — BQ] sin?@; =1 — 32 (9.149)
2
1— 2
& sin®fr = _1- (9.150)

ny 2 2
() -
n2

Der Einfallswinkel, fiir den die reflektierte Amplitude E% verschwindet, ist der Brewster- Winkel 6. Wir haben

also gefunden
1 - e (p2€1 — pa€2) €2
— = =\ ma  me = Y (9.151)

2 _
H2€2 H2€1 H1 (61 62

Diese Gleichung hat nicht immer eine Losung fiir 05, z. B. nicht fiir

€1 = 2, H1 = 4, €9 = 1, Mo = 1, (9152)
denn dann folgt
2—-4 1
sinfp = 4| —— =1/—= €R. 1
sinfp 1/4(4_1) \/ 69{ (9.153)
FEin anderes Gegenbeispiel ist
€1 = 2, M1 = 1, €9 = 1, Mo = 4, (9154)

so dass

/18—1 7
5 0 — - 1 1
smbop 71 \/g> (9 55)

Das Brewster-Phénomen tritt aber nur dann nicht auf, wenn mindestens eines der Medien wie in den Beispielen
stark magnetisch ist. Bei optischen Frequenzen haben aber praktisch alle {iberhaupt durchsichtigen Medien
eine relative Permeabilitit nahe bei 1. Falls uq & po & 1, folgt aber 8 =~ ny/n; und

sin O ~ = = 2 (9.156)

ny +nj
= cosfp =~ (9.157)
= tanfp =~ (9.158)

Diese Gleichung hat fiir alle ny, no eine Losung.

Da die p-polarisierte reflektierte Welle fiir ; = 6 verschwindet, die s-polarisierte aber nicht, wie wir noch
sehen werden, ist die reflektierte Welle vollstindig linear (s-) polarisiert.

Die Leistung einer elektromagnetischen Welle, die pro Fliacheneinheit auf eine Fliche mit der Normalen
7 trifft, ist S - 7 mit dem Poynting-Vektor S. Fiir die Grenzfliche ist 72 = 2. Die zeitgemittelte Leistung pro
Flacheneinheit ist die Intensitét

Wy

I=5n (9.159)
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Im gegebenen Fall sind die Intensitéiten der Teilwellen

I; = % (E)? cos by, (9.160)
Ip = fg?>(Eg)2coseR, (9.161)
15~::f%§3(1w%)2cos9T. (9.162)

Die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten sind tiber die Intensitdten definiert:

Ix  (EO\?  [(a-pB\’
et (3) - (558

IT €9Co quw 2 COS QT 2 2
T.- 1T _ - , 9.164
I; € (E? cosf; of a+f ( )

Diese Beziehungen werden auch manchmal Fresnel-Gleichungen genannt. Sie geben an, welcher Anteil der
Welle, gemessen an der Energie, reflektiert bzw. transmittiert wird. Beachte

(a =B +4af _ (a+p)? _
(@+B)?  (atp)p

Diese Identitét driickt aus, dass keine Energie verloren geht. Wir skizzieren noch die Koeffizienten R, T als
Funktion des Einfallswinkels, hier fiir den Fall n; < no, also ohne Totalreflexion:

R+T =

1. (9.165)

A | |

1 I e | o
| (
| |
| |
: : ny < ng
I I
| |
| |
| |
| |
| |
| |

0 —+ 1 =0

0 0p z
2. Fall: s-polarisierte Welle. Wir haben
E},=E},=0 und B} =0. (9.166)

Analog zum 1. Fall kann man zeigen, dass auch die reflektierte und die transmittierte Welle s-polarisiert sind.

BY, x
A
= 0 -
By ot
Or
7 "z
01 T \ B’o
=0 T
Bl © )
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Gleichung (9.121) ergibt nun einfach

EY + E% = EY (9.167)
und Gl. (9.123) ergibt
1 1
— (=BY%cosOr + B% cosOr) = — (—B%cosfr) (9.168)
251 H2
1 1
= —(~BYcosfr + B%cosf;) = — (—BY cosfr) (9.169)
M1 M2
Or
= BY-Bj =1 22T po 9.170
I R= 0 cosO; T ( )
_
EY Hin2
= EV-E)=c ol P12 g0 _ 0BED. 9.171
I R 1 2 e gy T BET ( )
Die Losung ergibt die Fresnel-Gleichungen fiir s-polarisierte Wellen,
1—ap
EY = EY 172
R 1 +045 I» (9 7 )
2
E) = ——FY. 1
b= (9.173)

Die transmittierte Welle ist in Phase mit der einlaufenden, die reflektierte ist in Phase fiir o5 < 1 und
gegenphasig fiir «f > 1. Kann die reflektierte Welle verschwinden, d. h. existiert ein Brewster-Winkel? Dies
wiirde erfordern, dass gilt

af =1 (9.174)
1
& ot= 7 (9.175)
Eine zum 1. Fall analoge Herleitung ergibt dann
2 1- %
sin“gp = ——— (9.176)

2 2
ni 1 ni 9
1 <n2) B 1_("2> §
sin® 05 1— 5 1-p2 (6.177)

Hier ist die Situation umgekehrt zum 1. Fall: Eine Losung fiir 0p existiert nur fiir unrealistisch stark magne-
tische Medien. Ist p1 &~ ps = 1, so wird wieder 8 = ny/n; und damit

_ning
~ =0. 9.178
sin’ 0 n3 ( )

Da eine Lésung nur fiir 1/ sin?fp > 1 existiert, ist dies fiir realistische 1, po nicht der Fall, aufer, wenn
n1 = ng, aber dann existiert gar keine Grenzfliche und daher auch keine reflektierte Welle. Als Fazit stellen
wir fest, dass in der Praxis die s-polarisierte reflektierte Welle immer auftritt.

Fiir die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten erhalten wir

B E% 2 B 1_ Oéﬁ 2
= <E?) - <1+aﬂ) ’ (9.179)
_ excp (EY ? cosOr B 9 2
r= ecr <E?> cosfy _aﬂ<1+aﬁ) : (9.180)
Probe: (1 B2 +4aB (14 aB)?
— « o
BT = 1+aB)?  (1+aB)? (9.181)
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Fiir den Fall von Totalreflexion scheinen unsere Uberlegungen nicht zuzutreffen, da der Ansatz
Er(F,t) = B ¢ilkr-m=wb) (9.182)

fiir die transmittierte Welle versagt. Es existiert kein reeller Wellenvektor k7 in Medium 2! Es zeigt sich aber,
dass der Ansatz auch dann funktioniert, nur werden einige zuvor reelle Gréfien nun komplex, was kein Problem
darstellt, da wir ohnehin mit komplexen Losungen gerechnet haben. Fiir die physikalischen Lésungen miissen
wir immer am Ende den Realteil der Felder nehmen. (Der Ansatz hiitte versagen koénnen, da er aber durchgeht,
wissen wir wegen der Eindeutigkeitseigenschaft, dass er die richtige Losung liefert.)

Totalreflexion tritt auf fiir ny > ns und 67 > g mit sinfg = Z—i < 1. Dann wird

sin 91

sinfp = "L sing; = >1 (9.183)

N9 sin O

und damit existiert keine reelle Losung fiir 87, wohl aber eine im Komplexen. Wir miissen 61 nicht ausrechnen;
neben sin 0 bendtigen wir nur

. 2 : 2
S e, |y (sinbr\T [ /sinfp\"
costr =1 —sin’ by = |1 <sin€c;> - (sineg) L (9.184)
—_—
<0

was rein imaginér ist. Im Prinzip konnten wir als Teil unseres Ansatzes auch das umgekehrte Vorzeichen wéhlen.
Dies wiirde im Folgenden zu unbeschréinkten und daher unphysikalischen Losungen fithren. Der Wellenvektor
k7 wird nun

I;T = krcosOrZz + krsinOrt ‘Vgl. Skizze Seite 145

. 9 2 . 9
Y ANV (i R T Sk Y (9.185)
sin 0¢q sin 0

Das E-Feld in Medium 2 erfiillt also

B _ N .
Er(7,t) = E} exp (— (ssllr?ﬁ;) -1 k;Tz> exp (z [:11;190; krx — wt]) . (9.186)

Wir finden, dass die Welle in Medium 2 exponentiell geddmpft ist. Die Fresnel-Gleichungen behalten ihre
Giiltigkeit. Z. B. findet man fiir p-polarisierte Wellen

. 2
cosbr _ Bcosb —i\/(smel) -1
Bh_a=p ot " : n (9.187)
) 1

EY " a+ B cosr - . 2
sin 6
cos 0y 5 Beostr +1i (b.m !

sin O
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Da 8 = pina/puani € R, sind Zihler und Nenner komplex konjugiert zueinander und haben daher denselben
Betrag. Die reflektierte Welle hat dieselbe reelle Feldamplitude wie die einlaufende, wie fiir Totalreflexion er-
wartet. Weiter zeigt man leicht, dass fiir p- und s-polarisierte Wellen unter den Bedingungen der Totalreflektion
immer R =1und T = 0 gilt.

Wir haben nun im Wesentlichen die gesamte klassische Optik auf die Elektrodynamik zuriickgefiihrt. Damit
haben wir das Ziel erreicht, die historisch getrennten Gebiete Elektrizitat, Magnetismus und Optik im Rahmen
einer vereinigten Theorie zu beschreiben.

9.3 Elektromagnetische Wellen in linearen Leitern

In diesem Abschnitt betrachten wir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in linearen, isotropen Leitern.
Diese sind durch die Giiltigkeit des Ohmschen Gesetzes

j=oE (9.188)

charakterisiert. Die elektrische und magnetische Polarisation sollen ebenfalls linear und isotrop von den ent-
sprechenden Feldern abhéingen. Dann lauten die Maxwell-Gleichungen

V-E="2, (9.189)
€

V x E =—B, (9.190)

V-B=0, (9.191)

V x B = poB + pekl, (9.192)

wobei p und 7 = cE freie Ladungen bzw. Strome bezeichnen. Liegt nun zur Zeit ¢t = 0 eine gewisse freie
Ladungsdichte p vor, so entwickelt sie sich in der Zeit gemé&fl

p=-V.j= —aﬁﬁ:-%p (9.193)
mit der Lésung
p(7,t) = p(7,0) e~ /)" = p(7,0) e/, (9.194)
wobei .
S (9.195)

eine charakteristische Zeit ist. Die anfangs vorhandene Ladung relaxiert also auf der Zeitskala 7 gegen Null.
Auch fiir komplizierte Phianomene wie Wellen erwarten wir, dass transiente Effekte auf der Zeitskala 7 ver-
schwinden. Eine naive Rechnung ergibt fiir ein gutes Metall 7 ~ 1071%s < T, wobei T' = 27 /w ~ 1,3 x 107 1% s
bis 2,3 x 10~!°s die Periode sichtbaren Lichts ist. In Wirklichkeit bricht die makroskopische Elektrodynamik
auf der Skala 7 zusammen, dennoch kénnen wir in guter Ndherung annehmen, dass die freie Ladungsdichte
verschwindet: p = 0. Das Gaufische Gesetz lautet dann V-E =0 und die Maxwell-Gleichungen haben dieselbe
Form wie in Isolatoren, bis auf das Ampere-Maxwell-Gesetz

V x B = uoE + pek. (9.196)

Der erste Term auf der rechten Seite tritt offensichtlich nur in Leitern auf.
Analog zu Abschnitt 9.1 erhalten wir aus den Maxwell-Gleichungen

Vx (Vx B) = V(¥ E) - V2E = -V x B= ok — pek, (9.197)
0
V x (V x B) = ﬁ(w) —V?B = 1oV x E + peV x E= —,uaé - ueé. (9.198)
0
Es folgen die Telegraphengleichungen
(m g—; + ,ua% - vz) E =0, (9.199)
(,ue g—; + ua% — v2> B=0, (9.200)



die im Vergleich zu den Wellengleichungen eine zusétzliche erste Zeitableitung enthalten. Wir machen wieder

einen Ansatz ebener Wellen:

wu
E
3
=

E(7 t) = Ege' BTt

wu
E
<
=

B(7,t) = Bye'®T
Einsetzen ergibt
— pew? —ipow + k=0

= k2= pew? + ipow.

Der Wellenvektor k ist also i. A. komplex. Wir setzen

mit E,Fie R3. Dann ist
P=k-k=k —r>+2ik- R
= k% - 2—,uew2/\2k K= pow

und

oot}
—~
et
-~
N—
|
S
3
N
&
=

(9.201)
(9.202)

(9.203)
(9.204)

(9.205)

(9.206)
(9.207)

(9.208)
(9.209)

Fiir einen unendlich groflen Leiter ist nur die triviale Losung Eo, éo = 0 sinnvoll, da jede andere in gewisse
Richtungen exponentiell anwéchst. Relevant sind die Gleichungen also fiir den Fall, dass eine Welle aus einem
Nichtleiter in den Leiter eindringt oder durch eine (von den Gleichungen nicht beschriebene) Quelle erzeugt

wird.

Aus GL (9.207) folgt, dass k - # > 0 sein muss, aber i. A. gilt nicht k || &, z.B. wenn eine Welle schriig
auf eine Leiteroberfldche fllt. Wir betrachten hier aber nur den Spezialfall k || &, der fiir senkrechten Einfall

relevant ist. Wir wiithlen 0. B.d. A. k = kz, R = kZ, k,k > 0. Dann folgt
k? — K% = pew® A 2kk = pow
= kP — k6% = pew?k® A KR? = (

2
= K — pewk? - (%) )

=t (5 ()
= k 2w+\/2 w+2 w

(Loésung mit — ergibt k% < 0)

,uaw)Q
2

2

o ¢F

(andere Losung ergibt k& < 0)

und

1€
K2 = k? — pew? = = w2

2
“1+ 1+(U)]
2 €w

nzv@;wV—L+Hl+<§)%
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1+ 1+(

g

Ew

]

(9.210)

(9.211)

(9.212)

(9.213)

(9.214)

(9.215)

(9.216)



Probe: Fiir 0 — 0 erhalten wir k — |/few = w/c1solator Und £ — 0. Die Wellen
E(7,t) = Ege " elbz—wt), (9.217)
B(F,t) = Boe "eih==wt) (9.218)

werden exponentiell abgeschwicht auf einer typischen Léngenskala von

5=~

21
. (9:219)

der Skin-Tiefe (oder ,dquivalenten Leitschichtdicke*). Der Realteil & der Wellenzahl ist gegeniiber Nichtleitern

vergrofert, die Wellenléinge A = 27/k und die Phasengeschwindigkeit cpeiter = w/k sind also verringert.
Insbesondere finden wir
—-1/2

2 o\?2
ClLeiter = 4/ — [1+14/1+ <7> = CIsolator
JL€ €w

Der Brechungsindex n = ¢/cpeiter ist vergrofiert. Im Grenzfall idealer Leiter (o — oo) erhalten wir

\/;w\/a W\F (9.221)
\/E \/> \/>\/>%oo (9.222)

also k0 =2 1 und 6 = \/27 in diesem Limes, sowie

2 2
CLeiter 2y —1 ] = = | =/ — 0. (9.223)
ue\ o o

Wegen V-E=0und V-B = 0 ist die Welle weiterhin transversal. Aus dem Faradayschen Gesetz erhalten wir

~1/2
1 1 o\?2
S+t (5) ] . (9.220)

IIZ

HZ

L. , - .
V x Eoe—mzez(kz—wt) = —By a e—nzez(kz—wt) (9224)
= (—k+ik)2 x Ege r#e!F2=wt) — i, Byer#ethbz—wt) (9.225)
L k4 . E .
Bo= " sy Bo= &« By (9.226)
w w

Die E- und B‘—Felderqstehen_’also weiterhin senkrecht aufeinander. Aber der Term ik sorgt fiir eine Phasenver-
schiebung zwischen E und B:

— 2 2 . —
By = 7”]“:"6 %3 % By, (9.227)
wobei .
tang = —. (9.228)

k

Da0<k<kist 0<¢<m/4 B hinkt also gegeniiber E hinterher, aber hoéchstens um 45°. Diese maximale
Phasenverschiebung tritt fiir o > ew, also k ~ k auf.

Brechung und Reflexion kénnen analog zu Grenzflichen zwischen Nichtleitern behandelt werden. Wir
konnen aber die Existenz freier Flachenladungen und -strome an der Grenzfliche nicht a priori ausschlie-
Ben. Die Anschlussbedingungen lauten damit

61l2n1 - €2En2 = Oy, (9229)

Ep = Ep, (9.230)

an = B, (9.231)

—_— Btl - — BtQ = Kf X 7’L (9232)
i1 12

wobei . = —2 vom Medium 2 (Leiter) zum Medium 1 (Isolator) zeigt.
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€1, U1 €2, U2, 0

7
-
™2
) )
Fiir einen linearen Leiter muss K ¢y = 0 gelten, sonst miisste E unendlich grofl sein, um eine divergente

Volumenstromdichte 75 (7, t) = § (2)K ¢(z,y,t) zu erzeugen. Wir betrachten nur senkrechten Einfall und wihlen
0.B.d.A. k = 2 und EY = E%2. Zumindest nach Abklingen transienter Effekte ist dann oy = 0 und EJ = E9z
Wir machen die Ansétze

Er(7t) = Ef de'hremh), (9.233)
Eg(F,t) = EY 2e'("hrz—wt) (9.234)
ET(F, t) _ E% i_ei(/::Tz—wt) = E% je—nzei(sz—wt). (9235)

Eine zu 9.2.1 analoge Herleitung liefert die Fresnel-Gleichungen

1-6

EO — ° B9 — _ EY, 9.236)
R R E7 1+ 4 I (
0 2 0_ 2 0
a+p +ﬂ
wobei, wegen des senkrechten Einfalls,
cosbr 1
= =_=1 9.238
@ cosOr 1 ( )

und

2
~ c c1 kr +ik € o
52M11 Hi€1 RT _ / /M22 1+ /1+< )+ 1+ 1+()
2 l~cT o (109 (109}
€ o\’ o\’
= JHe iy 1+ (> +iy|—14+4/1+ () : (9.239)
2”261 €W [S%)

Diese Grofe ist komplex, was eine zusétzliche Phasenverschiebung der reflektierten und transmittierten Wellen
impliziert. Fiir einen idealen Leiter (o > esw) folgern wir

1 1 1
e B - B e o2

— 6177/4

und damit aus den Fresnel-Gleichungen

E% >~ _EY, (9.241)

B =9 [F2L —im/a /5 . (9.242)
H10

In diesem Fall finden wir also perfekte Reflexion mit einem Phasensprung von 180°. Aus diesem Grund stellt
man Spiegel mit Hilfe guter Leiter her. Der Leiter muss nicht besonders dick sein, da die Skin-Tiefe § sehr
klein ist (a 100 A). FEine diinne Silberschicht auf der Riickseite einer Glasplatte ergibt einen sehr guten Spiegel.
Dabei hat die Glasplatte zum einen die Funktion, die diinne Schicht zu tragen (eine so diinne Metallfolie wiire
sehr empfindlich), und sie schiitzt zum anderen die Silberoberfliche vor Oxidation (Anlaufen).
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Kapitel 10

Relativistische Formulierung der
Elektrodynamik

In diesem Kapitel wollen wir die relativistische Formulierung der Elektrodynamik besprechen. Wir werden
sehen, dass dies ein kleinerer Schritt ist als in der Mechanik. Die Maxwellsche Elektrodynamik ist ndmlich
schon mit der Speziellen Relativitédtstheorie vereinbar, d. h. sie ist Lorentz-invariant, wenn wir die Felder E,
B und die Quellterme p, 7 korrekt transformieren. Es geht also hauptséichlich darum, dies zu zeigen und die
Elektrodynamik , kovariant*, also unter Verwendung von Lorentz-Skalaren, Vierervektoren usw., zu formulie-
ren. Historisch war die Maxwellsche Elektrodynamik die erste Lorentz-invariante (relativistische) Theorie. Die
Erkenntnis dieser Invarianz war eine wesentliche Motivation fiir die Einsteinschen Postulate und die Entwick-
lung der relativistischen Mechanik, die zusammen mit der Elektrodynamik die spezielle Relativitdtstheorie
ausmachen. Das Ziel, nicht nur das elektromagnetische, sondern auch das Gravitationsfeld relativistisch zu be-
schreiben, fiihrte schliellich auf die Allgemeine Relativitidtstheorie. Wir werden zunéichst wesentliche Konzepte
und Schreibweisen der Speziellen Relativitdtstheorie wiederholen, die schon in der Theoretischen Mechanik ein-
gefithrt wurden.

10.1 Spezielle Relativititstheorie

Ein zentraler Begriff ist der des Inertialsystems. Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, d. h. ein Koordinaten-
system in der vierdimensionalen Raumzeit (dem Minkowski-Raum), in dem sich kréftefreie Koérper geradlinig
und gleichférmig bewegen. Die Existenz von Inertialsystemen wird von Newtons 1. Axiom postuliert. Einstein
formulierte nun sinngeméf folgende Postulate:

1. Aquivalenzpostulat: Die physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen identisch. (Dieses Postulat
ist noch nicht auf die relativistische Physik beschréinkt.)

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ist zu allen Zeiten, an allen
Orten und in jeder Raumrichtung gleich grofl und insbesondere unabhéngig von der Bewegung der Quelle.
Damit ist ¢ = const ein physikalisches Gesetz im Sinne des Aquivalenzpostulats. Das 2. Postulat geht
sogar dariiber hinaus, da es ¢ = const auch fiir beschleunigte Bezugssysteme fordert. Es ist klar, dass
die Elektrodynamik notwendig ist, um die Konsequenzen der Einsteinschen Postulate zu verstehen, da
sie sich explizit auf elektromagnetische Wellen (Licht) beziehen.

In der Vorlesung Theoretische Mechanik wurde gezeigt, dass aus diesen Postulaten schon die Spezielle Relati-
vitédtstheorie konstruiert werden kann.

Die Transformation zwischen verschiedenen Inertialsystemen wird durch allgemeine Lorentz-
Transformationen vermittelt. Diese bilden die Lorentz-Gruppe mit 6 Generatoren:

e Lorentz-Boosts fiir die Relativgeschwindigkeit ¢ in 3 unabhéngigen Richtungen (bilden die speziellen
Lorentz-Transformationen),

e riumliche Drehungen in 3 unabhingigen Ebenen.
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Fir Koordinate im Inertialsystem S und 7, ¢ im Inertialsyste lautet die spezielle Lorentz-

n 7, t m S
Transformation (d.h. der Boost) fiir Relativgeschwindigkeit ¢ = v & (0.B.d. A.)

— ot
g EZY (10.1)
1-%
t— %o
t= . (10.2)
-3
y=y, 2=2 (10.3)
und die Riicktransformation
t
T = %’ (10.4)
2
-
t+ %z
t= ——= (10.5)
2
-5

Die Lorentz-Transformationen lassen sich als verallgemeinerte Rotationen von Vierervektoren auffassen. Den
Viererortsvektor schreiben wir als

() = (20, 2!, 2%, 23) = (ct, 2,9, 2) = (ct, 7). (10.6)

Wir verwenden hier die Schreibweise (z#), wenn wir den Vektor meinen, und z* fiir die p-te Komponente.
Damit ist die obige spezielle Lorentz-Transformation

= LF 2, (10.7)

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet haben: Uber identische obere und untere Indizes in
Produkten wird summiert, hier iber » = 0,1, 2, 3. Konkret ist

¥y =By 00
wy={ e (10.8)
0 0 01
mit
B = % (10.9)
L (10.10)

1
v o= = :
V1—p? \/1—2—2

Die Reihenfolge der oberen und unteren Indizes ist wichtig, wie wir sehen werden; ,, L#“ wire uneindeutig und
ist daher nicht wohlgeformt.
Weitere Definitionen:

e Kontravarianter Vektor (a*) = (a°,a',a?, a3): Transformiert sich wie der Ortsvektor (a#),
ozx#
at = D7 a¥ = L", a". (10.11)

e Kovarianter Vektor (a,) = (ao, a1, as, az): Transformiert sich gemé&B

oz” 5
Q# = @ a, =: L/»" a,. (1012)
Es folgt mit Hilfe der Kettenregel
. , Ozt Ox¥ Ozt

wobei 6§ bis auf die Stellung der Indizes das gewdhnliche Kronecker-Symbol ist. In diesem Sinne sind
die Matrizen (L*,) und (L") Inverse voneinander.
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e Allgemeiner definiert man Tensoren 2., 3., usw. Stufe, wobei jeder Index kontra- oder kovariant sein
kann. Z. B. transformiert sich (A*”) gemif}

oz# Ox¥
A = — — AP = LM LY _AP° 10.14
- oxP Ox° p= @ (10.14)
und analog
ANV = Lup Lya Ap0'7 (10.15)
A%, = L', LA, (10.16)
AV = LPLV,AS. (10.17)

Die Reihenfolge der Indizes ist wesentlich. Tensoren hoherer Stufe benotigen wir hier nicht; die Transfor-
mation sind aber analog, z. B. B*" = L>‘p L¥_ LY Brf°". Zu jedem kontravarianten Vektor existiert ein
kovarianter Vektor und umgekehrt. Allgemeiner kann man alle Indizes von Tensoren zwischen kontrava-
riant und kovariant umwandeln (,heben“ oder ,senken*). Dies erfolgt mit Hilfe des metrischen Tensors

(guu):

ay = YGuv a”, (10.18)
a* = g"a,, (10.19)
AHV = Gup Apl/ = Gup Gvo AP? = Guo AMJ (1020)

usw. In der Speziellen Relativitiatstheorie ist

1 0 0 0
(9") = (guw) = 8 Bl _01 8 (10.21)
0 0 0 -1
konstant in Raum und Zeit. Aus (z#) = (ct,7) folgt also
(zy) = (ct, =7). (10.22)
In der Allgemeinen Relativitiitstheorie ist (g*(z*)) hingegen ein dynamisches Feld.
e Das (verallgemeinerte) Skalarprodukt ist definiert durch
atb, = g, b’ = gy, ' = a,b”. (10.23)
Man findet et 5 .
Q“QH =L*, LMA a’by = [“);V 9z a’by = D a’by = a”b,. (10.24)

Das Skalarprodukt ist also invariant unter Lorentz-Transformationen (Lorentz-invariant).
e Lorentz-Skalare sind Groflen, die sich unter Lorentz-Transformationen nicht &ndern, z. B. Skalarprodukte.

e Betragsquadrat:
@y = g e = (@) — (a)? — (@) — (@), (10.25)
z.B. 2tz = ct? — 7 - 7. Beachte, dass dieses (verallgemeinerte) Betragsquadrat negativ werden kann.
Wir nennen einen Vierervektor (a*)
— zeitartig, wenn ata, > 0,
— lichtartig, wenn a*a, = 0,

— raumartig, wenn a*a, < 0.

o Vierergradient:

(2) oz
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dieser Vektoroperator transformiert sich geméfl der Kettenregel wie
0

0 0a” 0 oxz¥ 0 v (10.27)

da" ~ Ja’ da¥ Ozt Da¥ " da’

Vergleich mit Gl. (10.12) zeigt, dass sich die Ableitung nach einem kontravarianten Vektor wie ein
kovarianter Vektor transformiert. Umgekehrt ist (%) ein kontravarianter Vektor. Speziell fiir raumzeit-
liche Gradienten schreiben wir

d :
Oy = Fym (kovariant), (10.28)
ot = 2 (kontravariant). (10.29)
Oz,
Es ist
10 =
@) = (25:9), (10.30)

(o) = Cgt,—ﬁ). (10.31)

Beachte die umgekehrten Vorzeichen im Vergleich zu (z,) = (c¢t, —7), (z*) = (ct, 7).
D’Alembert-Operator:
0:=9,0" =0"0, = i V2. (10.32)

Die FEigenzeit T ist die von einer Uhr angezeigte Zeit, die von einem Massenpunkt mitgefiihrt wird. Diese
Uhr befindet sich daher i. A. nicht in einem Inertialsystem. Fiir das Differential dr der Eigenzeit gilt

_dt
Y

dr (10.33)

mit v = 1/4/1 —v2/c2, wobei ¥ = dif/dt hier die momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes in
einem gegebenen Inertialsystem (z.B. dem Laborsystem) mit den Koordinaten ct, 7 ist. Die Beziehung
beschreibt die Zeitdilatation: Esist v > 1 fiir ¥ # 0, daher lduft die mitgefiihrte Uhr (Eigenzeit) langsamer
als die Laboruhr.

Die Vierergeschwindigkeit ist
dzt det d7
Yy . — [ — ) = — — | = v). 10.34
(uh) (dT> (v dt,vdt> (ve,v0) (10.34)

Der Viererimpuls ist
(p") := (mut). (10.35)

Mit m bezeichnen wir immer die Ruhemasse, wir verwenden kein Konzept einer ,geschwindigkeits-
abhingigen Masse®“. Man findet leicht

2
Ppu = mPutu, = *m?(c® — 7%) = y*m? (1 - 22) =m2c. (10.36)
Wir schreiben
) = ", 9, (10.37)
dann ist
plp, = (p°)? — p? = m3c? (10.38)
= () = m?c?+p? (10.39)

= plc = /m2ct 4+ p2c (10.40)
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Der Limes fiir v < ¢ ergibt

0 2 p? o P’
p’c=mc*\/1+ " = me” + . (10.41)

also die Ruheenergie mc? plus die nichtrelativistische kinetische Energie. Es liegt daher nahe, p’c als
relativistische Verallgemeinerung der Gesamtenergie des freien Teilchens zu betrachten:

E:=m2c + 522 = FE?=m*c" +p? (10.42)
Beachte, dass E die 0-Komponente eines Vierervektors ist und kein Lorentz-Skalar. E héngt also vom
Inertialsystem ab, wie man auch erwartet.

Allgemein sollten physikalische Gesetze kovariant formuliert werden, d.h., sie sollten nur Lorentz-Skalare,
Vierervektoren und entsprechende hohere Tensoren enthalten. Dann erfiillen sie automatisch die Einsteinschen
Postulate. Es ist eine Schwiche der relativistischen Newton-Mechanik, dass sie mit nicht kovarianten Gréfien,
wie der Energie E, operiert. Die Formulierung der Elektrodynamik, die wir nun besprechen werden, leidet
nicht unter diesem Problem.

10.2 Viererdarstellung der Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen allein gestatten noch keine Entscheidung, ob die Maxwellsche Elektrodynamik
Lorentz-invariant ist. Zuséatzlich miissen wir ermitteln, wie sich die darin vorkommenden Felder E , B , p und
7 Lorentz-transformieren. Mit anderen Worten, wir miissen diese Gréflen als Lorentz-Skalare, Vierervektoren
und evtl. héhere Tensoren identifizieren. Wir verwenden weiterhin SI-Einheiten. Manche Autoren, wie J. D.
Jackson, bevorzugen Gaufische Einheiten fiir die relativistische Formulierung, da dann weniger Faktoren 1/¢
auftreten.

10.2.1 Die Kontinuitéitsgleichung

Wir starten mit der fiir die Elektrodynamik grundlegenden Kontinuitétsgleichung

dp =
Liv.r=0; 10.43
5 VI (10.43)
Ladungserhaltung sollte ja sicherlich in jedem Inertialsystem gleichermafien gelten (1. Postulat). Die linke Seite
hat die Form einer Viererdivergenz, wir konnen namlich schreiben

Oug" =0 (10.44)

mit der Viererstromdichte
() = (pe, ). (10.45)
Die Kontinuitétsgleichung ist demnach Lorentz-invariant, wenn sich p und 7 tatséchlich wie die zeitlichen bzw.
rdumlichen Komponenten eines Vierervektors transformieren, d.h. wenn
Jgr=nr"j" (10.46)

gilt. Dass das so ist, konnen wir uns wie folgt plausibel machen: Wir betrachten eine sich mit der lokalen
Geschwindigkeit ¢(7,t) gegeniiber dem Laborsystem S bewegende Ladungsdichte

dQ
_ 10.47
P=y (10.47)
Die Stromdichte ist, unter der Annahme einer Teilchensorte (das Argument ldsst sich verallgemeinern),
7= pv. (10.48)

Wir wollen nun p und 7 durch die mitbewegte Ladungsdichte py ausdriicken, d. h. durch die Ladungsdichte in
dem Bezugssystem, in dem d@ ruht. Es sei

dq
_ 9 10.49
Po v ( )
Aus Sicht des Laborsystems ist das Volumenelement in Bewegungsrichtung lingenkontrahiert. Daher ist
dVi 2
av =22 = J1- L av,. (10.50)
5 c
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Damit ist die Dichte im Laborsystem erhoht:

dQ  dQ
=av WdV YPo- (10.51)
Es folgt auch
T=po 0. (10.52)
Also ist
(") = (pc, J) = polve, ) = po(ut) (10.53)

mit der Vierergeschwindigkeit (u*). Da pg vorgegeben ist, transformiert sich (j#) wie (u*), also als Vierervektor.

10.2.2 Potentiale

Das Transformationsverhalten der sechs Feldkomponenten E , B ist nicht offensichtlich — wie sollen wir sechs
Groflen in Skalaren (eine Komponente), Vektoren (vier Komponenten) und Tensoren (16 Komponenten) un-
terbringen? Es ist giinstig, zunédchst die Potentiale ¢, A zu betrachten. Da dies vier Grofien sind, von denen
drei einen rdumlichen Vektor bilden, liegt es nahe zu vermuten, dass sich ¢ und A als Vierervektor schreiben
lassen.

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten, ausgedriickt durch Potentiale, sieche Abschnitt 8.4,

V3¢ + 9 A= -2 (10.54)
€0
, 1 0%\ - = A .
Etwas umgeschrieben erhalten wir
1 = -
e A) = 10.

el (v¢+ ) pe, (10.56)

/1. o o
— 0, 0FA+ —V (2¢+V A) = 7 (10.57)
Mo c

Da die rechten Seiten einen Vierervektor (pc,7) bilden, miissen dies auch die linken Seiten tun. Der Term
¢/c* + V - A legt nahe, ein Viererpotential

(A") = (i’,g) (10.58)
einzufiithren, denn dann ist
10 ¢
At = - — = A== A. 10.
Oy c8tc+v qb—l—V (10.59)

Wir wollen die Gleichungen (10.56) und (10.57) mit (0*) und (A*) ausdriicken. Wir betrachten dazu die
spezielle zweite Ableitung 9, (0" A" — 0¥ A*) = 0,,0" AY — 0,,0” A". Die zeitliche Komponente (v = 0) lautet

=—-V-(Vop+A) = ) LopC (10.60)

und die rdumlichen Komponenten (v = 1,2, 3)
Lo o/(1 . .
0 0MA+V (02 p+V-A =" o (10.61)
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Damit haben wir gefunden
Ou(O*A” — OV AH) = poj”. (10.62)
Wie schon gesagt, steht auf der rechten Seite ein Vierervektor und daher ist auch die linke Seite ein Vierervektor.
AuBerdem sind die Gradienten (9,,) und (0*) Vierervektoren. Daraus folgt, dass sich (4*) = (¢/c, A) ebenfalls
als Vierervektor transformiert, evtl. bis auf einen Term, der unter den Ableitungen wegféllt. Aber auf jeden
Fall kénnen wir die Losung fiir (A*) als Vierervektor wdhlen.
Wir kénnen auch leicht die allgemeine Eichtransformation kovariant ausdriicken:

A— A+ Vy, (10.63)
o— d—x (10.64)

ist einfach
AP — AP — 9P y. (10.65)

Allgemeine Eichtransformationen sind also mit der Lorentz-Invarianz vertriglich, solange sich x als Lorentz-
Skalar transformiert, d. h. unter Lorentz-Transformation invariant bleibt.

Die speziellen Eichungen, die wir im letzten Kapitel besprochen hatten, sehen in Viererschreibweise wie
folgt aus:

1. Coulomb-Eichung: V - A = 0 bedeutet
OLAY + 0, A% + 934 = 0. (10.66)

Das ist nicht Lorentz-invariant, da die 0-Komponente fehlt. Die Coulomb-Eichung in einem Inertialsystem
ist also i. A. keine Coulomb-Eichung in einem anderen Inertialsystem.

2. Lorenz-Eichung: VA4 (b/ c? = 0 ldsst sich schreiben als
0, A" = 0. (10.67)

Das ist offensichtlich Lorentz-invariant. Die Lorenz-Eichung bleibt also unter Lorentz-Transformation
erhalten.

10.2.3 Der Feldstirketensor

Der in der (nun einzigen) inhomogenen Maxwell-Gleichung
Ou(O*A” — 0V A*) = poj"” (10.68)

auftretende Tensor
FHY .= grAY — 9 A* (10.69)

wird Feldstirketensor genannt. Damit lautet die Gleichung
0" = pog”. (10.70)

Dies impliziert wieder die Kontinuitéitsgleichung und damit Ladungserhaltung: Aus der inhomogenen Gleichung
folgt

00y F" = po0,35" . (10.71)
Auf der linken Seite ist (9,,0,) symmetrisch und (F*") nach der Definition (10.69) antisymmetrisch. Daher
gilt 0,0, F" = —0,0,F""* = —0,0,F"” (Umbenennung der Summationsindizes!) und die linke Seite muss

verschwinden. Es folgt die Kontinuitétsgleichung 0 = 9,j".
Wir bestimmen die Komponenten von (F*¥) explizit:

e Es ist offensichtlich
FOO —_ Fll — F22 — F33 =0. (1072)

160



e Fiir die gemischt zeitlich-raumlichen Komponenten erhalten wir

FoizlgAi+Vi? 1=1,2,3
c Ot c
1 .. 1
_ : (Vi + A1) = -= E (10.73)
und analog
Fl'o:_vi?_lgAi i=1,2,3
c ¢ Ot
1 .. 1
- (Vigp+ Aty = EEi' (10.74)

e Fiir die rein rdumlichen, nicht diagonalen Komponenten finden wir
Fil = VA7 +V; Al ‘ i=1,2,3,i#j

= — Zeijk (6 X g)k: = — ZeijkBk- (1075)
k k

Das ist leichter an einem Beispiel zu verstehen:

04,  OA,
— + =

12 _ 04y
= ox dy

~B.. (10.76)

(Die Komponenten von Dreiervektoren bezeichnen wir immer mit unteren Indizes.)

Damit erhalten wir insgesamt

0 7 _ -
C C C
E
—~ 0 -B. B,
(F) = 5 (10.77)
Yy
~Y B, 0 -B,
C
E. B B 0
C Y ¢

Die zusammen mit E auftretenden Faktoren 1 /c sind dem (SI-) Einheitensystem geschuldet. In Gaufischen
Einheiten treten sie nicht auf. Jedenfalls wére es falsch, zu folgern, dass die E enthaltenden Terme wegen dieser
Faktoren ,klein“ seien. Der Feldstéirketensor ist per Definition antisymmetrisch, wie wir jetzt auch explizit
sehen. Eine antisymmetrische 4 x 4-Matrix hat sechs unabhéngige Komponenten, was erklart, warum E und
B zusammen in drei Raumdimensionen sechs Komponenten haben. Allgemein in d Raumdimensionen wiren
es nicht 2d Komponenten, sondern d(d + 1)/2 mit d im elektrischen Feld und d(d — 1)/2 im magnetischen
Feld. d = 3 Dimensionen sind also dadurch ausgezeichnet, dass E- und B-Feld gleich viele Komponenten
haben. (Dies erinnert an die nicht relativistische klassische Mechanik, in der der Impuls d Komponenten hat,
der Drehimpuls aber d(d — 1)/2. Dies liegt daran, dass Translationen in d Raumrichtungen existieren, aber
Rotationen in d(d — 1)/2 Ebenen.)
Damit wissen wir jetzt, wie sich E und B Lorentz-transformieren, ndmlich als Komponenten des Tensors
2. Stufe (F*"):
Fr = LF, LY, F*°. (10.78)
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Mit etwas Rechnung findet man fiir einen Boost in z-Richtung

E, = E., (10.79)
E, =~ (E, — BcB.), (10.80)
E. =~(E. — BcBy), (10.81)
B, = Ba, (10.82)
B, =~ (By + fE) , (10.83)

mit § =v/c, vy =1/+/1 — B2, wie iiblich.

Wir betrachten nun das Feld einer sich gleichférmig bewegenden Punktladung. Im Laborsystem S bewege
sich eine Punktladung ¢ mit der konstanten Geschwindigkeit ¥ = v Z. S sei das mitbewegte System. In diesem
soll die Ladung im Ursprung ruhen. Fiir t = ¢t = 0 sollen die Koordinatenurspriinge zusammenfallen. Es ist
also, in S,

_ q T

E(7t) = — 10.85
() = 1 . (1085)
B(7,t) = 0. (10.86)
Das Laborsystem § bewegt sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit —v Z. Es folgt
q =«
= i 10.87
= dmeq 13’ ( )
q Y
_ Y 10.
2= Ireo ghey (10.88)
q z
= el 10.89
-z 47760 PY 7'3 ? ( )
B, =0, (10.90)
q 8 =
B, =— — = 10.91
- dmeg ¢ 13’ ( )
a By
= — = 10.92
=  4mey ¢ 13 ( )
Also gilt
. E 1 .
B=pBix—==—50xE. (10.93)
c

Die Gleichungen (10.79)—(10.84) zeigen, dass dies im Fall B = 0 ganz allgemein gilt.
Gleichungen (10.87)—(10.92) geben das Feld im Laborsystem als Funktion der Koordinaten 7, ¢ im mitbe-
wegten System an — keine sehr niitzliche Darstellung. Ausgedriickt durch Koordinaten im Laborsystem erhalten

wir
q x — vt

B » : 10.94

=0T Imey ) [P@ - vb) + 4 + 2P (10.94)
q y

- - 10.95

=0T ey (@ —vt)? + y2 + 223/2 ( )
q z

- 10.96

T dwe [y (z — o) + g+ 22P (10.96)

Zum Zeitpunkt ¢ =0 (0.B.d. A.) ist
q z
- 10.

= ey | (V222 + 2 + 2232 (10.97)
__4a Y

=Y Are 7 [y222 + y2 + 22)3/2” (10.98)

. ; (10.99)

=27 drey | 22 T2t 2P
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also

P4 r
=7 neo | 222 +y? o+ 2P
q T

= — . 10.100
dreq [74/3,&2+7—2/3y2+7—2/3§2]3/2 ( )

Das E-Feld ist also radial, da parallel zu 7 gerichtet. Es ist aber in Bewegungsrichtung gestaucht (wegen
43 > 1) und in y- und z-Richtung gestreckt (wegen v 23 < 1). Das B-Feld ergibt sich am einfachsten aus

1. .
B=5UXxXE — = €0fo
c c
Ho vxr

(10.101)

in q [74/:@2 + 772/3y2 + 772/312]3/2'

B ist also tangential an Kreisen senkrecht zur Teilchenbahn und mit Mittelpunkten auf der Bahn. Diese

Orientierungen von B und B hatten wir bei der Diskussion des 3. Newtonschen Axioms (Reaktionsprinzips)
in 8.5.2 bereits vorweg genommen.

Beachte, dass B im Vergleich zu E den einheitenlosen Faktor 8 = v/c enthilt. Daher ist es sinnvoll, fiir
v < ¢ zu sagen, dass das magnetische Feld klein im Vergleich zum elektrischen sei. In diesem Sinne ist B
eine ,relativistische Korrektur® zum Coulomb-Feld. Im stark relativistischen Limes v =~ ¢ sind B und E in
der Ebene konzentriert, die die Ladung enthilt und senkrecht auf ¢ steht. Ein relativistisches Teilchen triagt
gewissermaflen eine harte Wand mit sich. Dies ist verwandt mit der Schockwelle eines sich ungefahr mit der
Schallgeschwindigkeit bewegenden Flugzeugs.

Wir kénnen natiirlich auch den kovarianten Feldstéirketensor

F,ul/ = g,upgllonU (10102)

konstruieren. In ihm sind die Vorzeichen der E—Komponenten umgekehrt. Aus F*” und F),, kénnen wir einen
Lorentz-Skalar bilden, also eine unter Lorentz-Transformation invariante Grofe:

E2
FuF"™ = gupGue FPOFM =2 <32 — 62) : (10.103)
Diese Invariante des elektromagnetischen Feldes bedeutet u.a., dass man nie ein reines elektrisches Feld
(F,,, F* < 0) in ein reines magnetisches Feld (F),, F'** > 0) Lorentz-transformieren kann.
Zum Schluss wollen wir noch die homogenen Maxwell-Gleichungen kovariant ausdriicken. Wir haben einer-
seits

V-B=0 (10.104)
= OF2 40, FP+03F? =0 (10.105)
= O'F® 1 0°F3 1 93F12 = 0. (10.106)
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Andererseits ist

VxE+B=o. (10.107)
Wir betrachten die z-Komponente:
%Ez—% y+%Bw =0 (10.108)
= O F0 4 F? +9F*2 = 0 (10.109)
= “*FN-9*F”? - 9'F® = 0 (10.110)
= PO LPF% 4L 0FB = 0. (10.111)

Die iibrigen beiden Komponenten ergeben sich analog. Zusammengefasst erhalten wir
OFPY 4 OPFY™ £ 9VFP =0 fiir o, B, € {0,1,2,3} verschieden. (10.112)

Sind zwei der Indizes «, 5, v gleich, so erhalten wir eine Tautologie:

OUFY + 9°F7™ + 97 F*° = 9*(F™ + F1®) = 0. (10.113)
0 0

Wir miissen also den Fall mit gleichen Indizes nicht weiter beachten. Da sich die Gleichung (10.112) unter zy-
klischer Vertauschung nicht dndert, gibt es nur vier wesentlich verschiedene Wahlmoglichkeiten. Diese ergeben

genau die vier Komponenten von V-B=0und Vx E + B =0.

10.2.4 Der duale Feldstirketensor

Man kann die homogenen Maxwell-Gleichungen noch kompakter formulieren: Wir definieren den dualen
Feldstdrketensor

~ 1
o= 3 ePOE,, (10.114)
mit dem antisymmetrischen Einheitstensor (Levi-Civita-Symbol) vierter Stufe

1 fiir (uvpo) gerade Permutationen von (0123),
elP? = ¢ —1 fiir (uvpo) ungerade Permutationen von (0123), (10.115)
0  sonst.

Man findet leicht
0 -B, -By -B,

E.  E,
By 0 ——
c c
=g B B | (10.116)
Y C C
E E,
B, - - 0
Cc c

Im Vergleich zu (F**) sind also E — ¢B und B — —E /c ersetzt worden. Die homogenen Maxwell-Gleichungen
lauten jetzt

D FH = 0. (10.117)

Dies sehen wir wie folgt: Die Gleichung ist dquivalent zu
0=0"F,, = a“% Cuwpo FP7 = —% €vppo O FP7 (10.118)
S eyppe O = 0F. (10.119)

Dies ist dquivalent zu Gl. (10.112). Die homogene Maxwell-Gleichung (10.117) ist nun von derselben Form wie
die inhomogene Gleichung 0, F*" = pj”. Die (verschwindenden) Quellen des dualen Feldes F'*” wiren die
Komponenten der magnetischen (Monopol-) Viererstromdichte.
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Mit dem dualen Feld konnen wir eine weitere Invariante konstruieren:
[y 1 nvpo 4= =
F, F" = 56 F/WFM:_EE'B' (10.120)

Das gewohnliche Skalarprodukt E - B ist also Lorentz-invariant. Das bedeutet z.B., dass, wenn in einem
Inertialsystem das Feld rein magnetisch oder rein elektrisch ist, in jedem Inertialsystem E und B orthogonal
sind.

Keine unabhéngige Invariante ergibt sich aus FWF #¥denn es gilt

-~ E?
F, FM =2 <c2 - B2> =—F, F". (10.121)
Beachte auch, dass die Energiedichte
1 [E?
em = =— | = + B? 10.122
b 240 <02 " ) (10122)

keine Invariante des Feldes ist. Beweis: Angenommen, wey, ist eine Invariante. Da E?/c? — B? wie gesehen eine
Invariante ist, so miissen es dann auch E? und B? separat sein. Das steht aber im Widerspruch zum expliziten
Resultat fiir die gleichférmig bewegte Punktladung, fiir die B =0 im mithbewegten System gilt, B # 0 im
Laborsystem.

10.2.5 Elektromagnetische Wellen
Zum Schluss formulieren wir noch die Wellengleichung kovariant. In Abwesenheit von Ladungen und Strémen
gilt

0 F" =0 AN O'F"P +0"FPF 4 0PFM = 0. (10.123)
Wir wollen 0,0 F*? mit Hilfe dieser Maxwell-Gleichungen berechnen. Beispielhaft betrachten wir die Kom-
ponente FO:

DO = 000 FOL 4 9,0 FO + 9,020 4+ 9,07 )
80(*8151/1/*82F21 *33F31) +81(*30£(1)/*(92F02 —83F03)
=0 =0
4 82 (_80F12 _ 81F20) 4 33 (_80F13 _ alFSO)
— _[8082 (F21 4 F12) 4 8083 (F31 4 FlS) 4 8182 (F02 4 FQO) 4 8163 (F03 4 FBO)]
= 0. (10.124)

Analog finden wir fiir alle Auflerdiagonalkomponenten F*?, dass 0,,0F*° = 0. Die Diagonalkomponenten
verschwinden ohnehin. Damit folgt
9,0"FP7 =[O FP =0, (10.125)

Da die Komponenten F*? i. W. die Komponenten von E und B sind, erhalten wir wieder Wellengleichungen
fiir alle diese Komponenten.
In Abschnitt 9.1 hatten wir gefunden, dass fiir ebene Wellen im Laborsystem gilt

1. 4
B=-kxE. (10.126)
&

Daraus koénnen wir sofort die beiden Invarianten des Feldes fiir den Fall einer ebenen Welle ablesen:

Qv 2 E2 2 2 2
F,F* = 2(B* - )= 5 (B~ E%) =0, (10.127)
~ 4 — — 4 — ~ —
F, v = —ZE.B=-2FE-(kxE)=0. (10.128)
C C

Die erste Gleichung bedeutet, dass das elektrische und das Induktionsfeld einer elektromagnetischen Welle in
jedem Inertialsystem in natiirlichen Einheiten gleich grofl sind. Die zweite Gleichung zeigt, dass E und B fiir
eine Welle in jedem Inertialsystem senkrecht aufeinander stehen.
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Kapitel 11

Retardierte Felder

Wirkungen breiten sich mit der Lichtgeschwindigkeit aus. Daher kann das elektromagnetische Feld an einem
Ort 7 zur Zeit ¢ nicht von der instantanen Ladungs- und Stromverteilung zur Zeit ¢t abhéngen, sondern nur
von Ladungen und Strémen zu fritheren Zeiten t' < ¢. In diesem Kapitel bestimmen und untersuchen wir die
resultierenden retardierten Felder quantitativ.

11.1 Felder bewegter Ladungen

Wir verwenden die Lorenz-Fichung, da sie Lorentz-invariant und damit am besten geeignet fiir die Beschreibung
schneller Teilchen ist. Wie in 8.4 gesehen, erfiillen die Potentiale dann

0 0" A” = poj” (11.1)
oder ausfiihrlicher
10 2 P
(Zm7)e=2 —
1 02 - R
<C2 5 v2) A= o7, (11.3)

Im statischen Fall sind die Potentiale (fiir freie Randbedingungen) durch die Poisson-Integrale

_ 47:60 Hfdvl i’“"')

j_”o {[f av ﬂr (11.5)

7=

(11.4)

gegeben. Da sich Wirkungen mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreiten, ist es plausibel, fiir die zeitabhédngigen

Losungen anzusetzen
o) = o [ v 2
47T'60 r—7

riy= 1 ([fav ﬂj@j (11.7)

=t——. (11.8)

(11.6)

mit

Wir iiberpriifen, ob der Ansatz die Lorenz-Eichbedingung und die inhomogenen Wellengleichungen erfiillt:

1. Eichbedingung;:

- 1
VoAt 6—2 H ' ﬂf i’l - 4weofﬂ at Ir— ? (11.9)
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Nun beachte, dass ¢’ von 7 und ¢ abhéingt. Es ist

R 1= 17— 1~ =
V= —=V|[f— 7| = —= = == Ar = -V't/, (11.10)
c c |7 =7 c
o’
— = 11.11
T (11.11)
Es folgt
OF(F' ) Gy Op(7',t")
— — 1 - MO ’ at/ . Vt ) - 1 ot
VoAt 5é= ﬂfdv )V R
aj(F,t) Vt/ 1 1 a =1 4!
; . - (7' )
wlf v | Y g g T

o=l gl / L iap(F/,t/)
U0 B A v s v 7

to gy | VeaE
T drw fff v Ar + Ar

T=t
t’ nicht nach 7/ ableiten

o 1 e .t | V) 1 9p(,t)
= JJfav'| =¥ Ar Ar YA o

T=t'

= 0 (Kontinuitétsgleichung)

_ K U
_—ﬁ@ =0 (11.12)

unter der iiblichen Annahme, dass die Felder im Unendlichen schnell genug abfallen.

2. Inhomogene Wellengleichungen:

o0t G L
ﬂ av' | — T 4 p(7 )V —

- 4meg I Ar Ar
g [l [ O o a9
> vom gl [ e S0
R R AAA)

1 82/)( ) 1 10p(,t) 11—  10p(i,t') 11—

0 A o7 (AR oo (A2

= v

— o) dm 5(AT)

L&0 (11.14)

Die inhomogene Wellengleichung (11.2) fiir ¢ ist also erfiillt. Eine analoge Rechnung zeigt, dass auch A
Gl. (11.3) erfiillt.
Aus den retardierten Potentialen konnen wir nun die retardierten Felder E und B bestimmen. Dabei ist

wieder zu beachten, dass ¢’ von 7 und ¢ abhingt. Die Rechnung ist etwas miithsam, aber nicht schwierig.
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Die Ergebnisse wurden laut D. J. Griffiths erst 1966 von O. Jefimenko publiziert und er nennt sie daher
Jefimenko-Gleichungen. Sie lauten

o - Ar 10p(F,¢") Ar 1 97, ¢) 1
! 1) - e 11.1
E(, 4mo JJav S amr T e T A @ ar A (11.15)
T o o Ar o 1oiFL ) Ar
B('f’7t) = E J:[[ dV j(r ,t ) X (A’,")Q E [%' X E (1116)

Im statischen Grenzfall ergeben sich offensichtlich das Coulomb- und das Biot-Savart-Gesetz. Beachte, dass
die allgemeinen Ausdriicke fiir £ und B nicht einfach durch die Ersetzung t — ¢’ = ¢ — Ar/c in p und 7 aus
den statischen Gesetzen hervorgehen, im Unterschied zu den Potentialen.

11.1.1 Liénard-Wiechert-Potentiale

Ein wichtiger Spezialfall betrifft die Felder bewegter Punktladungen. Fiir eine Punktladung mit der Trajektorie
R(t) gilt

p(F) = q6(7 = R(1)), (11.17)
77) = p(7) T = q R(t t)8(7 — R(t)). (11.18)

Das skalare Potential ist also

,8(F — R(t — |7 — | /c)
_ 471'60 Jff av’ |T_r = 47760 {[f av e ). (11.19)

Beachte, dass die Integrationsvariable 7' an zwei Stellen im Argument der J-Funktion auftritt. Diese Konse-
quenz der Retardierung macht die Rechnung schwieriger. Wir suchen zunéchst die Nullstellen das Arguments

der §-Funktion:
F’—ﬁ(t—r_rl> =0. (11.20)

C
—_———

=

Diese Gleichung bestimmt die Orte 7/ = R(t) und zugehdrigen Zeiten t g = t' = t—|F—7"'|/c der Punktladung,
an deren sie eine Wirkung auf das Feld am Ort 7 zur Zeit t ausiibt. Das ist genau dann der Fall, wenn
|F— R(tR)| = C(t — tR) gilt.

Interessanterweise existiert fiir gegebene 7, ¢ hdchstens eine Lésung. Denn wiiren 7] und 7 Losungen, so miisste
gelten

7 = R(t]), (

7y = R(t3), (11.22
7= 7| = c(t =), (
7= 75| = c(t —t3). (

Daraus folgt mit der Dreiecksungleichung

7y — 7| > ||F = 7| — |7 = || = clt —t5 — t + t{| = c|ts — t{| (11.25)
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= |R(t3) — R(t])| > c|ts —t{|. (11.26)

Wenn ¢ # t{ gilt, muss sich die Punktladung also mit Lichtgeschwindigkeit oder schneller bewegen. Nach der
Speziellen Relativitiatstheorie ist das aber unméglich; massive Teilchen bewegen sich nur mit Geschwindigkeiten
v < c und alle geladenen Teilchen sind, nach heutigem Wissen, massiv.

Gleichung (11.20) hat somit gar keine oder eine eindeutige Losung, die wir dann mit 7 = R(tg),t' = tg
bezeichnen. Nun entwickeln wir das Argument der §-Funktion in 7/ um diese Nullstelle:

R(t — |7 = 7'|/e) N0+Z (r{ — Ri(tr))

( R(t—|7—7 ’|/c>)

R | | I R 5
i T FI=R(tr)
_ B Ar; v _ R
=3 |r- ey |/>ATL/_%)<Z Ri(tx))
-A 1z Ri(tR) /
_ ~ S R(tg) TR RitR)) 11.27
| i) e ] o) (1127

(7; € {&,7, 2} sind feste Koordinateneinheitsvektoren) oder komponentenweise:

1. ri — Ri(tr)
r!i— Rt —|F—7'|/c) = [f“-—fR-tR %} r! — Jji Ri(tg 11.28
j— Bt =] |/¢) § (i) — = B )|F—R(tR)| (r; § i ( (tr)). (11.28)
j-te Komponente
des i-ten kartesischen
Einheitsvektors = §;;

Nun gilt fur die mehrdimensionale §-Funktion

I T
5(T7) = ] 5(7) (11.29)

in Verallgemeinerung von Eigenschaft 4 in A.4.1. Dies zeigt man leicht durch Substitution. Im konkreten Fall
zeigt explizite Rechnung

:, 7 — R(t
det 7 =1— = R(tg) — i(tr) (11.30)
™" — R(tr)|
Es folgt
) g | 5(F — R(tg)
R [ = T =
0 1-LR(tr) LR rer
e 7 R(tr)|
_ 4 1 1
dmeg 1 _ 1 B F—ER(tr) — R(t
- L R(tr) - |7 — R(tr)|
1
1 . (11.31)

Im Vergleich zum statischen Potential ist offenbar ein Term im Nenner hinzugekommen, der den §-Parameter
|R|/c = v/c der Punktladung enthélt.
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Fiir das Vektorpotential erhalten wir ganz analog

—— I ,ﬁ(t—|F—F’|/c)5 7 — R(t — |7 — 7| /c)
A= "Tra fff av qu )

r—r

(11.32)

Gleichungen (11.31) und (11.32) nennt man die Liénard- Wiechert-Potentiale. Fiir den Spezialfall einer
gleichformig bewegten Punktladung kénnen wir dieselben Ergebnisse einfacher durch Lorentz-Transformation
der statischen Potentiale im mitbewegten Inertialsystem ins Laborsystem erhalten. Das Ergebnis hier ist aber
viel allgemeiner, es gilt fiir beliebige Bewegungen der Punktladung. Wir kénnen noch einen einfachen Zusam-
menhang zwischen den Potentialen ¢ und A finden: Mit poco = 1/¢? folgt

. 11 R R
A7 t) = - qﬂi(tR) = R(ZR) O(F, 1) (11.33)
Ao |7 — R(tp)| - L R(tr) - (F— R(tr)) ~ ©
Die Felder E(7,t) und B(7,t) erhalten wir wie iiblich aus ¢(,t) und A(7,¢):
E= V¢ A (11.34)
B=VxA. (11.35)

Die Rechnung wird dadurch erschwert, dass die retardierte Zeit tg in ¢ und A von 7 und ¢ abhéngt, und zwar
als Losung der impliziten Gleichung B
|7 — R(tr)| = ¢ (t — tgr). (11.36)

Die Rechnung findet sich im Buch von Griffiths, eine elegantere Methode im Buch von Jackson. Hier geben
wir nur die Ergebnisse an:

E(7t) = 4:60 EA,TT)B (2 — v2)@ + A x (@ % a')} (11.37)
mit
Ar =7 R(tp), (11.38)
7= R(tg), (11.39)
i = R(tg) (11.40)
und der Abkiirzung -
U:=cAr—7v (11.41)
mit Ar = Ar /Ar, wie tiblich. Fiir das Induktionsfeld findet man
B(7.t) = %ET « B(7.1). (11.42)

Es steht also senkrecht auf E und auf 7 — ﬁ(tR). Wenn die Geschwindigkeit und die Beschleunigung der
Punktladung verschwinden, erhalten wir das Coulomb-Feld der Elektrostatik.

11.2 Strahlung

Wir haben bereits die Propagation und auch die Ddmpfung elektromagnetischer Wellen diskutiert, aber noch
nicht ihre Erzeugung. Dazu kommen wir in diesem Abschnitt. Elektromagnetische Wellen werden, wie elek-
tromagnetische Felder allgemein, von Ladungen und Stromen erzeugt. Wir sprechen dann von der Strahlung,
die diese Ladungen und Strome emittieren. Genauer sprechen wir nur dann von Strahlung, wenn das Feld
eine Leistung P > 0 ins Unendliche trégt. Diese Leistung erhalten wir durch Integration des Poynting-Vektors
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iiber eine Kugelschale mit dem Radius R — oo (die Ladungen und Strome seien auf einen endlichen Bereich
beschrinkt):

P:@Sdg’@:ﬂi@dg.(ﬁxé). (11.43)
0

Die Oberfliche der Kugel wiichst fiir R — oo wie R2. Daher erhalten wir eine von Null verschiedene abgestrahlte
Leistung P nur, wenn E x B nicht schneller als 1/r? abfiillt. Wir wiederholen die Jefimenko-Gleichungen aus
11.1 und ermitteln das Verhalten der einzelnen Terme fiir grofie 7

Ar  10p(F,¢) Ar 1 97, ¢) 1
/ —'/ / s ar 1 or,t) 1
7"; 47T€0 J:[f av |: (A’I") + ot Ar 2 ot Ar | (1144)
—_————
o(1/r?) o(1/r) o(1/r)
ST ) Ay A 1077¢)  Ar
Bﬁyﬂ4FJIde’{ﬂr,t)x(ArP#c ol 1L
—_—
O(1/r2) o(/r)

Fiir die abgestrahlte Leistung sind nur die Terme der Ordnung 1/r relevant. Beachte, dass diese Terme alle
Zeitableitungen von p und 7enthalten. Insbesondere sind fiir Abstrahlung zeitlich verénderliche Strome ( f #0)
erforderlich, da sonst B zu schnell abfallen wiirde. Die Vernachlissigung der schneller abfallenden Terme nennt
man die Fernfeld-Néherung. Fiir die praktische Berechnung der Felder ist der Weg iiber die Potentiale giinstiger
als die direkte Auswertung der Jefimenko-Gleichungen.

11.2.1 Harmonisch oszillierende Quellen

Wir untersuchen zunéchst Ladungen und Strome, die auf eine endliche Region beschriinkt sind und in der Zeit
harmonisch oszillieren. Wir schreiben

ol 1) = p(F) e, (11.46)
JFt) = ) e, (11.47)
wobei wie iiblich die physikalischen Felder am Ende die Realteile der berechneten Grofien sind. Die Betrachtung
der harmonischen Zeitabhéngigkeit ist keine wirkliche Einschréinkung, da wir beliebige p und 7 durch zeitliche

Fourier-Transformation in die harmonischen Komponenten zerlegen kénnen.
Das Vektorpotential ist

)= 4 v B [ A )

1k|r 7’|

”0 et [[ffav B — j(r = (11.48)

mit k := w/c. Wir finden also

A7 t) = A(F) e ™! (11.49)
mit "
A7) = %OT {[f av" ﬁﬂf’). (11.50)

Daraus erhalten wir . . )
B t) = B() e (1L51)

mit
B(f) =V x A(P) (11.52)

und, auBerhalb der Region mit Stromen, aus dem Ampeére-Maxwell-Gesetz

=

=V x B(F,t) = 2e7™V x (V x A(F)) = 9 ;& pmiat (V x A(7)). (11.53)
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Hieraus folgt zunéchst nur bis auf eine additive zeitunabhéngige Grofie

E(7,t) = E(F) e (11.54)
mit
_ 2 o - -
E(f) =i=V x (V= A7) (11.55)
Die additive zeitunabhéngige Grofle ist aber Null, wie aus
k|F—7"|
7ot 710.)75 d / p 11.
6(7 1) = mo Jf v = (11.56)
und .
E=-V¢—A (11.57)

folgt. Wir miissen ¢ also gar nicht explizit bestimmen, um E auszurechnen.

Fiir die Bestimmung des Fernfeldes liegt es nahe, in Gl. (11.50) eine Multipolentwicklung fiir r > r’
durchzufiihren; die Quelle sollte ja auf einen endlichen Bereich beschrankt sein. Bis zur ersten nicht trivialen
Ordnung erhalten wir

N 2 2 el
IF—F’I=W2+(r’)2—2F~F’=r\/1+(r) —f-F’%r<1—r T):r—f-F’ (11.58)
T T

o ikl | o gikr ik (11.59)

Nun nehmen wir zusétzlich an, dass die Quelle klein ist: Fiir alle 7/ im Bereich der Strome gilt r’ < A =
kr’ < 1. Dann kénnen wir weiter entwickeln:

eHIF o T (] i ), (11.60)
Auflerdem ist

9 —1/2 R
1 r’ 2, 1 77’
LT I (i ~ - (14 . (11.61)
|[F=7 r r r r T
Es folgt
ik|F—7| ikr 1
% ~ {1 + ( _ Zk) P ;'} . (11.62)
7 — 7 r r
Damit ist

ikr

fﬂdv/e [ (1—ik>f~~v7’}j(?’)
uo et® ffjdv,j(ﬂ, +7 ( _ k) fj av’ (7 - 7). (11.63)

11.2.2 Elektrische Dipolstrahlung

Wir betrachten zunéchst den ersten Term

AEI(F) /U‘O 6

av’ 317, (11.64)

wobei der Subskript ,, £1“ hier fiir ,elektrisch® und ,erste Ordnung“ steht. Der Faktor e?*" /r beschreibt eine
auslaufende Kugelwelle. Fiir die Auswertung des Integrals verwenden wir folgende Identitét:

= jff av’ G 7’ JI[ dv'v' - ! j( JIJ dv’ mi/ﬁ/ j’(f”) GauB 3. l/—'(?;'/) _ J‘J‘J‘ dv/xi/ﬁl j(f")

@d ;]
T

> . o .. - 9 ..
V’-xéﬂr’>=ZMw{Jj(r’>=Z<6juj<r'>+x;aw<r’>>—m Va0 (1165)
j J

(11.66)
= ﬂfdv’j(f’ = H av' 7V )] (11.67)
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(Von rechts nach links gelesen ist dies plausibel als partielle Integration.) Aus der Kontinuitéitsgleichung er-
halten wir weiter

p

a+ﬁ~7:0 (11.68)

=  —iwp(A)+V-JF) =0 (11.69)
= V-7 = iwp(7) (11.70)

= Hj av' (i) = —iw Hj AV' 7 p(7') = —iwp (11.71)

mit dem bekannten elektrischen Dipolmoment p’ der Ladungsdichte p(7). Das zeitabhéngige Dipolmoment ist
pe~ (Hertzscher Dipol). Wir erhalten

(11.72)

Dies ist der ortsabhéngige Teil des Vektorpotentials fiir elektrische Dipolstrahlung. Das entsprechende B-Feld
lautet

R . . _, plkr d ikr k ikr ikr
Bpi(®) =V x Apy(7) = +iw 22 gx Vi = iw B0 g ¢ & & =y B py s 58 T2 °
4 r 4 dr 4 r2
ikr ikr
Lo o . € 1 Ho o€ 1 .
= —kw — p' X 1—-— | =+—ck* — (1 — — X P. 11.73
Y P T ( ikr) +47r T ( iar )P ( )

In der Fernfeld-N#herung vernachliissigen wir schneller abfallende Terme, also hier den Term —1/ikr. Dies ist
offensichtlich erlaubt fiir kr > 1 = r > A. Dann ist

. 1o ) eikr . .
B (F) 2 —ck 7 X p. (11.74)
47
Das E-Feld erhalten wir aus )
In der Fernfeld-Naherung ist dies
o 3k2 . ikr ikr _, ptkr
Ep(®2ill U e (x ) =i 2k |V x (P xp) = (Fx ) x V & (11.76)
dr w 47 r r

Hierin ist

Vx5 x ) = (5-9)i = (¢ D40 7 -0) = (7 9) E - (9T

N——— N — r
0 0

1 - - 1 p = -1

=~ (7 V)P V)~ = 2 V(Y )

T N — roor r

=5 =3
20 . . 1 Y . 1 p T(p-T)
= —— - | = . —— ]| =—=- 11.77
Lt (- ) -0 (-) =2 - (1.7
hoherer Ordnung in 1/r, also
1. ikr ikr ikr
., W M0 9, L tke™r — e T g 55 L€ 1
EEl(f):fZEck(TXﬁ)XTT—ECk(TXﬁ)XT , (17%>
-
hoherer Ordnung
140 eikr .
=~ T2 PR (P x p) X 7 2 cBpy (F) x 7. (11.78)
47 T
Beachte, dass auch gilt
. 1 -

BEI = Ef‘ X EEla (1179)
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analog zum Fall einer bewegten Punktladung.

Fiir elektrische Dipolstrahlung steht, im Fernfeld, By senkrecht auf dem Dipolmoment p und auf dem
Radiusvektor 7. Wihlen wir 0. B.d. A. 2 = p, so ist B, || ¢ und damit Ep I 6. Die vollen, zeitabhingigen
Felder tragen einen abstandsabhingigen Faktor e!(k7—«t) /7, also cos(kr — wt)/r fiir die physikalischen Felder.

z
A -

Der Poynting-Vektor ist (fiir 2 = p)

S 1 - o ¢ - R _, o 4 cos2(kr — wit . R R
Sp1(7t) = — B x By = — (By x 7) x By 2= L2 )t ( > )[ (7 x p) xF] x (% p)
Ho Ho 167 r ~—— eV and
= —ppsinf = —ppsinb
2 4,2
_ Mo g4 pcosi(hr—wt) 5o ¢ k'p 2 =294
= 1672 € k —z — sin 00xp= Ton2eg 12 cos“(kr — wt) sin” 67 (11.80)
und gemittelt iiber eine Periode
S ¢ K Gn2or (11.81)
= sin® 6 7. .
£l 3272%¢q 12

Der Energiestrom ist also radial nach aulen gerichtet, wéchst mit der Wellenzahl und damit mit der Frequenz
zur 4. Potenz an und hat die Strahlungscharakteristik
Sp1 ~ sin?0, (11.82)

diese nennt man Dipolcharakteristik. Der elektrische Dipol strahlt also maximal in der Ebene senkrecht zu p’
ab und iiberhaupt nicht parallel zu p. Die Dipolcharakteristik ist im folgenden skizziert; es handelt sich um
einen Rotationskérper mit der z- (Dipol-) Achse als Rotationsachse!

z

sin” @
v

Tx

Die mittlere Strahlungsleistung ist nun einfach

— = c k'Y [T 2 c
Pp = (] ds- =—— 2 | 46 d in®0 = —— k4p2. 11.
E1 @ §-5m 32m2¢g }% /0 /0 go}fz/sm 12meg b (11.83)

11.2.3 Elektrische Quadrupol- und magnetische Dipolstrahlung

Die elektrische Dipolstrahlung dominiert meistens, aber sicher nicht, wenn das Dipolmoment verschwindet.
Dann miissen wir den zweiten Term in Gl. (11.63) betrachten,

o= 2-0)%

H av’ (7 - 7). (11.84)
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Wir verwenden die BAC-CAB-Formel,

P x (7' x7) =7 (f-7) —3(F-7") (11.85)
= ()= =7 x (7 x]) (11.86)
R O R O T G B (GO V AN G L MR

Damit zerlegen wir A in zwei Summanden:
Ao (7) = Ap1 (F) + Apa(F) (11.88)

mit
eikr

# x %fﬂ AV’ 7 x 1) - (11.89)

Wir hatten in 5.6 magnetische Multipolmomente nur fiir Linienstrome diskutiert. Aus dem allgemeinen Poisson-

Integral
ﬂf v’ |7;7(_T (11.90)

r

erhalten wir analog durch Multipolentwicklung

1 7 = 1 i (:)kpk(cose) (11.91)

n=0

mit dem von 7 und 7’ eingeschlossenen Winkel 6 die fiihrenden Terme

{ Hde’ ") ﬂjdv’r cos O 5(7") + }
{r2 H v’ (70 + } (11.92)

Fiir den Dipolterm erhélt man (ohne Beweis):

Mo m X 7
M{ 3 +} (11.93)

- % jﬂ av’' 7 x (7). (11.94)

Somit kénnen wir in Ay das magnetische Dipolmoment zur Stromverteilung 7(7') identifizieren (das
zeitabhiingige Dipolmoment ist wieder me~%?) und schreiben

mit dem magnetischen Dipolmoment

1 ikr

Ay (7) = 75—; <T - zk> eT X 1. (11.95)

Man spricht von magnetischer Dipolstrahlung. Im Fernfeld ist

. 1o eikr
AMl(T_‘)gZEk‘ , 7 X 1m. (11.96)

Vergleich mit dem B-Feld bei elektrischer Dipolstrahlung,

e’LkT

Bei(m = e? S ¢ xp, (11.97)
4

ergibt die Analogie

At (7) ¢ — BEl(ﬁ (11.98)

m«p W
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Durch Bildung der Rotation und der zweifachen Rotation erhalten wir

S 1 =

B (7) <— — Ep(7), (11.99)
m<p C

B (7) m—ém(f’). (11.100)

Im Sinne dieser Abbildungen ist die magnetische Dipolstrahlung also das Analogon der elektrischen Dipol-
strahlung. Wir finden sofort

= 1 kim?
fSpp— sinZ 0 7 11.101
! 3272egc 12 St oT ( )
und )
Py = E*m?. (11.102)

127egc

Das magnetische Dipolmoment 7 enthiilt im Vergleich zum elektrischen einen zusétzlichen Faktor o(#') (in
7 = ptv). AuBerdem enthilt die Leistung Pjps; einen zusitzlichen Faktor 1/c?. Damit ist die Leistung des
magnetischen Dipolstrahlers typischerweise um ~ v2/c? kleiner als die des elektrischen Dipolstrahlers. Der
zweite Term in Gl. (11.88) lautet

- 1 )
AEQ(’F) = 5772 (r — ’Lk’)

fﬂdv’ PPN + (7 50) (11.103)
Wir verwenden

0= ffas" w77 20 [[f v § ol

:devl[ (7 ) gl )+x{f'ﬂf')+x{(f~F’)§’~ﬂF’)} (11.104)

= [[[av'1G -7 + @ il = [ dv’[ GEFTY — (7 P ) + (7 x;}
(11.105)

= |[[av' [ #7) + (7)) = - [[[ v e )
:—fﬂdv’ 7 (7 - 7 Yiwp(). (11.106)

Im letzten Schritt wurde die Kontinuitatsgleichung verwendet. Es folgt

Apal) = L2 (1- L)

Hierin erscheint der Tensor, in Komponenten,

{[[ av’alejot 3ﬂ av' [3afa] — (r')28; + (r')20] = 5 [Q”M”ﬂjdv )| (11.108)

mit den Komponenten @;; des (elektrischen) Quadrupoltensors zur Ladungsverteilung p(). Es folgt fiir den

H av' & (# - 7) p(F). (11.107)

Term A'Ez, der offenbar elektrische Quadrupoltensorstrahlung beschreibt,

) = — L2 7 (1 _ Z;ﬂ) e (@ [[[ v 20 (11.109)

r

Im Fernfeld mit r > X vereinfacht sich dies zu

ikr
A ~ Mo 2€ e s N }
Apa(r) = — S ck? = [Qr+rﬂ dv’ (r')2p(#)) . (11.110)
Die Felder erhalten wir nach einiger Rechnung als
ikr
Broo(?) = —i ‘jf; ck? er P x (Q7), (11.111)
EEQ(F) = cBEQ(f’) X T (11.112)
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Im Vergleich zur elektrischen Dipolstrahlung haben wir also zu ersetzen

K Q7 (11.113)

ol s

P =

—
Das ist keine triviale Ersetzung, da ) 7 im Gegensatz zu p ortsabhéingig ist. Fiir den Poynting-Vektor folgt

- 2(kr — wt
Sp2(7t) = — L 3kGCOS(T <)

57672 2 [(f x Q) x 7‘] x (P x Q7). (11.114)

Fiir das vierfache Kreuzprodukt finden wir
(7 % Gr) x| x (7 x @) = (7 x @) x [(7 x T7) x 7]

PACEAE (7 x Q) |7 Q) 7| 47 (7 x Q) (7 x G#)

R
=0
— |F x Q. (11.115)
Damit ist ) B cos? (kr — wt) o
Sua(t) = — ey Ok 3 7 x Q*F (11.116)
und zeitgemittelt B . .
Sps = 11‘5“2)72 ¢ % P x Q2 = ch%o f—? 7 x Q. (11.117)

Verglichen mit der elektrischen Dipolstrahlung,

Z L P
SE1:732’/T260 7~ sin or, (11.118)

—
enthélt das Quadrupolmoment @ einen zusitzlichen Faktor 7/, von der GroSenordnung der linearen Ab-

messung der Quelle. Auferdem enthilt Spo einen zusitzlichen Faktor k2 ~ 1/A2. Somit ist die Leistung
der elektrischen Quadrupolstrahlung typischerweise um einen Faktor (GroSe der Quelle)?/\? gegeniiber der
elektrischen Dipolstrahlung unterdriickt, sofern dieser Faktor klein ist.

Die Strahlungscharakteristik ergibt sich aus dem Faktor

Rod
|# x Q7|2 (11.119)
den man natiirlich fiir beliebiges ) unter Verwendung von

sin 0 cos ¢
7= | sinfsinp (11.120)
cos 6

explizit auswerten kann. Das Ergebnis ist aber nicht sehr erhellend.
B Beispiel: Wir betrachten die Anordnung aus 2.9.1:

Y

—qe

N

e
o
<
8

—qe
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Nun ist der Quadrupol jedoch zeitabhéingig mit dem Faktor e~%*. Wir hatten schon bemerkt, dass

<~ 3
Q = ian 0 -1 0 (11.121)
0 0 O
gilt. Damit ist
3 cos ¢
6? = iqa2 sinf | —siny (11.122)
0
und
. (—>A7§ 2. 2050 . i _ 2 .. 92 . ~
FX QF = 5 94 sin 0 2(— cos psin @ — sin ¢ cos ) = —3qa” sin” 0 sin ¢ cos p 2 (11.123)
=g
= |7 x Q#* =9¢%a*sin? fsin? ¢ cos® . (11.124)
Y\

sin? p cos? @

\J

11.2.4 Abstrahlung bewegter Punktladung

Fiir eine beliebig bewegte Punktladung hatten wir die E- und B-Felder bereits in 11.1.1 bestimmt. Nun
betrachten wir nur das Fernfeld und vernachldssigen alle Terme, die schneller als der inverse Abstand, 1/Ar,

abfallen. Dann ist .
g 1 Arx(uxa)

E(7 t) = P (11.125)
mit
Ar =7~ R(tp), (11.126)
7= R(tg), (11.127)
= R(tp), (11.128)
i=cAr—7 (11.129)
und der retardierten Zeit tg, die
|7 — E(tr)| = c(t — tr) (11.130)
erfiillt. Aulerdem ist )
B(7,t) = - Ar x E(7,1). (11.131)

Wir sehen, dass das Fernfeld nur dann von Null verschieden ist, wenn das Teilchen beschleunigt ist, @ # 0.
Also strahlen nur beschleunigte Teilchen Energie ab und werden dadurch gebremst (,,Strahlungsddmpfung*).
Es ist schon aufgrund der Lorentz-Invarianz klar, dass gleichférmig bewegte Ladungen nicht durch Strahlung
abgebremst werden kénnen.
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Der Poynting-Vektor ist

§-Lixpg-_° ¢ /\1 [&"x(ﬂxcﬂz)}x<&"x[ﬁ\rx(ﬁxd’)]>’ (11.132)
Ho 16m2€o (AT)? (Ar - @)6

ein sechsfaches Kreuzprodukt! Dieses konnen wir aber mit der BAC-CAB-Formel leicht vereinfachen:

o~

&"x(ﬁxd’)}X(A\rx[Arx(ﬂxd)D:&"{&"x(ﬁxd’)r—[&x(ﬂ’x&)}(&m[&“x(ﬁxd)]),

=0

(11.133)
so dass - )
c ¢ |Arx (@xa)| —~

5= 1672¢y (Ar)? (ﬁ\r - 7)6

(11.134)

Die Abstrahlung erfolgt also entlang des retardierten Abstandsvektors E)“ =7— ﬁ(t r) und fillt, wie erwartet,
mit dem inversen retardierten Abstand zum Quadrat ab. Die Charakteristik der zum Zeitpunkt ¢ ausgesand-
ten Strahlung steckt in dem eher undurchsichtigen winkelabhéngigen Faktor |Ar x (i@ x @)|?/(Ar-@)%. Beachte,
dass i. A. dieser und auch Ar und Ar iiber ¢ r von der Zeit t abhéngen. -

Wir koénnen die Winkelabhéingigkeit explizit machen. Der genannte Faktor enthélt die drei Vektoren Ar, v
und @, die drei Winkel einschlieflen:

a: = <(Ar, ) = <(Ar ), (11.135)
3: = <(Ar,@) = <(Ara), (11.136)
v =<(7,ad). (11.137)

Dabei beschreiben o und S die Charakteristik der Abstrahlung zur Zeit tg, wihrend + eine Eigenschaft der
Teilchenbewegung wiedergibt. Mit elementarer Vektoralgebra finden wir

\&"x(ﬁxﬁ)f B |c£\r><(&4><6)—&“><(17><d’)|2
(Ar-@)6 (c — Ar-9)s
_|eAr(Br - @) — cd — F(Ar - @) + d(Ar - )|
a (c — Ar - )6

o - - 12
|cacosBA7’—ca—acosﬁv—}—vcosaa}

(c—wvcosa)b

—_ N 1_}' v A2
a2 ‘cosﬂAr—a—cosﬁf—l—f cosaa|
c_c

A 6
¢ (17900304)
c
2 1 2 2
a4vﬁ(coszﬂ+1+v2coszﬂ+v2(:os2a2c0826QUC 0s”

c c c

1_7 )

( _ cosa

v v v v?
—i—W—i—?f cosffcosy—2— coso—2— €oS a cos 3 cos 7y
c c c

2

v v
a2 sin? B + 2~ (cos B cosy — cos ) + - (cos? o + cos® B — 2 cos arcos B cos )
a” c c

! ) 6
1— - cosu
c

(11.138)

Wir haben jetzt auch Zahler und Nenner explizit in Potenzen von v/c entwickelt. Dies erleichtert die folgende
Diskussion des nichtrelativistischen Grenzfalls. Wir betrachten drei Félle:

1. Nichtrelativistischer Grenzfall v < ¢ (also @ = cAr— 7 c&") Hier konnen wir alle Terme mit v/c
vernachlassigen und erhalten

~ 2

Ar x (U x d 2 2

MA(—UG)‘ >~ n?5 =2 sin? <(Ar,a). (11.139)
(Ar - )8 ct ct
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Es folgt fiir den Poynting-Vektor

SRS

1 ¢%® 1 9,
Ar. 11.14
1672¢g 3 (Ar)? sin” § Ar ( 0)

Die Winkelabhéngigkeit erinnert an Dipolstrahlung. Die momentane Abstrahlung ist maximal in der
Ebene senkrecht zur Beschleunigung @ und Null auf der Achse parallel zu d@. Es ist nicht iiberraschend,
dass sich eine Ladung, die in einer festen Richtung mit kleiner Amplitude oszilliert, wie ein elektrischer
Dipolstrahler verhalt.

. Ultrarelativistischer Grenzfall v — ¢. In diesem Limes ist

— 2 .
|Ar X (4@ % a)| a? sin? B4 2cos B cosy — 2cos a4 cos? o + cos? f — 2 cos a cos B cosy

(Ar - @)b o (1 —cosa)s
_ j (1 — cosa)? + 2cos B cosy — 2 cos a cos 3 cos 7y
ct (1 —cosa)8
a? 1 —cosa+2cosfcosy  a? 1 2 cos 3 cosy
_* _ v (11.141)
ct (1 —cosa)® ¢t [(1—cosa)?  (1—cosa)d

Die Abstrahlung divergiert offenbar in Vorwértsrichtung fiir & — 0, d. h. in der Richtung von v. Die Die
Divergenz wird fiir v < ¢ abgeschnitten. Abstrahlung wird also einerseits sehr stark und andererseits ist
sie konzentriert in einem schmalen Kegel in Vorwértsrichtung.

v
- ;6 f

Diese starke Abstrahlung (Synchrotronstrahlung) ist bei Ringbeschleunigern in der Hochenergiephysik
unerwiinscht, da die abgestrahlte Energie nachgeliefert werden muss. Die Bewegung in einem Ringbe-
schleuniger ist auch fiir v = const beschleunigt, da die Teilchen auf einer geschlossenen Bahn gehalten
werden miissen. Bei Synchrotronstrahlungsquellen wird der Effekt andererseits ausgenutzt, um intensive,
breitbandige und gut kollinierte elektromagnetische Strahlung zu erzeugen.

. Geradlinige Bewegung, @ || ¥, mit beliebiger Geschwindigkeit. Es kann sich um Beschleunigung (@-¢ > 0)
oder Abbremsung (@ - ¥ < 0) handeln. Hier gilt

v=0,8=a fiir @ -7 > 0, (11.142)
y=mf=m—a fird-v<O0. (11.143)

Es folgt

|Xr><(f[><c‘i)‘2 _a? Sin2a+2%M+g(cW)

~ -6 pry v 6
(Ar - ) ¢ (1 — — cos a)
c
a® sin’ a 2 sin? 8

a
s " 6= " G- (11.144)
(1 - — cosa) (1 - — cosa)
c c

Die typische Dipolcharakteristik wird also multipliziert mit einem Faktor, der in Vorwértsrichtung grof3
wird, wenn v nicht klein gegeniiber c¢ ist. Wir sehen also fiir den Fall @ || ¥ besonders deutlich, wie der
nichtrelativistische Grenzfall fiir wachsendes v/c in den ultrarelativistischen iibergeht.
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(1-v/c cos @)

1000
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Kapitel 12

Variationsprinzip der Elektrodynamik

Die klassische Mechanik lédsst sich, zumindest fiir nicht dissipative Kréfte, elegant durch das Hamiltonsche
Prinzip 65 = 0 ausdriicken. Dabei ist die Wirkung

Slat)] = / "t L(q(t), (). 1) (12.1)

t1

ein Funktional der Konfigurationsbahnen ¢(t) = (q1(¢), ¢2(t),...). Die ¢; sind generalisierte Koordinaten, die
¢; sind die zugehorigen Geschwindigkeiten und L ist die Lagrange-Funktion, vgl. auch 8.4.3. In diesem kurzen
Kapitel soll gezeigt werden, dass auch die Elektrodynamik auf ein analoges Variationsprinzip zuriickgefiihrt
werden kann. Dies ist eine recht allgemeine Eigenschaft physikalischer Theorien.

12.1 Lagrange-Formalismus fiir Felder

Wir miissen zunéchst verstehen, wie der Lagrange-Formalismus und das Hamiltonsche Prinzip auf Felder
verallgemeinert werden kénnen. Ein Feld ¢(7,t) ist bekanntlich eine Grofle, die an jedem Raumpunkt 7 ein
oder mehrere Freiheitsgrade hat. Die Ortsvariable 7 tritt also an die Stelle des Index i der generalisierten
Koordinaten ¢;(t), oder zu diesen hinzu. Bei der Herleitung der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen aus
dem Hamiltonschen Prinzip der Mechanik werden Funktionalableitungen verwendet, die den gewohnlichen
Ableitungsregeln gehorchen und auflerdem die fundamentalen Relationen

5Qi(T) 5 _
sy P90 e
5Qi'(T) S i (S(T _ t) (123)

und allgemeiner fiir die n-te Ableitung
’7]5 = 0,;00(T — t) (12.4)

erfiillen.

Die Funktionalableitung zu einem Feld (7, t) ist analog zur Funktionalableitung nach einer zeitabhéingigen
Funktion ¢(t) definiert, wobei nur zu beachten ist, dass ¢ von zusétzlichen Variablen abhéngt. Insbesondere
gilt

4—?§7zaéfm&wa (12.5)

S DO(R—7)6(T —t). (12.6)
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Fiir ein Feld ¢ schreiben wir die Wirkung als
to .
S = / dt L(t) = /dt d*r L(7,t) (12.7)
t1

mit der Lagrange-Dichte L, die (typischerweise lokal) vom Feld, dessen ersten Ableitungen und evtl. explizit
von Ort und Zeit abhéngt. Also ist

S = /dtd3rﬁ(gp,¢ﬁ<p,r?, t), (12.8)

was wir auch in Viererschreibweise als
S = [ d'5£(0.0°.0'0.0%0,8% .00 ) (12.9)

schreiben kénnen. Die Wirkung kann also ein Lorentz-Skalar sein. Fiir eine Lorentz-invariante Theorie ist dies
notwendig, sonst nicht.
B Beispiel: Skalare Wellengleichung. Mit

L= @0)(0") (12.10)

fiir ein reelles Feld ¢(7,t) lautet das Hamiltonsche Prinzip, mit 0j, := 9/9z" und = = (z*),

8 p(x)

o
_ 6£i) _ /d%'% [% P o(e!) + Opla’) T E (12.11)
= % / d'a’ [(9,0(2" — 2))(0"p(2)) + (9,0(2")) (06 (2" — x))] (12.12)
=3 /d%/ [0(a" — 2)8,0™"p(a") + (98]0 (2))é (2" — x)] (12.13)
= ~79.9%(@). (12.14)

Damit erhalten wir als Euler-Lagrange-Gleichung die Wellengleichung
0u0"p = ciz 8327(5 - Vip=0. (12.15)

12.2 Lagrange-Dichte des elektromagnetischen Feldes und Max-
well-Gleichungen

In diesem Abschnitt wird die Lagrange-Dichte des klassischen elektromagnetischen Feldes plausibel gemacht
und gezeigt, dass daraus tatséchlich die Maxwell-Gleichungen folgen. Die kovariante Notation ist hier vor-
teilhaft. Die Lagrange-Dichte Ly fiir das freie Feld ohne Ladungen und Stréme ist eingeschréankt durch die
Forderungen, dass

1. Lorentz-Invarianz und
2. Eichinvarianz

erfiillt sein sollen. Wegen Forderung 1 muss Ly ein Lorentz-Skalar sein (beachte, dass das Raumzeitelement d*x
ein Lorentz-Skalar ist). Wegen Forderung 2 muss sich £y allein durch E und B, also durch (F*") ausdriicken
lassen. Wie in 10.2.3 und 10.2.4 gesehen, sind die einfachsten Lorentz-Skalare, die aus (F**) konstruiert werden
konnen,
» B?
F FH =2 (B - 02) (12.16)
und

N 1 Lo
Fy " = 5 "7 FyFpg = —— E- B, (12.17)

O |~
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Der zweite Ausdruck ist aber eine Viererdivergenz:

1 1
5 € FuFpg = 5 77 (04 Ay = 0y A) (0 A — 0, A4,) = 2677 (9, 4,)(Dp Ay )
= 2e"770,,(A,0,A,) — 26"P7 A,0,0,A, (12.18)

und im zweiten Term ist e#*?? antisymmetrisch unter der Vertauschung p <+ o, wihrend 0,0, symmetrisch
ist. Summation iiber p und p ergibt daher Null. Also ist

1
5 & FuvFoo = 0,267 4,0, A (12.19)

Ein Divergenzterm in der Lagrange-Dichte wird zu einem Randterm in der Wirkung S = [ d*z £ (GauBscher
Satz) und triigt — wie totale Zeitableitungen in der Mechanik — nichts zu den klassischen Bewegungsgleichungen
bei. In der Quantentheorie des Feldes wiire ein solcher sogenannter Azion-Term aber sehr wohl relevant.

In der klassischen Feldtheorie bleibt F,,, F'** als einfachste Lorentz- und eichinvariante Form. Der Vorfaktor
ist irrelevant fiir die Bewegungsgleichungen, da 6.5 = 0 mit irgendeinem Faktor multipliziert werden kann. Man

wahlt tiblicherweise )
Lo = —1 F, F" (12.20)

als Ansatz fiir das freie Feld. Nun sind F; und B; keine unabhéngigen Freiheitsgrade des Feldes. Die Kompo-
nenten A, des Viererpotentials sind dagegen unabhéngig (wobei eine beliebig geeicht werden kann). Es liegt
daher nahe, A, als Freiheitsgrad (generalisierte Koordinaten) zu behandeln.

Als néchstes miissen wir die Kopplung des Feldes an Ladungen und Stréme hinzufiigen, um die volle
Lagrange-Dichte £ zu erhalten. Es scheint zunéchst so, als ob wir aus den kovarianten und eichinvarianten
GroBen (F*), (j#) und (0*) einen Skalar als Beitrag zu £ konstruieren miissen. Es ist interessant, sich mogliche
Terme zu iiberlegen (F),,j*j" ist z. B. kein geeigneter Ansatz, da gleich Null!). Diese sind ziemlich kompliziert
und beschreiben auch nicht die beobachtete Kopplung. Der Ausweg liegt darin, zu erkennen, dass auch das
nicht eichinvariante Potential (A#*) auftreten darf, solange eine Umeichung von (A*) die Bewegungsgleichungen
des Feldes nicht beeinflusst. Dies gestattet aber den einfachen Term j, A", denn die Umeichung

AP — AP — Oty (12.21)
fithrt zu dem Zusatzterm
- J'u@”X = _8#(qu) + Xaﬂju = _au(jMX) (12-22)
=0

aufgrund der Kontinuitéitsgleichung (wir setzen also Ladungserhaltung voraus). Dies ist aber eine Viererdi-
vergenz und somit irrelevant fiir die Bewegungsgleichungen, dhnlich wie der Axion-Term. Daher ist ein Term
proportional zu j, A" in £ erlaubt. Sein Vorfaktor (relativ zum Vorfaktor von F),, F*") beschreibt die Stérke
der Kopplung und lasst sich nicht aus Symmetrieiiberlegungen ermitteln. Wir wéhlen ihn gleich so, dass die
korrekten Maxwell-Gleichungen folgen. Dann lautet die Lagrange-Dichte

1 1
L= FuF" = joju A" = = (0,4, = 9, A,) (9" A” = 9 A") — poj A", (12.23)

Das Hamiltonsche Prinzip lautet nun (wir schreiben Viererortsvektoren als z, ')

=50 = " H (G4 (a') = 0, Au(a) (9 A" (a') — 9 A" (a')) - m<m'>A~<x'>]

= /d4x’ {—;(8;%1,,@:’) — 9, A (")) (0" 0(a" — ) — DR (2" — x)) — pogu(a')ohd(x — x)] . (12.24)
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wobei F),, " = g,,,9,0F*° F*" verwendet wurde. Weiter folgt durch Umbenennung
/ 1 14 ]‘ / ! v
= /d4x { 5(81//4”(50/) — LA (2") 0" 6y6(x" — ) + 5(81,A#(x/) - 9,A,(x")o"5y8(a" — x)
— poju(z')o,6(x" — )
_ / a1’ [ = (@A) — 0 Au()) D 85(a" — ) — podu(a) 0o’ — )]

partiell /d4$/ [—i— (5;5(1'/ — )" (BLAV(a:') — (’“),’/Au(x')) —,uoju(x’)(SZ(S(x’ — x)}
= Fu (@)
= 0,0" Fyu — 1100 j, = 0" Fup — pjp (12.25)
= 0"F =poju- (12.26)

Dies sind die inhomogenen Maxwell-Gleichungen. Wir haben gezeigt, dass sie sich als Euler-Lagrange-
Gleichungen zur Lagrange-Dichte (12.23) ergeben. Die homogenen folgen ja ohnehin schon aus der Darstellung
durch ein Potential, F,, = 0,A, — 0, A, wie in 10.2.3 gezeigt. Als Fazit: Die Elektrodynamik lasst sich, wie
die Mechanik, auf ein kompaktes Variationsprinzip 65 = 0 zuriickfithren. Der hierfiir verwendete Lagrange-
Formalismus ist auch sehr niitzlich, um die Quantentheorie das Feldes aufzustellen — die Quantenelektrodyna-
mik.
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Anhang A

Mathematische Grundlagen

In diesem Appendix wiederholen wir die mathematischen Grundlagen, die fiir die Vorlesung insgesamt von
Bedeutung sind. Es handelt sich v. a. um Definitionen und Siitze aus der Analysis im R3.

A.1 Vektoren und Koordinatensysteme

Ein Vektor ist, grob gesprochen, eine Grofle, die durch einen Betrag und eine Richtung charakterisiert ist.
Beispiele sind der Ort und Ortsdifferenzen (Verschiebungen), Geschwindigkeit und Beschleunigung. Eine exakte
Definition folgt spéter. Ein Skalar ist demgegeniiber eine Grofle ohne Richtungssinn, zum Beispiel die Masse.
Wir verwenden hier als Notation fiir Vektoren einen Vektorpfeil iiber dem Symbol: 7. Viele Biicher verwenden
fiir Vektoren Buchstaben in Fettschrift, entweder aufrecht oder kursiv. Fiir Einheitsvektoren, d.h. Vektoren
mit dem Betrag eins, verwenden wir einen Zirkumflex iiber dem Symbol: 7. Fiir den Betrag eines Vektors
schreiben wir oft das entsprechende Symbol ohne Vektorpfeil, also z. B.:

= |F] und damit F= (A1)

I 1]

A.1.1 Produkte von Vektoren

Die Regel fiir die Addition von Vektoren setzen wir als bekannt voraus. Auch die Multiplikation ldsst sich
auf Vektoren verallgemeinern, jedoch auf mehr als eine Art. Fiir zwei Vektoren d, b definiert man folgende
Produkte:

(a) Skalarprodukt:

@-b:=|d||b| cos b = abcos¥, (A.2)

wobei 6 der eingeschlossene Winkel ist. Das Ergebnis ist ein Skalar. In kar-

tesischen Koordinaten lautet es @ - b = a1by 4+ asby + azbsz. Eine alternative b

Schreibweise ist @’b. T' steht fiir den transponierten Vektor, also den Zei- ) .
lenvektor (Matrix mit einer Zeile) @’ zum Spaltenvektor (Matrix mit einer
Spalte) a. In a’b ergibt sich das Skalarprodukt als Spezialfall der {iblichen Regel fiir Matrizenmultiplika-

tion (,,Zeile mal Spalte“). Diese Schreibweise verwenden wir hier nicht; wir unterscheiden nicht zwischen
Zeilen- und Spaltenvektoren. Aus dem Skalarprodukt erhalten wir die (iibliche) Norm eines Vektors

|d| :== Va - a.
(b) Vektorprodukt (Kreuzprodukt):

@xb:=absinfn, (A.3)

wobei 6 der eingeschlossene Winkel und 7 der auf der von a, b aufgespannten Ebene senkrecht stehende
Einheitsvektor ist, so dass d, b, n ein Rechtssystem bilden. Diese Definition von 7 ist nicht eindeutig, falls
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@und b parallel liegen, aber dann ist ohnehin § = 0 und damit @ x b = 0. In kartesischen Koordinaten ist

. a2b3 — a3b2
axb= a3b1 — a1b3 . (A4)
a162 — a2b1
@ x b ist also antikommutativ: @ x b = —b x @. Das Kreuzprodukt kéonnen wir mit Hilfe des Lewvi-Civita-
Symbols €;;;, auch schreiben als
(5: X b)z = Z eijkajbk. (A5)
Jik

Zur Erinnerung:

+1 fiir (4,7, k) gerade Permutationen von (1,2, 3),
€jk = 8 —1 fiir (4,4, k) ungerade Permutationen von (1,2, 3), (A.6)

0 sonst.

Das Vektorprodukt ldsst sich, anders als das Skalarprodukt, nicht leicht auf n # 3 Dimensionen verallge-
meinern.

(c) AuBeres Produkt (Tensorprodukt):
ab=a®b. (A.7)
Das duflere Produkt ist eine Matrix, die in kartesischen Koordinaten lautet:

. a1b1 a1b2 a1b3
ab= (J,le a2b2 a2b3 . (AS)
agbl a3b2 G,gb?,

Man nennt diese spezielle Form von Matrix auch eine Dyade. Eine alternative Schreibweise ist &'ET, man
kann sich iiberzeugen, dass diese Notation unter Beachtung der Regel ,,Zeile mal Spalte® sinnvoll ist.

Fiir drei Vektoren d, l_;, C ist insbesondere das Spatprodukt a - (5 x &) wich-

tig. Es ist ein Skalar, dessen Betrag das Volumen des durch &, 5,46 auf- c, [; 7
gespannten Parallelepipeds ist. Das Vorzeichen ist + (—), wenn @, b, ¢ ein é — '
a

Rechtssystem (Linkssystem) bilden. Es gilt

a-(bxd)= b-(Gxa)= ¢ (@xb) (A.9)
= G- (@xb)=—b-(@xa)=—c (bxa). (A.10)
In kartesische Koordinaten ist das Spatprodukt eine Determinante:
. ap az as ai az as
a- (b X E) = det b1 b2 b3 = bl bg b3 . (All)
c1 Cy cC3 1 C2 C3
Aus drei Vektoren kénnen wir auch den Vektor @ x (b x €) bilden. Hierfiir gilt die ,,BAC-CAB-Regel“:
ax(bxd) =b@-a—aa-b). (A.12)

Die Zeichenketten ,@ - (b- @) und ,@ x (5 - €)“ sind nicht wohlgeformt und stellen daher keine mathematischen
Ausdriicke dar.

A.1.2 Felder und partielle Ableitungen

Wir hatten bereits den Begriff des Feldes als vom Ort 7 und evtl. von der Zeit (und weiteren Parametern)
abhéngiger Grofle eingefiihrt. Ist an jedem Ort ein Skalar definiert, sprechen wir von einem skalaren Feld.
Ein Beispiel ist die Dichte p(7) einer Fliissigkeit (wir vernachléssigen hier die atomare Struktur, indem wir
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iiber kleine Volumina mitteln, die dennoch grof§ im Vergleich zu atomaren Abstéinden sind). Ist die Grofe ein
Vektor, so sprechen wir von einem Vektorfeld, z. B. von der Geschwindigkeit ¥(7) der Fliissigkeit.

In der Mechanik haben wir Bewegungsgleichungen mit Hilfe von (Zeit-) Ableitungen geschrieben. Dies
wollen wir auch fiir Felder tun. Dabei miissen wir beachten, dass Felder von mehreren unabhingigen Variablen,
z.B. x, y, z, t, abhéingen. Bei der Ableitung nach einer davon sollen die iibrigen konstant gehalten werden.
Das wird durch die partielle Ableitung ausgedriickt: Fiir p = p(7,t) ist

op . p(Ft+ At) — p(7,t)

o AN A (419

Dies ist die Ableitung nach einem Skalar. Die Ableitung nach einer Vektorkomponente sieht genauso aus:

dp _plz+ Az,y,z,t) — p(x,y,2,t)
— = lim
ox Az—0 Az

. (A.14)

Bisher haben wir nur eine unabhéingige Variable geéindert. Wie dndert sich p, wenn wir vom Ort 7" nach 7+ A7’
gehen und von der Zeit ¢ nach t+At? Die gesuchte Anderung Ap von p ergibt sich aus einer Taylor-Entwicklung
in allen Variablen:

ap ap ap p

p(F+ A7t + At) = p(7,t) + %Afc + @Ay + EAZ + 9 At 4 Terme hoherer Ordnung. (A.15)
Es folgt
. . . ap ap ap ap
Ap = A At) — ~ Az + Ay + —Az+ At Al
p = p(F+ A7, t + At) — p(7, 1) . x+ 9y y+ 5, 0% + o t (A.16)

Das Zeichen ,,2“ bedeutet ,,bis auf Terme hoherer Ordnung®. Machen wir die Anderungen A7, At infinitesimal,
so folgt

ap adp dp ap
dp = —dr+ —dy+ -—dz + —dt. A7
P ox x+8y y+8z Z+8t ( )
und hier steht ,=*, da die Terme hoherer Ordnung im Vergleich zu dx schneller gegen Null gehen (z.B.

lima, 0 Az?/Az = lima, 0 Az = 0). dp heift totales Differential von p.

A.1.3 Koordinatensysteme

Es ist oft sinnvoll, Gréflen in verschiedenen Koordinatensystemen darzustellen, da in geeigneten Koordina-
tensystemen die Losung bestimmter Probleme sehr viel einfacher wird. Wir beschrénken uns in der folgenden
Diskussion auf dreidimensionale Rdume, die Verallgemeinerung auf n-dimensionale Rdume ist einfach.

Wir betrachten zunéichst den Ortsvektor 7, der einen Raumpunkt beschreibt. Offenbar werden drei reelle
Groflen benotigt, um einen Punkt im dreidimensionalen Raum eindeutig zu charakterisieren. Verschiedene
Arten der Charakterisierung entsprechen verschiedenen Koordinatensystemen. Zum Beispiel konnen wir 7
durch kartesische Koordinaten (x1,x2,x3) = (z,y,2) darstellen. Wir wissen, dass jeder Vektor 7 fiir ein fest
gewiihltes kartesisches Koordinatensystem eineindeutig durch ein Zahlentripel (z,y, z) dargestellt wird, d.h.
zu jedem 7 existiert genau ein Tripel (z,y, 2).

Sei ((1,(2,(3) eine Darstellung desselben Ortsvektors 7 in einem anderen Koordinatensystem. Es scheint
sinnvoll zu verlangen, dass diese Darstellung ebenfalls eineindeutig ist, d. h., dass zu jedem 7 genau ein Tripel
(C1,C2,C3). Diese Forderung ist aber etwas zu streng und schliefit daher niitzliche Koordinatensysteme aus.
So ist in ebenen Polarkoordinaten der Winkel ¢ fiir # = 0 offensichtlich nicht eindeutig bestimmt. Also ver-
langen wir nur, dass die Abbildung fast dberall eineindeutig sein soll. (,Fast iiberall“ bedeutet iiberall bis
auf eine Menge vom Mafi Null, d.h. in drei Dimensionen bis auf eine Menge mit verschwindendem Volu-
men. Das kann z. B. eine Kurve oder eine Menge von Punkten sein.) Fiir zwei Darstellungen ({1, (2,(3) und
(X1, X2, x3) desselben Ortsvektors 7 in unterschiedlichen Koordinatensystemen fordern wir entsprechend, dass
die Koordinatentransformation

X1 = Xl(gh <27 C3)a (A18)
X2 = XQ(Clv <27 C3)a (A].g)
x3 = x3(¢1,¢2,G3) (A.20)
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fast {iberall umkehrbar sein soll. )

Diese Transformation ist an einem gegebenen Punkt umkehrbar, wenn infinitesimale Anderungen d¢; von
G (1=1,2,3) dort eineindeutig auf infinitesimale Anderungen dx; von x; (j = 1,2, 3) abgebildet werden. Es
gilt

X 0 0
L+ G+ XJ L = Z X g, (A1)

dxj = x;(C1 +d¢r, G2 + dla, (3 4 dC3) — x;(C1, (2, C3) =

BC ¢} G
Das konnen wir auch als Multiplikation mit einer Matrix schreiben,
i 9 )
dx1 372(11 g%(; 372(31 dG
_ X X X
dx2 | =1 3& 3 96 dgs | . (A.22)
dxs 9xs  Oxs  Oxs dgs

9¢1  9¢2  OCs

Die hier auftretende Matrix heifit Funktionalmatriz. Gleichung (A.22) ist eine lineare Abbildung. Wir wissen,
dass sie eineindeutig ist, wenn die Koeffizientenmatrix, also die Funktionalmatrix, invertierbar ist. Das ist
genau dann der Fall, wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d. h. wenn

gm % % gm % %
O, x2,X3) g ‘Z’% gf{i gﬁi _ g§2 g% 85;2 20, (A.23)
(G162, G3) o oa on o a on

9C1 9C2 (s 9C1 9C2 9(s

Diese Grofie nennt man Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante. Wir fordern also, dass diese Jacobi-
Determinante fast iiberall von Null verschieden ist.

Die Koordinaten (1, (2, (3) iiberziehen den Raum mit einem Netz, das durch die Koordinatenlinien gebildet
wird. Die Koordinatenlinien sind Raumkurven, die wir erhalten, indem wir alle bis auf eine Koordinate konstant
lassen. Zum Beispiel erhalten wir fiir jede Wahl von Konstanten (2 und (3 eine (;-Koordinatenlinie

Cl — F(Cl? C27 CB) (A24)
Die Koodinatenlinien fiir kartesische Koordinaten sind Geraden, die ein rechtwinkliges Netz bilden:

y -~ — y—Koordinatenlinie
(x, z= const)

___x—Koordinatenlinie
(y, z= const)

X

Die r-Koordinatenlinien fiir ebene Polarkoordinaten sind am Nullpunkt beginnende Halbgeraden (Strahlen),
die ¢-Koordinatenlinien sind konzentrische Kreise um den Nullpunkt:

y

_— 0 —Koordinatenlinie

(r= const)
X
__ r—Koordinatenlinie
(0= const)
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Wir kénnen nun an jedem Punkt lokale Koordinatenachsen einfiihren. Diese sollen die Richtungen bezeichnen,
in denen sich die Koordinaten (i, (3, (3 &ndern. Diese Richtungen sind durch die natiirlichen Basisvektoren

- or

hi = "

AGi

(A.25)

gegeben. Da bei der partiellen Ableitung nach (; die anderen Koordinaten konstant zu halten sind, liegt der
Basisvektor h; tangential zur (;-Koordinatenlinie. Es ist oft niitzlich, normierte Basisvektoren zu verwenden,
diese erhélt man einfach aus

>1

~ (2
é; = —. (A.26)
|hil
Die Einheitsvektoren é;, é2, és bilden (fast iiberall) ein Dreibein. Das Dreibein muss nicht an jedem Raumpunkt

gleich sein. Es muss auch nicht orthogonal sein. Wir werden allerdings im Folgenden nur solche Koordinaten-
systeme verwenden, deren Einheitsvektoren (fast iiberall) orthogonal sind.

{7

=

R

[+]
257

Wir ordnen dann die Einheitsvektoren é;, és, és 0.B.d.A. so, dass sie ein Rechtssystem bilden. Damit gilt
éi . éj = (5”' und é1 . (ég X ég) =1.

An einem Ort 7 driicken wir einen beliebigen Vektor l_;, der nicht der Ortsvektor 7 sein muss, durch die
Einheitsvektoren é;(r) am Ort 7 aus:

b= b1éy + baéa + bsés. (A.27)
Durch skalare Multiplikation mit é; unter Ausnutzung der Orthonormalitéit erhalten wir fiir die Komponenten
bi=é-b=b-é. (A.28)

Speziell fiir den Ortsvektor haben wir natiirlich
ri=E6 T =T8¢ (A.29)

Es ist zu beachten, dass die Komponenten r; des Ortsvektors in (-Koordinaten i. A. nicht mit den Koordinaten
(; tibereinstimmen. Das Beispiel der Kugelkoordinaten wird dies gleich zeigen.

Infinitesimale Anderungen d¢; der Koordinaten ¢; fithren auf zwei weitere wichtige Grofien: Zum einen
konnen wir nach dem Abstand des neuen Punktes vom alten fragen. Der Abstandswvektor ist

di* = 7(Cy + dC1, G + dCa, G + ds) — F(C1, Ca,Ga) = g—z ¢ =Y hidg;. (A.30)
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Damit ist der Abstand, genannt das Linienelement,

= |dr] = ‘Z %dCz = ‘Z hi dG;| . (A.31)
i i
Sind die Basisvektoren ﬁl orthogonal, so vereinfacht sich dies zu (Satz von Pytagoras)
ds = Z i) (d¢i)? (A.32)
oder
ds* =) i) (d6o)?. (A.33)

Das Linienelement ist wichtig fiir die Berechnung von Kurvenintegralen.
Zum anderen spannen die drei Verschiebungen d(; entlang der Koordinatenlinien ein Parallelepiped auf.
Sein Volumen ist das Volumenelement

dV = % déy - <(9agi dés x 8( d<3> = hy - (h2 x hs) dG1dCad(s. (A.34)

Sind die El orthogonal, so wird dies zu
V = |h1|ha||hs| dCrdGadCs. (A.35)

Allgemein ldsst sich das Spatprodukt mit der Jacobi-Determinante in Verbindung bringen: Sind (x1, x2, x3)
die kartesischen Komponenten von 7, so ist

8:61 6:61 3:61

or < or 5‘7") Ox; Oxj Oy g 5o Bes (1,2, x3)
or (o Or) _ . _ - AfL22,73) A.36
o6 06 06) ", 2 P aanas | ko k| oG (4.36)
I a¢y 9, s
Damit erhalten wir 5
v = T e28) 4 e e (A.37)

a(CD <27 43)

Diese Darstellung ist wichtig, wenn wir Volumenintegrale in beliebigen Koordinatensystemen ausrechnen wol-
len.

Den Gradienten- oder Nabla-Operator V definieren wir durch die Forderung, dass fiir das totale Differential
df einer skalaren Funktion f(7) gelten soll

S+ S dea 5 dGa) - V() = (Zh i) 91 (A.38)

i) a9 = ( "

Nach der Kettenregel gilt andererseits

Z dg (A.39)

Da die d¢; unabhéngig und beliebig sind, folgt
of

hi - V() = A4
V0 = 5 (A.40)
also 1 of
"= o (A.41)
Da dies fiir alle Funktionen f(7) gelten soll, kénnen wir fiir die (-Komponenten von V schreiben
- 1 0
|| O )
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Da wir angenommen haben, dass die é; orthonormal sind, kénnen wir nun den Nabla-Operator schreiben als

V = 6, (6;- V) = & 0 _ hi O
V:;ei(eioV)*Zmi‘ %ZZ‘EZP aci. (A.43)

i 7

Die Reihenfolge der Faktoren ist hier wesentlich. é; und f_il héngen i. A. von den Koordinaten (; ab, so dass
wir sie nicht einfach an der Ableitung 9/9¢; vorbei ziehen diirfen.

Kartesische Koordinaten

Fiir kartesische Koordinaten (z1,x2,z3) = (z,y, z) sind die Koordinatenlinien wie erwihnt Geraden, die ein
rechtwinkliges Netz bilden. Die natiirlichen Basisvektoren sind orthogonal und bereits normiert, f_iz = ¢;. Das
Dreibein ist im gesamten Raum gleich. Wir schreiben die Einheitsvektoren auch als é; = &, é5 = ¢, é3 = 2.
Die Komponentendarstellung b=by# + b,y + b, 2 schreiben wir auch als b= (bs, by, b,). Wenn nichts anderes
gesagt ist, meinen wir damit die Komponenten in kartesischen Koordinaten.

Das Linienelement ist einfach

ds® = dz* + dy? + d2? (A.44)
und das Volumenelement ist
av = Q892 i — drdyds, (A.45)
Iz, y, 2)
Der Gradient lautet 5 5 5 PP
Vziax—l—ﬂay—k,é&z(&c,ay,az). (A.46)

Kugelkoordinaten

Es bietet sich an, krummlinige Koordinatensysteme mittels der bereits bekannten kartesischen Koordinaten
zu definieren. Fiir Kugelkoordinaten (sphérische Polarkoordinaten) haben wir die Abbildung

x = 7rsinf cosg, (A.47)
= 7 sin#f sin ¢, (A.48)
z = 71 cosf. (A.49)

Damit lauten die natiirlichen Basisvektoren, ausgedriickt in kartesischen Koordinaten,

. oF sin @ cos ¢
h. = o sinf sing |, (A.50)
" cosf
. oF cos 6 cos ¢
hy = 6= cosf sing |, (A.51)
—sinf
= o7 —sin6 sin ¢
hy = —=r sin @ cos ¢ . (A.52)
oo} 0
Die Normierung ist einfach, wir erhalten
. sin 6 cos ¢
F = h,= sinf sing |, (A.53)
cosf
R 7 cos 6 cos ¢
f = 2= cosOsing |, (A.54)
" —sin6
X 7 —sin ¢
o = rsii@ = cos ¢ . (A.55)
0



Man tiberzeugt sich leicht, dass diese Einheitsvektoren orthogonal sind und ein Rechtssystem bilden. Offenbar
ist das Dreibein hier vom Ort 7 abhingig. Eine kompaktere Darstellung ist

7 A EZXT Zxr A
F= — = — = 0: XA, A56
U ¢ |2 x 7] sinf’ o7 ( )
Z
N
Breitengrad

]

Fiir den Ortsvektor konnen wir offensichtlich schreiben 7 = r7. Wir sehen explizit, dass die 6- und ¢-

Komponenten von 7 verschwinden. Sie stimmen also nicht mit den Kugelkoordinaten r, 6, ¢ des durch 7

dargestellten Raumpunktes iiberein. Hier ist keine Information verloren gegangen, da 7 von 6 und ¢ abhéngt.
Die Anderung d von 7 kénnen wir ebenfalls nach den Einheitsvektoren zerlegen,

dF = Ry dr + hg df + hy d = dr# +rd0 0 + rsin 0 do 6, (A.57)
wobei wir Glg. (A.53)—(A.55) verwendet haben. Daraus folgt sofort fiir die Geschwindigkeit
Lodr L | A AN
UZEZTT—I—TGH—&—TschZ)(b. (A.58)

Wihrend sich ¥ unmittelbar aus di” ergibt, ist die Beschleunigung @ = 7 = 7 deutlich komplizierter, da die
Einheitsvektoren #, 6, ¢ von ¥ und damit von ¢ abhéingen (siehe Skript zur Theoretischen Mechanik).
Das Linienelement ist

ds® = |hy|*dr? + |ho[*d0? + |hy|*de? = dr® + r* d6* + r* sin® 0 dg? (A.59)
und das Volumenelement
qv = A&v.2) drddde = |hy||he||he| drdfde = 1 sin 0 drdfde. (A.60)
a(r,0,9)
Fiir den Nabla-Operator erhalten wir
- & 0 o 60 ¢ 0
_ _.9 00 9 A.61
Z|hi| o¢, ~ "ar "7 06 T rsind 00 (A.61)
Es ist erhellend, die Gradienten der Koordinaten r, 6, ¢ zu bestimmen. Wir finden
- or
Vr=7_—=r. A.62
r=fo =7 ( )

Das ist plausibel: 7 ist definiert als Einheitsvektor in der Richtung, in der sich r &ndert, daher muss vr
zumindest parallel zu # sein. Ebenso sollten V@ || 8 und V¢ || ¢ gelten. Das finden wir auch explizit:

VO =

S | =

9, (A.63)
1

Vo = . (A.64)

rsin @
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Zylinderkoordinaten

2

éz%y

=7 Y

2
M/ﬁ
ar

X

Fiir Zylinderkoordinaten p, ¢, z fassen wir hier nur die Ergebnisse zusammen, die Herleitungen sind analog.
Die kartesischen Koordinaten hingen mit den Zylinderkoordinaten geméfl

T = pcoso, (A.65)
= psing, (A.66)
- (A.67)
zusammen. Es ist 7= pp+ 22 und dr =dpp + pdz,zbg?) + dz 2, also
Loodr Y
U= =P + pod + 22 (A.68)
Das Linienelement ist
ds* = dp?® + p?d¢? + dz* (A.69)
und das Volumenelement
dV = pdpdodz. (A.70)

Der Nabla-Operator lautet

Ebene Polarkoordinaten erhalten wir natiirlich einfach durch die Setzung z = 0.

A.1.4 Vektoren und Pseudovektoren

Die mathematisch exakte Definition von Vektoren bezieht sich darauf, wie sie sich unter Anderung des Koordi-
natensystems transformieren. Kurz gefasst transformieren sich Vektoren unter Drehung und Raumspiegelung
(Inversion) wie Verschiebungen 7. Unter Drehungen transformiert sich ein Vektor @ also gemé&f3

@— Ra, (A.72)

wobei R eine orthogonale 3 x 3-Matrix mit Determinante 1 ist, die Drehmatriz, auf die wir hier nicht weiter
eingehen miissen. Unter Inversion transformiert sich ein Vektor gemé&f

a— —d. (A.73)

Eine Grofle 5, die sich unter Drehungen wie ein Vektor transformiert, unter Inversion aber ihr Vorzeichen nicht
dndert, b— l_;, nennt man Pseudovektor. (Anstelle von Vektor und Pseudovektor sagt man auch Radialvektor
und Axialvektor.) Zum Beispiel sind Ort # und Impuls p’ Vektoren, der Drehimpuls L=rx P rotiert zwar wie
ein Vektor, dndert aber unter Inversion sein Vorzeichen nicht:

7 — =T, (A.74)
P — =D, (A.75)
L=7xp— (—F) x (—p) = L. (A.76)
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L ist also ein Pseudovektor. Ein Skalar &ndert sich unter Drehungen oder Inversionen iiberhaupt nicht. Ein
Pseudoskalar &ndert sich nicht unter Drehungen, wechselt unter Inversion aber sein Vorzeichen. Es ist wichtig
zu beachten, dass eine Komponente eines Vektors zwar nur eine Zahl ist, aber kein Skalar (oder Pseudoskalar).
Das ist leicht einzusehen: Die Komponente eines Vektors édndert sich unter Drehungen, es gilt ndmlich

a; —» Z Rij aj, (A77)
J

wéhrend sich ein (Pseudo-)Skalar nach Definition nicht &ndern darf.

A.2 Vektoranalysis: Ableitungen im R?

A.2.1 Erste Ableitungen

Sei p(7) ein skalares Feld. Wie wir bereits gesehen haben, ist die Anderung von p unter einer rein rdumlichen
Verschiebung di (d.h. dt = 0) in kartesischen Koordinaten gegeben durch
Ip dp 0

P p
— — dz. A.
o dz + ay dy + P dz (A.78)

Dies sieht wie ein Skalarprodukt aus. Tatséchlich kénnen wir schreiben

_ (00 9 0 o)
d (31‘7 9y’ 82’) (dz,dy,dz) = (Vp) - dr, (A.79)

dp =

vgl. Gl. (A.38). Hier heifit

= dp Op 9p dp . Op Op
— (22 ZFZF) _ZF A.
Ve <8x’ oy’ 82) o Ty’ 02" (A.80)

(in kartesischen Koordinaten) Gradient von p. ﬁp ist ein Vektorfeld. Nach der Definition des Skalarproduktes
gilt

dp = |Vp| |dF] cos 0, (A.81)
wobei 6 der von ﬁp und dr eingeschlossene Winkel ist.
dr

%

Halten wir den Betrag |dr] der Verschiebung fest und ist ﬁp = 0, so sind folgende Aussagen dquivalent:
dp ist maximal <& 60=0 <« dr zeigt in dieselbe Richtung wie ﬁp

Also zeigt der Gradient in die Richtung mazimaler Steigung von p(7), d. h. , bergauf“. Der Wert der maximalen
Steigung ist der Betrag des Gradienten, |Vp|. Andererseits finden wir fiir festes |d] und fiir Vp # 0,

dp=0 & ﬁpLdF.

p(7) ist lokal also in erster Ordnung in 7 konstant in allen Richtungen orthogonal zum Gradienten. Das
bedeutet, dass der Gradient Vp an jedem Punkt (auBer fiir Vp = 0) senkrecht auf Flichen mit konstantem p
steht.

B Beispiel 1: Fiir die zweidimensionale Hohe iiber dem Meeresspiegel einer Landschaft, h(z,y), zeigt
Vh = (8h/8w,8h/8y) an jedem Ort bergauf und steht senkrecht auf den Kurven konstanter Hohe, also
den Hohenlinien.

= h(z,y)
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B Beispiel 2: Berechne ﬁr, vgl. Abschnitt A.1.3. In kartesischen Koordinaten ist

= or Or Or
(&£ 27 — /22 2 + 22
Vr (830783/’82) r=+z?+y*+z

_ ( i 2y 2z )
22?2+ 22 a2+ 22 B+ o+ 22

__wyr) _T_, (A.82)

22 f 2 +22 T

In Kugelkoordinaten ist die Rechnung einfacher, wie wir gesehen haben:

4808&8

=

- Lor
Vel v Trsmeos Ve =T (4.83)
Fiir den Gradienten gilt die folgende Kettenregel:
16 = (- F(), - (9. 2 Fa(7)
g “\or g ey g ) g
99 99
_ / -y YS9 e
— (76 G2, 1) 5. 1) 52
= ['(g(7) V() (A.84)
oder kiirzer B .
Vf(g) = f(9)Vg. (A.85)
Weitere Regeln kann man leicht analog durch Darstellung in kartesischen Koordinaten herleiten.
Mit dem Nabla-Operator
- o 0 0

(in kartesischen Koordinaten) kénnen wir noch weitere Ableitungen konstruieren, indem wir V anstelle eines
gewOhnlichen Vektors in die Produkte von Vektoren einsetzen. Damit erhalten wir zunéchst die Divergenz

—

V- (A.87)

eines Vektorfeldes ¢(7). Die Divergenz ist ein skalares Feld. In kartesischen Koordinaten ist

= + 2+ . (A.88)

Fiir andere Koordinatensysteme haben wir in Abschnitt A.1.3 schon Vorarbeit geleistet und konnen die ent-
sprechende Darstellung von V iibernehmen. In Kugelkoordinaten gilt z. B.

- 9 69 ¢ 0

T = v+ ved + vy, (A.90)

woraus folgt

Vo = ¢ g(vrr+v99+v¢¢>

or
6 0
+ <% (vrr + v99 + v¢¢)
6 0
+ rsind 90 (v,r + vgl + v¢¢5> (A.91)
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Nun miissen wir beachten, dass die Einheitsvektoren 7, 6, ¢ vom Ort abhéingen. Mit Glg. (A.53)—(A.55),

sin @ cos ¢
7 = | sinfsin¢ (A.92)
cosf
. cosf cos ¢
0 = | cosfsing (A.93)
—siné
. —sin ¢
o = cos ¢ (A.94)
0
erhalten wir
or 00 98¢
> = 5o =0, (A.95)
o7 cos 6 cos ¢ R
% = cosf sing | =06, (A.96)
—sinf
o0 —sinf cos ¢
% = —sinf sing | = —7, (A.97)
—cosf
%b — (A.98)
o7 —sin @ sin ¢ A
% = sinf cos ¢ = sinf ¢, (A.99)
9 0
Py —cosf sin ¢ .
% = cos B cos ¢ = cosf ¢, (A.100)
9 0
85) —cos ¢ 0—coso R
% = —sing | = —sing—-0 | = =ZX¢ (A.101)
9 0 0-0
Damit ist (Produktregel!)
V-7 = duvr T 4 UpT - % +%f~é + gt - @ +%f~q§+v¢f 5‘;;3 + 12 weitere Terme
or \/ or r or or ~~—~ or
—~ <~ ; <~
0 0 0
I or % . 09 1 dug oF vg - 00
= ittty w0 5 e o Tromd® 7e rend® 96
0
(%) ;09
rsin 6 ¢
_ Ove | 1 0vg 1 vg cos b Vo - A
T or T r 00 7+rsin96‘7¢ r sinf rsmew)
0
ov, Uy 1 Ovg gy cosl O0vg
= — — —_—. A.102
aor r 00 + r sinf  rsinf 0¢ (A-102)
Es ist iiblich, diesen Ausdruck etwas umzuschreiben (Produktregel!):
- 10 1 0 1 Ovg
= — — — Al
YT T ising 98 Sln9v9+r81n0 O¢ (A.103)
M Beispiel 1: Berechne V - 7. In kartesischen Koordinaten:
Ooxr 0Oy 0z
= — =3. A.104
or t oy dy * o 0z ( )
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In Kugelkoordinaten:
- - P 1 0
PO P00+ 0d) = — 9 B3 A.105
V- -7#=V-(rf+00+0¢) i r ( )
B Beispiel 2: Berechne V - 7 (hier steht ein Einheitsvektor #!). In kartesischen Koordinaten:

= 0 T
VR i
oz /x2+y2—|—22
@’ +y2+22 B ?;;xj+;2+zz

= PR 4ot

1 22 1 ¢ 1 22 3 2 2

r 3 r 3 ¢ 3 9 3 7 ( )
Einfacher ist es in Kugelkoordinaten:
> = R A N 10 5 2

Anschaulich beschreibt die Divergenz, wie stark sich ein Vektorfeld ausbreitet. Stellen wir das Feld durch Vek-
torpfeile an ausgew#hlten Punkten dar, beschreibt die Divergenz, in welchem Mafle die Pfeile in der Umgebung
eines Punktes auseinanderlaufen (fiir positive Divergenz) bzw. zusammenlaufen (fiir negative Divergenz).

B Beispiele (es ist niitzlich, sich unter ¥ die Geschwindigkeit einer Fliissigkeit vorzustellen):

(a) U =zd:

Y

-— - —_ —

-— - | > —>

V-i=2%=1
(b) 7=
Yy
NS
~ |7
/N @
VAR TN

V-5=3 (siehe oben). Regionen mit V - 7> 0 nennt man Quellen des Feldes. Im Beispiel der Fliissigkeit
konnen wir uns vorstellen, dass von irgendwoher Fliissigkeit hinzugefiigt wird.

—

(c) U=—7

/
¥
~ T

N

V.7=-3. Regionen mit V - ¥ < 0 nennt man Senken des Feldes.

N
/
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V-7 = %Z = 0 . Die Divergenz verschwindet, da sich das Feld nicht ausbreitet — es handelt sich um eine

Scherung der Fliissigkeit. Beachte, dass V-7 =0 nicht impliziert, dass ¢ konstant ist!

Der Operator V wirkt grundsétzlich auf alle folgenden Terme bis zum néchsten + oder —. Ist dies nicht
gemeint, miissen wir Klammern einfiigen. Es gibt aber keine allgemein akzeptierte Regel, wonach eine schlie-
Bende Klammer grundsétzlich die Wirkung von V beendet. Sie tut dies i. A. nicht, wenn V als letztes Symbol
in der Klammer steht, z. B.

L o= ap op op . =
(a-V)p:az%—i—aya—y—&-azaza-V;}. (A.108)
Beachte, dass i. A. . . . .
a-Vp#V-dp=p(V-a)+a-(Vp). (A.109)

Schliefllich kénnen wir noch das Vektorprodukt mit V bilden. Wir erhalten die Rotation
V x T (A.110)

des Vektorfeldes ¥. Die Rotation ist selbst ein Vektorfeld (oder genauer ein Pseudovektorfeld, falls ¢ ein
Vektorfeld ist und ein Vektorfeld, falls ¢ ein Pseudovektorfeld ist). In kartesischen Koordinaten ist

- 0 o0 0 Ov, Ovy Ovy, Ov, Ovy, Ovg
= \53 5 74a_ x> sUV2) =\ 3 — 4 _ v 4. A v a4 ) A111
VX <5$’6y’82) X (v, vy, v2) (83/ 9z’ 9z Oz’ Ox 8y> ( )

Die Rotation beschreibt die Wirbel des Feldes ¥. Ist ¢() die lokale Geschwindigkeit einer Fliissigkeit, so hat

V x 7 eine besonders anschauliche Interpretation: Wenn sich ein kleiner (starrer) Testkorper mit der Strémung
bewegt, so rotiert er mit der Winkelgeschwindigkeit

&= %ﬁ X 7. (A.112)
M Beispiele:
(a) U= —yi+2zj)=(-y,x,0) =2 x
y
//‘;:\\
| T st
IR
\\—*//4
¥xi= (002 —3(—) =(0,0,2) = 22 (A.113)
v = ) ’8$I ay y - 9, ) - zZ. .

Das Feld 7 stellt einen Vortez dar. Beachte, dass V X & homogen (konstant im Raum) ist und parallel zur
Achse des Vortex zeigt.

(b) T=F = Vxi= <g;gi’,gjg;,gigj) = 0 : Hier rotiert nichts.
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Lol
VXxT=2 %L Z g— = 2. Ein Testkorper wiirde rotieren, obwohl die Stromung geradlinig ist.

Produkt- und Kettenregeln fiir Vektorableitungen kann man leicht mit Hilfe der Darstellung in kartesischen
Koordinaten aus den Regeln fiir gewohnliche Ableitungen herleiten. Die resultierenden Regeln sind in den
meisten Lehrbiichern der Elektrodynamik tabelliert, oft auf den Umschlaginnenseiten. Dort findet man auch die
Darstellungen von Gradient, Divergenz und Rotation in anderen Koordinatensystemen. Es sei noch erwéhnt,
dass manchmal, v. a. in &lterer Literatur, folgende Schreibweisen verwendet werden:

grad p = Vp, (A.114)
divi=V -7, (A.115)
rot 7 = V x . (A.116)

Fiir die Rotation steht in englischsprachiger Literatur stattdessen curl .
Natiirlich kann man auch nach Komponenten anderer Vektoren als des Ortsvektors ableiten. Dann schreibt
man fiir den Nablaoperator nach dem Vektor a:

- 0 g o0 0
%= 5= (o oy 0 -
(in kartesischen Koordinaten), also speziell
- o 7] 0o o0 0
=V.=_— (L 2 “) A1l
V=Vr or <8x’8y’8z> (4.118)

A.2.2 Zweite Ableitungen

Wir kénnen V natiirlich auch mehrfach anwenden, wobei in dieser Vorlesung nur zweite Ableitungen von
Bedeutung sind. ﬁp und V x 7 sind (evtl. Pseudo-) Vektoren und wir konnen daher ihre Divergenz und ihre
Rotation bilden. Andererseits ist V - @ ein Skalar und wir kénnen seinen Gradienten bilden. Wir haben also
folgende fiinf Moglichkeiten:

1. Divergenz des Gradienten:

6 . (6/)) karte_sisch( 0 0 0] ) <8P @ 3P)

Ox’ 6y 0z ox’ Oy’ 0z
9%p 82 82 0? 0? 0? 9
T Y T ST = . Al
922 " 92 T 922 <83:2 a2 az2> p=V'p (A-119)
Operator

Der hier auftretende Differentialoperator heifit Laplace-Operator und wird oft mit A bezeichnet; wir
vermeiden diese evtl. verwirrende Notation hier. Also ist

V- (Vp) =V2p = Ap. (A.120)
Der Laplace-Operator spielt in der Elektrodynamik eine wichtige Rolle. Seine Darstellung in anderen
Koordinatensystemen ist daher in den Lehrbiichern tabelliert. V2p ist wieder ein skalares Feld.
B Beispiele:
2

2 2 2 2
V2?2 = 74,_87_’_87 (x2+y2+22):ix2+87y2+8
2 x oy?

@z2:2+2+2:67 (A.121)
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0? o? 02

0 3] 0
Vwaz:(@o:Q+3g/2+3,22) xyz:%yz—i-—xz—l——xyzo. (A.122)

Jy 0z

Funktionen f(7) mit der Eigenschaft V2f =0 V7 nennt man harmonisch.

Man kann dem skalaren Operator V2 auch auf Vektorfelder anwenden. In kartesischen Koordinaten ist
einfach

Vi = (Vi,, Vi, VZ0,). (A.123)
B Beispiele:
0? 02 0?
2 2 2 2

2 2 2
V2 (222 + g + 222) = (V222 V?y?, V?22?) = (8 z? O 29

81‘2 ’TyQy 7@ 22) = (27 27 2) = 2('%3 ga 2)

(A.125)
. Rotation des Gradienten:
- = kartesisch/ O Op O Op O dp O Odp O dp O Op

s — L L L~ T} A12

v x (Vo) <8y 0z 0z0y 0z0x Oxdz’ dxzdy Oyox 0, ( 6)
da o2 o2
p p

= A2

oxdy  Oyox ( 7

usw., falls p zweimal stetig differenzierbar ist, was wir i. A. fiir physikalische Felder annehmen. Unter
dieser Voraussetzung haben wir damit gezeigt, dass V x (ﬁp) = 0 gilt; die Rotation eines Gradientenfeldes
verschwindet. Diese Eigenschaft werden wir hidufig ausnutzen. Sie ist plausibel, wenn man bedenkt, dass
der Gradient an jedem Punkt bergauf zeigt.

. Gradient der Divergenz:

% o o
Era oxdy Jxdz v
= = _» kartesisch 8 (91} 6@ av 52 52 92 x
V(V -7) ar§15c1<ax(8xx+ay+ 82 veis | = | Bgaz B2 By vy | . (A.128)
Y 4 92 92 92 v,

0z0x 020y 022

Hier tritt ein matrizwertiger Differentialoperator auf, den wir als Dyade

32 92 32
Ox2 dxz0y  Ozxdz

- = = 82 62 82

VvV =VV' = Qyox oy? Oyodz (A'129)
22 22 22

0z0x  0z0y 022

2 2 2
schreiben kénnen. Dies ist nicht dasselbe wie der skalare Laplace-Operator V? = V.V = a—+a—+a—.
0x2 0y? 022
V(V - %) ist (wie V2%) ein Vektorfeld.
B Beispiel: Fiir
U=yl + yzy + zxZ (A.130)
ist
V25 = (Viay, V?yz, Vizz) =0, (A.131)
aber
V(V ﬁ)—ﬁ(gﬂc +2 z+gzx)—ﬁ( +z+z)= i # V2% (A.132)
BRI 3yy 0z -V N 1 ’ '
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4. Divergenz der Rotation:

= = — kartesisch 0 0 0 31}2 8’Uy a’Ux 8112 8’Uy 6’033

V- (Vixo) = (8:107 Oy 8z) <8y 0z 0z Ox dx Oy
B 0%v, B 820y 0?v,, _ 0%v, n 82vy 7 0%v, _o
C O0xOy  Oxdz  Oydz OyOxr  0z0x  0z0y

(A.133)

unter der Annahme, dass ¥ zweimal stetig differenzierbar ist. Die Divergenz eines Rotationsfeldes (Wir-
belfeldes) verschwindet. Diese Eigenschaft werden wir ebenfalls oft ausnutzen.

5. Rotation der Rotation:

- = kartesisch , O O 0O ov, Ov, Ov, Ov, Ov, Ovy
Vx (Vo) = ((Q):c’(?y’(%)x<8y_€)zy’6z_8x 8:;_831>
B (82% _ Pu, PP, N 0?v, )
Oydx  Oy? 0z2  020x 7
_ (8(81}1 N Jvy N 8vz) B v,  O%v, B 0%v, )
or\ 0z Jy 0z dz?  Oy2 ox? T
= V(V-5) - V5. (A.134)

Dasselbe Ergebnis erhalten wir mittels BAC-CAB-Regel, wobei wir aber beachten miissen, dass ¢ immer
hinter dem Differentialoperator stehenbleiben muss.

Den 5. Fall haben wir damit auf den 1. und den 3. Fall zuriickgefithrt. Aulerdem ergaben der 2. und der 4.
Fall immer verschwindende zweite Ableitungen. Es existieren also nur zwei wesentlich verschiedene Arten von
zweiten Ableitungen, V2 und VV.

A.3 Vektoranalysis: Integration im R?

Wir benétigen nicht nur Ableitungen im R3, sondern auch Integrale. In der Analysis wird das (bestimmte)
Integral einer Funktion f(z) einer Variablen x iiber ein Intervall [a,b] durch die Riemann-Summe definiert:

b—a -1

b Az
/ dx f(x) = A1im0 Z Az f(a+nAzx). (A.135)
a T—r ne0

Das Integral beschreibt geometrisch die Fliche unter der Kurve mit der Parameterdarstellung (x, f(z)) iiber
dem Intervall [a, b].

f

M a = b g

Wir werden mehrere Verallgemeinerungen der Riemann-Summe auf Funktionen im R3, also auf Felder, bespre-
chen. Die Grundidee ist immer dieselbe: Ein Integral ist die Summe infinitesimaler Beitriige dx f(z) fiir alle x
aus einem bestimmten Bereich B. Wir stellen uns B in Zellen der infinitesimalen Grofle dx eingeteilt vor. Der
Unterschied zwischen den zu besprechenden Integraltypen liegt in der Dimensionalitéit des Bereichs B.

(a) Bei Linienintegralen (Kurvenintegralen) ist der Bereich B eine Kurve C im Raum. Wir teilen C in Lini-
enelemente dl ein, so dass die Summe aller dl die Gesamtléinge der Kurve ergibt:

/ dl = Le. (A.136)
C
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Oft versieht man die Linienelemente mit einem Richtungssinn, ndmlich der tangentialen Richtung entlang
der Kurve, =

dl=dlt (A.137)
mit dem Tangenteneinheitsvektor ¢ entlang der Kurve. Dafiir muss die Kurve C natiirlich gerichtet sein. ¢
wird in Vorwértsrichtung gew#hlt. Beachte, dass

/df ‘: b — (A.138)
C

der Abstand von End- und Anfangspunkt der Kurve C ist, dieser ist nur mit der Lédnge L identisch, wenn
C ein Geradenabschnitt ist.

S

b—a

a

!

0 c

Nun koénnen wir verschiedene Linienintegrale iiber skalare Felder und Vektorfelder bilden: Skalare

/ dl p(), / il o) (A.139)
c c
und Vektoren

/Cdlp(f'), /Cdlv(f'), /Cdl x U(7). (A.140)

Wenn nichts weiter gesagt ist, meint man mit ,Linienintegral® in der Elektrodynamik meist den zweiten
Fall,

/ dl’- 5(7). (A.141)
C

Wir kénnen auch Anfangs- und Endpunkt explizit an das Integralzeichen schreiben:

/ ’ dl’- 5(7). (A.142)
C

,a
usw. Im Allgemeinen hingt das Integral aber nicht allein vom Anfangspunkt ¢ und vom Endpunkt b ab,
sondern vom gesamten Kurvenverlauf C.

Es existiert jedoch eine Klasse von Vektorfeldern ¢(7), fiir die das Linienintegral nur von @ und b abhéngt.
Ist ¥ = F ein Kraftfeld, so nennt man es in diesem Fall konservativ.

Die Kurve C kann auch geschlossen sein. Dann schreiben wir das Integralzeichen mit einem Kreis, z. B.

?{ i’ (7). (A.143)
C

Fiir eine geschlossene Kurve addieren sich die vektoriellen Linienelemente zu Null, da Anfangs- und End-
punkt zusammenfallen:

fdf: 0. (A.144)
C

B Beispiele: Wir nehmen als Kurve C den Kreis mit dem Radius R in der zy-Ebene. Die Strategie bei der
Berechnung ist immer, das Linienintegral auf gew6hnliche Integrale zuriickzufithren. Das kann oft durch
Verwendung geeigneter Koordinaten erreicht werden, im Beispiel sicherlich durch ebene Polarkoordinaten.

)
di'= Rdpd
X
[
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Das vektorielle Linienelement ist di =
heitsvektor ¢. Damit berechnen wir einige Linienintegrale:

Rd¢ ¢ mit der Linge Rd¢ (Kreisbogen!) und dem Tangentenein-

dl-7 = 0, (A.145)
¢ 0
. . . -y . —sin¢ R R
fdz (2x7) = %dl- x :%dz-R cos ¢ :%Rd¢¢-R¢
C C 0 C 0 C
27
= R? %dgb:RQ/ dp = 2nR2, (A.146)
C 0
2 - _ 2 P 2 .. 2 N
dl y*z = (idly)x—(féqubR sin ¢> T
skalar!
27
= R:% dp sin¢ = m R® 1, (A.147)
0
fdfx 7 fqusé x R = R? quﬁ(—z) = —27 R?3. (A.148)
C C C

Als weiteres Beispiel integrieren wir 7 = £ X 7 (s.0.) iiber zwei

Y

Fiir den Weg C; wihlen wir Zylinderkoordinaten:

/ dl- (3 x ) = [ dpp-[2x (pp+22)]
Cy C1

/ dpp-
C1

Fiir den Weg C5 sind kartesische Koordinaten giinstiger:

dl- (2 x 7)

dl (—y, z, 0) /dyy
Ca

das Integral ist also wegabhéingig.

verschiedene Kurven in der Ebene z = 0:

pp= | dppp-o=0. (A.149)
Cq ~~
0
/ ded-( =1 ,xz,0)
xfest 7yfest
(A.150)

(b) Bei Flichenintegralen ist der Bereich B natiirlich eine Fliche S. Wir zerlegen S in Flichenelemente ds. Die
Fléchenelemente kénnen wir auch zu Vektoren ds machen, wobei die Richtung ein Normaleneinheitsvektor

n auf der Fliche am gegebenen Punkt ist, d. h. ds steht tiberall

x

senkrecht auf der Flache.

Der Normalenvektor ist nicht eindeutig — es gibt an jedem Punkt zwei Moglichkeiten. Wir wollen 7(7) fiir

7 € S stetig wihlen. Dann gibt es drei Moglichkeiten:
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e Die Fliche S ist geschlossen und orientierbar (z.B. eine Kugel). Dann wihlen wir 7 iiblicherweise
iiberall nach auflen zeigend.

e Die Fliche S ist nicht geschlossen, aber orientierbar (z.B. ein Zylindermantel oder eine Ebene).
Dann miissen wir in jedem Einzelfall festlegen, welche Richtung n haben soll. Durch die Festlegung
an einem Punkt ist wegen der Stetigkeit 7n(7) auf der gesamten Fliche festgelegt (falls die Fliche
zusammenhéngt).

e Die Fliche S ist nicht orientierbar (z.B. Kleinsche Flasche, Mébiusband). Dann kénnen wir 7(7)
nicht iiberall stetig wihlen. Solche Flichen kommen aber in der Elektrodynamik nicht vor.

Wir schreiben das Flachenintegral als HS bzw. fiir eine geschlossene Fliche auch als gfjﬁs, um anzudeuten,
dass iiber einen zweidimensionalen Bereich integriert wird. Oft schreibt man aber nur ein Integralzeichen
(so auch in den meisten Lehrbiichern). Es gibt wieder mehrere mogliche Formen:

[[dsp@), |[[ds-5), |[[dsp@), |[dso), [[dsxa@). (A.151)
S S S S S

Der am h#ufigsten auftretende Fall ist der zweite. Man nennt

D = g ds - 5(F) (A.152)

auch den Fluss des Feldes ¥(7) durch die Fliiche S. Beschreibt ¢ die lokale Geschwindigkeit einer Fliissigkeit,
so ist diese Bezeichnung sehr intuitiv.

Analog zum Linienintegral héngt das Flachenintegral {iber eine berandete Fléche i. A. von der gesamten
Fléche ab, nicht nur vom Rand. Fiir eine spezielle Klasse von Feldern héngt es jedoch nur vom Rand ab,
wie wir sehen werden.

B Beispiele: S sei die Kugel (-oberfliche) mit dem Radius R um den Ursprung. Dann ist das vektorielle
Fléchenelement in Kugelkoordinaten

d§= RdOR sinfdo+ = R? sinfdf dp+ (A.153)
R do
V4
R R sin 6 d¢
J
X

und damit z. B.
s 27 T 27
@Sdg'-F:R?/ desine/ d¢r- 7 =R3/ d9sin6/ d¢ = 41 R3, (A.154)
& 0 0 \R’; 0 0

T 27 T 27
@Sdg-:ci»:R?/ df sino/ d(j)f-RsinGcosqS;i":RS/ df sin20/ dé cosd 7 - &
S 0 0 0 0 ~

sin 6 cos ¢

T . 21 4
= RS/ df sin® 9/ de cos? ¢ = g R3, (A.155)
0 0
4/3 ™
T 27
@ ds x?y? = R2/ do sin9/ dp R? sin? 0 cos® ¢ R%sin? 0 sin® ¢
~~ 0 0
S Skalar
6 [© 5 o 2 42 ar g
=R df sin” 6 d¢ cos® ¢ sin® ¢ = I RP. (A.156)
0 0
16/15 w/4

Sei &’ ein Zylindermantel mit Radius R und Hohe h parallel zur 2-Achse und mit Mittelpunkt im Ursprung.
Wir wéhlen die Richtung von ds nach auflen, d.h. in Zylinderkoordinaten

ds = Rdpdz p. (A.157)
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Ay
Y

A
A

Dann ist z. B.
27 h/2 27 h/2
fds T—R/ d¢/ dzp- (Rp+23) = R/ d¢/ dz p-p =21 R2h. (A.158)
h/2 h/2 \1/
Die Mantelflache des Zylinders ist einfach
27 h/2
fds = R/ d¢/ dz = 27 Rh. (A.159)
h/2

Volumenintegrale umfassen einen dreidimensionalen Bereich, also ein Volumen V. Es wird in Volumenele-
mente dV eingeteilt. In kartesischen Koordinaten ist einfach dV = dx dy dz, fiir Kugel- und Zylinderkoor-
dinaten hatten wir es auch schon angegeben:

dV = r?sinfdrdfde, (A.160)
dV = pdpdpd:z. (A.161)

Anders als Kurven und Fliichen ist ein Volumen durch seinen Rand eindeutig bestimmt (jedenfalls im R3!).
Ein Volumen hat keine ,innere Struktur®, es ist geometrisch flach. Deshalb sieht das Volumenelement fiir
gegebenes Koordinatensystem immer gleich aus. Wir versehen dV nicht mit einem Richtungssinn — denn
welche Richtung sollten wir wihlen? Wir verwenden fiir Volumenintegrale das Symbol va, in der Literatur
sieht man oft auch fv Da dV skalar ist, gibt es nur zwei Félle: Den Skalar

{[f av ot (A.162)
%

Hf v (7). (A.163)
\Z

B Beispiele: Sei V die Vollkugel um den Ursprung mit dem Radius R. Ihr Volumen ist einfach

av = drr df sind " dp = — TR, (A.164)
11y / / 3

\W_/
R3/3 27

und den Vektor
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Weitere Beispiele:
R T 27
jf dV z?y?2% = / dr r2/ do sin9/ dér? sin® 0 cos® ¢ r? sin? 6 sin? ¢ r? cos? 0
%

2
/ drr® / df sin 9/ dé cos® ¢ sin® ¢— — (A.165)
R9/9 16/15 /4

jff dV 7=0 aus Symmetriegriinden, (A.166)
%

R T 27
ﬂ dVE:/ drr/ do sine/ do = 21 R2. (A.167)
v r 0 0 0

Beachte, dass wir iiber den Pol bei ¥ = 0 hinweg integrieren konnten, weil er durch den Faktor r? im
Volumenelement ,,gehoben* wurde. Zum Schluss ein Beispiel mit weniger giinstiger Symmetrie: Es sei @
ein Vektor der Lénge a < R. Wir berechnen

1
fJ Wi (A.168)

Wir wéhlen Zylinderkoordinaten mit der z-Achse parallel zu @, da der Integrand und das Volumen ¥V um
diese Achse rotationssymmetrisch sind. Dann ist

H WV i—g / dz/mdpp/o%cw \/(perl (A.169)

zZ—a2)?

Beachte, dass die Grenzen des p-Integrals von der Integrationsvariablen z abhéngen.
z

R

(A.170)

R
:271'/ dz (\/R2+a2—2az— \z—a|>
-R

R VRI=Z d
:Qﬂ/ dz/ ___dpp
om0 Vo2 + (e~ a)”

\/(zfa)QJrRQ7z27\/(zfa)2

3 A3 2 2q3 2
= o <(R+a) (f—a) —(R2+a2)>:27r(6Ra+a—RQ—ag):27rR2—;a2 (A.171)

o 3a 3a ’
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was fiir a — 0 das vorige Ergebnis reproduziert.

Wir bezeichnen den Rand einer Fliche S mit 0S und die Oberfliche eines Volumens V mit V. Ist eine
Fliche oder ein Volumen unberandet (bei Volumen bedeutet dies V = R?), so ist der Rand die leere Menge
(). Die Oberfliche eines Volumens V hat natiirlich selbst keinen Rand. Diese Eigenschaft kénnen wir jetzt

kompakt schreiben als
AoV = 0. (A.172)

A.3.1 Der Fundamentalsatz

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung (oder der Analysis) sagt aus, dass die Integration
die Umkehrung der Ableitung ist. Formal:

b
dF
/ dx f(x) = F(b) — F(a) Va,b = e f(z). (A.173)
Dies ist plausibel, wenn man die zweite Gleichung in die erste einsetzt:

b 4R F(b)
/ e — [ ap = Py - Fla). (A.174)

a dx F(a)
In Worten: Die Summe iiber alle infinitesimalen Anderungen dF = ‘fl—l; dx von F' ist gleich der gesamten

Anderung F(b) — F(a). Diese Idee steckt auch hinter den Verallgemeinerungen des Fundamentalsatzes auf
Ableitquen und Integrale im R?, die wir nun besprechen werden.
Die Anderung eines skalaren Feldes p(7) von 7 nach 7+ dr ist geméf} der Definition des Gradienten

dp = dF- Vp. (A.175)
Daher finden wir fiir das Linienintegral
5o p(b) . .
/ dl-Vp= / dp = p(b) — p(a). (A.176)
ca p(@)

S

0

Dies ist der Fundamentalsatz fiir Gradienten. Die rechte Seite der Gleichung héngt offensichtlich nur von den
Endpunkten @, b ab, aber nicht vom Verlauf der Kurve C zwischen diesen. Es folgt, dass auch die linke Seite der
Gleichung nicht von C abhéngt, wihrend das Linienintegral [ ¢ dl-9(7) dies i. A. tut. Wir finden also folgendes
Korollar:

b
/ dl- ﬁp ist wegunabhéngig. (A.177)
a

-

Wihlen wir b = @, also p(b) = p(@), so erhalten wir als weiteres Korollar
7{ dl-Vp=0 (A.178)

fiir beliebige geschlossene Kurven.
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Wir betrachten als néchstes Volumenintegrale. Im eindimensionalen Fall setzt der Fundamentalsatz das Integral
iiber die Ableitung mit der Funktion am Rand, nédmlich an den Endpunkten, in Beziehung, siche Glg. (A.173)
und (A.174). Fiir ein Volumen V ist der Rand 0V seine Oberfliche. Wir erwarten, dass auf der rechten Seite
des Fundamentalsatzes eine Summe iiber den Rand, d.h. ein Fliachenintegral iiber 9V, erscheint. Wir geben
den Satz fiir Volumenintegrale erst an und begriinden ihn anschlieffend:

ﬂfdvﬁ.a: @Sdg.a, (A.179)
v [2)%

das Volumenintegral iiber die Divergenz von v ist also gleich dem Fléchenintegral iiber ¢ iiber die Oberfliche.
Diese Aussage heifit Gaufscher Satz.

Hier soll kein formaler Beweis, sondern ein Plausibilitdtsargument gegeben werden. Wir betrachten einen
kleinen Wiirfel AV:

ds
L d5
ds i Az
1 AV —T s
dS a """""""""
- | Ay
Az
r s

Da der Wiirfel klein ist, kénnen wir ¢(7) in eine Taylorreihe um 7 entwickeln und nur die fithrenden Terme
beriicksichtigen. Es stellt sich heraus, dass wir dafiir alle Terme bis zur Ordnung Ax Ay Az mitnehmen miissen.
Die linke Seite von Gleichung (A.179) wird zu

jAjvfdvﬁ-af:v Ay V.5, (A.180)

AxAyAz

hier wird V - 7 zur nullten Ordnung, also als in AV konstant, angenéhert, da A)Y schon explizit von der
Ordnung Az Ay Az ist. Die rechte Seite der Gleichung ist

@Sdg.a >~ §(F+ Axd) AyAzi—6(F) Ay Az
OAV

rechts links
+U(F+ Ay ) - Az Az —0(F) - Az Az g
hinten vorn

+UF+Az2)  AxAy 2 —0(F) - Az Ay 2

oben unten

= @-AxAyAz§:+@~AyAzAxg+@
Jy 0z

ox
ov v v -~
= AV=24+AV L4+ AV——==AVV. 7. A.181
Ox + y + 0z v ( )

Fiir einen kleinen Wiirfel stimmt der Satz also. Er gilt jedoch ganz allgemein, da wir jedes Volumen aus
kleinen Wiirfeln aufbauen kénnen. Die Beitrdge von allen inneren Grenzflichen heben sich auf, weil die sich
berithrenden Wiirfel hier entgegengesetzte vektorielle Flachenelemente ds haben, wihrend der Integrand o
natiirlich gleich ist. .

Zur Interpretation des Gauflschen Satzes erinnern wir uns, dass die Divergenz V - ¢ die Quellen und Senken
des Feldes beschreibt und dass die rechte Seite

Az AT Ay z

fas-v (A.182)
oV
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der Fluss des Feldes durch 9V ist. Also kénnen wir den Gaufischen Satz deuten als

Z (Quellen — Senken) = Fluss durch 9V, (A.183)
v

oder: ,Was im Inneren erzeugt wird minus was vernichtet wird ist gleich dem, was durch die Oberflache fliefit*.
Dies sieht aus wie ein Erhaltungssatz und wir werden Erhaltungssétze in der Tat mittels des Gausschen Satzes
formulieren.

B Beispiel: Berechne das Oberflichenintegral

Sﬁﬁdg- [F— 7 + ¢ £ x (7 — )] (A.184)
oV

iiber die Oberfliche eines Wiirfels mit Kanten der Linge a parallel zu den kartesischen Koordinatenachsen
und Mittelpunkt im Ursprung. Losung mittels Gaufischem Satz:

:ﬂjdvﬁ[F—Fﬁcéx (7 — )]
%

:dev @—@wﬁ(mﬁ-ﬁ-(éx%)
%

0 0 0

3
=3 j\ﬂ dV = 3d°. (A.185)

Fiir Flichenintegrale erwarten wir einen Zusammenhang zwischen dem Fliachenintegral {iber eine Ableitung
und dem Linienintegral iiber den Rand dS der Fliache S. Dieser ist durch den Stokesschen Satz gegeben:

jfdg-(ﬁxﬁ):?gsdf . (A.186)
S

Das Flachenintegral iiber die Rotation von ¢ ist gleich dem Linienintegral iiber ¢’ entlang des Randes. Sowohl
die Orientierung der (berandeten) Fliche als auch die des Randes sind zweideutig. Der Satz trifft zu, wenn fiir
die Orientierungen die Rechte-Hand-Regel gilt:

ds, (Daumen)

(Finger)

Der Stokessche Satz gilt fiir ein kleines Quadrat: Wir withlen (lokale) Koordinatenachsen &, § parallel zu dessen
Seiten.

Die linke Seite der Gleichung wird

ﬂdg.(* x 7)) 2 Az Ay 2 (V x ) (A.187)
AS
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und die rechte

jf dl-
OAS

1

Axz-U(7)+ Ayg - 0(F+ Az z) — Az z - 0(F+ Ay g) — Ay g - 9(7)
. . . 0v N . OU .
W+W+MAW-%—W—A$M%@—W

= Az Ay ((‘fxvy—(%vz) =AzAyz- (ﬁx@'). (A.188)

1%

Da wir jede Fliche in kleine Quadrate zerlegen konnen und sich Beitrdge von innen liegenden Kanten heraus-
heben, gilt der Satz fiir alle Flachen. Anschaulich: Die Summe der Wirbelstéirken ist der Strom entlang des

Randes.

Da die rechte Seite der Gleichung nur vom Rand, aber ansonsten nicht von der Flidche abhingt, finden wir
folgendes Korollar:

jj ds - (ﬁ x ¥) ist unabhéngig von der Fliche S fiir gegebenen Rand 9S. (A.189)
S

Wihlen wir eine geschlossene Fliiche S, so ist OS = () und wir erhalten das weitere Korollar

ﬁ d3- (V x ) =0 fiir beliebige geschlossene Flichen. (A.190)
AS

Die diversen Formen des Fundamentalsatzes konnen ausgenutzt werden, um Regeln fiir die partielle Inte-
gration im R3 herzuleiten. Zur Erinnerung: Fiir Funktionen f, g einer Variablen 2 haben wir

b

fg

b b b
Fundamentalsatz d Produktregel df / dg
= der — = dx — dx f == A.191
[ de g 9 [ae Lo [anr (A191)

b b b
dg _ df
= /a dz f T fg . /a dx e (A.192)

Dies ist die bekannte Form der partiellen Integration. Wir kénnen dieselbe Idee auf Linien-, Flichen- und
Volumenintegrale anwenden. Dies ergibt zahlreiche Regeln derselben Form. Wir leiten ein Beispiel fiir Volu-
menintegrale her:

(fas-pz 20 |[fav v (pe) "= [ av (Vo) o+ [[[av eV s (A.193)
oV v v \%
= [[[avov-v={fds pi- [[[av(Vp)-a (A.194)
% oV \z

In der Praxis kommen oft Integrale iiber R? vor. In diesem Fall verschwindet der Oberflichenterm, wenn der
Integrand hinreichend schnell abfillt. Um dies zu priifen, kann man das Volumen endlich wéihlen, z. B. als
Kugel mit dem Radius R, und den Grenziibergang zum R? (also R — o) betrachten.

A.3.2 Potentiale

Wir hatten in Abschnitt A.2.2 gesehen, dass die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet. Formal kénnen
wir diese Aussage schreiben als

—

JV(FE): F=-VV = VxF=0. (A.195)
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Das Minuszeichen ist reine Konvention (und nur in der Physik iiblich). Wir wollen nun zeigen, dass die
Umkehrung ebenfalls gilt: Verschwindet die Rotation von F' {iberall auf einem einfach zusammenhéngenden
Gebiet, so existiert ein skalares Feld —V, dessen Gradient F' ist,

VxF=0 = 3V({): F=-VV (A.196)

Das Feld V (7) heifit skalares Potential zu F.
O Beweis: Seien 7y und 7 zwei Punkte. Wir zeigen zunéchst, dass das Linienintegral

/ dl- F (A.197)

0
nicht vom Weg zwischen den Endpunkten 7y und 7" abhéngt.

B N 4

L T
To
/\/

Seien némlich C und C’ zwei Kurven mit diesen Endpunkten. Dann unterscheiden sich

/ di-F und / ¥ (A.198)
C c’

durch ein Linienintegral iiber die geschlossene Kurve C U (Umkehrung von C’). Dieses ist nach dem Stokesschen
Satz (dessen Giiltigkeit erfordert, dass das Gebiet einfach zusammenhingend ist) gleich

[[ ds- (¥ x B) =o. (A.199)
——
S 0
Die beiden Integrale in (A.198) sind also gleich. Wir definieren
W (7) := —/ di- F (A.200)
7o

und halten 7 fest. Wie gezeigt, hingt W (7) tatsichlich nur von 7 ab, nicht vom Weg. W ist daher eine Funktion
von 7, d. h. ein skalares Feld. Sein Gradient hat die kartesischen Komponenten

9 L W+ er) — W)
87’2' W(’F) o ll—rf(l) €

1 T+er; L. 7 oL
= lim — —/ dl-F+/ dl-F
e—0 € 7 7o
1 THer; L. 7 Lo
— —lim - / dl-F—/dl-F -
e—0 € 7 7o r -+ €Ty

1=1,2,3, rm=x,r0=y,1r3=2 €r;

=

1 T+er;

= — lim - di- F
e—0 € 7
1 - ~
= —lim — e - F(7) = —F; - F(7) = —F,(7), (A.201)
€E—> €

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir € infinitesimal F als konstant betrachtet werden kann. Es folgt
VW(F) = —F(7) (A.202)
= F@ = —-VW(®. (A.203)
Damit ist gezeigt, dass W (7) eine mogliche Wahl fiir das Potential V() ist: Eine explizite Form fiir V' ist also

V() = — / dl- F (A.204)



und wie gezeigt sorgt die Rotationsfreiheit von F dafiir, dass dieser Ausdruck wohldefiniert ist, ohne den
Weg anzugeben. Das Potential ist nicht eindeutig, da wir immer eine Konstante addieren kénnen, ohne den
Gradienten zu verédndern:

VV(F) =V IV(7) +d. (A.205)
Wir haben damit folgende Aquivalenz gezeigt:
VxF=0 & 3V({F): F=-VV(7). (A.206)

Oft fasst man diese Aussage und die als Nebenergebnisse gefundenen zu folgendem Satz zusammen:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Uberall gilt VxF=0.

2. Es existiert ein Potential V(7), so dass F = —VV (7).
3. f; di- F ist wegunabhéngig fiir gegebene Endpunkte.
4. § di’- F =0 fiir jede geschlossene Kurve.

B Beispiele:

1. Existiert ein Potential V zu F = xy? Wenn ja, bestimme V. Es ist

. 0 0 0 o 0 0
F: - - R R — —_— _—— :A . A2
v x (ayo 5.0 0= 505 ay0> 240 (A.207)

Ein Potential existiert nicht.

2. Existiert cin ein Potential V zu F = #? Wenn ja, bestimme V. Es ist V x F = 0 (s.0.), also existiert ein
Potential. Eine mdogliche Wahl ist

V(7) = —/ ar -7 (A.208)
0

Das Integral ist wegunabhéngig, wir wihlen die gerade Strecke von 0 nach 7, dann ist dl’ = dr' ¥
(Kugelkoordinaten), also

7 T r2
V(F) = _/0 ' i = —/O dr'r’ = ==, (A.209)

Eine weitere wichtige Aussage betrifft divergenzfreie Vektorfelder. Wir hatten in Abschnitt (A.2.2) gesehen,
dass die Divergenz eines Wirbelfeldes verschwindet. Formal:

JAF): F=VxA = V.-F=0. (A.210)

Man kann zeigen, dass auch die Umkehrung gilt; den Beweis besprechen wir hier nicht. Damit haben wir die
Aquivalenz o B oL
V-F=0 & 3JAF): F=VxA (A.211)

—

Ein solches Fech A heifit Vektorpotential zu F. A ist nicht eindeutig bestimmt, denn wenn wir zu A ein
Gradientenfeld Vx addieren, erhalten wir

VX(A+Vx):VXA+VXVX:F, (A.212)
P 0

also ist A+ ﬁx ebenfalls ein Vektorpotential zu F. Man fasst diese Aquivalenz und einige Ergebnisse, die sich
leicht aus dem Stokesschen Satz ergeben, zu folgendem Satz zusammen:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Uberall gilt V- F = 0.

2. Es existiert ein Vektorpotential A(7), so dass F = V x A.
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3. [[sd5- F ist wegunabhéingig von der Fliche S, fiir gegebenen Rand.
4. §pds- F =0 fiir jede geschlossene Fliche.

SchlieBlich bemerken wir noch, dass jedes (hinreichend oft stetig differenzierbare) Vektorfeld F als Summe
eines Gradienten und einer Rotation dargestellt werden kann:

F=-VV+VxA. (A.213)

Die Zerlegung ist nicht eindeutig. Wir verzichten auf den Beweis.

A.4 Die Diracsche §-Funktion

Betrachte das Vektorfeld @ = 7/r? = #/r3.

Y
N s
\\ /
~ >
. / \ -
¥
VA vooN
Wir berechnen die Divergenz in Kugelkoordinaten:
- 1 0 1 0 1 0
V- 0= — —72 ] _
YT e UT+T sinf 06 sin \Uf/+r51n9 8(;5

0 0

19,1 120
- 22— Z1=0. A.214
2 ar 12 r2or ( )
Das Feld ist anscheinend quellenfrei, was vielleicht iiberrascht — wir kommen gleich darauf zuriick. Nun be-
stimmen wir den Fluss des Feldes durch eine Kugel mit dem Radius R um den Ursprung:

27 27
Sﬁﬁds T=R /d981n9/ dp7 - — /d981n0/ dp = 4. (A.215)
0 0

Der Gaufische Satz liefert somit .
fﬂ V'V 7= @Sds?-ﬁ: 4r. (A.216)
y oV

Aber wir hatten V - @ = 0 berechnet — wo liegt der Fehler? Das Ergebnis V-7=0 gilt nur fir 7 # 0, bei
7 = 0 hat ¢ eine Singularitdt. Damit ist ¥ nicht iiberall hinreichend oft stetig differenzierbar, was wir immer,
zumindest stillschweigend, angenommen haben, und der Gaufische Satz gilt zunéchst einmal gar nicht. Wir
wollen ihn aber erweitern auf Fille wie im Beispiel, da diese Art von Feld in der Elektrodynamik eine grofie
Rolle spielt. Daher fordern wir die Giiltigkeit des Gaufschen Satzes. Dann mufl die Singularitit bei 7 = 0
dafiir sorgen, dass der Satz erfiillt ist, denn {iberall sonst gilt ja V- @ = 0. Also: Fiir jeden Radius R muss

gelten
fﬂ AV V-5 = (A.217)

insbesondere fiir beliebig kleinen Radius R > 0. Wir definieren eine ,Funktion® 6(7) so, dass
1. §(F) =0 VF#0 und
2. [[f,, dV 6(7) = 1 fiir jedes Volumen V das = 0 enthilt (nicht am Rand), insbesondere fiir V = R?.

Dafiir muss 6(7) bei 7 = 0 singulér sein — jeder endliche Wert wiirde [[f,,dV 6(7) = 0 ergeben. Wir miissen
uns noch iiberzeugen, dass die Definition nicht zu widerspriichen fithrt. Dann kénnen wir schreiben

—

- 7
V. §=V. -5 = 4md(7) (A.218)

und der Gauflsche Satz ist erfiillt.

214



A.4.1 Die )-Funktion in einer Dimension

Wir betrachten zunéchst die eindimensionale Form der J-, Funktion“. Wir definieren 6(z) durch
1. 6(z) =0 Va #0 und
2. [% dxé(x) =1

Mathematisch exakt ist §(z) keine Funktion, sondern eine sogenannte Distribution, die nur unter dem Integral
definiert ist. Wir lassen diesen Punkt aber von nun an, wie in der Physik {iblich, unbeachtet. é(x) ldsst sich
aber als Grenzwert von Funktionenfolgen (aus gewdhnlichen Funktionen) darstellen. Sei z. B.

Su(z) = {0 fiir |z] > a, (A.219)

5= fiir [z < a.

da ()

Beachte

/ dz . (x) = ;—Z =1 Va>0. (A.220)

Also konvergiert die Folge d, () fiir a — 0 (a geht von oben gegen 0) gegen 6(z). Unendlich viele Darstellungen
sind moglich, z. B. durch Gaufunktionen

1 2 2
o —x%/20 . T
9o () == Tora e mit  o(z) = ah_gl+ 05 () (A.221)

und durch Lorentzfunktionen

1 . .
b (x) = — :CQLH]Q mit d(r) = lim 6 (). (A.222)

Aus der Definition von §(x) ergeben sich einige wichtige Eigenschaften: Hier sei f(x) eine gewdhnliche
Funktion, also insbesondere nicht 6(z).

3. f(z)d(z) = f(0)d(x), da fir z # 0 gilt §(x) = 0 und der Faktor f(z) dann irrelevant ist. Es folgt

/OC do f(x) 5(x) = /OO dz £(0)5(z) = £(0) /m dz 5(z) = £(0). (A.223)

— 00 —0oQ — 00

3’. Etwas verallgemeinert:
flx)d(x —x0) = f(zo) 6(x —z9) = /OO dx f(x) §(x — x0) = f(xo). (A.224)

Die §-Funktion pickt also den Funktionswert am Ort ihrer Nullstelle heraus.

4. 0(kz) = ﬁ 0(zx) fiir eine Konstante k. Man sagt, 6(x) ist antilinear.
U Beweis: Betrachte

/ da f(z) 6(kz) (A.225)
und substituiere y = kz = = =y/k = dz = dy/k, also
ook 00
dy . (y dy . (y
o= -7 Z = = Z . A.22
/_Ook k (k) o) gﬁ.’f/_oo k f(k) o) (A.226)
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4.

sgn k ist das Vorzeichen von k, es tritt hier auf, weil fiir £ < 0 die Integrationsgrenzen vertauscht werden.

Weiter ist
sgn k

. [ day f (2) o(y) = |k| |1<;|/ dz f(x)6(x). (A.227)

Da dies fiir alle Funktionen f gilt, folgt die Behauptung.

Verallgemeinerung:

T —x), (A.228)

N=3

wobei z; einfache Nullstellen von g(z) sind, d.h. g(z;) = 0 aber ¢'(z;) # 0. Die Summe erstreckt sich
iiber alle solchen Nullstellen.

9" ()

[ Beweis:

(a) fiir g(x) # 0 (« ist keine Nullstelle, d. h. nicht gleich einem der z;) sind beide Seiten der Gleichung
Null, sie ist also erfiillt.

(b) Sei [ai,b;] ein Intervall, das die Nullstelle z; enthélt (nicht am Rand). Da x; eine einfache Null-
stelle ist, existiert ein solches Intervall, auf dem g(z) monoton ist. Wihle [a;, b;] entsprechend. Wir
integrieren beide Seiten der behaupteten Gleichung iiber [a;, b;]. Die linke Seite ergibt

d
/ dx 5(g ‘ Substitution y = g(z) = dy = dz ﬁ =dx ¢ ()

_ g(bz)d 1 5 oo
_/g(ai) ym (y) ( . 9)

Nun ist auf [a;, b;] genau dann y = g(z) = 0, wenn x = x;. Also ist

b; g(bs) g(bq)
/ dmé(g(x))=/ dy%&@/b%/ dyd(y)

i (as) 9 () g'(z;) (ai)
1 1 ooy 1
= S [9(bi) — g(ai)] = 7 () @ (A.230)

wobel wir verwendet haben, dass g(x) auf [a;, b;] monoton ist. Die rechte Seite der Gleichung wird
[y -5 o / drde—) =3 s, (A23)
x — x )= —di, :
w5 e 9/ (= T g )]

da nur die eine Nullstelle z; = x; im Intervall [a;, b;] liegt, und damit

= . (A.232)
g’ ()]
Damit ist die Behauptung gezeigt.
. Die Stammfunktion von d(z) ist die Stufenfunktion (Heavisidesche Sprungfunktion):
“ 0 fi
/ dr' §(x' — zg) = { }.lr TS0 _ O(x —xo) fiir x # xo. (A.233)
o 1 fiir z > xg

Der Wert beil © = zg ist zunéchst undefiniert, man kann bei Bedarf 6(0) = 1/2 setzen. Damit kénnen
wir die J-Funktion als Ableitung schreiben:

d(z —x9) = — 0(x — x0). (A.234)
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6. Wir konnen auch Ableitungen von 6(z) definieren. Dazu fordern wir die Giiltigkeit der partiellen Inte-
gration auch fiir 0: Sei a < z¢ < b, dann ist

b b
/ 0 6 (1 — x9) f(x) = 8z — o) f()|" —/ da 6(z — 20) (&) = —F (o). (A.235)
a N—— a

0

Dies soll fiir beliebige a < xg < b gelten, wir kdnnen also auch schreiben
8 (x — xo) f(w) = —6(z — o) f'(0)- (A.236)
Diese Vorschrift lidsst sich durch mehrfache Anwendung auf héhere Ableitungen verallgemeinern:
8™ (@ — o) f(x) = (=1)" (x — m0) £ (o). (A.237)
B Beispiel:
> 1 2 > d2 2
/_Dodxé (x)z :/_mdxé(x)@x =2. (A.238)

A.4.2 Die §-Funktion im R3

Wir kommen noch einmal auf die J-Funktion in drei Dimensionen zuriick, die sich ja aus dem Wunsch ergab,
den GauBschen Satz fiir 7 = 7 /r? zu retten. Die §-Funktion in drei Dimensionen ist in kartesischen Koordinaten
einfach definiert durch

O(7) = d(x) 6(y) 4(2). (A.239)
Manchmal schreibt man dafiir auch §3(7), was aber eher verwirrend erscheint. Es folgt
O(F—7o) =8(x —x0)d(y — yo) (2 — 20). (A.240)
Offensichtlich gilt
1. 6(F) =0 Vi'# 0 und
2. [[[dVé(F) =1.

Also erfiillt 6(7) die oben gestellten Forderungen an die Quellen des Feldes © = #/72:

V- T% = 47 §(7). (A.241)
Da gilt )
ﬁ%:f%%:f%, (A.242)
folgt die wichtige Beziehung
V=T V=T L= () (A.243)

A.5 Die Taylor-Reihe

Die Taylor-Entwicklung ist eine in allen Zweigen der Physik sehr wichtige Methode. Sie erlaubt die systema-
tische Konstruktion von Ndherungen, oft mit expliziter Abschitzung des Fehlers, und gelegentlich sogar die
Herleitung exakter Resultate durch Resummation der Taylor-Reihe. Die zentralen Aussagen werden durch die
folgenden Sitze ausgedriickt, die wir hier nicht beweisen. Die Beweise sind nicht schwierig und finden sich in
einfithrenden Lehrbiichern der Analysis.

Taylorsche Formel: Sei I C R ein Intervall und f eine auf I (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir x,z¢ € I:

(o)
1!

(") (5
(x—x0)*+--- + fT('O)(x —20)" 4+ Rnt1(x,x0) (A.244)

f//(zo)
2!

f(z) = f(zo) + (x —x0) +
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mit dem Restglied

Ry q1(w, m0) / dx’ ( )" e (@), (A.245)
Man kann auch zeigen, dass ein 1 mit ¢y < z1 < x oder x < x7 < z( existiert, so dass gilt
o f(n+1)(x1) n+1
Rn+1(x,x0) = W (x — IE(]) (A246)
(Laplacesche Form des Restglieds).
B Beispiel: Sei f(x) = e*. Es ist
fllx)y=e® fx)=e" ..., [f(x)=¢" (A.247)
Daraus folgt fiir zg = 0:
1+lx+lx +- +lx”+ix"+1 (A.248)
B 2! n! (n+1)! ' '

So finden wir eine Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion mit einer Fehlerabschétzung. Z. B. fiir z = 1
ergibt sich die Reihendarstellung der Zahl e:

1 e’1

1
gt a+(n+l)!‘

1
e=1+—-+ (A.249)

1!
mit 0 < z; < 1. Der absolute Fehler (das Restglied) ist also kleiner als e/(n + 1)! und der relative Fehler ist
kleiner als .

(n+1)! 1
_ A.250
e (n+ 1) ( )
er fillt daher wie das Inverse der Fakultdt mit der Ordnung n ab.
Ist die Funktion f beliebig oft differenzierbar, so kénnen wir n nach unendlich schicken. Falls gilt
lim,, o0 Rpt1(x, z9) = 0, so konvergiert die Taylor-Reihe gegen f(x):

(k) (5
OEDY fTEO) (z — zo)F. (A.251)

Geht das Restglied nicht gegen Null, so konvergiert die Taylor-Reihe gar nicht, oder sie konvergiert zwar, aber
nicht gegen f(xz). Der letztere Fall kann zu schwer zu entdeckenden Fehlern fiihren.

Konvergiert die Taylor-Reihe auf dem offenen Intervall Jxg —r, 2o + r[ gegen f(x), gilt dies aber nicht mehr
fiir irgendein grofleres r, so nennt man r den Konvergenzradius der Taylor-Reihe im Punkt xzy. Man schreibt
r = 0, wenn die Reihe (trivialerweise) fiir x = x¢ konvergiert, aber fiir beliebig kleine |x — x| nicht. Ein

interessantes Beispiel ist
0 firx =0
fz) = - (A.252)
exp(—1/z*) firz #0.

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar und es gilt f()(0) = 0Vn, also ist die Taylor-Reihe um zy = 0
identisch Null und der Konvergenzradius ist » = 0.

In der Funktionentheorie findet man ein niitzliches Ergebnis fiir den Konvergenzradius: Ist f : C — C auf
einer Kreisscheibe K C C um zg mit dem Radius r holomorph, aber nicht auf irgendeiner gréeren Kreisscheibe,
so ist der Konvergenzradius r. (Holomorph bedeutet i. W., dass die Funktion nur von z = x + ¢y abhéngt und
nicht von z* = x — iy, und dass sie beliebig oft differenzierbar ist.)

Bl Beispiel 1: Die oben angegebene Funktion lautet, erweitert auf C,

0 firz=0
J(@) = {exp(l/zQ) fiirz # 0. (A.253)

Aber . )
;ig% fliy) = exp <_(ll/)2> = exp <y2> =00 (A.254)
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ist nicht gleich f(0) = 0, also ist die Funktion auf € noch nicht einmal stetig im Punkt 0. Daher ist der
Konvergenzradius Null.

B Beispiel 2: Die Exponentialfunktion f(z) = e? ist holomorph auf ganz C, daher ist der Konvergenzradius
fiir alle reellen g unendlich.

B Beispiel 3: Die Funktion
1
&)=

ist stetig und beliebig oft differenzierbar auf R. Sie hat aber Pole bei z = +i. Der Konvergenzradius bei einem

reellen xq ist also
r=|zg— (i) = |zo Fi| = \/ad + 1. (A.256)

(A.255)
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