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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1

Warum Theoretische Physik im Lehramtsstudium?

... weil Sie physikalische Zusammenhénge verstehen miissen, um sie erklédren zu kénnen. Der Schulstoff reicht
nicht aus, um Physik zu verstehen. Nur wenn Sie ein tieferes Verstdndnis haben, kénnen Sie entscheiden,
welche begrifflichen Hilfsmittel Sie in der konkreten Situation bei der Erklirung verwenden wollen und welche
Details Sie erwdhnen oder weglassen sollten. Die in der Experimentalphysikvorlesung oder dem Schulbuch
angebotenen Erkldrungen werden nicht immer fiir die jeweilige Situation angemessen oder ausreichend sein.

Mit Bertolt Brecht: , Ich rate, lieber mehr zu kénnen als man macht, als mehr zu machen als man kann.“

... weil die Vorlesungen der Experimentalphysik oft nicht die Zusammenhénge und die zu Grunde liegenden
Prinzipien herausstellen. Damit besteht die Gefahr, dass Thnen — und in der Folge Ihren spéteren Schiilern
— die Physik als Reihung von zusammenhanglosen Erfahrungstatsachen erscheint.

... weil nur im Zusammenwirken von Beobachtung/Experiment und Theorie, im Sinne von , strukturiertem
Nachdenken“, wissenschaftliche Erkenntnis gewonnen werden kann. Das ist im Unterricht genauso. Ein Ziel
der Ausbildung ist also die Anleitung zu diesem ,strukturierten Nachdenken*.

... weil es Thnen erleichtert, neue Aufgaben zu entwickeln, wenn Thnen die vorhandenen Aufgaben nicht
geeignet erscheinen.

... weil Sie aktuelle Entwicklungen in der Physik nur dann verfolgen und ggf. im Unterricht aufgreifen
konnen, wenn Sie sie in ein Gesamtkonzept einordnen kénnen.

... weil die Theoretische Physik Sie die Welt auf einem fundamentaleren Niveau besser verstehen lisst, was
intellektuell befriedigend ist, unabhéngig vom praktischen Nutzen. Wir gehen davon aus, dass Sie Physik
als Unterrichtsfach gew#hlt haben, weil es Sie interessiert.

1.2 Ziele und Stellung der Elektrodynamik

Diese Vorlesung bildet den zweiten Teil des Theoriezyklus bestehend aus Mechanik, Elektrodynamik, Quanten-
theorie und Thermodynamik/Statistik. Sie beschiiftigt sich mit der klassischen Theorie der elektromagnetischen
Felder und der elektrischen Ladungen und Stréme. Dabei geht es auch um die Bewegung geladener Teilchen,
insofern setzen wir die klassische, v. a. die Newtonsche, Mechanik voraus.

1.2.1 Geschichte der Elektrodynamik

Historisch ist die Elektrodynamik aus drei urspriinglich strikt getrennten Feldern entstanden:

1.

Elektrizitat: Blitze, statische Elektrizitét, elektrische Strome, Elektrochemie



2. Magnetismus: Magneteisensteine, Kompass und Erdmagnetfeld
3. Optik: Licht, Reflektion, Brechung, Beugung

Die meisten dieser Effekte waren bereits in der Antike bekannt. Aber bis ungefihr 1820 war nicht klar, dass sie
etwas miteinander zu tun haben. 1820 entdeckte H. C. @rsted, dass ein elektrischer Strom eine Kompassnadel
ablenken kann. Daraufhin schlug A.-M. Ampeére noch im selben Jahr vor, dass alle magnetischen Erscheinungen
auf bewegten Ladungen beruhen. Das ist letztendlich korrekt. 1831 entdeckte M. Faraday, dass umgekehrt ein
bewegter Magnet elektrische Stréome hervorrufen kann (Induktion). Diese und weitere Experimente legten na-
he, dass Elektrizitdt und Magnetismus nur zwei Aspekte derselben zugrundeliegenden Physik sind. Man konnte
daher erwarten, dass sie sich durch eine wvereinheitlichte Theorie beschreiben lassen. Diese wurde von J. C. Max-
well aufgestellt und 1864 veroffentlicht. Die Maxwellsche Elektrodynamik ist neben der korrekten Beschreibung
elektromagnetischer Phénomene auch aus weiteren Griinden konzeptionell sehr wichtig:

e Sie war die erste vereinheitlichte Theorie. Das Ziel der Vereinheitlichung ist ein wichtiges Paradigma in der
Entwicklung neuer Theorien, z. B. der elektroschwachen Wechselwirkung (Vereinheitlichung von Elektroma-
gnetismus und schwacher Kraft).

e Sie ist der Prototyp einer Feldtheorie.

e Sie war entscheidend fiir die Entwicklung der Speziellen Relativititstheorie. Tatséchlich ist sie bereits eine
relativistische (Lorentz-invariante) Theorie, auch wenn man ihr das nicht gleich ansieht.

Die Maxwellschen Gleichungen sagen elektromagnetische Wellen voraus. Sie liefern damit eine solide Basis fiir
eine Spekulation von Faraday, wonach Licht ein elektromagnetisches Phinomen sein sollte. Elektromagnetische
Wellen wurden 1888 von Heinrich Hertz nachgewiesen, was die Maxwellsche Theorie glanzend bestétigte. Damit
war die Optik ebenfalls ein Aspekt der vereinheitlichten Theorie des Elektromagnetismus geworden.

1.2.2 Stellung der Elektrodynamik innerhalb der Theoretischen Physik

Geméfl der Unterscheidung von Massenpunkten und Feldern sowie von klassischer und Quantenphysik kénnen
wir folgende Tabelle aufstellen:

‘ Massenpunkte ‘ Felder

Klassische Theorien | Klassische Mechanik | Kontinuumsmechanik

« Aerodynamik
« Hydrodynamik
. Elastizitétslehre

Elektrodynamik

Allgemeine Relativitétstheorie

Quantentheorien Quantenmechanik Quantenfeldtheorien

. Quantenelektrodynamik

« Theorie der elektroschwachen
Wechselwirkung

« Quantenchromodynamik
« Quantengravitation?

Auch die Quantenmechanik fiir Massenpunkte fiihrt, in der Formulierung durch E. Schrédinger, ein Feld ein,
nédmlich die Wellenfunktion (7, ¢). Ein Feld ist ganz allgemein eine Gréfle, die vom Ort 7 abhiingt. Es kann



zusétzlich auch von der Zeit ¢ abhéngen. Felder werden mathematisch sinnvollerweise durch partielle Differential-
gleichungen beschrieben, d. h. Differentialgleichungen, die Ableitungen nach mehreren Variablen — hier i. A. x, vy,
z, t — enthalten. Daneben ist auch fiir Felder, wie in der Klassischen Mechanik, eine Beschreibung durch Varia-
tionsprinzipien moglich. Diese spielt aber in dieser Vorlesung keine Rolle. Notwendige mathematische Methoden
werden in der Vorlesung eingefiihrt bzw. wiederholt.

1.3

Uberblick

Die folgenden Themen werden in diesem Skript behandelt:

Mathematische Grundlagen (Vektoranalysis und Integration im R3, 6-, Funktion®)
Elektrostatik im Vakuum

Elektrostatik in Materie

Magnetostatik im Vakuum

Magnetostatik in Materie

Elektrodynamik und Eichtheorie

Elektromagnetische Wellen

Relativistische Formulierung der Elektrodynamik

Anwendungen der Methoden werden meist in den Ubungen diskutiert.

1.4 Lehrbiicher

Die zahlreichen verfiigharen Lehrbiicher der Elektrodynamik unterscheiden sich recht stark im Stoffumfang und
im Stil. Ein speziell fiir die Elektrodynamik wesentlicher Punkt betrifft das verwendete Einheitensystem. Diese
Vorlesung verwendet SI-Einheiten. Sie sollten einige Biicher durchblédttern, um zu entscheiden, welches Thnen am
meisten liegt. Es ist empfehlenswert, ein Buch zu kaufen und zu behalten, um spéter Stoff wiederholen zu kénnen.
Hier ist eine unvollsténdige Liste von Lehrbiichern:

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 3: Elektrodynamik, 8. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin,
2007): Die gesamte Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert. Nolting legt relativ grofies Gewicht auf das
Eintiben der Formalismen und entsprechend weniger auf die ausfiihrliche Diskussion des physikalischen Ge-
halts. Er fiihrt Herleitungen oft im Detail vor, wo andere Autoren nur das Ergebnis angeben. Die Darstellung
ist iiberwiegend klar und korrekt. Nolting verwendet SI-Einheiten. Die Biicher enthalten gute Ubungsauf-
gaben mit Losungen. Sie enthalten auch viele niitzliche Kontrollfragen. Das Buch geht nur wenig iiber den
Vorlesungsstoff hinaus. Andererseits findet sich das Material zur relativistischen Formulierung in Grund-
kurs Theoretische Physik, Band 4: Spezielle Relativititstheorie, Thermodynamik, 6. Aufl. (Springer-Verlag,
Berlin, 2005).

W. Greiner, Theoretische Physik, Band 3: Klassische Elektrodynamik, 7. Aufl. (Verlag Harri Deutsch, Frank-
furt/Main, 2008): Ebenfalls Teil einer Reihe von Lehrbiichern zur Theoretischen Physik. Ebenfalls ein gutes
Lehrbuch mit recht grofem Gewicht auf dem Formalismus, enthélt im Vergleich zu Noltings Buch etwas
weniger Zwischenschritte in Herleitungen. Der Stoffumfang ist vergleichbar mit Noltings Buch, wobei die
relativistische Formulierung aber enthalten ist. Greiner verwendet Gauflsche Einheiten. Das Buch enthélt
Beispiele und einige Aufgaben mit Losungen. Als Spezialitéit enthélt es relativ viele historische Anmerkun-
gen.



e D. J. Griffiths, Elektrodynamik: Eine Einfihrung, 3. Aufl. (Pearson Studium, Miinchen, 2011): Deutsche
Ubersetzung eines in den U.S.A. weit verbreiteten undergraduate (B.Sc.) Lehrbuchs. Das technische Niveau
ist daher etwas niedriger als bei Nolting und Greiner, aber auf jeden Fall ausreichend fiir diese Vorlesung.
Griffiths legt deutlich mehr Wert auf die klare Diskussion der Physik und der Bedeutung der Formalismen,
was als Vorzug im Vergleich zu den iibrigen Biichern gelten kann. Griffiths verwendet SI-Einheiten. Das
Buch enthélt Aufgaben, nur z. T. mit Losungen. Der Stoffumfang geht kaum iiber diese Vorlesung hinaus.
Der im englischen Original angenehm informelle Stil des Buches ist in der — ansonsten guten — deutschen
Ubersetzung weitgehend verloren gegangen. Diese Vorlesung beruht iiberwiegend auf dem Buch von Griffiths
(im englischen Original).

e J. D. Jackson, Klassische Elektrodynamik, 4. Aufl. (de Gruyter, Berlin, 2006): Deutsche Ubersetzung
des klassischen graduate (M. Sc.) U.S.-Lehrbuchs. Technisch deutlich anspruchsvoller als die vorgenannten
Biicher, geht im Stoffumfang auch deutlich iiber die Vorlesung hinaus. Die hier wichtigen Konzepte wer-
den aber sorgfiltig besprochen. Eventuell niitzlich zum Nachlesen iiber mathematische Methoden. Jackson
verwendet iiberwiegend SI-Einheiten, bei der Diskussion der relativistischen Formulierung aber Gaufische
Einheiten, was die Ausdriicke geringfiigig vereinfacht. Das Buch enthélt Aufgaben ohne Losungen.

e L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Klassische Feldtheorie, 12. Aufl. (Verlag Harri Deutsch, Frankfurt/Main,
1997): Teil einer Reihe von russischen Lehrbiichern der Theoretischen Physik in deutscher Ubersetzung,
hier v.a. als ,Klassiker* genannt. Das Buch enthélt die Elektrodynamik und die Allgemeine Relativitéts-
theorie (1), also die beiden wichtigsten klassischen Feldtheorien. Technisch anspruchsvoll und sehr knapp in
der Darstellung. Zwischenschritte werden nie angegeben. Kann zum Nachlesen niitzlich sein, wenn nichts
anderes hilft. Enthélt einige schwierige Aufgaben ohne Losungen.

e R. P. Feynman, R. B. Leighton und M. Sands, Feynman-Vorlesungen tiber Physik, Band II: Elektromagnetis-
mus und Struktur der Materie (Oldenbourg Wissenschaftsverlag, Miinchen, September 2007): Dieses Buch
fallt aus der Rahmen, da es kein Lehrbuch der Theoretischen Physik ist, sondern aus Richard Feynmans
Einfithrungsvorlesungen, konkret dem Analogon der Experimentalphysik II, entwickelt wurde. Es hat fiir
ein Lehrbuch zur Einfithrungsvorlesung jedoch ein sehr hohes Niveau und wurde offensichtlich von einem
Theoretiker konzipiert. Es deckt daher einen grofien Teil des Stoffes dieser Vorlesung ab. Die Darstellung ist
didaktisch sehr gut und noch ausfiihrlicher als in Griffiths Buch. Das Buch verwendet SI-Einheiten. Keine
Aufgaben.

1.5 Danksagung
Ich danke Frau Franziska Peter fiir die Erstellung der LaTeX-Datei und der Abbildungen der ersten Version.

AufBlerdem bin ich Herrn Thomas Beyer und Herrn Jan Wichmann fiir Hinweise auf Tippfehler und Unklarheiten
dankbar.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel stellen wir die mathematischen Grundlagen bereit, die fiir die gesamte Vorlesung von Bedeutung
sind. Es handelt sich v. a. um Definitionen und S#tze aus der Analysis im R3. Speziellere mathematische Methoden
werden wir besprechen, wenn wir sie benotigen.

2.1 Vektoren und Koordinatensysteme

Ein Vektor ist, grob gesprochen, eine Gréfle, die durch einen Betrag und eine Richtung charakterisiert ist. Beispiele
sind der Ort und Ortsdifferenzen (Verschiebungen), Geschwindigkeit und Beschleunigung. Eine exakte Definition
folgt spiiter. Ein Skalar ist demgegeniiber eine Gréfle ohne Richtungssinn, zum Beispiel die Masse. Wir verwenden
hier als Notation fiir Vektoren einen Vektorpfeil iiber dem Symbol: 7. Viele Biicher verwenden fiir Vektoren
Buchstaben in Fettschrift, entweder aufrecht oder kursiv. Fiir Einheitsvektoren, d.h. Vektoren mit dem Betrag
eins, verwenden wir einen Zirkumflex {iber dem Symbol: 7. Fiir den Betrag eines Vektors schreiben wir oft das
entsprechende Symbol ohne Vektorpfeil, also z. B.:

(2.1)

= |F] und damit =

=<3y

2.1.1 Produkte von Vektoren

Die Regel fiir die Addition von Vektoren setzen wir als bekannt voraus. Auch die Multiplikation lésst sich auf
Vektoren verallgemeinern, jedoch auf mehr als eine Art. Fiir zwei Vektoren @, b definiert man folgende Produkte:

(a) Skalarprodukt:

@-b:=|d||b| cos§ = abcos¥, (2.2)
wobei 6 der eingeschlossene Winkel ist. Das Ergebnis ist ein Skalar. In kartesi- l—)»
schen Koordi_‘naten lautet es @-b = a1b1 + agbs + azbs. Eine alternative Schreib-
weise ist @7b. T steht fiir den transponierten Vektor, also den Zeilenvektor @ .
a

(Matrix mit einer Zeile) @ zum Spaltenvektor (Matrix mit einer Spalte) a.
In a@’b ergibt sich das Skalarprodukt als Spezialfall der iiblichen Regel fiir Matrizenmultiplikation (,,Zeile
mal Spalte“). Diese Schreibweise verwenden wir hier nicht; wir unterscheiden nicht zwischen Zeilen- und
Spaltenvektoren. Aus dem Skalarprodukt erhalten wir die (iibliche) Norm eines Vektors |@| :== V@ - @.

(b) Vektorprodukt (Kreuzprodukt):

@xb:=absinfn, (2.3)



wobei 6 der eingeschlossene Winkel und 7 der auf der von d, b aufgespannten Ebene senkrecht stehende
Einheitsvektor ist, so dass a, b, nn ein Rechtssystem bilden. Diese Definition von 7 ist nicht eindeutig, falls @
und b parallel liegen, aber dann ist ohnehin 8 = 0 und damit @ x b = 0. In kartesischen Koordinaten ist

. (12[)3 — a3b2
axb= Cl3b1 — a1b3 . (24)
ale — a2b1
@ x b ist also antikommutativ: @x b = —b x @. Das Kreuzprodukt kénnen wir mit Hilfe des Levi-Civita-Symbols
€;5x auch schreiben als
(@xb); = Zeijkajbk. (2.5)
3k

Zur Erinnerung;:

+1 fir (4,74, k) gerade Permutationen von (1,2, 3),
eijk = § —1 fiir (4,4, k) ungerade Permutationen von (1,2, 3), (2.6)

0 sonst.

Das Vektorprodukt lisst sich, anders als das Skalarprodukt, nicht leicht auf n # 3 Dimensionen verallgemei-
nern.

(c) AuBeres Produkt (Tensorprodukt):

ib=a®b. (2.7)
Das duflere Produkt ist eine Matrix, die in kartesischen Koordinaten lautet:
ay bl aq bz ay bg

&g: (lgbl agbz a2b3 . (28)
azby asby asbs

Man nennt diese spezielle Form von Matrix auch eine Dyade. Eine alternative Schreibweise ist @ Z;T, man kann
sich {iberzeugen, dass diese Notation unter Beachtung der Regel ,,Zeile mal Spalte® sinnvoll ist.

Fiir drei Vektoren a, 5, C ist insbesondere das Spatprodukt @ - (l; x €) wichtig.

Es ist ein Skalar, dessen Betrag das Volumen des durchﬂ&’, l_;, ¢ aufgespannten (& l_; ’ !
Parallelepipeds ist. Das Vorzeichen ist + (=), wenn @, b, ¢ ein Rechtssystem [ — ]
(Linkssystem) bilden. Es gilt a

a-(bxd)= b-(Gxa)= ¢ (@xb) (2.9)
= —G-(@xb)=—b-(@xa) =—¢(bxa). (2.10)
In kartesische Koordinaten ist das Spatprodukt eine Determinante:
. a1 az ag a1 az as
a- (b X é') = det b1 b2 b3 = b1 b2 b3 . (211)
Ci C2 C3 c1 C2 C3
Aus drei Vektoren kénnen wir auch den Vektor a x (5 x €) bilden. Hierfiir gilt die ,BAC-CAB-Regel“:
@x(bxd)=b@-a—aa-b). (2.12)

Die Zeichenketten ,a - (b-&)* und ,a@ x (5 - €)“ sind nicht wohlgeformt und stellen daher keine mathematischen
Ausdriicke dar.
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2.1.2 Felder und partielle Ableitungen

Wir hatten bereits den Begriff des Feldes als vom Ort 7 und evtl. von der Zeit (und weiteren Parametern)
abhéngiger Grofle eingefiihrt. Ist an jedem Ort ein Skalar definiert, sprechen wir von einem skalaren Feld. Ein
Beispiel ist die Dichte p(7) einer Fliissigkeit (wir vernachléssigen hier die atomare Struktur, indem wir iiber kleine
Volumina mitteln, die dennoch grof§ im Vergleich zu atomaren Absténden sind). Ist die Grofe ein Vektor, so
sprechen wir von einem Vektorfeld, z. B. von der Geschwindigkeit /() der Fliissigkeit.

In der Mechanik haben wir Bewegungsgleichungen mit Hilfe von (Zeit-) Ableitungen geschrieben. Dies wollen
wir auch fiir Felder tun. Dabei miissen wir beachten, dass Felder von mehreren unabhéngigen Variablen, z. B.
x, vy, z, t, abhingen. Bei der Ableitung nach einer davon sollen die iibrigen konstant gehalten werden. Das wird
durch die partielle Ableitung ausgedriickt: Fiir p = p(7,t) ist

dp . p(F,t+ At) — p(7,t)
o Ay At : (2.13)
Dies ist die Ableitung nach einem Skalar. Die Ableitung nach einer Vektorkomponente sieht genauso aus:
dp o plr 4+ Ax,y, z,t) — p(x,y, 2,1)
— = . .14
Ox Alglcrgo Az (2.14)

Bisher haben wir nur eine unabhéingige Variable getindert. Wie &ndert sich p, wenn wir vom Ort 7 nach 7+ A7
gehen und von der Zeit ¢ nach ¢ + At? Die gesuchte Anderung Ap von p ergibt sich aus einer Taylor-Entwicklung
in allen Variablen:

p(F+ A7t + At) = p(7,t) + %Am + %Ay + %Az + %At + Terme hoherer Ordnung. (2.15)
Es folgt
o m AR NNy dp dp dp
Ap = p(F+ A7t + At) — p(7,t) = E Az + 5’yAy + o Az + 5 At. (2.16)

Das Zeichen ,2“ bedeutet ,bis auf Terme hoherer Ordnung®. Machen wir die Anderungen A7, At infinitesimal,
so folgt

ap ap ap dp
dp = —dz+ ——dy + ——dz + —dt. 2.17
P ox x+(’9y y+82 Z+8t ( )
und hier steht ,=*“, da die Terme hoherer Ordnung im Vergleich zu dz schneller gegen Null gehen (z.B.

limag 0 Az?/Ax = lima, 0 Az = 0). dp heiit totales Differential von p.

2.1.3 Koordinatensysteme

Es ist oft sinnvoll, Groflen in verschiedenen Koordinatensystemen darzustellen, da in geeigneten Koordinatensys-
temen die Losung bestimmter Probleme sehr viel einfacher wird. Wir beschrénken uns in der folgenden Diskussion
auf dreidimensionale Rdume, die Verallgemeinerung auf n-dimensionale Raume ist einfach.

Wir betrachten zunéchst den Ortsvektor 7, der einen Raumpunkt beschreibt. Offenbar werden drei reelle
Groflen bendtigt, um einen Punkt im dreidimensionalen Raum eindeutig zu charakterisieren. Verschiedene Arten
der Charakterisierung entsprechen verschiedenen Koordinatensystemen. Zum Beispiel kénnen wir 7 durch kar-
tesische Koordinaten (x1,x2,23) = (x,y,2) darstellen. Wir wissen, dass jeder Vektor 7 fiir ein fest gewéhltes
kartesisches Koordinatensystem eineindeutig durch ein Zahlentripel (z,y,z) dargestellt wird, d.h. zu jedem 7
existiert genau ein Tripel (z,y, z).

Sei ((1,(2,(3) eine Darstellung desselben Ortsvektors 7 in einem anderen Koordinatensystem. Es scheint
sinnvoll zu verlangen, dass diese Darstellung ebenfalls eineindeutig ist, d.h., dass zu jedem 7 genau ein Tri-
pel (€1, (2, ¢3). Diese Forderung ist aber etwas zu streng und schlieft daher niitzliche Koordinatensysteme aus. So
ist in ebenen Polarkoordinaten der Winkel ¢ fiir ¥ = 0 offensichtlich nicht eindeutig bestimmt. Also verlangen wir
nur, dass die Abbildung fast diberall eineindeutig sein soll. (,,Fast iiberall“ bedeutet iiberall bis auf eine Menge vom
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Maf} Null, d. h. in drei Dimensionen bis auf eine Menge mit verschwindendem Volumen. Das kann z. B. eine Kurve
oder eine Menge von Punkten sein.) Fiir zwei Darstellungen ({1, (2, (3) und (x1, X2, X3) desselben Ortsvektors 7
in unterschiedlichen Koordinatensystemen fordern wir entsprechend, dass die Koordinatentransformation

xi o= xi(G, ¢ G), (2.18)
X2 = X2(C17<27<3)7 (219)
xs = x3(C1,¢2,C3) (2.20)

fast {iberall umkehrbar sein soll. )
Diese Transformation ist an einem gegebenen Punkt umkehrbar, wenn infinitesimale Anderungen d¢; von (;
(¢ =1,2,3) dort eineindeutig auf infinitesimale Anderungen dyx; von x; (j = 1,2,3) abgebildet werden. Es gilt

Ix; Ix; Ix; Ix;
dx;j = x;(C1 +dG, G +dC, G5+ dGs) — x;(C1, G2, G3) = TCZ d¢ + 5‘7@; dGa + TC; d¢s = ; 8745 dg;. (2.21)
Das konnen wir auch als Multiplikation mit einer Matrix schreiben,
) ) )
dx1 gél g><<21 g%; dG
dXQ = 62512 62(22 Bi(j;z dCQ . (222)
dxs Oxs 9xs Oxs e

¢t 02 (3

Die hier auftretende Matrix heifit Funktionalmatriz. Gleichung (2.22)) ist eine lineare Abbildung. Wir wissen, dass
sie eineindeutig ist, wenn die Koeffizientenmatrix, also die Funktionalmatrix, invertierbar ist. Das ist genau dann
der Fall, wenn ihre Determinante nicht verschwindet, d. h. wenn

% % % % % %
O(C1: C2:3) oxh  oxn o o oxi oxh
9¢1  9¢2  OC3 9¢1  9¢2  OC3

Diese Groflie nennt man Funktionaldeterminante oder Jacobi-Determinante. Wir fordern also, dass diese Jacobi-
Determinante fast iiberall von Null verschieden ist.

Die Koordinaten ((1, (2, (3) iiberzichen den Raum mit einem Netz, das durch die Koordinatenlinien gebildet
wird. Die Koordinatenlinien sind Raumkurven, die wir erhalten, indem wir alle bis auf eine Koordinate konstant
lassen. Zum Beispiel erhalten wir fiir jede Wahl von Konstanten (» und (3 eine (;-Koordinatenlinie

G = (¢, G2, G)- (2.24)

Die Koodinatenlinien fiir kartesische Koordinaten sind Geraden, die ein rechtwinkliges Netz bilden:

y _—— y—Koordinatenlinie
(x, z= const)

__x—Koordinatenlinie
(y, z= const)

X

Die r-Koordinatenlinien fiir ebene Polarkoordinaten sind am Nullpunkt beginnende Halbgeraden (Strahlen), die
¢-Koordinatenlinien sind konzentrische Kreise um den Nullpunkt:
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_~— 0 —Koordinatenlinie

(r= const)
X
___ r—Koordinatenlinie
(0= const)

Wir kénnen nun an jedem Punkt lokale Koordinatenachsen einfithren. Diese sollen die Richtungen bezeichnen, in
denen sich die Koordinaten (7, (2, (3 &ndern. Diese Richtungen sind durch die natirlichen Basisvektoren

- or

hi = "

9Gi

(2.25)

gegeben. Da bei der partiellen Ableitung nach (; die anderen Koordinaten konstant zu halten sind, liegt der
Basisvektor h; tangential zur (;-Koordinatenlinie. Es ist oft niitzlich, normierte Basisvektoren zu verwenden,
diese erhilt man einfach aus

>*1

~ 7
é; = ——. (2.26)
|
Die Einheitsvektoren é;, éa, é3 bilden (fast iiberall) ein Dreibein. Das Dreibein muss nicht an jedem Raumpunkt
gleich sein. Es muss auch nicht orthogonal sein. Wir werden allerdings im Folgenden nur solche Koordinatensys-
teme verwenden, deren Einheitsvektoren (fast iiberall) orthogonal sind.

o ez
7

R

[]
257

Wir ordnen dann die Einheitsvektoren €1, é2, é3 0.B.d.A. so, dass sie ein Rechtssystem bilden. Damit gilt &;-€; = ;4
und él . (ég X éd) =1.

An einem Ort 7 driicken wir einen beliebigen Vektor I;, der nicht der Ortsvektor 7 sein muss, durch die
Einheitsvektoren é;(7) am Ort 7 aus:

b=b1é; + baés + bsés. (2.27)
Durch skalare Multiplikation mit é; unter Ausnutzung der Orthonormalitdt erhalten wir fiir die Komponenten
bi=é -b="b-é,. (2.28)
Speziell fiir den Ortsvektor haben wir natiirlich
Ty =86 -T=7T-8¢. (2.29)

Es ist zu beachten, dass die Komponenten r; des Ortsvektors in {-Koordinaten i. A. nicht mit den Koordinaten
¢; Uibereinstimmen. Das Beispiel der Kugelkoordinaten wird dies gleich zeigen.
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Infinitesimale Anderungen d¢; der Koordinaten ; fithren auf zwei weitere wichtige Gréfien: Zum einen kénnen
wir nach dem Abstand des neuen Punktes vom alten fragen. Der Abstandswvektor ist

= 7(C1 + dC, G + da, G5 + dGs) — (1, G2, CG3) = Z = " hidG. (2.30)
Damit ist der Abstand, genannt das Linienelement,
or -
= |d = > %dQ =D hidl (2.31)
Sind die Basisvektoren i_iz orthogonal, so vereinfacht sich dies zu (Satz von Pytagoras)
ds= | |ki]” (d¢)? (2.32)
oder o
ds® = || (dGi)?. (2.33)

Das Linienelement ist wichtig fiir die Berechnung von Kurvenintegralen.
Zum anderen spannen die drei Verschiebungen d(; entlang der Koordinatenlinien ein Parallelepiped auf. Sein
Volumen ist das Volumenelement

dv = %d@ ( gg dés x agf d<3> — By - (g x i) dC1dCadCs. (2.34)

Sind die ﬁl orthogonal, so wird dies zu
V = | B || o | 3| dCadCadCs. (2.35)

Allgemein lésst sich das Spatprodukt mit der Jacobi-Determinante in Verbindung bringen: Sind (x1, z2,23) die
kartesischen Komponenten von 7, so ist

811 81’1 81’1

or. (87? « W) _ Z | Omi Ox; Ox; Oy 25;; % % _ O(z1, 22, 73) (2.36)
06 \0G " 9G) T A G0 0G| 38 32 B | T 0 ol Ga)
i,7,k=1,2,3 e e e
Damit erhalten wir 5
dV = (Ila x2, Ig) d<1d42d<3 (237)

0(¢1,¢2,¢3)

Diese Darstellung ist wichtig, wenn wir Volumenintegrale in beliebigen Koordinatensystemen ausrechnen wollen.
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Den Gradienten- oder Nabla-Operator V definieren wir durch die Forderung, dass fiir das totale Differential
df einer skalaren Funktion f(7) gelten soll

! - or or or . - -
d =dr-V =(=—d —d —d -V = h;d¢; | -V . 2.38
ye) L9500 = (G e+ G e G d ) 9009 = (SRde) Vs e
Nach der Kettenregel gilt andererseits
of
df(7F)=>_ ac %G (2.39)
Da die d(; unabhéngig und beliebig sind, folgt
L of
h; ) = , 2.40
V10 =5 (240)
also 1 of
& V() = — ——. 2.41
™= 15 (2.41)
Da dies fiir alle Funktionen f(7) gelten soll, kénnen wir fiir die (-Komponenten von V schreiben
- 1 0
|| OGi 24
Da wir angenommen haben, dass die é; orthonormal sind, kénnen wir nun den Nabla-Operator schreiben als
- . & 0 hi 0
Zi: ) 21: |a| O 21: a2 OGi 249

Die Reihenfolge der Faktoren ist hier wesentlich. é; und i_iz hiéngen i. A. von den Koordinaten (; ab, so dass wir
sie nicht einfach an der Ableitung 0/9¢; vorbei ziehen diirfen.

Kartesische Koordinaten

Fiir kartesische Koordinaten (x1,x2,z3) = (x,y,2) sind die Koordinatenlinien wie erwiihnt Geraden, die ein
rechtwinkliges Netz bilden. Die natiirlichen Basisvektoren sind orthogonal und bereits normiert, le = ¢;. Das
Dreibein ist im gesamten Raum gleich. Wir schreiben die Einheitsvektoren auch als é; = &, é3 = ¢, és = 2. Die
Komponentendarstellung b= by + by + b2 schreiben wir auch als b= (bs, by, b.). Wenn nichts anderes gesagt
ist, meinen wir damit die Komponenten in kartesischen Koordinaten.

Das Linienelement ist einfach

ds* = da* + dy® + dz* (2.44)
und das Volumenelement ist a )
Jj, y? Z
= - = . 2.4
av D.0.2) dxdydz = dxdydz (2.45)
Der Gradient lautet 5 5 5 0 5 9
V4 — i —  — = _— . — ). 2.46
v x8x+y8y+zaz (&r’ay’é)z) (2.46)

Kugelkoordinaten

Es bietet sich an, krummlinige Koordinatensysteme mittels der bereits bekannten kartesischen Koordinaten zu
definieren. Fiir Kugelkoordinaten (sphérische Polarkoordinaten) haben wir die Abbildung

x = rsinf cosq, (2.47)
= 7 sind sin ¢, (2.48)
= rcosé. (2.49)
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Damit lauten die natiirlichen Basisvektoren, ausgedriickt in kartesischen Koordinaten,

. oF sin 6 cos ¢
h, = o sinf sing |, (2.50)
cosf
. o7 cos B cos ¢
hy = %= " cosfsing |, (2.51)
—sind
. o7 —sin6 sin ¢
he = 9 r sin 6 cos ¢ . (2.52)
0
Die Normierung ist einfach, wir erhalten
. sin 6 cos ¢
7 = h,=| sinfsing |, (2.53)
cos 6
R P cos @ cos ¢
6 = 2= coso sing |, (2.54)
" —sind
R s —sin¢
¢ = rsii@ = cos¢ | . (2.55)
0

Man iiberzeugt sich leicht, dass diese Einheitsvektoren orthogonal sind und ein Rechtssystem bilden. Offenbar ist
das Dreibein hier vom Ort i abhéingig. Fine kompaktere Darstellung ist

7 A~ EZXT ZX T A
r— o = — 9: A, 2.56
= YT AT me ox 7 (2.56)
Z
N
Breitengrad

]

Fiir den Ortsvektor konnen wir offensichtlich schreiben ¥ = r 7. Wir sehen explizit, dass die 8- und ¢- Komponenten
von 7 verschwinden. Sie stimmen also nicht mit den Kugelkoordinaten r, 6, ¢ des durch 7 dargestellten Raum-
punktes iiberein. Hier ist keine Information verloren gegangen, da 7 von 6 und ¢ abhéngt.

Die Anderung d von 7 kénnen wir ebenfalls nach den Einheitsvektoren zerlegen,

dF = hydr + hgdf + hy d = dr# +rd 0 + rsin 0 do ¢, (2.57)
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wobei wir Glg. (2.53)—(2.55)) verwendet haben. Daraus folgt sofort fiir die Geschwindigkeit

dr .. .
E:d—::i’f+r90+rsin0¢¢. (2.58)

Wiéhrend sich @ unmittelbar aus di” ergibt, ist die Beschleunigung @ = ¥ = 7 deutlich komplizierter, da die
Einheitsvektoren 7,60, ¢ von 7 und damit von ¢ abhéingen (siehe Skript zur Theoretischen Mechanik).
Das Linienelement ist

ds® = |h,|2dr? + |hg|2d6? + |hy|?de? = dr? + 1% d6? + 17 sin® 0 d¢? (2.59)
und das Volumenelement

(x,y, 2)

av = B0.9) drdfde = |h,||hg||hg| drdode = r*sin 0 drdfdep. (2.60)
Fiir den Nabla-Operator erhalten wir
- & 0 9 09 ¢ 0
NG 9 _,9 .00 <. 2.61
V=2 o oty o6 veme 90 (2:61)

Es ist erhellend, die Gradienten der Koordinaten r, 6, ¢ zu bestimmen. Wir finden

_Or

VTZT‘E

- (2.62)

Das ist plausibel: 7 ist definiert als Einheitsvektor in der Richtung, in der sich r &ndert, daher muss Vr zumindest
parallel zu 7 sein. Ebenso sollten V@ || 6 und V¢ || ¢ gelten. Das finden wir auch explizit:

S 1 4
Vo = ;6)7 (2.63)
. 1 .
= . 2.64
vé rsinf ¢ (2.64)
Zylinderkoordinaten
z

2

. ¢%y

oz
&/T/ﬁ
oz

Fiir Zylinderkoordinaten p, ¢, z fassen wir hier nur die Ergebnisse zusammen, die Herleitungen sind analog. Die
kartesischen Koordinaten hdngen mit den Zylinderkoordinaten geméf

T = pcosg, (2.65)
= psing, (2.66)
= z (2.67)
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zusammen. Es ist 7= pp+ 2z Z und dr = dppA—&-pqué—i—dzé, also

dr -
7= di; = pp+ pod + 4. (2.68)
Das Linienelement ist
ds® = dp® + p?dep? + dz? (2.69)
und das Volumenelement
dV = p dpdddz. (2.70)
Der Nabla-Operator lautet
- qb 0 R 8
V=p— 4L 2 2.71
p + T +2 (2.71)

Ebene Polarkoordinaten erhalten wir natiirlich elnfach durch die Setzung z=0.

2.1.4 Vektoren und Pseudovektoren

Die mathematisch exakte Definition von Vektoren bezieht sich darauf, wie sie sich unter Anderung des Koor-
dinatensystems transformieren. Kurz gefasst transformieren sich Vektoren unter Drehung und Raumspiegelung
(Inversion) wie Verschiebungen 7. Unter Drehungen transformiert sich ein Vektor @ also geméf3

@— Ra, (2.72)

wobei R eine orthogonale 3 x 3-Matrix mit Determinante 1 ist, die Drehmatriz, auf die wir hier nicht weiter
eingehen miissen. Unter Inversion transformiert sich ein Vektor gemé&f

i (2.73)

Eine Groﬁe b die sich unter Drehungen wie ein Vektor transformiert, unter Inversion aber ihr Vorzeichen nicht
sndert, b — b, nennt man Pseudovektor. (Anstelle von Vektor und Pseudovektor sagt man auch Radialvektor und
Axialvektor.) Zum Beispiel sind Ort # und Impuls p’ Vektoren, der Drehimpuls L=7x p rotiert zwar wie ein
Vektor, dndert aber unter Inversion sein Vorzeichen nicht:

7 —F, (2.74)
P — =P, (2.75)
L=7xpF— (—F) x (—p) = L. (2.76)

L ist also ein Pseudovektor. Ein Skalar &ndert sich unter Drehungen oder Inversionen iiberhaupt nicht. Ein
Pseudoskalar dndert sich nicht unter Drehungen, wechselt unter Inversion aber sein Vorzeichen. Es ist wichtig zu
beachten, dass eine Komponente eines Vektors zwar nur eine Zahl ist, aber kein Skalar (oder Pseudoskalar). Das
ist leicht einzusehen: Die Komponente eines Vektors dndert sich unter Drehungen, es gilt ndmlich

a; — Z Rij aj, (277)

wéhrend sich ein (Pseudo-)Skalar nach Definition nicht &ndern darf.

2.2 Vektoranalysis: Ableitungen im R?

2.2.1 Erste Ableitungen

Sei p(7) ein skalares Feld. Wie wir bereits gesehen haben, ist die Anderung von p unter einer rein raumlichen
Verschiebung d7 (d.h. d¢t = 0) in kartesischen Koordinaten gegeben durch

ap adp dp
==L 2L 2Lz 2.
dp o dzr + By dy + P dz (2.78)
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Dies sieht wie ein Skalarprodukt aus. Tatséchlich kénnen wir schreiben

dp Jp Op

dp = <ax oy’ (‘9z> - (dz, dy, dz) = (Vp) - dF, (2.79)

vgl. Gl (2.38)). Hier heifit

(0 0 90\ 00, 90 op,
vP_(@z’@y’@z)_ﬁxx+3yy+8zz (2:80)

(in kartesischen Koordinaten) Gradient von p. ﬁp ist ein Vektorfeld. Nach der Definition des Skalarproduktes gilt
dp = |Vp| |dF] cos 0, (2.81)

wobei 6 der von ﬁp und dr’ eingeschlossene Winkel ist.
LCW
A 6p
Halten wir den Betrag |d7] der Verschiebung fest und ist ﬁp £ 0, so sind folgende Aussagen dquivalent:

dp ist maximal <& 6=0 <« dr zeigt in dieselbe Richtung wie ﬁp

Also zeigt der Gradient in die Richtung mazimaler Steigung von p(¥), d.h. ,bergauf“. Der Wert der maximalen
Steigung ist der Betrag des Gradienten, |Vp|. Andererseits finden wir fiir festes |d] und fiir Vp # 0,

dp=0 & Vpldr

p(7) ist lokal also in erster Ordnung in 7 konstant in allen Richtungen orthogonal zum Gradienten. Das bedeutet,
dass der Gradient ﬁp an jedem Punkt (aufer fiir ﬁp = 0) senkrecht auf Flichen mit konstantem p steht.

B Beispiel 1: Fiir die zweidimensionale Hohe iiber dem Meeresspiegel einer Landschaft, h(z,y), zeigt Vh =
(8h [0z, 0h/ ay) an jedem Ort bergauf und steht senkrecht auf den Kurven konstanter Hohe, also den Hohenlinien.

B Beispiel 2: Berechne ﬁr, vgl. Abschnitt In kartesischen Koordinaten ist

§T<8r or 8r) r= VE T T2

dx’ 9y’ 0z

_ ( 2z 2y 2z )
Va2 2+ 22 D22 2+ 22 D2+ 2+ 22

S Y 5 B ; = 7. (2.82)

ViRt i+ 22

In Kugelkoordinaten ist die Rechnung einfacher, wie wir gesehen haben:
o 69 6 0

. K . or
Or  r 00  rsinf J¢

"or

=  Vr= =7 (2.83)
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Fiir den Gradienten gilt die folgende Kettenregel:

V1) = (52 £60). 5 160 57 £l

(7 2.1/ 2.7/ 6) 32 )
— 7'l9() Vol 280

oder kiirzer . B
Vf(g) = f'(9) Vg. (2.85)
Weitere Regeln kann man leicht analog durch Darstellung in kartesischen Koordinaten herleiten.
Mit dem Nabla-Operator
- o 0 0
V=|—,—, = 2.86
<6‘x Oy 82) (2:86)

(in kartesischen Koordinaten) konnen wir noch weitere Ableitungen konstruieren, indem wir V anstelle eines
gewohnlichen Vektors in die Produkte von Vektoren einsetzen. Damit erhalten wir zunéchst die Divergenz

V4§ (2.87)

eines Vektorfeldes ¢(7). Die Divergenz ist ein skalares Feld. In kartesischen Koordinaten ist

Fir andere Koordinatensysteme haben wir in Abschnitt [2.1.3] schon Vorarbeit geleistet und kénnen die entspre-
chende Darstellung von V iibernehmen. In Kugelkoordinaten gilt z. B.

9 b o )

vV = - = - 2.
v "or +r89+rsin0 0¢’ (2.:89)
T = v+ vd + vy, (2.90)
woraus folgt
- . 0
V-7 = - o (vrr+v99+v¢¢>
0 0
+ < (v,r +v99+v¢¢>>
b 0
2.91
+rsm6‘ Ao <U7T+U90+U¢¢> (2.91)
Nun miissen wir beachten, dass die Einheitsvektoren 7, 0, ¢ vom Ort abhédngen. Mit Glg. |)| ,
sin @ cos ¢
7 = | sinfsin¢g |, (2.92)
cos 6
. cos 6 cos ¢
0 = cos@sing |, (2.93)
—sinf
X —sin ¢
o = cos ¢ , (2.94)
0
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erhalten wir

oF 90 9
il i 0, (2.95)
o7 cos B cos @ R
% - cosfsing | =0, (2.96)
—sind
o0 —sinf cos ¢
% - —sinf sing | = —#, (2.97)
—cosf
% __— (2.98)
oF —sinf sin ¢ R
% = sinf cos ¢ = sinf ¢, (2.99)
¢ 0
o0 —cosf sin ¢ .
% = cosf cos ¢ = cosf ¢, (2.100)
9 0
0 —cos ¢ 0 — cos ¢ 0 —sin¢ .
%% = —sing | = —sing—-0 | =1 0 | x cos ¢ =2%Xx ¢. (2.101)
¢ 0 0-0 1 0
Damit ist (Produktregel!)
V-7 = 881: T 4+ T % —l—%ﬁé + vot % —i—%f-(ﬁ—i—%f- % + 12 weitere Terme
1 =~ 0 =~ o
0 0 0
ov, 10vg v, » OF g A a0 Vg A 8(;3 1 Ovg v, o~ OF vy A 00
— 20y g g 2 g 28 ¢ i Nt
o Tron T T e T 90 T rsme 9o T rswg? 96 T rsmd © 99
v g 09 ’
rsing " O¢
~ Ov. 1 0ve vy 1 Ovy v, g cosb Vo 4 . 1
o r 00 r  rsinf J¢ r r sin9+rsin9w)
0
_ Ovy v, 1 0vg g cosl 1 Oug
= o AT o8 Ty s T remd g (2.102)
Es ist iiblich, diesen Ausdruck etwas umzuschreiben (Produktregel!):
- 1 8 2 . 1 8%
= — 1%, + ——— — sinf Z¢ 2.1
Ve 2 ar T rsme 00 O Yo+ rsinf O0¢ (2.103)
B Beispiel 1: Berechne V - 7. In kartesischen Koordinaten:
- . Ox Oy 0z
= L 773 2.104
ver Jdr Oy 0z 3 (2.104)
In Kugelkoordinaten:
> L = A o 10 5
V'T—V'(TT+09+O¢)—§§T = (2.105)
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M Beispiel 2: Berechne V.7 (hier steht ein Einheitsvektor #!). In kartesischen Koordinaten:

V.A: . ..
" o z2 + y? + 22 i
2 2 3 _ z Pa
B X +y +Z ¢ I2+y2+z2 +.. +
$2+y2+22
1 z2 1 2 1 22 3 2 2
_1 2 1yt 1 2 3 2 2.106
r r3+r r3+r S r 3 7 ( )

Einfacher ist es in Kugelkoordinaten:

- = A W10 5 2

V-T—V~(1r+09+0¢)—r—25r = (2.107)
Anschaulich beschreibt die Divergenz, wie stark sich ein Vektorfeld ausbreitet. Stellen wir das Feld durch Vek-
torpfeile an ausgewéhlten Punkten dar, beschreibt die Divergenz, in welchem Mafle die Pfeile in der Umgebung

eines Punktes auseinanderlaufen (fiir positive Divergenz) bzw. zusammenlaufen (fiir negative Divergenz).
B Beispiele (es ist niitzlich, sich unter ¥ die Geschwindigkeit einer Fliissigkeit vorzustellen):

(a) U= xi:

Y

-— - | > ——

N\|”
V2R
S

V-7=3 (siehe oben). Regionen mit V - % > 0 nennt man Quellen des Feldes. Im Beispiel der Fliissigkeit
konnen wir uns vorstellen, dass von irgendwoher Fliissigkeit hinzugefiigt wird.

(¢c) ¥=—-7
Yy
N4
7N\ z
V.7=-3. Regionen mit V - ¥ < 0 nennt man Senken des Feldes.
(d) v =zy:
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Y
V]
vt
T
bt
vl
V.7 = g—; = 0 . Die Divergenz verschwindet, da sich das Feld nicht ausbreitet — es handelt sich um eine

Scherung der Fliissigkeit. Beachte, dass V-7 =0 nicht impliziert, dass ¢ konstant ist!

Der Operator V wirkt grundsétzlich auf alle folgenden Terme bis zum n#chsten + oder —. Ist dies nicht
gemeint, miissen wir Klammern einfiigen. Es gibt aber keine allgemein akzeptierte Regel, wonach eine schliefende
Klammer grundsitzlich die Wirkung von V beendet. Sie tut dies i. A. nicht, wenn V als letztes Symbol in der

Klammer steht, z. B.
g dp dp dp . =
(a-V)p:amafx—&—ayafy—i-azaza-Vp. (2.108)

Beachte, dass i. A. . = = .
a-Vp#V-ap=p(V-a)+a-(Vp). (2.109)

Schlielilich konnen wir noch das Vektorprodukt mit V bilden. Wir erhalten die Rotation
V x @ (2.110)

des Vektorfeldes ¥. Die Rotation ist selbst ein Vektorfeld (oder genauer ein Pseudovektorfeld, falls ¥ ein Vektorfeld
ist und ein Vektorfeld, falls ¥ ein Pseudovektorfeld ist). In kartesischen Koordinaten ist

= . (0 0 0 ~ (Ov.  Ovy Ov, Ov, Ov, Ou,
Vxu= (8x’8y’6z> X (V2 vy, 02) = <8y 0z’ 0z  Ox’ Ox (‘3y>' (2.111)

Die Rotation beschreibt die Wirbel des Feldes . Ist ¥(7) die lokale Geschwindigkeit einer Fliissigkeit, so hat VX ¥
eine besonders anschauliche Interpretation: Wenn sich ein kleiner (starrer) Testkorper mit der Stromung bewegt,
so rotiert er mit der Winkelgeschwindigkeit

@ = %ﬁ X 7. (2.112)
B Beispiele:
(a‘) UZ—yx—Fa:yj:(—y,x, ):'QXF
Yy
//jj\
L T st
l vV | G
\\—_>//4
V x¥= oogx—g(—) =(0,0,2) = 22 (2.113)
- b 7833 6 y - ) ) - * M

Das Feld ¢ stellt einen Vorter dar. Beachte, dass V x @ homogen (konstant im Raum) ist und parallel zur
Achse des Vortex zeigt.

w02 M or 0z 0y Ge\
(b) =7 = va<ay % 9 Ba Dz 8y)().Hler rotiert nichts.
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VxT=2 86% =2z % = 2. Ein Testkorper wiirde rotieren, obwohl die Stromung geradlinig ist.

Produkt- und Kettenregeln fiir Vektorableitungen kann man leicht mit Hilfe der Darstellung in kartesischen
Koordinaten aus den Regeln fiir gewohnliche Ableitungen herleiten. Die resultierenden Regeln sind in den meis-
ten Lehrbiichern der Elektrodynamik tabelliert, oft auf den Umschlaginnenseiten. Dort findet man auch die
Darstellungen von Gradient, Divergenz und Rotation in anderen Koordinatensystemen. Es sei noch erwihnt, dass
manchmal, v. a. in dlterer Literatur, folgende Schreibweisen verwendet werden:

grad p = Vp, (2.114)
divi=V -7, (2.115)
rot 7 =V X 7. (2.116)

Fiir die Rotation steht in englischsprachiger Literatur stattdessen curl v.
Natiirlich kann man auch nach Komponenten anderer Vektoren als des Ortsvektors ableiten. Dann schreibt
man fiir den Nablaoperator nach dem Vektor a:

- 0 (8 o @
Va= gz = < ) (2.117)

(in kartesischen Koordinaten), also speziell
- = 0 0 9 0
V=Vr= o= ( <z ) . (2.118)

2.2.2 Zweite Ableitungen

Wir kénnen V natiirlich auch mehrfach anwenden, wobei in dieser Vorlesung nur zweite Ableitungen von Bedeu-
tung sind. Vp und V x ¢ sind (evtl. Pseudo-) Vektoren und wir kénnen daher ihre Divergenz und ihre Rotation

bilden. Andererseits ist V - 7 ein Skalar und wir kénnen seinen Gradienten bilden. Wir haben also folgende fiinf
Mboglichkeiten:

1. Divergenz des Gradienten:

= =, artesisc 0 0 0 0 0 0
V(Vp>k t: h(77)' <p 7p p)

ox’ Oy’ 0z ox’ 0y’ 0z
02 ?p  0?%p 0? 0? 0? 2
= @‘F@"‘rﬁ <8x2+({9y2+82’2>p_vp. (2.119)

Operator

Der hier auftretende Differentialoperator heifit Laplace-Operator und wird oft mit A bezeichnet; wir ver-
meiden diese evtl. verwirrende Notation hier. Also ist

V- (Vp) = V%= Ap. (2.120)

Der Laplace-Operator spielt in der Elektrodynamik eine wichtige Rolle. Seine Darstellung in anderen Ko-
ordinatensystemen ist daher in den Lehrbiichern tabelliert. V2p ist wieder ein skalares Feld.
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B Beispiele:

9*  9* 0? 9? 0?
2.2 _ 2 2 2\ _ 2 2 2 _ _
Vor (8w2+8y2+622>(x ty ) =g TV toz” 2+2+4+2=6, (2.121)
9? 0* 02 0 0 0
2 — — _ —_— = — —_— —_ =
Vixyz _(8332 + By + 3 2) Tyz = o yz + By xz + 55 %Y 0. (2.122)

Funktionen f(7) mit der Eigenschaft V2f =0 V7 nennt man harmonisch.

Man kann dem skalaren Operator V2 auch auf Vektorfelder anwenden. In kartesischen Koordinaten ist

einfach
Vi = (V3,, Vi, V30,). (2.123)

B Beispiele:

=0, (2.124)

. 0? 0? 0?
V= (V%) = g )

V(%8 + v + 2°2) = (V?2®, V3y?, V?2?)

o 02 02 S
(3932 a?, a—yzyQ, 32222> =(2,2,2)=2(2, 9, £). (2.125)

. Rotation des Gradienten:

S o (§p) kertesisen (0 0p 0 9p 0 0p 0 0p 9 0p 0 0p\ _
Vx(Ve) = (8y82 920y 0200  0s02 0xdy Oyor) " (2:126)

da
?p  &p
0xdy  Oydx
usw., falls p zweimal stetig differenzierbar ist, was wir i. A. fiir physikalische Felder annehmen. Unter dieser
Voraussetzung haben wir damit gezeigt, dass V x (ﬁp) = 0 gilt; die Rotation eines Gradientenfeldes ver-
schwindet. Diese Eigenschaft werden wir hiufig ausnutzen. Sie ist plausibel, wenn man bedenkt, dass der
Gradient an jedem Punkt bergauf zeigt.

(2.127)

. Gradient der Divergenz:

3% 3?2 o
Oz Oxdy  Oxdz )
.o artesisch [ O [ Ovy vy, v 2 : 2 .
(Vg et 2 (T Sy T ) = | s s oves vy |- (2128)
Or\ dx Oy 0z 52 52 52 v
z

Hier tritt ein matrizwertiger Differentialoperator auf, den wir als Dyade

o2 a2 o?
Ox2 Ox0y  Ox0z

- — = = 32 32 32

VvV =VV' = Oyozx oy? Oyoz (2129)
o? o? o2

0z0x  0z0y 922

- - 02 0? 02
schreiben kénnen. Dies ist nicht dasselbe wie der skalare Laplace-Operator V2 =V -V = — + — 4+ —.
0x2  Oy? 022
V(V - 9) ist (wie V2%) ein Vektorfeld.
B Beispiel: Fiir

U= xyd + yzy + 212 (2.130)
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ist

Vi = (Vizy, Vyz, Vizz) =0, (2.131)
aber
. .9 ) ; 1 ,
V(V.-7) = V(8 y—l—ayz—i—a zx) =V(y+z+az)=| 1 | # V7 (2.132)
1

4. Divergenz der Rotation:
= = — kartesisch 0 0 0 8112 avy a’Ug; 8’02 (%y 81)37
Vo(Vxw) = (B:E’ Oy 82) <8y 0z 0z Ox Ox Oy
_ 0%v, 7 52vy 02, B 0%v, n 32vy _ 0%v, ~0, (2.133)
dxdy O0x0z Oydz Oydx 0z0x 020y

unter der Annahme, dass ¥ zweimal stetig differenzierbar ist. Die Divergenz eines Rotationsfeldes (Wirbel-
feldes) verschwindet. Diese Eigenschaft werden wir ebenfalls oft ausnutzen.

5. Rotation der Rotation:

- - kartesisch 0 0 0 ov, Ov, Ov, Ov, Ov Oy,
Vo (Vxd) = (axay(%)x<ay_aj 5 o aﬁ‘ay>
(82vy v, 0%, 03w, )
Oyox Oy 0z2  09z0x7 T
_ < <8vm Jvy N 8vz) B 0%v, B 0%, B 0%v, )
oy 0z ox2 Oy ox2’ T
= - 0) — V24, (2.134)

Dasselbe Ergebnis erhalten wir mittels BAC-CAB-Regel, wobei wir aber beachten miissen, dass ¥ immer
hinter dem Differentialoperator stehenbleiben muss.

Den 5. Fall haben wir damit auf den 1. und den 3. Fall zuriickgefithrt. Auflerdem ergaben der 2. und der 4. Fall
immer verschwindende zweite Ableitungen. Es existieren also nur zwei wesentlich verschiedene Arten von zweiten

Ableitungen, V? und VV.

2.3 Vektoranalysis: Integration im R’

Wir benétigen nicht nur Ableitungen im R3, sondern auch Integrale. In der Analysis wird das (bestimmte) Integral
einer Funktion f(z) einer Variablen x iiber ein Intervall [a,b] durch die Riemann-Summe definiert:

b

b
/ dx f(x) = Alim Z Az f(a+nAzx). (2.135)

Das Integral beschreibt geometrisch die Flidche unter der Kurve mit der Parameterdarstellung (z, f(x)) iiber dem
Intervall [a, b].
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Wir werden mehrere Verallgemeinerungen der Riemann-Summe auf Funktionen im R3, also auf Felder, besprechen.
Die Grundidee ist immer dieselbe: Ein Integral ist die Summe infinitesimaler Beitrige dx f(x) fiir alle 2 aus einem
bestimmten Bereich B. Wir stellen uns B in Zellen der infinitesimalen Groéfle dx eingeteilt vor. Der Unterschied
zwischen den zu besprechenden Integraltypen liegt in der Dimensionalitdt des Bereichs B.

(a) Bei Linienintegralen (Kurvenintegralen) ist der Bereich B eine Kurve C im Raum. Wir teilen C in Linienele-
mente dl ein, so dass die Summe aller di die Gesamtléinge der Kurve ergibt:

/dl = Le. (2.136)
C

Oft versieht man die Linienelemente mit einem Richtungssinn, ndmlich der tangentialen Richtung entlang der

Kurve, o
dl=dit (2.137)

mit dem Tangenteneinheitsvektor ¢ entlang der Kurve. Dafiir muss die Kurve C natiirlich gerichtet sein. t
wird in Vorwiértsrichtung gewéhlt. Beachte, dass

‘/df ’: b — (2.138)
C

der Abstand von End- und Anfangspunkt der Kurve C ist, dieser ist nur mit der Linge L¢ identisch, wenn C
ein Geradenabschnitt ist.

SHI
|
oy
Sal

ST
3L

0 c

Nun koénnen wir verschiedene Linienintegrale iiber skalare Felder und Vektorfelder bilden: Skalare

/C dl p(7), /C dl’- 5(7) (2.139)
und Vektoren
/cdfp(fj, /Cdm(f), /cdfx (7). (2.140)

Wenn nichts weiter gesagt ist, meint man mit , Linienintegral® in der Elektrodynamik meist den zweiten Fall,

/ dl’- 5(7). (2.141)
C

Wir kénnen auch Anfangs- und Endpunkt explizit an das Integralzeichen schreiben:

/ ’ dl’- 5(7). (2.142)
C

,a

usw. Im Allgemeinen hingt das Integral aber nicht allein vom Anfangspunkt ¢ und vom Endpunkt b ab,
sondern vom gesamten Kurvenverlauf C.

Es existiert jedoch eine Klasse von Vektorfeldern ¢(7), fiir die das Linienintegral nur von @ und b abhéangt.
Ist ¥ = F ein Kraftfeld, so nennt man es in diesem Fall konservativ.

Die Kurve C kann auch geschlossen sein. Dann schreiben wir das Integralzeichen mit einem Kreis, z. B.
7{ i’ (7). (2.143)
c
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Fiir eine geschlossene Kurve addieren sich die vektoriellen Linienelemente zu Null, da Anfangs- und Endpunkt
zusammenfallen:

]{df: 0. (2.144)
C

B Beispiele: Wir nehmen als Kurve C den Kreis mit dem Radius R in der zy-Ebene. Die Strategie bei der
Berechnung ist immer, das Linienintegral auf gewohnliche Integrale zuriickzufiihren. Das kann oft durch
Verwendung geeigneter Koordinaten erreicht werden, im Beispiel sicherlich durch ebene Polarkoordinaten.

Y

di'= Rdpd
X
¢

Das vektorielle Linienelement ist dl = Rdgzﬁqg mit der Léange Rd¢ (Kreisbogen!) und dem Tangenteneinheits-
vektor ¢. Damit berechnen wir einige Linienintegrale:

fdf-ﬁ = 0, (2.145)
¢ 0
. R . -y . —sin¢ R R
fdp(gxf) = j{dz. T :j{dl-R cos ¢ :fqusa;-Rqs
c ¢ 0 ¢ 0 ¢
27
= R27{d¢:R2/ d¢ = 2w R?, (2.146)
C 0
24 2\ o 2 2 A
\d/l/yx = (ﬁdly)x—(éRd(bR sin qu)a:
skalar!
27
= R%/ dp sin*¢ = 7 R® %, (2.147)
0
]{dfxf = j{Rdngéfo:Rz%dgb(—é):—QwRQé. (2.148)
C C C

Als weiteres Beispiel integrieren wir ¢ = 2 X 7 (s.0.) iiber zwei verschiedene Kurven in der Ebene z = 0:

Fiir den Weg C; wahlen wir Zylinderkoordinaten:

di’- (2x7) = dpp-[2 % (pp+22)] :/ dpp-pd = dpp =0. (2.149)
Cy

Cl Cl
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Fiir den Weg C, sind kartesische Koordinaten giinstiger:

di-(2x7) = dl (—y, z, 0) = /dyy /dxx -1 ,2,0)

T fest —y fest

M—/ dol=—1, (2.150)

das Integral ist also wegabhingig.

Ca

Bei Flichenintegralen ist der Bereich B natiirlich eine Fliache S. Wir zerlegen S in Fldchenelemente ds. Die
Flichenelemente kénnen wir auch zu Vektoren ds machen, wobei die Richtung ein Normaleneinheitsvektor 7
auf der Flache am gegebenen Punkt ist, d.h. ds steht tiberall senkrecht auf der Fléche.

x

Der Normalenvektor ist nicht eindeutig — es gibt an jedem Punkt zwei Moglichkeiten. Wir wollen 7(7) fiir
7 € S stetig wiahlen. Dann gibt es drei Mo6glichkeiten:

e Die Fldche S ist geschlossen und orientierbar (z. B. eine Kugel). Dann wihlen wir 7 iiblicherweise iiberall
nach auflen zeigend.

e Die Fldche S ist nicht geschlossen, aber orientierbar (z.B. ein Zylindermantel oder eine Ebene). Dann
miissen wir in jedem Einzelfall festlegen, welche Richtung n haben soll. Durch die Festlegung an einem
Punkt ist wegen der Stetigkeit 7 () auf der gesamten Fliche festgelegt (falls die Fliche zusammenhéingt).

e Die Fléche S ist nicht orientierbar (z. B. Kleinsche Flasche, Mébiusband). Dann kénnen wir 7(7) nicht
iiberall stetig wéhlen. Solche Flichen kommen aber in der Elektrodynamik nicht vor.

Wir schreiben das Flichenintegral als ﬂs bzw. fiir eine geschlossene Fliche auch als @S, um anzudeuten, dass
iiber einen zweidimensionalen Bereich integriert wird. Oft schreibt man aber nur ein Integralzeichen (so auch
in den meisten Lehrbiichern). Es gibt wieder mehrere mogliche Formen:

J]dsp ), des o(7), ffdsp J ds v(7 f ds x o(r (2.151)

Der am héufigsten auftretende Fall ist der zweite. Man nennt

D= fsj d5 - 5(F) (2.152)

auch den Fluss des Feldes () durch die Fliche S. Beschreibt ¢ die lokale Geschwindigkeit einer Fliissigkeit,
so ist diese Bezeichnung sehr intuitiv.

Analog zum Linienintegral hingt das Flidchenintegral iiber eine berandete Fliche i. A. von der gesamten
Fléche ab, nicht nur vom Rand. Fiir eine spezielle Klasse von Feldern héngt es jedoch nur vom Rand ab, wie
wir sehen werden.

B Beispiele: S sei die Kugel (-oberfliche) mit dem Radius R um den Ursprung. Dann ist das vektorielle
Flachenelement in Kugelkoordinaten

d5=RdIR sin0dp+ = R sin 0 df do 7 (2.153)
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Rdo
R R sin 0 do

und damit z. B.
T 27 ™ 2
@Sdgﬂf:R?/ d0sin9/ do7- 7 :RS/ desine/ dé = 47 RS,
0 0 ~ 0 0
S R#
I

2m

. A 3 " .. 92 P
/d951n9 do7 - Rsinf cos¢pt = R /0 df sin” 0 | dp cos¢ 7+ &

™ 27
:R3/ de sin39/ de cos® ¢ = il ,
0 0 3

4/3 w

T 27
ngﬁ ds a?y? = R / df sin 0 / dp R? sin® 0 cos® ¢ R?sin? 6 sin® ¢
S Skalar 0 0

™ 27
= RG/ do sin59/ d¢ cos® ¢ sin® ¢ = AT po.
0 0 15

16/15 /4

(2.154)

(2.155)

(2.156)

Sei &’ ein Zylindermantel mit Radius R und Hohe h parallel zur z-Achse und mit Mittelpunkt im Ursprung.

Wir wéhlen die Richtung von ds§ nach auflen, d. h. in Zylinderkoordinaten

d§ = Rdpdz p.

d
R a6 kp

[,
)

%

A
WA

Dann ist z. B.

h/2 27 h/2
ﬂdg’-f:R/ d¢/ dzp- (Rp+ 22) = RQ/ dqs/ dz p-p =21 R2h.
S/

h/2 h/2 ~~

1
Die Mantelfliche des Zylinders ist einfach

ﬂ ds = R/%dqs /h/2 dz = 27 Rh.

h/2

(2.157)

(2.158)

(2.159)



(¢) Volumenintegrale umfassen einen dreidimensionalen Bereich, also ein Volumen V. Es wird in Volumenelemente
dV eingeteilt. In kartesischen Koordinaten ist einfach dV = dz dydz, fir Kugel- und Zylinderkoordinaten
hatten wir es auch schon angegeben:

dV = r?sinfdrddde, (2.160)
dV. = pdpdpd:z. (2.161)
Anders als Kurven und Flichen ist ein Volumen durch seinen Rand eindeutig bestimmt (jedenfalls im R3!).
Ein Volumen hat keine ,jinnere Struktur“, es ist geometrisch flach. Deshalb sieht das Volumenelement fiir
gegebenes Koordinatensystem immer gleich aus. Wir versehen dV nicht mit einem Richtungssinn — denn

welche Richtung sollten wir wihlen? Wir verwenden fiir Volumenintegrale das Symbol va, in der Literatur
sieht man oft auch fv. Da dV skalar ist, gibt es nur zwei Félle: Den Skalar

jf v p(7) (2.162)
v

und den Vektor

ﬂ AV (7). (2.163)
v

B Beispiele: Sei V die Vollkugel um den Ursprung mit dem Radius R. Thr Volumen ist einfach

ﬂ av = / drr? / desme/%m_”}z?’. (2.164)

R? /3

Weitere Beispiele:
R T 27
fjf dV z?y?2% = / dr r2/ do 51110/ dér? sin® 0 cos® ¢ r? sin? 0 sin? ¢ r? cos? 0
%

/ drr® / df sin H/Qﬂdqﬁ cos? ¢ sin’ ¢—— (2.165)

Rg/g 16/15 /4

ff dV =0 aus Symmetriegriinden, (2.166)
v

R T 27
ﬂ vl :/ drr/ do sine/ dé = 21 R2. (2.167)
v r 0 0 0

Beachte, dass wir iiber den Pol bei ¥ = 0 hinweg integrieren konnten, weil er durch den Faktor 2 im
Volumenelement ,,gehoben®“ wurde. Zum Schluss ein Beispiel mit weniger gilinstiger Symmetrie: Es sei @ ein
Vektor der Liange a < R. Wir berechnen

%

Wir wihlen Zylinderkoordinaten mit der z-Achse parallel zu @, da der Integrand und das Volumen ¥V um
diese Achse rotationssymmetrisch sind. Dann ist

jf WV i—g / dz/ 2_22dpp/2ﬂdqb \/(periz_az)Q (2.169)

Beachte, dass die Grenzen des p-Integrals von der Integrationsvariablen z abhingen.

(2.168)
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VR p

(2.170)

R VRZ—2? d R
:277/ dz/ ¢:2w/ dz(x/R2+a2—2az—\z—a|>
-R 0 /p2+(z—a)2 -R

\/(z—a)2+R2—z2—\/(z—a)2
3 _ _ 3 2 3
— o <(R+a) (£ —a) (R2+a2)> = o (MR2a2> :27rR272§a2, (2.171)

3a 3a

was fiir a — 0 das vorige Ergebnis reproduziert.

Wir bezeichnen den Rand einer Flache S mit S und die Oberfidche eines Volumens V mit V. Ist eine Fliche
oder ein Volumen unberandet (bei Volumen bedeutet dies V = R?), so ist der Rand die leere Menge (). Die
Oberfléche eines Volumens V hat natiirlich selbst keinen Rand. Diese Eigenschaft kénnen wir jetzt kompakt
schreiben als

AoV = 0. (2.172)

2.3.1 Der Fundamentalsatz

Der Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung (oder der Analysis) sagt aus, dass die Integration die
Umkehrung der Ableitung ist. Formal:

b
F
/ dz f(z) = F(b) — F(a) Va,b fo - ). (2.173)
Dies ist plausibel, wenn man die zweite Gleichung in die erste einsetzt:
b F(b)
F

/ o 4 / dF = F(b) — F(a). (2.174)

a dx F(a)

In Worten: Die Summe iiber alle infinitesimalen Anderungen dF = % dz von F ist gleich der gesamten Anderung
F(b) — F(a). Diese Idee steckt auch hinter den Verallgemeinerungen des Fundamentalsatzes auf Ableitungen und
Integrale im R3, die wir nun besprechen werden.
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Die Anderung eines skalaren Feldes p(7) von 7 nach 7+ d ist gemi der Definition des Gradienten
dp = di- Vp. (2.175)

Daher finden wir fiir das Linienintegral

b p(b) .
/ dl-Vp = / dp = p(b) — p(a). (2.176)

0

Dies ist der Fundamentalsatz fiir Gradienten. Die rechte Seite der Gleichung héngt offensichtlich nur von den
Endpunkten @, b ab, aber nicht vom Verlauf der Kurve C zwischen diesen. Es folgt, dass auch die linke Seite der
Gleichung nicht von C abhéngt, wihrend das Linienintegral fc dl - U(7) dies i. A. tut. Wir finden also folgendes
Korollar:

b
/ dl-Vp ist wegunabhéngig. (2.177)

-,

Wiihlen wir b = @, also p(b) = p(@), so erhalten wir als weiteres Korollar

7{ dl-Vp=0 (2.178)

fiir beliebige geschlossene Kurven.

Wir betrachten als néchstes Volumenintegrale. Im eindimensionalen Fall setzt der Fundamentalsatz das Integral
iiber die Ableitung mit der Funktion am Rand, nimlich an den Endpunkten, in Beziehung, siehe Glg.
und . Fiir ein Volumen V ist der Rand 9V seine Oberfliche. Wir erwarten, dass auf der rechten Seite des
Fundamentalsatzes eine Summe iiber den Rand, d. h. ein Fliachenintegral iiber 0V, erscheint. Wir geben den Satz
fiir Volumenintegrale erst an und begriinden ihn anschliefend:

jﬂdvﬁ-ﬁ: ﬁd;-ﬁ, (2.179)
v oV

das Volumenintegral iiber die Divergenz von ¢ ist also gleich dem Flichenintegral {iber ¢ iiber die Oberfléiche.
Diese Aussage heifit Gaufischer Satz.

Hier soll kein formaler Beweis, sondern ein Plausibilitdtsargument gegeben werden. Wir betrachten einen
kleinen Wiirfel AV:
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ds

ly d5
ds 5 Az
AV
dS§ « P
: | Ay
Ax
,r_,’

Da der Wiirfel klein ist, kénnen wir ¥(7) in eine Taylorreihe um 7 entwickeln und nur die fithrenden Terme
beriicksichtigen. Es stellt sich heraus, dass wir dafiir alle Terme bis zur Ordnung Ax Ay Az mitnehmen miissen.
Die linke Seite von Gleichung (2.179)) wird zu

—~—

ﬂ AVV -7 = AV V-4, (2.180)
AV AxzAyAz

hier wird V - 7 zur nullten Ordnung, also als in AY konstant, angenéhert, da A) schon explizit von der Ordnung

Ax Ay Az ist. Die rechte Seite der Gleichung ist

ﬁdg-ﬁ >~ §(F+ Ari)- AyAzi—0(F) - Ay Az
OAY

rechts links
+U(F+ Ay ) - Az Az —9(F) - Az Az g
hinten vorn
+UF+Az2)  AxAyz —9(F) - Az Ay 2
oben unten
= @ Arx Ay Az + @ Ay Az Ax g+ @ Az Az Ay z
or oy 0z
ov ov ov -
= A LAY YL+ A £ =A - 4. 2.181
V6x+ V8y+ V@z VYV .4 (2.181)

Fiir einen kleinen Wiirfel stimmt der Satz also. Er gilt jedoch ganz allgemein, da wir jedes Volumen aus kleinen
Wiirfeln aufbauen konnen. Die Beitriage von allen inneren Grenzflichen heben sich auf, weil die sich beriihrenden
Wiirfel hier entgegengesetzte vektorielle Flichenelemente ds haben, wihrend der Integrand v natiirlich gleich ist.
Zur Interpretation des Gauflschen Satzes erinnern wir uns, dass die Divergenz V-7 die Quellen und Senken
des Feldes beschreibt und dass die rechte Seite
S@S 3 - v (2.182)
[5)%
der Fluss des Feldes durch 9V ist. Also kénnen wir den Gauflschen Satz deuten als

Z (Quellen — Senken) = Fluss durch 9V, (2.183)
v

oder: ,,Was im Inneren erzeugt wird minus was vernichtet wird ist gleich dem, was durch die Oberfliche flie3t*.
Dies sieht aus wie ein Erhaltungssatz und wir werden Erhaltungssitze in der Tat mittels des Gausschen Satzes
formulieren.

Bl Beispiel: Berechne das Oberflichenintegral

(fds 7= 7o+ czx (7= 7o) (2.184)
oV
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iiber die Oberfliche eines Wiirfels mit Kanten der Lénge a parallel zu den kartesischen Koordinatenachsen und
Mittelpunkt im Ursprung. Losung mittels Gauflschem Satz:

...:devﬁ-[F—Fﬁcé X (7 — )]
Vv

—f\[jdv V-#=V -7p+cV-(2x7)—cV-(ZxT))
0 0 0

3
=3 j\{f dV = 3d°. (2.185)

Fiir Fldchenintegrale erwarten wir einen Zusammenhang zwischen dem Flidchenintegral iiber eine Ableitung
und dem Linienintegral iber den Rand 0§ der Fliche S. Dieser ist durch den Stokesschen Satz gegeben:

ﬂ d5- (V x 7) = fgs di’- v. (2.186)
S

Das Flachenintegral iiber die Rotation von v ist gleich dem Linienintegral iiber ¢ entlang des Randes. Sowohl die
Orientierung der (berandeten) Fliche als auch die des Randes sind zweideutig. Der Satz trifft zu, wenn fiir die
Orientierungen die Rechte-Hand-Regel gilt:

Der Stokessche Satz gilt fiir ein kleines Quadrat: Wir wihlen (lokale) Koordinatenachsen Z, ¢ parallel zu dessen
Seiten.

ds

Ay
Az

3

Die linke Seite der Gleichung wird

ﬂ d5- (V x 7) = Az Ay 2 - (V x 7) (2.187)
AS

und die rechte

j'{ A5 = Azd- 97+ Ayj- 57+ Ar) — Azd - (7 + Ay g) — Ay - 5(7)

OAS
~ R . . oU . . ov .
:W+W+MAM~%*W*A$AW'@*W

= Az Ay (avy— 0

o ay vw> =AzAyz- (V X v) . (2.188)

Da wir jede Fléche in kleine Quadrate zerlegen kénnen und sich Beitridge von innen liegenden Kanten herausheben,
gilt der Satz fiir alle Flachen. Anschaulich: Die Summe der Wirbelstérken ist der Strom entlang des Randes.
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Da die rechte Seite der Gleichung nur vom Rand, aber ansonsten nicht von der Fldche abhingt, finden wir
folgendes Korollar:

ff d3-(V x ¥) ist unabhéingig von der Fliche S fiir gegebenen Rand 0S. (2.189)
S

Wihlen wir eine geschlossene Fliiche S, so ist S = () und wir erhalten das weitere Korollar

@ d3-(V x ) =0 fiir beliebige geschlossene Flichen. (2.190)
AS

Die diversen Formen des Fundamentalsatzes konnen ausgenutzt werden, um Regeln fiir die partielle Integration
im R3 herzuleiten. Zur Erinnerung: Fiir Funktionen f, g einer Variablen z haben wir

b b b b

Fundamentalsatz d Produktregel df / dg
= dr — = dr — de f — 2.191
ro| [ i o) [afas [ar @

b b b
dg df

= de f —= = - de —g. 2.192
/a af =19 ) /a T (2.192)

Dies ist die bekannte Form der partiellen Integration. Wir konnen dieselbe Idee auf Linien-, Flachen- und Volu-
menintegrale anwenden. Dies ergibt zahlreiche Regeln derselben Form. Wir leiten ein Beispiel fiir Volumenintegrale
her:

(fas-pz =0 |[favV ooy "M== [ av (Vo) o+ [[[av eV s (2.193)
oV 1% v

%
N jﬂdvﬁ.ﬁzﬁdapﬁ—ﬂ av (Vp) - . (2.194)
% oV %

In der Praxis kommen oft Integrale iiber R® vor. In diesem Fall verschwindet der Oberflichenterm, wenn der
Integrand hinreichend schnell abfillt. Um dies zu priifen, kann man das Volumen endlich wihlen, z. B. als Kugel
mit dem Radius R, und den Grenziibergang zum R? (also R — o) betrachten.

2.3.2 Potentiale

Wir hatten in Abschnitt [2:2.2] gesehen, dass die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet. Formal kénnen wir

diese Aussage schreiben als . . L
IV(FE): F=-VV = VxF=0. (2.195)
Das Minuszeichen ist reine Konvention (und nur in der Physik iiblich). Wir wollen nun zeigen, dass die Umkehrung
ebenfalls gilt: Verschwindet die Rotation von F iiberall, so existiert ein skalares Feld —V', dessen Gradient F ist,
VxF=0 = 3V({): F=-VV. (2.196)
Das Feld V(7) heifit skalares Potential zu F.
O Beweis: Seien 7y und 7 zwei Punkte. Wir zeigen zunéchst, dass das Linienintegral

/ - F (2.197)
)

nicht vom Weg zwischen den Endpunkten 7 und 7 abhéingt.
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0 T
To
/\/

Seien nidmlich C und C’ zwei Kurven mit diesen Endpunkten. Dann unterscheiden sich

/df-ﬁ und /df-ﬁ (2.198)
C !

durch ein Linienintegral iiber die geschlossene Kurve CU (Umkehrung von C’). Dieses ist nach dem Stokesschen
Satz gleich

g s (V j Fy=o. (2.199)

Die beiden Integrale in (2.198)) sind also gleich. Wir definieren
W(F) := —/ dl- F (2.200)
7o

und halten 7y fest. Wie gezeigt, hingt W (7) tatséchlich nur von # ab, nicht vom Weg. W ist daher eine Funktion
von 7, d. h. ein skalares Feld. Sein Gradient hat die kartesischen Komponenten

O 1) — tim W)~ W)

o im . 1=1,2,3, m=x,rm=yr3==z €T
7

1 T4er; N 7 S
= —lim — / dl~F—/dl-F L
e—0 € 7o 7o r+ €Ty

1 THer; .
= —lim — dl - F
e—=0 € [=
1 o N
= —lim = e7 - F(7) = —7; - F(7) = ~F(7), (2.201)
e—0 €

wobei wir ausgenutzt haben, dass fiir € infinitesimal F' als konstant betrachtet werden kann. Es folgt
VW(F) = —F(@ (2.202)
= F@) = -VW(#. (2.203)

Damit ist gezeigt, dass W (7) eine mogliche Wahl fiir das Potential V() ist: Eine explizite Form fiir V' ist also
V(7) = —/ dl- F (2.204)
7o

und wie gezeigt sorgt die Rotationsfreiheit von F dafiir, dass dieser Ausdruck wohldefiniert ist, ohne den Weg
anzugeben. Das Potential ist nicht eindeutig, da wir immer eine Konstante addieren kénnen, ohne den Gradienten
zu verdndern: . =
VV(F) =V I[V(F)+ . (2.205)
Wir haben damit folgende Aquivalenz gezeigt:
VxF=0 & 3V(F): F=-VV(). (2.206)

Oft fasst man diese Aussage und die als Nebenergebnisse gefundenen zu folgendem Satz zusammen:
Die folgenden Aussagen sind &quivalent:
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. Uberall gilt V x F=0.

—_

2. Es existiert ein Potential V(7), so dass F = —VV (7).
3. f; dl- F ist wegunabhéngig fiir gegebene Endpunkte.

4. § di’- F =0 fiir jede geschlossene Kurve.
B Beispiele:
1. Existiert ein Potential V zu F = x ¢ 7 Wenn ja, bestimme V. Es ist

S o 0 0 0 0 0 0

F — _ _ —_— _ — = 2 . 22
V x 0y0 azx,azO &ro’axm 8yO) 240 (2.207)
Ein Potential existiert nicht.

2. Existiert ein ein Potential V zu F = 7#? Wenn ja, bestimme V. Es ist V x F = 0 (s.0.), also existiert ein
Potential. Eine mogliche Wahl ist

V() = —/ i’ -7 (2.208)
0

Das Integral ist wegunabhéingig, wir wihlen die gerade Strecke von 0 nach 7, dann ist dl’ = dr’ # (Kugel-
koordinaten), also

7 T 2
V(F) = _/0 dr'?" ' = _/0 dr'y’ = —%. (2.209)

Eine weitere wichtige Aussage betrifft divergenzfreie Vektorfelder. Wir hatten in Abschnitt (2.2.2) gesehen,
dass die Divergenz eines Wirbelfeldes verschwindet. Formal:

JAF): F=VxA = V-F=0. (2.210)

Man kann zeigen, dass auch die Umkehrung gilt; den Beweis besprechen wir hier nicht. Damit haben wir die
Aquivalenz L . L
V-F=0 & 3JA@F): F=VxA (2.211)

Ein solches Feld A heift Vektorpotential zu F. A ist nicht eindeutig bestimmt, denn wenn wir zu A ein Gradien-
tenfeld Vy addieren, erhalten wir

Vx(A+Vx):VxA+VxVX:F, (2.212)
Ia 0

also ist A + ﬁx ebenfalls ein Vektorpotential zu F. Man fasst diese Aquivalenz und einige Ergebnisse, die sich
leicht aus dem Stokesschen Satz ergeben, zu folgendem Satz zusammen:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Uberall gilt V-F=0.

2. Es existiert ein Vektorpotential A(7), so dass F' = V x A.

3. ﬂs d3- F ist wegunabhingig von der Fliche S, fiir gegebenen Rand.
4. §pds- F =0 fiir jede geschlossene Fléche.

Schliefllich bemerken wir noch, dass jedes (hinreichend oft stetig differenzierbare) Vektorfeld F als Summe
eines Gradienten und einer Rotation dargestellt werden kann:

F=-VV+VxA. (2.213)

Die Zerlegung ist nicht eindeutig. Wir verzichten auf den Beweis.
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2.4 Die Diracsche /-Funktion

Betrachte das Vektorfeld 7 = 7#/r? = #/r3.

Y
x s
AN /
~ \ / -
= 7z
. / \ -
¥ N
VA VooN
Wir berechnen die Divergenz in Kugelkoordinaten:
- 1 0 1 0
— 2 .
P= = = o — — 0 - 7
Ve 2o " + rsing 06 o \Uf-/—'_rsinﬁ 0¢ \vf/
0 0
190 5,1 1 0
- 2 “Z 1= 2.214
2ar 2 r2or 0 ( )

Das Feld ist anscheinend quellenfrei, was vielleicht {iberrascht — wir kommen gleich darauf zuriick. Nun bestimmen
wir den Fluss des Feldes durch eine Kugel mit dem Radius R um den Ursprung:

T 2m ~ T 2m
@d§-ﬁ:R2/ desino/ dqﬁf-%:/ d&sin@/ do = 4r. (2.215)
£, 0 0 R 0 0

Der Gauflsche Satz liefert somit

jﬂ V'V -7 = @d§~ 7 = 4r. (2.216)
\% oy

Aber wir hatten V - ¥ = 0 berechnet — wo liegt der Fehler? Das Ergebnis V-7=0 gilt nur fiir ¥ 0, bei ¥ =0
hat ¥ eine Singularitdt. Damit ist ¢ nicht iiberall hinreichend oft stetig differenzierbar, was wir immer, zumindest
stillschweigend, angenommen haben, und der Gauflsche Satz gilt zunéchst einmal gar nicht. Wir wollen ihn aber
erweitern auf Fille wie im Beispiel, da diese Art von Feld in der Elektrodynamik eine grofle Rolle spielt. Daher
fordern wir die Giiltigkeit des Gauflschen Satzes. Dann muf} die Singularitéit bei ¥ = 0 dafiir sorgen, dass der Satz
erfiillt ist, denn iiberall sonst gilt ja V-7 =0. Also: Fiir jeden Radius R muss gelten

[[favv-5=ar, (2.217)
v

insbesondere fiir beliebig kleinen Radius R > 0. Wir definieren eine ,,Funktion* §(7) so, dass
1. 6(F) =0 Vi #0 und
2. [ff,, dV 6(F) = 1 fiir jedes Volumen V das 7 = 0 enthélt (nicht am Rand), insbesondere fiir V = R®.

Dafiir muss 0(7) bei ¥ = 0 singulir sein — jeder endliche Wert wiirde va dV 6(7) = 0 ergeben. Wir miissen uns
noch iiberzeugen, dass die Definition nicht zu widerspriichen fiihrt. Dann kénnen wir schreiben

= 478(7) (2.218)

und der Gauflsche Satz ist erfiillt.
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2.4.1 Die ¢-Funktion in einer Dimension

Wir betrachten zunéchst die eindimensionale Form der §-, Funktion“. Wir definieren 6(z) durch
1. §(z) =0 Vz #0 und
2. [% dxé(z) =1

Mathematisch exakt ist §(z) keine Funktion, sondern eine sogenannte Distribution, die nur unter dem Integral
definiert ist. Wir lassen diesen Punkt aber von nun an, wie in der Physik iiblich, unbeachtet. §(z) ldsst sich aber
als Grenzwert von Funktionenfolgen (aus gewdhnlichen Funktionen) darstellen. Sei z. B.

ba(z) = 40 firlel > (2.219)
> fiir |z| < a.
ba ()
0 T
Beachte - )
/ dx 5a(z) = 2—a =1 VYa>0. (2.220)
oo a

Also konvergiert die Folge d,(z) fiir a — 07 (a geht von oben gegen 0) gegen §(z). Unendlich viele Darstellungen
sind moglich, z. B. durch Gaufunktionen

5, (x) = ﬁ e /2% it §(z) = i 6 (x) (2.221)

und durch Lorentzfunktionen

L n : .

Aus der Definition von é(x) ergeben sich einige wichtige Eigenschaften: Hier sei f(x) eine gewshnliche Funktion,
also insbesondere nicht ().

3. f(z)d(z) = f(0)(x), da fir = # 0 gilt §(x) = 0 und der Faktor f(x) dann irrelevant ist. Es folgt

/oo dx f(x)d(x) = /OO dx f(0) d(z) = f(0) /Oo dx é(x) = f(0). (2.223)

— 00 — 00 — 00

3’. Etwas verallgemeinert:
f@)d(x —x0) = f(mo) 6(x — 20) = /00 dz f(z) d(x — zo) = f(xo). (2.224)

Die 6-Funktion pickt also den Funktionswert am Ort ihrer Nullstelle heraus.
4. §(kx) = ﬁ d(z) fiir eine Konstante k. Man sagt, 0(z) ist antilinear.
[ Beweis: Betrachte -
/ do f(z) (k) (2.225)

— 00
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5.

und substituiere y = kz = © = y/k = da = dy/k, also
ook oo
dy dy )
- = < f(Z ) 2.22
/mkkf() sw)=semk [ 507 (3) o) (2.226)

sgn k ist das Vorzeichen von k, es tritt hier auf, weil fiir £ < 0 die Integrationsgrenzen vertauscht werden.

Weiter ist
sgn k

= B _O; dy f (%) S(y) = ﬁf(o) = ﬁ /_O; dx f(x)é(x). (2.227)

Da dies fiir alle Funktionen f gilt, folgt die Behauptung.

D=2 i

wobei x; einfache Nullstellen von g(z) sind, d.h. g(z;) = 0 aber ¢'(z;) # 0. Die Summe erstreckt sich iiber
alle solchen Nullstellen.

. Verallgemeinerung:

T — ), (2.228)

[ Beweis:

(a) fiir g(z) # 0 (z ist keine Nullstelle, d. h. nicht gleich einem der z;) sind beide Seiten der Gleichung
Null, sie ist also erfiillt.

(b) Sei [a;, b;] ein Intervall, das die Nullstelle z; enthélt (nicht am Rand). Da x; eine einfache Nullstelle ist,
existiert ein solches Intervall, auf dem g(z) monoton ist. Wihle [a;, b;] entsprechend. Wir integrieren
beide Seiten der behaupteten Gleichung iiber [a;, b;]. Die linke Seite ergibt

bi
/ dx 6(g(x)) ‘ Substitution y = g(z) = dy = dx % =dzg'(z)
a

3

R S 9.929
‘/g(m Y ) *@ (2.229)

Nun ist auf [a;, b;] genau dann y = g(x) = 0, wenn = = x;. Also ist

/ g(bi) 1 W) 1 g(bi) W)
dz (g / dy ——9d(y) = / dy 6(y
(ai) g (IZ) g/(xl) g(a;)

= g/(lxi) sgn [g(bi) — g(ai)] = g,(lTi)sgng’(xi) =

o
lg' ()|

wobei wir verwendet haben, dass g(x) auf [a;, b;] monoton ist. Die rechte Seite der Gleichung wird

/bidxzlé(xx»)zl/bidxé(xx-)zl§~ (2.231)
as ~ |g'(25)] g (@)l a, Vg )

da nur die eine Nullstelle z; = ; im Intervall [a,, b;] liegt, und damit

(2.230)

1
o= . (2.232)
g’ (i)
Damit ist die Behauptung gezeigt.
Die Stammfunktion von §(z) ist die Stufenfunktion (Heavisidesche Sprungfunktion):
T, 0 fiir x <z .
dx' 6(x" — xp) = = O(x—=xo) fir z# zo. (2.233)
o 1 fir z > 2o

Der Wert bei z = x¢ ist zunéchst undefiniert, man kann bei Bedarf #(0) = 1/2 setzen. Damit kénnen wir
die J-Funktion als Ableitung schreiben:

O(x —x9) = . 0(x — xo). (2.234)



6. Wir kénnen auch Ableitungen von §(z) definieren. Dazu fordern wir die Giiltigkeit der partiellen Integration

auch fiir 0: Sei a < zg < b, dann ist

b , b
/ dz &' (z — zo) f(z) = 6(;10—950)]‘(:5)‘(1—/ dr§(z — o) f'(z) = — f'(z0).

| —
0

Dies soll fiir beliebige a < g < b gelten, wir konnen also auch schreiben

' (z —20) f(x) = —d0(z — 20) f'(20).

Diese Vorschrift ldsst sich durch mehrfache Anwendung auf héhere Ableitungen verallgemeinern:

0 (@ — o) f(w) = (=1)" 8(x — z0) f) (xo).
B Beispiel: ,
/ dx 8" (z) 2 = / dx §(z) % 2 =2

— 00 — 00

2.4.2 Die §-Funktion im R3

(2.235)

(2.236)

(2.237)

(2.238)

Wir kommen noch einmal auf die §-Funktion in drei Dimensionen zuriick, die sich ja aus dem Wunsch ergab,
den Gauflschen Satz fiir ¥ = 7/r? zu retten. Die J-Funktion in drei Dimensionen ist in kartesischen Koordinaten

einfach definiert durch
§(7) == 6(x) d(y) I(=).
Manchmal schreibt man dafiir auch §2(7), was aber eher verwirrend erscheint. Es folgt
6(F" = 10) = 6(x — 20) 0(y — yo) 6(2 — 20).
Offensichtlich gilt
1. §(F) =0 V7 #0 und
2. [[fdvé(r) =1.

Also erfiillt §(7) die oben gestellten Forderungen an die Quellen des Feldes @ = #/r?:

V- T% = 47 §(F).
Da gilt . 51 R
= 7
Ve=Tar s
folgt die wichtige Beziehung R
V=¥V =¥ L = ani(i)
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Kapitel 3

Mikroskopische Elektrostatik

Eine der Fragen, die die Elektrodynamik beantworten soll, ist folgende: Gegeben die (evtl. zeitabhiingigen) Orte
71, 2, ... von (Quell-) Ladungen ¢1, g, ..., wie verliuft die Bewegung einer weiteren Ladung, der Probeladung
q? Also sind 7 (t), 72(t), ... und geeignete Anfangsbedingungen fiir die Probeladung gegeben und die Trajektorie
7(t) der Probeladung ist gesucht. Diese Formulierung der Aufgabe setzt offenbar voraus, dass die Bewegung
der Probeladung die Trajektorien der Quellladungen nicht beeinflusst — andernfalls miissten wir die gekoppelten
Bewegungsgleichungen fiir alle Ladungen 16sen. Die Annahme ist sinnvoll, wenn die Probeladung klein ist, d. h.,
wenn fir alle ¢ gilt |¢q| < |g;|. (Dies ist bei Weitem nicht die einzige Art von Frage, die wir stellen kénnen
— elektromagnetische Phédnomene existieren auch ohne Quellladungen, z. B. Licht.) Die Newton-Mechanik zeigt,
dass wir die Trajektorie 7#(t) im Prinzip bestimmen kénnen, wenn wir die zu jedem Zeitpunkt auf die Probeladung
wirkende Gesamtkraft kennen. Damit haben wir das Problem darauf zuriickgefiihrt, die Kraft auf ¢ aufgrund der
Quellladungen ¢, go, ... zu bestimmen. Die allgemeine Losung ist nicht einfach — der Grund dafiir ist, dass sich
elektromagnetische Wirkungen nur mit einer endlichen Geschwindigkeit, der Lichtgeschwindigkeit ¢, ausbreiten.
Die Kraft auf die Ladung ¢ zur Zeit ¢t aufgrund der Ladung ¢; kann daher nicht vom Ort 7;(t) von ¢; zur Zeit
t abhingen, sondern nur vom Ort 7;(¢') zur Zeit ', wobei eine Wirkung im Zeitintervall ¢ — ¢’ gerade den Weg
zwischen ¢; (zur Zeit ¢'!) und ¢ (zur Zeit ¢!) zuriicklegt. Dies bedeutet

|7(t) = ()] = e (t = t'). (3.1)

Das ist selbst eine komplizierte Gleichung fiir ¢/, die auch von der noch unbekannten Trajektorie #(¢) abhingt.
Wir werden aber in dieser Vorlesung die resultierenden zeitverzogerten (retardierten) Krifte nicht explizit aus-
zurechnen versuchen. Sind die Quellladungen in Ruhe, wird das Problem viel einfacher. Diese Annahme definiert
die Flektrostatik, um die es in diesem Kapitel geht.

Das Auffinden der Gesamtkraft auf die Probeladung wird durch das Superpositionsprinzip stark vereinfacht:
Ist F; die Kraft auf q aufgrund von g;, so ist die Gesamtkraft die vektorielle Summe

F=F +F+... (3.2)

Die Giiltigkeit des Superpositionsprinzips ist eine Erfahrungstatsache fiir das elektromagnetische Feld, es gilt
aber nicht in jeder Feldtheorie. Die klassische Feldtheorie der Gravitation, also die Allgemeine Relativitétstheorie,
erfiillt das Superpositionsprinzip z. B. nicht. Die beobachtete Giiltigkeit schrinkt sowohl die Form der das Feld
selbst beschreibenden Gleichungen (also der ,ungestérten Dynamik“ des Feldes) als auch die Form der Kopp-
lung der Ladungen an das Feld deutlich ein. Wegen des Superpositionsprinzips reicht es aus, die Wirkung einer
Quellladung zu untersuchen.
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3.1 Das Coulomb-Gesetz

Experimentell findet man, dass die Kraft einer Quellladung ¢’ in Ruhe am Ort 7/ auf eine Punktladung ¢ am Ort
7 gegeben ist durch das Coulomb-Gesetz (in SI-Einheiten)

Foaq Ar _ qf Ar (3.3)
 dmey (Ar)2 T dmeg (Ar)3 '
mit dem Abstandsvektor N
Ar =7 — 7", (3.4)
dessen Betrag, dem Abstand
7 S
Ar:=|Ar| = |F =7 (3.5)
und dem Einheitsvektor _ o
—~ Ar 7 —7

(3.6)

eo heifit die Permittivitit des Vakuums oder Influenzkonstante. Der Vorfaktor 1/4mep beruht nur auf dem Ein-
heitensystem, wir konnten den Faktor 1/4/4mey in die Ladung absorbieren, was auf Gaufische Einheiten fiihrt.
Physikalisch bedeutsam sind dagegen folgende Beobachtungen: Die Kraft F' ist

e proportional zur Quellladung und zur Probeladung,

e proportional zu 1/(Ar)? (Ar ist der Abstand),

e entlang der Verbindungslinie zwischen den Ladungen gerichtet, d. h. eine Zentralkraft, und
e abstoflend fiir gleichnamige und anziehend fiir verschiedennamige Ladungen.

Wir berechnen die Rotation V x F. Dazu legen wir den Koordinatenursprung in den Punkt 7/, also ¥/ = 0, und
verwenden Kugelkoordinaten. Dann gilt
6 0., ¢

9 9
rsinf dp " r 08

VxF=VxF= F,. (3.7)
Nun ist aber
q¢" 1

Fo="1 -
" dwey 12

(3.8)

unabhéngig von # und ¢ und daher V x F = 0. Damit ist die Coulomb-Kraft konservativ und es existiert ein
Potential. Fiir mehrere Quellladungen ¢; bei 7; liefert das Superpositionsprinzip die Gesamtkraft

= 54 % A=
F = F;, = —— Ar; 3.9
Z 47T€0 ; (A?“i)Q " ( )

i

e
mit Ar; = ¥ — 7; usw.
Die Kraft ist offenbar proportional zur Probeladung ¢q. Wir kénnen die Abh#ngigkeit von der Probeladung
also abspalten und schreiben
F=qE (3.10)

mit dem elektrischen Feld am Ort 7,

N 1 qi —
E(F) == T Z A Ar;. (3.11)
Das Feld E ist also unabhéingig von der Probeladung ¢ und insbesondere unveriandert fiir ¢ — 0. Dies legt nahe,
dem Feld E eine von Probeladungen unabhéngige Existenz zuzuschreiben. Es wire dann nicht nur eine Hilfsgrofie
bei der Berechnung von Kréften. Fiir die eigensténdige Existenz von E spricht, dass wir spédter nichttriviale
Bewegungsgleichungen fiir E in Abwesenheit von Ladungen erhalten werden. Kurz: elektromagnetische Wellen
breiten sich auch aus, wenn man sie nicht mit Hilfe von Probeladungen nachweist.
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3.1.1 Kontinuierliche Ladungsdichte

Die fundamentalen Ladungstriger (Elektronen, Quarks, ...) sind nach heutiger Erkenntnis punktf{érmig. Es
ist aber oft praktisch, von einer kontinuierlichen Ladungsverteilung auszugehen. Wenn wir nur an Effekten auf
Liangenskalen grofl im Vergleich zu atomaren Abstéinden (ungefihr 1 A=10"10 m) interessiert sind, kénnen wir die
Ladungsverteilung iiber Bereiche grof§ gegen atomare Abstinde aber klein gegen makroskopische Lingen mitteln:

1079 m <« [ < 107 3m

Wir gehen von diskreten Punktladungen ¢; zu infinitesimalen Ladungselementen dgq iiber:

Adl  in einer Dimension,
q; — dq = { ods in zwei Dimensionen, (3.12)

pdV in drei Dimensionen.
Hier ist
e )\ die Linienladungsdichte (Ladung pro Lénge),
e o die Flichenladungsdichte (Ladung pro Fliche) und
o p die Volumenladungsdichte oder einfach Ladungsdichte (Ladung pro Volumen).

Im Coulomb-Gesetz fiir das elektrische Feld wird die Summe iiber die Punktladungen zu einem Integral, formal

B = o [ o) (3.3

" Adreo

%
mit Ar = 7 — 7/ und dem Ladungselement dq(7’') am Ort 7. Dies ergibt

e in 1D: -
= 1 Ar
E(r) = "7 .14
)= e 4N i (314)
,r._'
Ar
C
dr’
77/
0
e in 2D: .
S | ;o Ar
B =1 g ds’ o (i) oa (3.15)
e in 3D:

(3.16)



(3.17)

Wir kénnen natiirlich in allen Fallen
—~ —
_Ar___Ar
(Ar)z — (Ar)?
ausnutzen, was die Rechnung oft erleichtert. Die dreidimensionale Version ist tatséchlich ganz allgemein. Wir
(3.18)

erhalten die 0D (Punktladung), 1D und 2D Resultate durch Einsetzen von geeigneten é-Funktionen fiir die

Ladungsdichte p(7). Zum Beispiel fiir
p(7) = qo 6(7" — 7o)

=7 q0 F—’Fo
= 3.19
7 — ’F/|3 4’/T60 |F—770‘3’ ( )

erhalten wir

r)? 4’/T60

D ! o1
E() = 1 {[f av' a0 ) jf AV’ 8(" = 7o)
also das Feld einer Punktladung.
Es wird spéter niitzlich sein, zu quantifizieren, wie viel elektrisches Feld durch eine gegebene Flidche S hindurch
(3.20)

tritt. Dies wird durch den elektrischen Fluss beschrieben. Dieser lautet
Dy = f ds- E.
S

(Man sollte sich nicht vorstellen, dass hier etwas durch die Fliche hindurch strémt.) Offensichtlich ist @5 = 0

wenn das Feld parallel zur Fliache § liegt, und betragsméifig maximal, wenn es senkrecht zu ihr steht
B Beispiel: Berechne das Feld E' im Abstand z iiber dem Mittelpunkt eines diinnen Drahtes der Lange L mit

gleichférmiger Linienladungsdichte A
z
Ar
_C \
L o 7L <«
L d’ L
Aus Symmetriegriinden ist E || 2. Es gilt
_>
1 A A L7z 2 — 2’
E.(0,0, 2) =2 /dl>\ L / do! —ZE7 22
4mey (Ar)3 Ameo J 2 [22 + (2/)2)P/?
L/2
Az /L/2 ! 1 Tafel A\Z ' /
= xT =
dmeo J_1/2 [z2+(x’)2]3/2 dmey 22 /22 + (2/)2 L
1 AL
= . (3.21)
Ameo 2 /22 4 (L/2)?
Es ist oft niitzlich, Grenzfille zu betrachten
(a) z> L:
1 AL 1 Q@
E, = o =, 3.22
dmey 22 ey 22 ( )
das ist das Feld einer Punktladung Q = AL
1 2)\
(3.23)

(b) z < L:
E .
? 47T6() z
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Damit haben wir das Ergebnis fiir einen unendlich langen Draht gefunden. Das Feld ist in diesem Fall natiirlich
unabhéngig von z und héngt nur vom Abstand z vom Draht ab. Beachte, dass das Feld mit 1/z, also schwéicher
als fiir eine Punktladung, abfillt.

Im Prinzip haben wir nun das Problem schon geldst, die Kraft auf eine Punktladung aufgrund beliebiger Quell-
ladungen zu bestimmen. Das ist aber aus zwei Griinden noch nicht ausreichend:

1. Die Auswertung des Integrals ist oft schwierig.

2. Bei Anwesenheit von Leitern kennen wir die Ladungsdichte p(7) gar nicht explizit, da sie vom Feld beeinflusst
wird. Wir miissen Ladung und Feld zusammen ausrechnen.

Wir stellen jetzt einige Werkzeuge bereit, um diese Schwierigkeiten zu iiberwinden. Dies wird auch zu einem
tieferen Verstdndnis des Zusammenhangs zwischen elektrischem Feld und Ladungen fithren.

3.2 Feldlinien

Eine Mboglichkeit, ein Feld E_'(f") graphisch darzustellen, ist, an ausgewéhlten Punkten den Vektor E_"(f') durch
einen Vektorpfeil wiederzugeben. Dies ist u. a. deshalb unpraktisch, weil E mit zunehmender Entfernung von den
Quellladungen schnell abnimmt. Besser ist die Darstellung durch Feldlinien. Diese gehorchen folgenden Regeln:

1. E() ist iberall tangential an den Feldlinien und zeigt in dieselbe Richtung.

E
/—w

Dies impliziert, zusammen mit dem Coulomb-Gesetz, die folgenden Regeln:

2. Feldlinien beginnen (enden) nur an positiven (negativen) Ladungen. Die ,, Anzahl“ der an einer Ladung
beginnenden (endenden) Feldlinien ist proportional zur Ladung (die Anzahl ist natiirlich unendlich, aber
wir zeichnen eine endliche Zahl von Linien, die proportional zur Ladung ist). Die Feldlinien gehen in alle
Raumrichtungen gleichméBig aus, da das Feld in der Ndhe einer Punktladung isotrop ist.

3. Feldlinien schneiden sich nicht (auler an Orten mit singuldrer Ladungsdichte, wo sie unstetig sind), denn
sonst wire E(7) am Schnittpunkt nicht eindeutig.

4. Die Dichte der Feldlinien ist proportional zur Feldstérke |E(7)|. Damit ist der Fluss ® des Vektorfeldes E
durch eine Flédche proportional zur Zahl der Feldlinien, die diese Flédche durchdringen.

E
A A 4

oz

Aus dieser Regel kann man die korrekte Abstandsabhéngigkeit des Feldes wieder gewinnen.

\
sc
h""ac/)

steq,'

47



Dabei muss man aber aufpassen: Diese Skizze in zwei Dimensionen beschreibt ein Feld in zwei Dimensio-
nen. Die Dichte der Feldlinien féllt mit 1/r ab, da ihre Anzahl konstant ist und der Umfang der Kreise
proportional zu r anwéchst. Dies legt nahe, dass E(F) ~ 1/r, was in einem zweidimensionalen Universum
tatséchlich stimmt, aber nicht in 3D. Es ist niitzlich, sich die Feldlinien als in alle Raumrichtungen zeigend
vorzustellen (Nadelkissen oder Seeigel). Dann ist die Oberfliche von Kugeln proportional zu 72 und damit
die Dichte der Feldlinien proportional zu 1/r% ~ E(7).

3.3 Das Gaufische Gesetz

Wir betrachten nun eine geschlossene Flidche. Der Fluss ®g durch diese Fléche ist proportional zur Zahl der
Feldlinien durch die Fliche. Andererseits ist jede Ladung ¢ innerhalb der Fldche Ursprung einer Anzahl von
Feldlinien, die proportional zu ¢ ist. Wir folgern, dass der Fluss durch die Fliche proportional zur eingeschlossenen
Gesamtladung ist. Das ist der wesentliche Inhalt des Gaufschen Gesetzes.

Wir iiberpriifen die Vermutung fiir eine Punktladung g. Der Fluss durch eine Kugel mit der Ladung im Mittelpunkt
ist

Bp = @S d5-E =1 @S fﬁsinedemp.};f

47eg
q . q q
= 0dody = 4T = —. 3.24
4meg @ S v dmeg i €0 (3:24)

voller Raumwinkel

Fiir dieses Beispiel ist der Fluss also tatséchlich proportional zur Ladung. Da Feldlinien nur an den Orten von
Ladungen beginnen oder enden, finden wir denselben Fluss fiir jede noch so komplizierte Fliche, die ¢ einschlief3t.

Wir konnen uns aber jede Ladungsverteilung als aus (evtl. unendlich vielen) Punktladungen ¢1, go, ... aufge-
baut denken. Dafiir gilt gem&fl Superpositionsprinzip

E=FE\+E>+... (3.25)
und wir folgern

Op = ff d5- B = (f ds- (Br+ Ba+ ...

:@Sdsf-Eﬁﬁd§-52+...:qi+qﬁ+...=Qi“, (3.26)
€0 €0 €0
wobel Qi = g1 + g2 + ... die eingeschlossene Gesamtladung ist. Damit erhalten wir das Gaufische Gesetz in
Integralform:
{f as-E= Cin. (3.27)

€0
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Beachte: Das Gaufische Gesetz beschreibt eine Eigenschaft des elektromagnetischen Feldes. Der Gauflsche Satz
ist eine exakte mathematische Aussage iiber Vektorfelder.

Wir kénnen das Gauflsche Gesetz mit Hilfe des GauBlschen Satzes auch in differentieller (lokaler) Form schrei-
ben: Wir betrachten ein Volumen V mit der Oberfliche 9V. Der Gaufische Satz zeigt, dass gilt

(fas-E={[favV- E (3.28)
oV \%

Auflerdem ist die Gesamtladung in V, unter Ausnutzung des Gaufischen Gesetzes,

jf AV p(7) = Qi = €0 ﬁ? s E, (3.29)
v oV

also folgt
V. F— r
jﬂ Vv - E = fﬂ av . (3.30)
v %
Das gilt aber fiir jedes Volumen V. Daher miissen die Integranden gleich sein:

vV-BE="2. (3.31)

€0
Das ist das Gauflsche Gesetz in differentieller Form.
Wir iiberpriifen seine Konsistenz mit dem allgemeinen Coulomb-Gesetz:

X

’ / ! / 7=
= 32
E(F) 47T60 jj dvip Ar 47760 jf dvip \T — 73 (3:32)
_ AV’ p(7') ¥ o _ ) 3.33
= 471'60 JI R € (3.33)
—_——
A S(F—F")

siehe GL. . Also folgt das Gaufische Gesetz aus dem Coulombschen. Gilt auch die Umkehrung? Kénnen wir
das Coulomb-Gesetz aus dem Gauflschen herleiten? Die Antwort ist ja. Die Herleitung illustriert zugleich eine
wichtige Losungsmethode. Wir betrachten nur eine Punktladung ¢ am Ursprung, da wir schon wissen, dass das
E-Feld fiir beliebige Ladungsverteilungen mittels des Superpositionsprinzips bestimmt werden kann.

Ein System mit einer einzigen Punktladung am Ursprung hat die volle Rotationssymmetrie einer Kugel. Daher
muss das E-Feld unter beliebigen Drehungen um den Ursprung invariant sein. Daraus folgt (fiir einen Raum mit
mindestens drei Dimensionen), dass das Vektorfeld E (7) iiberall radial sein muss und im Betrag nur vom Abstand
abhéngen kann:

E(7) = E,(r) 7. (3.34)
Sei V ein zunichst beliebiges Volumen, das den Ursprung (nicht am Rand) einschliefit. Dann gilt
{fas- £ = a (3.35)
€’
oV

Die zentrale Losungsidee ist nun, die Symmetrie des Systems durch Wahl eines geeigneten Volumens V auszunut-
zen. Wir wihlen V so, dass es die volle (Kugel-) Symmetrie des Systems hat, d.h. V soll eine Kugel des Radius r
um den Ursprung sein. Dann ist

ds = 7r? sinfdf de (3.36)
und, wie gesehen, .
E=E.(r)# (3.37)
also
. T 27 T 27
(fas B = / a9 [ der?sin@E.(r) -7 =12 E,.(r)/ do sin9/ de. (3.38)
0 0 ~ 0 0
[2)% 1
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Das Integral ist einfach der volle Raumwinkel 47 bzw. mit dem Faktor r? die Oberfliche der Kugel:

= 12 E.(r)4n (3.39)

I ¢
= FE, = - 3.40
(r) 4meq 12 ( )

— 1 q
= F = —=T. 41
() 47eq 7“2r (3.41)

Also folgt das Coulombsche Gesetz tatséchlich aus dem GauBschen.
Wir haben ein Volumen V bzw. eine ,,Gaulsche Fliche“ 0V gewihlt, die die Symmetrie so ausnutzen, dass das

Fliachenintegral trivial wird. Allgemein ist, wenn das elektrische Feld berechnet werden soll, das folgende Rezept
niitzlich:

1. Wenn moglich, zerlege eine komplizierte Anordnung von Ladungen in Beitridge hoherer Symmetrie. In diesem
Fall kann das Feld mittels des Superpositionsprinzips aus einfacheren Beitrdgen zusammengesetzt werden.

2. Priife, ob die Symmetrie des Systems so hoch ist, dass ein Satz von Volumina V existiert, so dass der

Integrand ds - E im GauBschen Gesetz auf deren Oberfliche (der GauBschen Fliche) 9V einfach ist, am
besten konstant. Insbesondere fiir

(a) Kugelsymmetrie wihle Kugeln und Kugelkoordinaten,
(b) Zylindersymmetrie wihle Zylinder und Zylinderkoordinaten,

(¢) zweidimensionale Translationssymmetrie wihle Prismen und kartesische Koordinaten.

_’ oy

3. Nur wenn dies nicht moglich ist, verwende das Coulomb-Gesetz.

B Beispiel: Berechne das Feld innerhalb und auflerhalb einer homogen geladenen Kugel mit dem Radius R

und der Ladung Q. Wir wilhlen die Gaufische Fliche 0V als Kugel (konzentrisch mit der geladenen Kugel) mit
dem Radius r.

1. Fall: » > R. Die gesamte Ladung ist in der Gaufischen Fliche eingeschlossen. Daher ist

(fas-E = Q (3.42)
€0
[5)%
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und analog zum Fall der Punktladung folgt

B = 37

47eg r2 "
2. Fall: r < R. Die Ladungsdichte innerhalb der Kugel ist

(3.43)
Q

p =
Innerhalb der Gaufischen Flache liegt die Ladung

(3.44)
Qun = j‘ﬂdw = pgjdv =

Damit lautet das Gaufische Gesetz

Q 4m 53 rs
3
{f a5 B(r) = Qr (3.46)
€0 R?’
v
3
T
= Arr?E.(r) = % w (3.47)
=~ EBi)=-1 L (3.48)
)= dmeq ~ R3 ’
., 1 Q
E(r) = — 7. 4
= (7) Ireo TP g (3.49)
Das Feld wichst also innerhalb der Kugel linear an. Eine analoge Rechnung liefert iibrigens die Gravitationskraft
innerhalb einer Kugel homogener Massendichte.
E. \
~7 ~1/r?

R

o = const. Dies ist der translationsinvariante Fall (c).

B Als zweites Beispiel bestimmen wir das elektrische Feld einer diinnen Schicht mit der Flachenladungsdichte
c
E

;ds? oy

A




Aus Symmetriegriinden ist E | £ und unabhéngig von z, y, also gilt

E(7) = 2 E.(2). (3.50)

Das System ist nicht nur translationsinvariant in der zy-Ebene, sondern auch invariant unter Spiegelung an der
zy-Ebene. Daher muss gelten
E.(—z) = —E.(2). (3.51)

Wir schreiben das Gaufische Gesetz fiir den skizzierten Quader (mit z > 0):

@dé‘ Ez—fjdepF)-—IUdVaé —"A (3.52)

mit der Grundfliche A des Quaders. Auf der linken Seite der Gleichung verschwinden die Beitrége der Seiten-
flichen, da hier E 1 d§ gilt, und wir erhalten

@ds E=2A-2E,(2)+ (—2A) 2E.(—2) = 2A-2E.(2) + (—2 A) - (2 E.(2)) = 24 E.(2). (3.53)
Deckel Boden
Es folgt
cA o

E.(z) = -2 54
(2) 50A 2 ir z > 0 (3.54)

und damit . -
E(7F) =sgn(z) 2 —. (3.55)

260

Beachte, dass das E-Feld unstetig ist.

B Ein letztes Beispiel: Berechne das E-Feld innerhalb und auBerhalb eines homogen geladenen Wiirfels mit der
Ladung @ und der Kantenléinge a. Was machen wir in diesem Fall? Eine erste Idee wire, wiirfelformige Gauflsche
Fldchen zu betrachten. Natiirlich gilt das Gaufische Gesetz fiir diese Flidchen. Aber aus der (diskreten Rotations-
und Spiegel-) Symmetrie des Systems folgt nicht, dass ds - E auf diesen Flichen einfach oder gar konstant ist!
Also kénnen wir @5 d3- E nicht ausrechnen. Wir miissen daher auf das Coulomb-Gesetz zuriickgreifen: Ist V der
geladene Wiirfel, so ist

1 Ar
L= / —/
 47ep jj dv' () (Ar)3
v
_ 1 /a/2 ! /a/Z dy/ /a/2 dz/g 7—
dreg _u/z —a/2 —u/2 a® |r'—7"[3

1 _ ! _ )
4“0 @’ S O TS P I PP

Eines der Integrale, z. B. iiber 2/, lisst sich noch elementar auswerten, danach wird es schwierig.

ﬁl

3.4 Rotation von F und skalares Potential

Wir kennen nun die Divergenz des elektrischen Feldes, némlich p/eg. Wie sieht seine Rotation aus? Aus dem
Coulomb-Gesetz folgt

= R 1 e
B av’ o(i' .
v x - Hj V' p(i) V x E—TEY (3.57)
Hierin ist
L R |F—77’|3V><<F ) (7= 7') x V|7 =72
VX e = T . (3.58)
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Hier wurde ausgenutzt, dass ¥/ aus Sicht der Ableitung nach 7 eine Konstante ist. Mit V x 7= 0 und

7!
i Kettemrendl g g2 G O BB gy e T e =8 (7 ) (3.59)
folgt
Lo (PR X3 —7(F—7)
VX e = T 0. (3.60)
Damit wird
V x E=0 (3.61)

das elektrische Feld fur eine statische Ladungsverteilung ist also wirbelfrei. Alternativ kann man zeigen, dass das
Llnlenlntegral $ di- E fiir jede geschlossene Kurve verschwindet und dann den Stokesschen Satz verwenden, um

V x E = 0 nachzuweisen.

3.4.1 Das skalare Potential

Wir hatten in Abschnitt gesehen, dass L
VXF=0 (3.62)

dquivalent zur Existenz eines Potentials V' mit F = —VV ist. Also folgt insbesondere aus V x E = 0 in der
Elektrostatik, dass ein Potential fiir das elektrische Feld existiert. Dieses nennen wir skalares (oder elektrisches)
Potential und bezeichnen es mit ¢(7). Es gilt also

E=-V¢. (3.63)

Wir kénnen ¢(7) explizit bestimmen: Da V x E =0, ist das Linienintegral

/ di- E (3.64)
7o

wegunabhéngig. Wir halten den Anfangspunkt 7 fest und definieren die Funktion

o(7) ::—/ dl' - E(7). (3.65)

Es folgt
Vo) =¥ / ar' - By = E(7) (3.66)

To
nach dem Fundamentalsatz. Das so konstruierte skalare Feld ¢(7) ist also tatséichlich das Potential zu E(7). Es
ist klar, dass das Potential von der Wahl das Anfangspunktes 7 abhiingt, ¢(7) ist also nur bis auf eine additive
Konstante festgelegt. Oft wiihlen wir entweder 7y = 0 oder 7 im Unendlichen. Da das Potential ¢(7) ein Integral
iiber E(7) ist, ist es stetig, solange E(7) beschrinkt ist. Ein Sprung in E fiihrt bei der Integration nur zu einem
Knick in ¢.
Fiir eine homogen geladene Kugel hatten wir z. B. gefunden

. 7 fir r < R,
B =

(3.67)

fir r > R.

To‘@%‘@

Fiir die Berechnung von

o(F) = —/ dl' - E(7) (3.68)



verwenden wir natiirlich Kugelkoordinaten. Konventionell wihlt man die Konstante in ¢ so, dass lim,_, o ¢(7) =0

gilt. Dazu muss 7y im Unendlichen liegen. Dann ist

() = —/O: dr'#' - E.(r')# = — /T dr’ E,.(r").

o0

1. Fall: »r > R. Wir erhalten

o) = [ - 2

o dmeg (12 Amey 1! . dmeg 1

2. Fall: r < R. Hier teilen wir das Integrationsintervall in zwei Teile:

SR S AW S
o= S T O
R r
Q1 Q ()
T dmeo | dmey 2R3
e} R
Q1 Q r? Q R
747760E747T60ﬁ+4ﬂ'6027R3
Q1 Q R?-—r?
" dmeg R 4meg 2R3

G

Das Potential am Ursprung nimmt den folgenden Wert an:

Q 1. Q 1 3@

¢(0)

- 4meg R + dmeg 2R 2 4meg

|~

Fiir eine geladene Ebene hatten wir

- o
E(7) =sgn(z) 2 %

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

Daraus folgt fiir das Potential (wir wilhlen als Integrationswege Strecken senkrecht zur Ebene und legen 7 in die

Ebene)

o(F) = _/ dil - E(7) = —/ dz' % -sgn(?') 2 2i =2 dz' sgn(z')
7o 0 €0

2¢0 Jo

A B fir z >0
N —z firz<0
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@(7) hat also einen Knick auf der Ebene.

Offensichtlich kénnen wir aus einem gegebenen Potential ¢(7) das elektrostatische Feld E (7) sofort berechnen.
E enthilt daher nicht mehr Information als ¢, obwohl es ein dreikomponentiges Vektorfeld ist. Die Komponenten
von E sind aber nicht unabhéngig, sondern durch die Bedingung

VxE=0 (3.75)

verkniipft.

Die Berechnung von ¢(7) ist oft einfacher als die von E (7), da ¢ ein skalares Feld ist. Wir miissen uns daher
nicht mit evtl. ortsabhéingigen Koordinateneinheitsvektoren herumschlagen. Beachte, dass ¢(7) dem Superpositi-
onsprinzip gehorcht, da ¢(7) = — f;o dll - E (7") gilt und E dem Superpositionsprinzip gehorcht. Aber ¢ ist dann
eine skalare und keine Vektorsumme.

Das Potential einer Punktladung ¢ am Ursprung ist offenbar

7 T Al
= dr - E*’:—L/d?-T =1 /d“’-’"
o(7) /r0 (™) e ()2 ireo ),y rr ()2
q (s dlr/
= — = 3.76
dreg /7,0 (r)2 +4’/T60 <r ) (376)

Mit der Wahl ry = oo erhalten wir

o) = — 2. (3.77)

47'('60 T

Fiir eine beliebige Ladungsverteilung p(7) kénnen wir jetzt das Superpositionsprinzip anwenden und sofort schrei-

ben
o) = 47r60 jjf Ar 47T60 jjj \7" — (3.78)

Dieses sogenannte Poisson-Integral ist (ein bisschen) einfacher als das allgemeine Coulomb-Gesetz fiir E(7).

B Beispiel: Bestimme das skalare Potential und das elektrische Feld innerhalb und auBerhalb einer diinnen
Kugelschale des Radius R mit der Flichenladungsdichte o = const. Diese Aufgabe kénnen wir leicht mit Hilfe des
Gauflschen Gesetzes 16sen. Wir wihlen konzentrische Kugeln als Gaufische Flachen. Auflerhalb der Kugelschale
liegt die gesamte Ladung Q = 47w R?0 innerhalb und wir erhalten wie oben

I B

dmeg T T

(3.79)

Im Inneren der Kugelschale liegt nun aber gar keine Ladung innerhalb der Gaufischen Fliche, daher lautet das
Gauflsche Gesetz
4rr? E.(r) =0 (3.80)
= E.(r)=0, (3.81)

also ist E = 0 innerhalb der Kugelschale. Fiir das analoge Problem des Gravitationsfeldes einer schweren Kugel-
schale bedeutet dies, dass man innerhalb einer solchen Schale schweben wiirde. Fiir das Potential erhalten wir
auflerhalb der Schale ohne neue Rechnung

Q

= 3.82
471'60 r ( )

¢(r) =

Innerhalb der Schale miissen wir aber aufpassen: Wir haben, in Kugelkoordinaten,

() = — / By = / T_Oo dr' B, ( / ) / @ B () = (R, (3.83)

47"50 (r’ )2

Das Potential im Inneren ist also, fiir Anfangspunkt im Unendlichen, konstant und gleich dem Potential auf der
Kugelschale. Es ist nicht Null, obwohl das E-Feld im Inneren verschwindet! Beachte, dass wir ¢(7) ausgehend
vom Anfangspunkt (hier unendlich) bestimmen miissen.
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3.4.2 Die Poisson- und die Laplace-Gleichung

Wir driicken nun die Beziehungen

vV E="L (3.84)
€0
VxE=0 (3.85)

durch das Potential ¢ aus. Die zweite Gleichung wird zu
—VxVe¢=0. (3.86)

Aber das ist nach Abschnitt automatisch erfiillt: Die Rotation eines Gradientenfeldes verschwindet. Wir
haben V x E = 0 bereits ausgenutzt, um ¢ zu konstruieren; diese Gleichung ist damit erledigt. Andererseits wird

das Gauflsche Gesetz zu

YV V= -V2=L, (3.87)

also
v2p=—L. (3.88)

Dies ist die Poisson-Gleichung fiir das skalare Potential. Sie folgt also direkt aus dem Gauflschen Gesetz. Fiir den
Spezialfall verschwindender Ladungsdichte erhalten wir die Laplace-Gleichung

V2¢ = 0. (3.89)

Sie sieht einfach aus, ihre Losungen haben aber sehr interessante mathematische Eigenschaften. Funktionen, die
V2¢ = 0 erfiillen, heiBen harmonisch.
Hat die Laplace-Gleichung eine eindeutige Losung? Nein, denn

&(F) =0, @-7, vy +yz + 2z, xyz, > —y?, sinkrsinhky, ... (3.90)

erfiillen alle die Gleichung. Welche ist also die physikalische Losung? Das wird durch die Randbedingungen be-
stimmt. Lauten diese lim,_, o ¢(7) = 0, so kann man zeigen, dass ¢ = 0 die einzige Losung ist. Entsprechend kann
man zu jeder Losung der Poisson-Gleichung eine beliebige harmonische Funktion addieren. Welche die richtige
ist, entscheiden wieder die Randbedingungen.

Als Beispiel bestimmen wir das Potential einer Punktladung durch Lésen der Poisson-Gleichung

%6(7) = - 0(7) (3.91)

mit der Randbedingung lim,_, o ¢(7) = 0. Wir verwenden die niitzliche Methode der Fourier-Transformation. Die
linke Seite ergibt Fourier-transformiert

fj d3re—zkrv2 Pame“ IJ‘ &3 (ﬁ ‘EF) §¢(—*>
P [ff dor (T ) o) = [[f o (R o = ko). (392)



Wir haben hier angenommen, dass ¢(7) im Unendlichen schnell genug verschwindet (Randbedingung!) und die
Oberflichenterme weggelassen. Wir unterscheiden eine Funktion und ihre Fourier-Transformierte hier nur durch
ihre Argumente.

Die rechte Seite der Poisson-Gleichung hat die Fourier-Transformierte

q —ik- . q
- ;ffj d®re FT5(F) = T (3.93)

€

Damit erhalten wir

— K2 p(k) = _4 (3.94)

€0 '
Dies ist cine algebraische Gleichung fiir ¢(k), die sich trivial 1osen lisst:

L1
o(k) = . % (3.95)

Nun miissen wir ¢(E) noch riicktransformieren, um ¢(7) zu erhalten. Wir verwenden Kugelkoordinaten k, 8, ¢
im k-Raum und wéhlen die k.-Achse parallel zu 7. Dann ist

o) = [[] (;i]; ei’g'?% e (Qi)g {[[ ak a6 g 3 sin g e eos’ };
q 1

-9 / dk/ 6 singeihreoso — 4L 1 [T, sinkr
0 0

eo (2m)? € T 212 J, k
1 25};) kr :%
q -
= — = 3.96
dmeg T ( )
Das ist das schon bekannte Ergebnis.
3.4.3 Weitere Eigenschaften der Laplace-Gleichung
Die Laplace-Gleichung
V=0 (3.97)

bestimmt das Potential in einem ladungsfreien Volumen V fiir gegebene Randbedingungen auf dessen Oberflache
V. Diese beruhen auf Ladungen auflerhalb von V. In diesem Abschnitt diskutieren wir einige wichtige mathema-
tische Eigenschaften der Laplace-Gleichung und ihrer Losungen. Um ein Gefiihl fiir die Losungen zu bekommen,
betrachten wir die Gleichung in d = 1, 2, 3 Dimensionen.

(a) d = 1: Die gewdéhnliche Differentialgleichung
d2
®o_,
dx?
hat die allgemeine Losung ¢(z) = ax+b (eine allgemeine lineare Funktion). Die beiden Parameter a, b miissen
aus den Randbedingungen bestimmt werden. Z.B. kénnte ¢(x) selbst an den Endpunkten eines Intervalls
vorgegeben sein. Es folgt trivial:

(3.98)

e ¢(x) hat die Mittelwerteigenschaft

o(z) = 2@ =9 '; P@H) v, (3.99)

der Funktionswert ist an jedem Punkt das arithmetische Mittel der Werte an den (beiden) dquidistanten
Punkten z =+ ¢ fiir alle c¢. Die Lésungen der Laplace-Gleichung haben die geringst mogliche Struktur, die
mit den Randbedingungen vereinbar ist, d. h. sie sehen nicht so aus:
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o ¢(x) hat keine Extrema im Inneren eines beliebigen Intervalls, nur am Rand.

(b) d = 2: Zur Veranschaulichung der Laplace-Gleichung insbesondere in zwei Dimensionen ist es niitzlich, sich
einen Seifenfilm mit der mathematischen Darstellung z = z(z,y) vorzustellen. Man kann zeigen, dass fiir
kleine Variationen von z, d.h. fast konstantes z(z,y), der Seifenfilm der Laplace-Gleichung

0? 0?

gehorcht, wobei Randbedingungen fiir z(z, y) z. B. durch die Form von Dréhten gegeben sind, die den Sei-
fenfilm aufspannen.

Die zweidimensionale Laplace-Gleichung lautet

2o Po

57t o = (3.101)

Dies ist, anders als fiir d = 1, eine partielle Differentialgleichung. Die allgemeine Losung enthilt nun unendlich
viele Parameter, die durch die Randbedingungen auf dem Rand einer Fliche bestimmt werden. Man kann
folgende Eigenschaften beweisen, die direkt die in einer Dimension trivial giiltigen Aussagen verallgemeinern:

e ¢(z,y) ist das arithmetische Mittel von ¢ an allen dquidistanten Punkten, das sind hier alle Punkte auf
einem Kreis:

oz, y) di' (2’ y/), (3.102)

- 2rR Cr

wobei Cr der Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt (x,y) ist (Beweis siehe Fall d = 3). Das
ist eine starke Aussage: ¢(7) auf einer Kurve bestimmt ¢(#) an einem fernen Punkt. Man kann sogar
zeigen, dass ¢(7) auf jeder geschlossenen Kurve ¢(7) an jedem Punkt im Inneren eindeutig festlegt.

e ¢(x,y) hat keine Extrema im Inneren einer Fliche, nur am Rand.

(¢) d = 3: Die Laplace-Gleichung lautet
¢ 0*¢  0*¢

T A 3.103
ox? + oy? * 022 ( )
Die Eigenschaften sind i. W. dieselben wie fiir d = 2:
o Mittelwerteigenschaft:
o 1 / —/
o) = ;{;ﬁ ds' ¢(7"), (3.104)
R

Sg ist die Kugel mit Radius R um den Punkt 7.

e ¢(7) hat keine Extrema im Inneren eines Volumens, nur an der Oberfliche.
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O Beweis: Sei .
e ! —/
UR() = gds o(7"). (3.105)
R

Verwende Kugelkoordinaten R, 6, ¢ fiir ¥/ — 7, dann ist
1 ™ 2

- A sing [ dp RE (7 3.106

bl 4W/ o [ de R () (3.106)

2T —»/ —

WR Wrlr) _ / do sme/ dy 8¢ ! @ds’%

T wnR? OR
Sr
1 S or’
- {f as (v G )) o= (3.107)
Sr
Da nach Definition gilt R
7 —7=RR, (3.108)
folgt
or’ .
3.109
o~ & (3.109)
und
81,[)3(7?) _ 1 1 =t 5 >/ ﬂ/ Gaufl 1 5/
o = = (Jds (v G )) R= o R2 @d V() 2 R2 Hfdv V-V 6(7), (3.110)
SR (VI)Q
wobei Sg = V. Da ¢ die Laplace-Gleichung erfiillt, folgt
OYR(T)
= 11
on (3.111)

und damit, dass ¥ g (7) unabhingig vom Radius R ist. Da die Funktion ¢(7) stetig ist, sie ist ja sogar zweimal
stetig differenzierbar, ist auch ¥ (7) stetig in R und

i () = 6(7). (3.112)
Da ¢ (7) unabhéingig von R ist, folgt
Vr(F) = ¢(F) VR =0. (3.113)

Die zweite Aussage (kein Extremum) folgt dann einfach per reductio ad absurdum: Angenommen, ¢(7) habe
ein lokales Maximum (Minimum) bei 7. Dann existierte eine Kugel Sg mit dem Mittelpunkt 7, so dass ¢(7)
iiberall auf Sg kleiner (groler) als ¢(7) wire. Dann wire der Mittelwert von ¢(7) iiber Sg aber auch kleiner
(groBer) als ¢(7p), im Widerspruch zum ersten Teil.

Ein wichtiges Korollar ist Farnshaws Theorem: Eine Probeladung hat im elektrostatischen Feld einer beliebigen
Ladungsanordnung keine stabilen Gleichgewichtspositionen. Denn dazu miisste die potentielle Energie V() =
qo(7) ein lokales Minimum besitzen, was sie nicht tut, da sie die Laplace-Gleichung erfiillt.

Die Probeladung hat i. A. labile Gleichgewichtspositionen, im Beispiel den Mittelpunkt des Wiirfels. Dort ver-
schwindet die Kraft, aber fiir infinitesimale Auslenkungen in gewissen Richtungen tritt sofort ein wegtreibende
Kraft auf. Aus Earnshaws Theorem folgt, dass man Ionen nicht elektrostatisch einfangen kann — Ionenfallen
erfordern zeitabhingige Felder.
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3.5 Arbeit und Energie in der Elektrostatik

Wieviel Energie kostet es, eine Probeladung ¢ vom Ort @ (in Ruhe) zum Ort b (in Ruhe) zu bewegen? Aus der
Mechanik wissen wir, dass die Probeladung im Kraftfeld ﬁel die Arbeit

b
W = / dl'- Foy(7) (3.114)

leistet. Die elektrische Kraft ist, wie oben besprochen, F, = qE. Aus V x E =0 folgt V x Fy = 0, also ist das
Kraftfeld konservativ und das Linienintegral ist unabhéngig vom Weg.

Ublicherweise fragen wir nach der Arbeit W, die wir an der Ladung verrichten miissen, um sie von @ nach b
zu bringen. Diese ist

5
W=— el:—/ dl- .. (3.115)

(Uberpriifen Sie bei Rechnungen die Plausibilitit des Vorzeichens!) Damit ist

-,

W= —q/ dl- E = q[6(b) — 6(@)]. (3.116)

a

Bis auf den Faktor ¢ ist die Differenz der skalaren Potentiale also die benétigte Arbeit.ﬂLiegt der Anfangspunkt
@ im Unendlichen und vereinbaren wir die Randbedingung ¢(co) = 0, so folgt (mit 7= b)

W = q¢(7). (3.117)
Dieser Zusammenhang ist gewissermaflen das Integral von
Fy=qE. (3.118)

Die Arbeit W, die erforderlich ist, um die Probeladung aus dem Unendlichen zum Ort # (in Ruhe) zu bringen,
ist die potentielle Energie im elektrischen Feld.

Wir bestimmen nun die potentielle Energie eines Systems von N Punktladungen ¢, g2, ... Wir stellen uns
vor, die Ladungen alle eine nach der anderen aus dem Unendlichen heranzubringen. Die erste Ladung kostet keine
Energie, da noch kein E-Feld aufgrund anderer Ladungen vorhanden ist (W, = 0). Die zweite kostet die Energie

. 1 Q 1 q1q2
Wo = = = . 3.119
2 q2 ¢1 (TQ) q2 47T€0 |F2 — Fll 47T€0 |F2 — Fll ( )
Die dritte kostet 1 )
S 4193 q293
W3 = T3) = 3.120
3= (3 O1und2(73) Ireo [ — 7] T dreg 7 — 7]’ ( )
die vierte ) 1 )
q194 4294 4344
W, = 3.121
4 471'60 |’F4 — Fll 47‘(‘60 |7:'4 — F2| 471‘60 |774 — ’F3| ( )
usw. Insgesamt erhalten wir
1 S g 11 g
W= W, +Wo+Ws+...= = = B 3.122
\,}/J’_ 2+ W3+ 47eq ijzzl ‘f}—ﬁ‘ 4dmeg 21‘]2::1 |77}777‘l| ( )
0 i<j i#j

Der Faktor 1/2 korrigiert die Doppelzihlung der Paare von Ladungen in der Summe. Dieser Ausdruck ist offen-
sichtlich unabhéingig davon, in welcher Reihenfolge wir die Ladungen heranfiihren.
Wir wollen die Energie durch das Feld ausdriicken. Als ersten Schritt schreiben wir die Energie um als

1 1 q;
W== . J 3.123
qu 47T60 J%Z |T—,'Z_,F»]| ( )

%
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Der unterklammerte Term ist das skalare Potential am Ort 7; der Ladung ¢; aufgrund aller anderen Ladungen.
Wir kénnen daher schreiben

1 .
W = 3 Z i Dohne g, (75)- (3.124)

Nun gehen wir zum Kontinuumslimes iiber. Dazu teilen wir den Raum in Zellen am Ort 7 mit der Ladung p(7) AV
ein und bilden am Ende den Grenzwert fiir AV — 0. Die Energie lautet

W= Zp ) AV potme #(7 Zp 7) AV [$(7) — ¢(7)]. (3.125)

Hier ist ¢(7) das gesamte Potential und ¢#(7) das Potential der am Ort 7 zentrierten Zelle. Da die Ladungsdichte
p(7) beschrinkt ist, ist ¢z(7) endlich. Im Limes AV — 0 geht die Ladung pAV der Zelle gegen Null und damit
auch ¢7(7). Daher konnen wir den Korrekturterm (,,Selbstwechselwirkung®) fiir AV — 0 vernachlissigen. Wir
erhalten

1 _,
W= jf v p(7) ¢ (7). (3.126)
Dies ist plausibel, da pdV ¢ die Energie der Ladung p dV im Potential ¢ ist. Die Energie einer Ladungsverteilung

in einem externen Feld wire also
cht = J:[f av P(F) ¢cxt (723 (3127)

Das ist die Arbeit, die erforderlich ist, um eine schon im Unendlichen zusammengesetzte Ladungsverteilung in ein
schon vorhandenes Potential zu holen. Der Faktor 1/2 in GL kommt daher, dass ¢ nicht extern vorgegeben
ist, sondern von denselben Ladungen p erzeugt wird. Das Integral enthélt daher die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen zwei Orten 7 und 7' zweimal und der Faktor 1/2 korrigiert diese Doppelzéhlung.

Nun driicken wir p und ¢ durch das elektrische Feld E aus:

R (3.128)
o~ W= iofﬂdv V.E)é
partiell %Oﬁdg-E¢— 2J‘devﬁ,ﬁ¢_ (3.129)

Wir nehmen nun an, dass die Ladungen auf einen endlichen Bereich beschriankt sind. Dann fallt E weit weg
von allen Ladungen wie 1/r% ab, sowie ¢ wie 1/r. Die Oberfliiche 9V wiichst dagegen nur wie r? an und der
Oberfliichenterm verschwindet daher fiir )V — R3. Dann folgt

W_——fjdeE —F) EZUJJ dv E2(7). (3.130)

Die Energiedichte ist also
= %OE2(F). (3.131)

Es ist bemerkenswert, dass sich die Energie allein durch das Feld ausdriicken lidsst. Dies legt erneut nahe, dass das
E-Feld ein eigenstiindiges physikalisches Objekt, und nicht nur eine Hilfsgréfle fiir die Berechnung von Kriiften,
ist. Insbesondere kann das E-Feld Energie speichern.

Die Energiedichte w(7) ist offensichtlich ein skalares Feld — das Quadrat eines Vektors ist ein Skalar. Da aber
w quadratisch vom Feld E abhéngt, gilt das Superpositionsprinzip fiir w nicht.

B Beispiel: Wir berechnen die Energie einer Kugelschale mit dem Radius R und der gleichférmigen
Flachenladungsdichte o auf zwei Wegen:

(a) Esist
= % H AV p(7) ¢(7). (3.132)
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Mit p(7) = od(r — R) und

1 Q
R-_ L ¢ 3.133
R = 7 (3133)
mit der Gesamtladung @ = 47 R%0 (s.0.) erhalten wir
c 1 Q 1 Q2
W=— — dV é(r — . 3.134
2 4meg R ff (r—R)= 8meg R ( )
=(fds=4wR?
(b) Andererseits gilt
= %0 [[[ av B2, (3.135)
Mit (s.o0.)
- 0 firr <R
E(F) = 3.136
") {47360 Sp  firr >R (8.136)
erhalten wir in Kugelkoordinaten
2 1 ) [e'e] ) T 27 1
—-— = d df sin 6 dp —
Iff 471'60 r4 32712¢q @ /R " /0 S /0 Yo
4
1, [®dr 11 1 Q2
_ @ 2l = b 3.137
8eg @ /R r2 8meg 7| 8meg R ( )

Die beiden Wege fiihren zu demselben Ergebnis, wie erwartet.
Wenn wir auf demselben Weg die Feldenergie einer Punktladung ¢ berechnen, stoflen wir auf ein Paradoxon:
Die Energie ist

2 o0 2 oo
q dr qg 1
drdfd 9 — — = ~-| =oo0. 1
fjj 47T€o r4 327‘(260 jj " pr* sin 871'60/0 r2 8meg 7, o0 (3.138)

Sie divergiert, wiahrend der urspriingliche Ausdruck

1 5
W = 5 zﬁ: i Pohne i (T7) (3.139)

endlich ist, ndmlich Null, da ¢onne ; das elektrostatische Potential ohne Ladungen ist. Das Problem beruht darauf,
dass die Verallgemeinerung auf

- %ﬂ AV p(7) $(7) (3.140)

das wvolle Potential aufgrund aller Ladungen enthélt. Fiir kontinuierliche und beschriankte Ladungsverteilungen
macht das keinen Unterschied, wie wir gesehen haben. Bei einer Punktladung enthélt aber ein infinitesimales
Volumen eine endliche Ladung. Die beiden Ausdriicke fiir die Energie W unterscheiden sich durch die Selbst-
wechselwirkung der Punktladung, das ist die Energie, die erforderlich ist, um die Punktladung aus infinitesimalen
Ladungen zusammenzusetzen. Diese Energie ist tatséchlich divergent. Die im E-Feld gespeicherte Energie ist
demnach ebenfalls divergent — wenn wir die Punktladung zerlegen wiirden, kénnten wir diese Energie extrahieren.
Eine mogliche Deutung ist folgende: Die divergente Selbstwechselwirkung der Elementarteilchen interessiert uns
nicht, da wir diese aus Prinzip nicht zerlegen und daher diese Energie nie extrahieren kénnen.
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3.6 Leiter

Ein Leiter ist ein Material mit beweglichen Ladungstrigern. Beispiele sind

Metalle,
Halbleiter, insbesondere dotierte,
Elektrolyte (Losungen von Ionen),

Plasmen (ionisierte Gase).

Wir beschéftigen uns noch immer mit der Elektrostatik, d.h. wir betrachten den stationdren Zustand der La-
dungstriager. Wir stellen uns vor, dass wir lange genug warten, damit sich die Ladungstréiger als Antwort auf ein
angelegtes Feld rearrangieren kénnen. Daher ist es fiir den stationdren Zustand gleichgiiltig, ob das Material gut
oder schlecht leitet (s.u.) — es dauert nur kiirzer oder linger, bis der stationére Zustand erreicht ist. Insbeson-
dere miissen wir keinen idealen Leiter annehmen, also ein Material, das der Bewegung der Ladungstriager keinen
Widerstand entgegensetzt.

Eigenschaften von Leitern:

1.

FE = 0 im Inneren eines Leiters:

- +
= F
- +
_E1 +
- 4
_

- +

=

Ey

Wir legen ein elektrisches Feld Eo, gemessen weit entfernt von einem leitenden Korper, an, z. B. durch einen
groflen Plattenkondensator. Auf die Ladungstriger im Leiter wirkt dann eine Kraft und sie bewegen sich
in Richtung dieser Kraft. Sie sammeln sich an der Oberfliche des Leiters an, da sie ihn nicht verlassen
koénnen (Vakuum oder Luft ist ein Isolator). Die angesammelten Ladungen erzeugen ein zusitzliches Feld
E,, das Ey entgegengerichtet ist. Die weitere Verschiebung von Ladungen hort erst auf, wenn das Gesamtfeld
E = EO + E; und damit die Gesamtkraft im Inneren verschwindet. Dann hat der Leiter einen stationiren
Zustand erreicht. Also findet man im stationéren Zustand E = Eo + E; = 0.

p = 0 im Inneren eines Leiters: Dies folgt sofort aus dem Gaufischen Gesetz p = eV -E=0.

Daraus folgt, dass die eventuell vorhandene Uberschussladung des Korpers an seiner Oberfliche sitzt. Das-
selbe Ergebnis erhéilt man, indem man die Feldenergie minimiert.

Jeder Punkt im Inneren oder an der Oberfliche eines zusammenhéngenden Leiters liegt auf demselben
Potential ¢. Also ist insbesondere die Oberfliche eines Leiters eine Aquipotentialfliche.

S

QL
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Die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten im Leiter ist ndmlich

b
(b) — 6(a@) = —/T di-E = (3.141)
= o(b) = ¢(a). (3.142)

Der Integrationsweg C kann wollstindig innerhalb des Leiters gewdhlt werden. Offensichtlich kénnen wir
nicht folgern, dass zwei nicht zusammenhdingende Leiter auf demselben Potential liegen miissen.

5. Das E-Feld steht iiberall senkrecht auf der Oberfliche eines Leiters: Die physikalische Begriindung ist,
dass eine Feldkomponente parallel zur Oberfliche einen Strom parallel zur Oberfliche hervorrufen wiirde.
Dieser wiirde flielen, bis sich die Ladungen so umverteilt haben, dass E senkrecht steht. Mathematisch
folgt die Aussage sofort aus den Eigenschaften des Gradienten: Die Oberfliche ist nach Punkt 4. eine
Aquipotentialfliche Daher steht dessen Gradient §¢ = —FE iiberall senkrecht auf dieser Fliche. Beachte,
dass die Aussage fiir beliebig geformte Korper gilt.

N
E
Folgerungen:
(a) Eine Punktladung ¢ und ein ungeladener Leiter ziehen einander an.
Eq
q>0
°

N

Das Coulombfeld Eo aufgrund von ¢ (0.B.d.A. sei ¢ > 0) polarisiert den Leiter; es influenziert Ober-
flichenladungen. Die negativen Oberflichenladungen befinden sich ndher an ¢ als die positiven. Da die
Coulomb-Kraft mit dem Abstand abfillt, ist die Gesamtkraft attraktiv.

(b) Betrachte einen ungeladenen kugelformigen Leiter mit einem unregelmiifiigen Hohlraum im Inneren. Dieser
soll eine unregelméflig verteilte Ladung ¢ enthalten. Was ist das elektrische Feld auflerhalb der Kugel?

neutraler Leiter

Gaullsche Oberflache
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Fiir eine Gaufische Oberfliche 0V, die ganz im Inneren des Leiters liegt, gilt

Qin o - I
m” —é%gds- E =o0. (3.143)
0

Daher muss die auf der inneren Oberfliche des Leiters influenzierte Ladung —g betragen. (Die rdumliche
Verteilung dieser Oberflichenladung zu finden, kann schwierig sein!) Da der Leiter insgesamt neutral ist,
muss auf der dufferen Oberfliche die Ladung +¢ influenziert werden. Diese Ladung muss gleichméfig verteilt
sein, denn sonst wiirde ein Strom entlang der Oberfliche flieen, um sie auszugleichen. (Beachte, dass diese
Oberflichenladung von der Ladungsverteilung im Inneren nicht beeinflusst wird, da deren elektrisches Feld
im Leiter und damit an der duferen Oberfliche verschwindet.) Damit ist das Feld im Auflenraum das einer
homogen geladenen Kugelschale, also

., 1 q
E(F) = — 7 3.144

(™) Tmeg 72" (3.144)
Nur die Gesamtladung ¢ ist von auflen sichtbar, die Information iiber ihre Verteilung ist nicht zugénglich.
Elektrostatische Felder kénnen daher nicht verwendet werden, um das Innere von Leitern zu untersuchen
(elektrodynamische Felder hingegen schon, z. B. Rontgenstrahlen).

3.6.1 Oberflaichenladung und elektrisches Feld

Wir betrachten ein kleines Flachenelement AA auf der Oberfliche eines Leiters. Da das Flichenelement klein ist,
konnen wir die Oberfliche als eben ansehen. Wir wiahlen die z-Achse senkrecht zur Oberfliche und betrachten
die folgende Gaufische Oberfliche OV, vgl. Abschnitt

1ds
| [9)%

Ad ~— Vakuum

AA Leiter

AA

A
Y ds
x
Das Gaufische Gesetz lautet AA
@Sd; E=722 (3.145)
€0

Fiir ein kleines Volumen V ist E parallel zu den Seitenflichen des Quaders und wir erhalten

MEjuBen *MEiznnen — %I (3.146)

€o

Oder allgemeiner, mit dem Einheitsvektor # senkrecht zur Oberfliche und nach aufien gerichtet:

7y . Eoufen _ piinnen _ T (3.147)
€0

Innerhalb eines Leiters gilt jedoch E =0 und es folgt

7. Bousen — 7 (3.148)
€0
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Da das E-Feld wie besprochen senkrecht auf der Oberfléiche steht (Aquipotentialfliche!), gilt im AuBenraum, nahe
der Oberfliche, E*"8e" = F = E 7, also

=2 (3.149)
€0
- o
= E=Zh (3.150)
€0

Das ist ein sehr einfacher Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld an der Oberflache eines beliebigen Leiters
und der lokalen Oberflichenladungsdichte. Beachte, dass o fiir einen nicht sphérischen Leiter nicht homogen ist.
Die Beziehung gilt dennoch an jedem Punkt der Oberfldche.

Wir berechnen noch die Kraft, die das Feld E auf die Oberflichenladungen ausiibt. Die Kraft wirkt senkrecht
zur Oberfliche, da E || 72 ist. Wir bestimmen zunéchst die bei einer Verschiebung der infinitesimalen Oberfléchen-
ladung o dA um eine Strecke dl senkrecht zur Oberfliche geleistete Arbeit dW.

Diese Arbeit ist die Anderung der Feldenergie. Im Aufienraum ist die Energiedichte €0F?/2, im Innenraum ist sie
Null. Die Energieinderung ist also

AW = —%0 dAdl E?. (3.151)
Die Kraft erhalten wir einfach aus dW = —dF dl zu
1
dF = L E2dA = — 5% dA. (3.152)
2 260

Die Kraft pro Fliche ist also
~ dF 1
=—=—0"N. 3.153
dA ~ 26" " (3.153)
Eine Normalkraft pro Fliche ist ein Druck
2

- g €0 2
=|fl=—=—F". 3.154
p=Ifl= 5= =13 (3.154)
Man kann sagen, dass ein elektrisches Feld einen Druck auf einen Leiter ausiibt. Zwar gibt man diesen Druck
mit einer positiven Mafizahl an, er ist aber tatsichlich negativ, ndmlich entgegensetzt zum Druck aufgrund eines
Gases.

Gas

&

Kraft

Festkorper T

Kraft

Die Kraft bzw. der Druck zieht den Leiter in das elektrische Feld hinein. Dies vermindert die Feldenergie, da
Vakuum (mit Energiedichte egE?/2 > 0) durch Leiter (mit Energiedichte Null) verdringt wird.
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3.7 Kondensatoren

Zwei leitende Korper beliebiger Form mogen die Gesamtladungen Q > 0 und —@Q < 0 tragen. Sie bilden einen

Kondensator.

< ]

Ein zusammenhéngender Leiter hat ein gleichférmiges Potential ¢ im Inneren und an der Oberfliche. Daher ist
die Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Leitern eindeutig definiert:

U:¢+—¢_:—/df-1§ (3.155)
C

mit einem beliebigen Integrationsweg C, der die beiden Leiter verbindet. E(F’) ist i. A. kompliziert, jedoch pro-
portional zur Ladung Q. Dies folgt aus der Linearitit der Gleichungen der Elektrostatik (tatséchlich auch der
gesamten Elektrodynamik): Wenn

= = ﬁ . . A .
V-E=L Q= jvf av p(#), Q= fvﬂ v p(#), (3.156)
1 2
dann gilt mit einer beliebigen Konstanten o auch
= = ap .
V-alb =—, a@ = dV ap(r), —aQ = dVv ap(r). (3.157)
S Il

Unter der Voraussetzung, dass die Losung eindeutig ist, folgt aus einer Anderung der Ladung @ um den Faktor
a also nur eine Anderung von p(7) und E(7) um denselben Faktor o. Dann éndert sich auch die Spannung U nur
um den Faktor a. Damit folgt, dass U proportional zu @ ist, wobei die Proportionalitdtskonstante

Q

C:=—= 3.158

i (3.159)
Kapazitit genannt wird. Sie ist eine geometrische Eigenschaft der leitenden Korper und fiir komplizierte Formen
nicht leicht zu berechnen. Beachte, dass @) die (konventionell positive) Ladung auf einem der beiden Leiter ist. Die
Gesamtladung der Anordnung ist Null. Liegt nur ein leitender Koérper auf dem Potential ¢ vor und verschwindet
das Potential im Unendlichen, so ist die Ladung @ des Korpers proportional zu ¢. Wir definieren die Selbstkapazitit

o= 9 (3.159)

¢

Sie stimmt mit der zuvor definierten Kapazitit {iberein, wenn eine der Kondensatorplatten eine Hohlkugel mit

dem Radius R — oo ist.
A=

B Beispiel: Plattenkondensator.
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Fiir grofle Platten konnen wir den Kondensator als unendlich groff ansehen. (Was bedeutet ,grofie Platten“?
Die Flidche A muss mit einer anderen Grofle derselben Einheit verglichen werden; die sinnvolle Formulierung der
Bedingung ist also A > d?.) Dann ist die Oberflichenladungsdichte auf der positiven Platte homogen gleich

o==* (3.160)

o 1Q

EF=—=——. 3.161
€0 €0A ( )
=0

Die Spannung ist

1Q
U=FEd=——d. 3.162
Daraus folgt fiir die Kapazitéit
Q EoA
C=—==—. 3.163
7= g (3.163)

Wir erkennen, dass C/ep nur von geometrischen Eigenschaften abhédngt — es ist eine charakteristische Linge des
Systems.
3.7.1 Energie in Kondensatoren

Das Aufladen eines Kondensators erfordert, Ladungen entgegen der elektrischen Kraft, also ,bergauf*, zu ver-
schieben. Dazu muss Arbeit verrichtet werden, die als Energie im Feld des Kondensators gespeichert wird.

dQ
Die Verschiebung von d@) erfordert die Arbeit
dW =UdQ = %dQ. (3.164)
Die Gesamtarbeit ist damit
!/
W= / QY @ _1 Q (3.165)

fiir die Gesamtladung Q. W ist die im Kondensator gespelcherte Energie. Wir kénnen auch schreiben
1
=5 cuU? (3.166)

mit der Spannung U = @/C. Die Abhingigkeit der Energie von der Kapazitéiit C ist also ganz unterschiedlich, wenn
wir Kondensatoren bei konstanter Ladung oder konstanter Spannung vergleichen. Zum Beispiel: Wie #ndert sich
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die in einem geladenen, isolierten Plattenkondensator gespeicherte Energie, wenn der Plattenabstand d verdoppelt
wird? Fiir

d—2d = C-— % (3.167)
und @ = const folgt
_ler e
W = el — = 2W, (3.168)

die Energie verdoppelt sich. Das ist sinnvoll: Wir miissen Arbeit verrichten, um die Platten auseinander zu ziehen.
Wie éndert sich andererseits die Energie, wenn der Kondensator an eine Spannungsquelle U angeschlossen ist?

Mit U = const folgt
1 5 1 s W
_ = - - 1
W 20U %4CU 5 (3.169)
die Energie halbiert sich. Jetzt kann man aber nicht so leicht mit der geleisteten Arbeit argumentieren, da die
Spannungsquelle ebenfalls Arbeit leistet, um die Spannung konstant zu halten.

3.8 Randwertprobleme

Eine wichtige Klasse von Aufgaben in der Elektrostatik besteht darin, das skalare Potential ¢ oder das elektrische
Feld E im Inneren eines Volumens V zu bestimmen, wenn die Ladungsdichte p(7) im Inneren, die Form und
die Gesamtladungen von Leitern im Inneren und bestimmte Bedingungen fiir ¢ und E am Rand 0V gegeben
sind. Wir werden einige Methoden zur Losung solcher Probleme kurz ansprechen. Es ist wichtig, dass die Losung
unter sehr schwachen Bedingungen eindeutig ist, hat man also eine Losung gefunden, ist das Problem bereits
vollstandig gelost. Die Eindeutigkeit der Losung wird durch einige Sétze ausgedriickt, die wir hier angeben aber
nicht beweisen:

1. Die Losung ¢(7) der Poisson-Gleichung
Vip = G (3.170)
€0
in einem Volumen V ist eindeutig bestimmt durch p(7) in ¥ und die Vorgabe von ¢(7') auf dem Rand 0V.
Dann ist auch das E-Feld eindeutig bestimmt.

2. Gegeben seien Leiter bekannter Geometrie mit Ladungen @Q);, eingebettet in ein isolierendes Medium mit
der Ladungsdichte p(7).

p(7)

Q2

o(7) AN

Das gesamte System habe eine endliche Ausdehnung. Dann ist das E-Feld im gesamten Raum unter der
natiirlichen Annahme limz_,., F(7) = 0, die eine Randbedingung im Unendlichen darstellt, eindeutig be-
stimmt.

3. E(7) ist in einem Volumen V eindeutig bestimmt, wenn p(7) innerhalb des Volumens gegeben ist und an
jedem Punkt der Oberfliche 0V entweder ¢(7) (Dirichlet-Randbedingung) oder die Normalkomponente

EW(7) = () - B(F) = —a(F) - V¢ (3.171)
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(Neumann-Randbedingung) gegeben ist. Man schreibt auch

96 _

5, = Vo (3.172)

(Normalenableitung). In diesem Zusammenhang wird 7 meist als nach innen zeigender Normaleneinheits-
vektor definiert. Ist an mindestens einem Punkt von 9V ¢ selbst vorgegeben, so ist ¢(7) in V auch eindeutig
bestimmt, ansonsten nur bis auf eine additive Konstante.

3.8.1 Bildladungsmethode

Diese Methode ist niitzlich, um das Feld fiir leitende Korper hoher Symmetrie und zusétzliche, explizit gegebene
Ladungen zu bestimmen. Wir illustrieren die Methode anhand einer Punktladung ¢ im Abstand d von einer
Ebene. Diese sei geerdet, d.h. sie liegt auf dem Potential ¢ = 0.

z

A
q

-

S S

Wir haben also die Poisson-Gleichung

V3 = —L(F) -1 o(r—d2) fir z >0 (3.173)
€0 €0
mit den Randbedingungen
¢(x,y,0) =0, (3.174)
lim ¢(7) =0 (3.175)
=<

zu losen. Wir wissen, dass E senkrecht auf der Leiteroberfliche steht und konnen daher die Feldlinien ohne
Rechnung skizzieren:

A A e A e e e e ere s

Die zu diskutierende Losungsmethode basiert auf der folgenden Erkenntnis: Wenn wir ein Potential ¢(7) gefunden
haben, das die Gleichung und die Randbedingungen erfiillt, dann ist die Aufgabe wegen der Eindeutigkeitsséitze
geldst, unabhingig davon, wie wir uns ¢(7) beschafft haben. Das E-Feld sieht aber im oberen Halbraum dem Feld
eines Paares von Punktladungen +¢q in Abwesenheit der leitenden Ebene dhnlich.
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N
S

z
d
d

7

Fiir dieses Ersatzsystem ist

!

o

)= 7T160 (

V2 = _q 5 —d32) im oberen Halbraum, (3.177)

€

q q
_ . 3.176
—di JF+ dé) (3.176)

Dieses Potential erfiillt

(=)

. q 1 1 _
0= g ( CEE e m) - (3.175)
lim ¢(7) =0, (3.179)

r—00
z>0

ist also fiir z > 0 eine — und damit die einzige — Losung des urspriinglichen Problems. Im unteren Halbraum ist
dies keine korrekte Losung; befinden sich hier keine Ladungen, so gilt hier ¢ = 0. Aber der Bereich z < 0 war
auch nicht der Gegenstand der Aufgabe.

Die wesentliche Idee ist, im ,verbotenen“ Bereich fiktive Bildladungen (Spiegelladungen) einzufiihren, die,
zusammen mit den physikalischen Ladungen, ein Potential erzeugen, das die Randbedingungen erfiillt. Sie heiflen
Bildladungen, weil sie in gewissem Sinn Spiegelbilder der physikalischen Ladungen sind. Bevor wir weitere Beispiele
ansehen, kénnen wir fiir das System mit einer Punktladung oberhalb einer leitenden Ebene weitere Schliisse aus
dem Ergebnis ziehen: Das elektrische Feld fiir z > 0 ist

. o q (7-di F+d3
E=-V¢= — . 3.180
¢ drreg <|F—d2|3 |7+ dé’?’) ( )

Auf der leitenden Ebene lautet es

E_:(J?,y,O) _ q (xay7_d) — ($7y7d) - _ q d 5.
47eq (x2+y2+d2)3/2 2meq (x2+y2+d2)3/2

(3.181)

Das Feld steht also, wie erwartet, senkrecht auf der leitenden Oberfliche. Aus dem E-Feld erhalten wir geméf
Abschnitt sofort die influenzierte Ladungsdichte
5 5, q d q d
olx,y)=eE-n=eFE - 2=—— = . (3.182)
2 (22 4y + a2 2 (24 q2)*?

o
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Damit ist die insgesamt auf der Oberfliche influenzierte Ladung

e’} 27 0 P
Gind = ff dedyo(z,y) = /o drr ; dp o(r) = —qd/0 dr m = —q. (3.183)
2m

=1/d

Dieses Ergebnis war zu erwarten, da das Potential fiir z > 0 dasselbe ist wie fiir ein £q Paar, das auch eine
verschwindende Gesamtladung hat. Da die Kraft auf die Ladung ¢ nur vom lokalen E-Feld abhéngt, konnen wir sie
ebenfalls sofort berechnen. Wichtig ist dabei aber, dass nur das Feld aufgrund der influenzierte Oberflichenladung
(oder dquivalent der Bildladung) beriicksichtigt werden darf. Das von ¢ selbst erzeugte Feld iibt keine Kraft auf
q aus (Selbstwechselwirkung). Also ist die Kraft

- ¢ di+dz ¢ 2 ¢ 1

F= Eone dz) = — 7 = — - 2=
4 Eomeald2) = =0 1 T g 2d[

- . 3.184
dmeg |2d|? - ( )
Dies ist natiirlich einfach die Coulomb-Kraft fiir ein Paar von Punktladungen ¢, —q im Abstand 2d.
Die Bildladungsmethode funktioniert auch fiir beliebige Ladungsdichten p(7) auflerhalb der Leiter — in diesem
Fall wenden wir einfach das Superpositionsprinzip an. Z. B. fiir eine leitende Ebene:

z
S S S S S S SSSSSSSS O‘F

Die Bildladungen sind einfach
p(x,y,2) = —p(z,y,—2z) fir 2 <0 (3.185)

und das Potential lautet, fiir z > 0,
1 1 (=1 1 ool Y A
(F) = fﬂdv’p(r Z+€/(r): {[[ d dy a- Py ) —p@hy, =) (3.186)
dmeo U dmeo V@ =22+ (y—y)?+ (2= 2)?

F—7
Die Methode ist auch fiir bestimmte andere Geometrien von Leitern anwendbar; diese miissen aber so beschaffen
sein, dass alle Bildladungen auferhalb des physikalischen Bereichs liegen, d.h. hinter der leitenden Oberfléche.
Folgende Geometrien sind z. B. so behandelbar:

1. Zwei geerdete leitende Ebenen, die sich unter einem Winkel 7/n (also 180°/n) mit n = 1,2,3... treffen.
n = 1 entspricht der leitenden Ebene.

n=2
x 4
—q
B
qX _q)(
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Bei einem Winkel von 120° funktioniert die Methode nicht, da eine der Bildladungen, die erforderlich ist,
um ¢ = 0 auf den Leiteroberflichen zu gewéhrleisten, im physikalischen Bereich liegen miisste. Dann héatten
¢ und E einen Pol und die Poisson-Gleichung p = —¢yV2¢ wiirde dort eine reale Ladung ergeben, die gar
nicht vorhanden ist.

2. Drei leitende Ebenen, die sich unter bestimmten Winkeln treffen, z. B. jeweils 90°.

3. Uberraschenderweise eine leitende Kugel. Hier ist die Bildladung nicht ¢ = —g¢, sondern reduziert zu
¢ = —Rg/a, was wir hier aber nicht nachrechnen.
Yy
q 9 x
S
4
a

Fiir einen unendlich langen Zylinder (einen dicken Draht) findet man dagegen keine geeigneten Bildladungen.

3.8.2 Separation der Variablen

Fiir die Losung der Laplace-Gleichung VZ¢ = 0, fiir die ¢ oder E-f= —0¢/On auf einer Fliche S vorgegeben ist,
ist die Separation der Variablen eine niitzliche Methode. Sie ist auch in der Quantenmechanik wichtig. Die Idee ist,
fiir ¢(7) einen Ansatz als Produkt von Funktionen zu schreiben, die jeweils nur von einer Koordinaten abhéngen
(Separationsansatz). Die Wahl der Koordinaten ist entscheidend dafiir, ob dieser Ansatz Erfolg hat. Haben die
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Rénder keine besonders hohe Symmetrie, lésst sich i. A. keine Losung in Produktform finden. Wir illustrieren die
Methode wieder anhand eines Beispiels: Lose die Laplace-Gleichung V2¢ = 0 mit den Randbedingungen

¢(,0,2) =0, (3.187)
d)(xv a, Z) = 07 (3188)
¢(07 Y, Z) = ¢0 (y) (Vorgegeben), (3189)
xlgrolc ¢(z,y,2) =0 (3.190)
AY
a ¢=0
¢ = do(y) >
T

z

Das Problem ist translationsinvariant in der z-Richtung, also erwarten wir, dass die Losung ¢ nicht von z abhéngt.
Nun machen wir den Separationsansatz

o(z,y) = X(2) Y (y) (3.191)
d*X e

1 d2X 1 d%Y
% 0 +?7dy2 =0 (3.193)

(wir miissen im Prinzip am Ende priifen, was bei Nullstellen von X (x) und Y (y) passiert). Es folgt

1 &*X 1 d%Y

X -7 e Va,y. (3.194)
Aber jetzt héngt die linke Seite der Gleichung gar nicht von y ab und die rechte nicht von z. Sie sind aber fiir
alle z, y gleich. Wir bezeichnen diese Grofle mit C. C' ist also einerseits gleich einer von y unabhéngigen Grofie
und andererseits gleich einer von x unabhéngigen Grofle. Damit ist C' unabhéingig von x und von y und damit
eine Konstante. Sie wird Separationskonstante genannt.

Wir kénnen die Separationskonstante natiirlich nennen, wie wir wollen, und bezeichnen sie hier mit k2, weil

das spéter niitzlich ist. Also haben wir

1 d*’X 1 d?Y
~ 7 =+ d ==k 1
X g un Y d? (3.195)
d’X 9 A’y 9
Dies sind zwei gewdhnliche Differentialgleichungen. Die allgemeinen Losungen sind bekannt:
X(z) = A" + Be ™, (3.197)
Y(y) = Csinky + D cos ky. (3.198)
Es folgt
o(F) = (A ek + B e_km) (Csinky + D cosky) . (3.199)

Nun miissen wir versuchen, die Konstanten k, A, B, C' und D aus den Randbedingungen zu bestimmen. Es kann
passieren, dass der Separationsansatz hier scheitert. Aus

ILm o(x,y,2) =0 (3.200)
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folgt A = 0. Dann kénnen wir den Faktor B in C' und D absorbieren: BC — C, BD — D. Aus

0=¢(z,y=0,2)=e "D (3.201)
folgt D = 0. Aus
0=d(z,y=a,2) =e " Csinka (3.202)
folgt dann sin ka = 0, also
k=nl n=012,... (3.203)
a

(negative n ergeben keine neuen Losungen). Die Losung mit n = 0 ist ¢ = 0, die wir auch fiir C =0 und n > 0
erhalten. Der Fall n = 0 ist also redundant und kann also ausgeschlossen werden. Die Losung ¢ = 0 trifft natiirlich
nur zu, wenn die noch iibrig gebliebene Randbedingung ¢(x = 0,y, 2) = ¢o(y) = 0 lautet. Schlieflich erhalten wir

#(F) = Ce *sinky mit k=n g n=12,... (3.204)

Aber wir miissen noch die Randbedingung
oo(y) = d(x =0,y,2) = Csinky (3.205)
erfiillen. Das wird nicht moglich sein, es sei denn, ¢o(y) ist von der speziellen Form ¢g(y) = asin(nwy/a),

n € N. Fiir allgemeines ¢g(y) scheint die Methode gescheitert zu sein. Es gibt aber einen Ausweg: Wir haben
einen unendlichen Satz von unabhingigen Losungen (abgezihlt durch n € N) einer linearen Differentialgleichung
gefunden. Daher kénnen wir nach einer Superposition dieser Losungen suchen, die die Randbedingungen erfiillt.
Die allgemeine Losung ist

O(7) = i C,y exp (—"%x) sin Y (3.206)
n=1

a

mit beliebigen Koeffizienten C,,. Die Randbedingung bei x = 0 lautet dann
do(y) =z =0,,2) = > Cysin 2. (3.207)
n=1 a

Dies ist eine Fourier-Sinus-Reihe. Wir konnen die C,, daher durch Fourier-Riicktransformation ermitteln. Konkret:
Fiir n’ € N gilt

a / a l &
/ dy sin nry do(y) = / dy sin nry Z Cpsin oy
0 0 a a

a

n=1
0 a /
= Z Ch / dy sin sin Y
n=1 0
o fir n' #n 5.4
la/2 firn'=n "2
_ gcn, (3.208)

(hier haben wir die Orthogonalitit der Sinus-Funktionen auf dem Intervall [0, a] ausgenutzt). Es folgt

2 a
C, = f/ dy sin (@) do(y)- (3.209)
a fo a
Damit ist das Problem vollsténdig geltst.

Als Beispiel betrachten wir den besonders ungiinstigen Fall ¢g(y) = ¢o = const # 0, d. h. die Fliche bei z =0
liegt auf einem anderen Potential als die Fléchen bei y = 0 und y = a. Dann ist

9 [fa nry 0 fiir n gerade,

C, = 7/ dy sin (—) — {4 3.210

a Jo 4 a %o % fiir n ungerade, ( )
0
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also

L 49 1 nTT\ . Nwy
o(r) = 70 Z — exp (—T> sin —. (3.211)
n=1,35,...

a

Diese Reihe konvergiert fiir x < a sehr langsam; wir brauchen viele Terme, um eine gute Ndherung zu erhalten.
Die Ursache ist, dass ¢ an den Linien, an denen die Seitenflichen zusammenstofien, unstetig ist.

3.8.3 Green-Funktionen

Sogenannte Green-Funktionen oder Greensche Funktionen bilden das wohl wichtigste Instrument fiir die Losung
partieller Differentialgleichungen in vielen Zweigen der Physik. Wir diskutieren die wesentliche Idee anhand des
folgenden Randwertproblems: p(7) sei in einem Volumen V gegeben und ¢(7) sei auf dessen Rand 9V gegeben
(Dirichlet-Randbedingungen). Bestimme ¢(7) in V. Wir zeigen nun, dass man dieses Problem auf ein viel einfa-
cheres zuriickfithren kann: Finde ¢(7) in V fiir eine Punktladung am Ort 7/ € V und ¢ = 0 auf 0V! Wir nehmen
an, dass wir dieses einfachere Problem gelost haben und bezeichnen das skalare Potential am Ort 7 fiir eine Fin-
heitspunktladung (¢ = 1) am Ort 7' mit G(7,7") (das Potential hingt natiirlich vom Ort der Punktladung ab,
hier machen wir diese Abhéngigkeit explizit). Also gilt

V2G(7, ") = 1 §(F—7") (3.212)
€0
und

G(F ™) =0 VYFeav. (3.213)

Man kann zeigen, dass G symmetrisch ist: G(7,7") = G(7’,T), siehe z. B. Das Lehrbuch von W. Greiner. Dann
folgt auch

(VH2G(7, 7)) = (V)2G(F,7) = 7% S(7 —7) = 7% 5(7—7) (3.214)

und
G 7)=0 Vi e V. (3.215)

Die wesentliche Behauptung ist nun, dass die Losung des urspriinglichen Problems lautet

o(7) = ﬂfdvc:w (7" —eoﬁﬁds [V'G(F, )] $(7"). (3.216)

Beachte, dass die rechte Seite p(7) auf V, aber ¢(7) nur auf 0V enthlt.
[ Beweis: Wende den GauBschen Satz auf ®V¥ und UV® an:

ﬂ dv'v - [ (AVE(F } @ds (AVE(F), (3.217)
ﬂfdvv[ (F)VO(F ] @Sds (AVD(7) (3.218)

Bilde die Differenz:
jﬂdvv [ (FVU(F) — (7)Y F)} @Sds [ (A)VU(F) — \p(f)vqm] (3.219)

Wende auf der linken Seite die Produktregel an:

{[[ av [WJF VY — NIV — xw%] = {fas- [W\p - \W@] : (3.220)
% )%

dieses Ergebnis heifit 2. Greenscher Satz. Nenne nun die Integrationsvariable 7/ und wéhle

(7Y = o(7), (3.221)
(') = G(F,7). (3.222)
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Dann folgt

——
—L§(F—7") —L (") =0, da 7’ €9V

fijdV’[qb(F’) (V')2G(F,7') —G(7,7") (v’)%p(F’)} :@dg’[qs(r*’)ﬁ/e(w’)— G(F,7) V'o(i)| (3.223)

= —= ¢> (F) + — jﬂ dV'G(7" ﬁ[ﬁds V'G(F, 7] (), (3.224)

woraus die Behauptung folgt. G(7,7’) nennt man die Green-Funktion fiir das gegebene Randwertproblem. Sie
héngt nur von der Form von 0V ab — wir miissen also G(7,7') nur einmal bestimmen und finden dann die Lésung
fiir beliebige p(7) in ¥V und ¢(7) auf V.

B Beispiel 1: Seien V = R3 und die Randbedingung limy_, o, ¢(z, 3, 2) = 0. Dann ist die Green-Funktion einfach
das Potential einer Punktladung im freien Raum:

I~ 1 1
G(r,7") = Treg =7 (3.225)
und es folgt
1 ;)
= .22
o) 4meq jjj v |7 — 7 (8:226)

Das ist das schon bekannte allgemeine Coulomb-Gesetz. Es ist also ein Spezialfall der Green-Funktions-Losung.

B Beispiel 2: p(7) sei im Halbraum z > 0 gegeben, als Randbedingung sei ¢(x,y,0) gegeben und es sei
lim, ,o0 ¢(x,y,2) = 0. Die Green-Funktion, also das Potential einer Punktladung vor einer geerdeten Ebene,
hatten wir schon mit Hilfe der Bildladungsmethode bestimmt:

1 1 1 1 1 1
o B _ 3.227
() 47r60<|F—F’| |7— (7 =27 2) |> dmeg <|F—F’| |7 — 7'+ 22 z|) ( )
—_—

Ort der Bildladung

Dies konnen wir nun in die allgemeine Formel einsetzen. Ist z. B. p = 0 und

o) fir x > 0,

'y, 0) = 3.228
#e:3.0) {—¢>O fiir 2 < 0, (8.228)
so erhalten wir die Losung
o) = o f[ar'ay (=2) - [FGE] oty 0) = L [[ @' ay 5 G sna
—— 4

nach auflen

_ @ " - Z =z 24z
r Hd dy < (@' = 2)2+ (1 —9)* + (2 — 2)2)*"° ! (@ =2+ —y)?+ (& + 2)2)3/2>2,_0

x sgnz’

o ;L sgnx’ o / <, sgnx’
= — dz' d — = — di’ ——————
At \ ) T T e
I 0 / [ee)
= @ (—arctanx a: * > = @ [—arctan (—E) +%+/</7T/)/— arctan (_x)}
s z 0 s z 2 2 z

T
+ arctan
¢o

290 arctan 2. (3.229)
z

— 00
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3.9 Multipolentwicklung

Fiir die freie Randbedingung limz_,, ¢(x,y, z) = 0 und eine rdumlich begrenzte Ladungsverteilung p(7) interes-
siert man sich manchmal nicht fiir das exakte Potential, sondern fiir eine gute Ndherung fiir grofle r, weit entfernt
von den Ladungen. Mathematisch werden wir eine Taylor-Entwicklung nach einem geeigneten kleinen Parameter
durchfiithren. Daher erinnern wir zunéchst an deren mathematische Grundlagen.

3.9.1 Die Taylor-Reihe

Die Taylor-Entwicklung ist eine in allen Zweigen der Physik sehr wichtige Methode. Sie erlaubt die systematische
Konstruktion von Niherungen, oft mit expliziter Abschéitzung des Fehlers, und gelegentlich sogar die Herleitung
exakter Resultate durch Resummation der Taylor-Reihe. Die zentralen Aussagen werden durch die folgenden
Sétze ausgedriickt, die wir hier nicht beweisen. Die Beweise sind nicht schwierig und finden sich in einfithrenden
Lehrbiichern der Analysis.

Taylorsche Formel: Sei I C R ein Intervall und f eine auf I (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann
gilt fiir z,xg € I:

" e (n) T
F(@) = feo) + L (110) (z —x0) + él d (= 20)? + -+ + fT(lo)(ﬂf = x0)" + Rny1(x, 2o) (3.230)
mit dem Restglied
1 x
Russ(wa0) = - [ da’ (@ =) {040 ), (3.231)
"o
Man kann auch zeigen, dass ein 1 mit g < z1 < x oder x < x7 < z( existiert, so dass gilt
. f(n+1)(x1) n+1
Rn+1 (x,xo) = W (l‘ — Z‘O) (3232)
(Laplacesche Form des Restglieds).
B Beispiel: Sei f(z) = e®. Es ist
fl@)y=e*, f'x)=e" ..., fO(x)=e¢" (3.233)
Daraus folgt fiir zg = 0:
SRR IR R Long &0 e 3.234

So finden wir eine Reihenentwicklung fiir die Exponentialfunktion mit einer Fehlerabschétzung. Z. B. fiir x = 1
ergibt sich die Reihendarstellung der Zahl e:
1 e’

1o
1 = e .
TRy R S BT

(3.235)

mit 0 < 21 < 1. Der absolute Fehler (das Restglied) ist also kleiner als e/(n + 1)! und der relative Fehler ist
kleiner als .
! 1
e (n+1)
er fillt daher wie das Inverse der Fakultdt mit der Ordnung n ab.
Ist die Funktion f beliebig oft differenzierbar, so kénnen wir n nach unendlich schicken. Falls gilt

lim,, 00 Rnt1(x, z9) = 0, so konvergiert die Taylor-Reihe gegen f(x):

(3.236)

(k) (
flx) = Z fT(!O) (z — )", (3.237)
k=0

Geht das Restglied nicht gegen Null, so konvergiert die Taylor-Reihe gar nicht, oder sie konvergiert zwar, aber
nicht gegen f(z). Der letztere Fall kann zu schwer zu entdeckenden Fehlern fiihren.
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Konvergiert die Taylor-Reihe auf dem offenen Intervall |zg — r, 2o 4+ r[ gegen f(z), gilt dies aber nicht mehr fiir
irgendein grofleres r, so nennt man r den Konvergenzradius der Taylor-Reihe im Punkt xy. Man schreibt » = 0,
wenn die Reihe (trivialerweise) fiir x = x¢ konvergiert, aber fiir beliebig kleine |x — x| nicht. Ein interessantes

Beispiel ist
0 firz =0
= 3.238
f(@) {exp(—l/xQ) firz # 0. ( )

Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar und es gilt f(”)(O) = 0Vn, also ist die Taylor-Reihe um zg = 0
identisch Null und der Konvergenzradius ist r» = 0.

In der Funktionentheorie findet man ein niitzliches Ergebnis fiir den Konvergenzradius: Ist f : C — C auf einer
Kreisscheibe K C C um zg mit dem Radius r holomorph, aber nicht auf irgendeiner gréfieren Kreisscheibe, so ist
der Konvergenzradius r. (Holomorph bedeutet i. W., dass die Funktion nur von z = x + iy abhiingt und nicht von
z* = x — iy, und dass sie beliebig oft differenzierbar ist.)

Bl Beispiel 1: Die oben angegebene Funktion lautet, erweitert auf C,

0 firz =0
fl) = {exp(—l/zQ) fiir z # 0. (3.239)

Aber ) )
;i_r% fliy) = exp (_W> = exp (y2> =00 (3.240)

ist nicht gleich f(0) = 0, also ist die Funktion auf C noch nicht einmal stetig im Punkt 0. Daher ist der Konver-
genzradius Null.
B Beispiel 2: Die Exponentialfunktion f(z) = e* ist holomorph auf ganz C, daher ist der Konvergenzradius

fiir alle reellen g unendlich.

B Beispiel 3: Die Funktion
1
&=

ist stetig und beliebig oft differenzierbar auf R. Sie hat aber Pole bei z = +i. Der Konvergenzradius bei einem

reellen x( ist also
r=|zo— (i) = |xo Fi| = \/ad + 1. (3.242)

3.9.2 Multipolentwicklung fiir das Coulomb-Gesetz

(3.241)

Das Potential einer gegebenen Ladungsverteilung lautet

= fffav £

=

Hier ist

Ar=|F =7 | =/ (F=7") - (F=7") = /12 + (1")2 = 2F -7 = /12 + ()2 — 211 cos a, (3.244)

wobel « der von 7 und 7’ eingeschlossene Winkel ist (Kosinussatz). Wir schreiben

"\ !
Ar=ry/1+ () —2— cosa. (3.245)
T r

&

=
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Ist p(7) auf die Umgebung des Koordinatenursprungs beschrinkt (Koordinatenursprung entsprechend
wéhlen!), so kommen fiir grofle Absténde r nur 7 < r vor. Daher ist +//r ein geeigneter kleiner Parameter
und wir entwickeln den Faktor 1/Ar in eine Taylor-Reihe in 7/ /r. Wir erhalten

—1/2
1 1 1 27"' n "\ 2
— = —|1—-2—cosa —
Ar r r r
1 7 3 —1 "\? 5eosda—3
= = 1—|——cosa—|— T %—i— T s a—eema . (3.246)
r r 2 T 2

Man kann zeigen, dass sich die Taylor-Reihe schreiben lésst als

i _ % f: (Z)k Py(cosa) (3.247)

k=0

mit den Legendre-Polynomen Pj(x). Diese lassen sich zum Beispiel mittels der Rodrigues-Formel

1odd o,
darstellen. Die ersten Polynome lauten
3r2 -1 53 — 3
Px)=1, Pi(z)=u, Pyz)=" — P)= % (3.249)
Damit erhalten wir fiir das Potential
H(F) = 47760 Tk+1 ﬂ AV’ ()% Py(cos &) p(7"). (3.250)
E+1

Dies ist die Multipolentwicklung fiir das skalare Potential. Die Terme fallen offensichtlich mit 1/r ab, also
schneller fiir hohere Ordnungen k. Sinnvolle Ndherungen fiir groere Abstédnde bestehen also darin, nur die ersten
paar nicht verschwindenden Terme mitzunehmen. Den Term k-ter Ordnung nennt man 2¥-Polterm, wobei 2¥ aber
durch Wortbestandteile griechischer oder lateinischer Herkunft ausgedriickt wird:

k. 2F Term

0 1 Monopol

1 2 Dipol

2 4 Quadrupol

3 8  Oktupol

4 16 Hexadekupol

Der Monopolterm lautet demnach

Q

dmeg T

do(7) =

jj dV' Py(cos ) p(7') = (3.251)

1

4’/T60 T

mit der Gesamtladung Q. Fiir eine Punktladung (einen ,Monopol“) existiert nur dieser Term. Der Dipolterm ist

o1 (F) = 47T6 = H dv' ' Pi(cos a) p(i"). (3.252)
Mit cosa = 7 - 7 erhalten wir L1
_ oA - AN
N = gt Hj AV’ 7 p(7). (3.253)
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Wir definieren nun das (elektrische) Dipolmoment

7= |[f av' i () (3.254)

der Ladungsanordnung. Es ist offensichtlich ein Vektor. Damit wird

=>
ﬁi

.ﬁ_ 1

1 P
3.255
4dmeg 12 dmeq 13 ( )

¢1(7) =

Der Dipolbeitrag zum elektrischen Feld ist

(i) = Vg = —— (V(F'ﬁ)+(f.ﬁ)ﬁ:3>:— ! (ﬁ—(F-ﬁ)3:4): L 31 D) =P 5 956

 Adreo 73 4meg

Der Quadrupolterm lautet

47’('60 r3 JI v’ (1) Py(cos a) p(") = _[f dV' (r")*(3cos® a — 1) p(7")

8760 = 5 JJ) v 002 36 7 = 1 87re = = [ av 3672 = 262 067 (3257)

871'60 r3

Dies schreiben wir nun in kartesischen Komponenten 7= (x1, x2, x3):

., 11 "
Po(T) = F— Ij dz' dz!y dxly {3 ;j T — EZ xixi(r’)ﬂ p(7")
1
— g Ti%j JI dx' daty day [3aix; — by (r')?] p(i")

8mey 15—
i,

11
= 787%0 7”75 inijij (3258)
1.7

mit den Komponenten des Quadrupoltensors,
Qij = ff day daty day [3xja — 655 (r')?] p(7). (3.259)
Beachte, dass die Spur des Quadrupoltensors immer verschwindet:

@ =" Qu = [ff ot da axt [30)* - 36")?) () = 0. (3.260)
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B Beispiel 1: Betrachte zwei Punktladungen +¢ an den Orten +d2/2. Es ist

Q= ﬂj av’ p(i') = Hj av’ [q5 (F’ - dz) — g3(F + ;lé)] =q—q=0, (3.261)
ﬂ av'# p fﬂ av' 7' {qé <1" - z> ) (*’ + z)} - qu n qu = qd?, (3.262)

d
2
=[] av" [3aa) = 0507)?] [q(s (F’ - 2A> — g6 <F’+ ;Zz)]
8] o (2w 0]

B Beispiel 2: Berechne den Quadrupoltensor fiir vier Punktladungen in folgender Anordnung:

)
—qe
a
2
q 0 oz
—qe

@
>

=4q

: (%f)i (%f)j —/w%f’ -3(37), (39), @w%?z

w5 (-59),(50), 5873 (59, (50, + 3]

3
=3 qa® (81651 — 6i2dj2) , (3.264)
oder als Matrix: 5
= qa® 0 0
o 2
0 0 0
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Kapitel 4

Makroskopische Elektrostatik

Die bisher entwickelte Beschreibung der Elektrostatik ist im Prinzip vollstdndig. Sie ist aber nicht besonders
niitzlich, wenn wir das elektrische Feld in einem nicht leitenden Medium bestimmen wollen. Das ist z. B. fiir
Kondensatoren wichtig, die mit einem Dielektrikum gefiillt sind. Dies trifft fiir alle technisch eingesetzten Kon-
densatoren zu. Thre Kapazitit ist gegeniiber einem luftgefiillten Kondensator deutlich erhoht.

In einem Leiter ist zumindest ein Teil der Ladungstriger beweglich. Isolatoren (Dielektrika) enthalten dagegen
keine frei beweglichen Ladungstréger, jedenfalls nicht bei niedrigen Energien. In normaler Materie bedeutet dies,
dass alle Elektronen in Atomen, Ionen oder Molekiilen gebunden sind. Daher konnen sie sich als Reaktion auf ein
nicht zu starkes dufleres elektrisches Feld nur wenig bewegen, typischerweise {iber Entfernungen, die kleiner als
die Grofle der Atome, Ionen oder Molekiile sind. Es ist daher klar, dass sich Isolatoren im E-Feld ganz anders
verhalten als Leiter.

4.1 Polarisation von Atomen und Molekiilen

4.1.1 Induzierte Dipole

Wir betrachten zunéchst ein einzelnes Atom im &ufleren Feld; Ionen und Molekiile lassen sich analog verste-
hen. Ein sehr einfaches Atommodell besteht aus einem Kern der Ladung +¢ und einer Elektronenhiille mit der
Gesamtladung —g und homogener Ladungsdichte innerhalb einer Vollkugel.

In einem elektrischen Feld E werden Kern und Hiille gegeneinander verschoben (in der Skizze ist diese Verschie-
bung stark iibertrieben):

E

»

L

Im Gleichgewicht ist die Gesamtkraft auf den Kern (oder die Hiille) Null, d. h. das elektrische Feld am Kernort
verschwindet. Es lautet . o
Eges = E + Eq (4.1)
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mit dem Beitrag der Elektronenhiille, vgl. Abschnitt

- 1 ¢

Ee = — —d T 4.2
! 4meq ad . (4.2)
o Bu—Fi-— Laito (4.3)

gos = BT 4eq ad e '

1 qd

— =F. 4.4
4dmey a3 (44)

Der Ort des Kerns sei 7k, Der Mittelpunkt der Hiille sei 7. Dann ist 7k — 7y = d Z. Das Dipolmoment des Atoms
ist

p = dV 7 p(7) = g7k + dV #0(a — |F — T|) = ¢rk + dV (¥ — ™y +7n) 0(a — |7 — 77

7= [ o) =aiic+p [[[ (= 7= 7ul) = aric + p [ [ @V ( i 1) 0(a — |7 — 7l)

=qrK + pjfj dPuii 0(a — u) +piy jff dub(a —u), (4.5)
y P

4w 43
3
wobei
—-q
p = 4 3 (4'6)
3 a
die Ladungsdichte der Hiille ist. Es folgt
P =q(fk — ) = qd& = 4meg a> B2 = 4meq a®E. (4.7)

Das Dipolmoment ist also proportional zum angelegten Feld. Die Proportionalitdtskonstante nennen wir atomare
Polarisierbarkeit o, also ist
p=akE. (4.8)

Dieser lineare Zusammenhang gilt nur fiir schwache Felder. Man findet ihn auch bei einer genaueren, insbesondere
quantenmechanischen, Betrachtung. Es bleibt auch richtig, dass grofile Atome eine groflere Polarisierbarkeit haben
als kleine. Das Dipolmoment p'ist induziert, da es fiir E = 0 nicht vorhanden ist. Man sagt, das Atom, und auch
die gesamte Probe, sei (elektrisch) polarisiert.

Bei einem Molekiil ist die Polarisierbarkeit i. A. nicht isotrop. Ein Benzolmolekiil ist z. B. in der Molekiilebene
viel leichter polarisierbar als senkrecht dazu. Daher ist i. A. p nicht parallel zu E.

ZM

—

E

—
p
ravea ARy

A\ )

x

Fiir schwache Felder ist p'aber immer noch linear in E. Der allgemeinste lineare Zusammenhang lautet

P1 an aip aiz) (£ o =
p=|p2]| = ax as||LE|=7dFE (4.9)
P3 asr a3y asy) \Es

mit dem Polarisierbarkeitstensor ‘&, ‘o ist symmetrisch. (Das ist plausibel: Ein antisymmetrischer Anteil wiirde
sich schreiben lassen als b x E mit einem Pseudovektor b, aber in der Elektrostatik gibt es keinen natiirlichen
Pseudovektor.) Daher kénnen wir & diagonalisieren; es existiert ein Koordinatensystem, in dem & diagonal ist
(Hauptachsensystem),

oy 0 0
@'=0 o 0. (4.10)
0 0 oy

Dies ist dhnlich zur Diagonalisierung des Tragheitstensors in der Mechanik.
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4.1.2 Polare Molekiile

Manche Molekiile haben auch ohne angelegtes E-Feld ein elektrisches Dipolmoment. Ein Beispiel ist das Wasser-
molekiil:

eH 5 He

N/

0

N7
©

Wir kénnen einen Dipol durch zwei Punktladungen +¢ im Abstand d darstellen, wobei das Dipolmoment p = ¢d
betrigt. Im Limes d — 0, ¢ — 0o mit p = const erhalten wir einen elementaren Dipol (Punktdipol).
Wir betrachten nun einen Dipol in einem homogenen FE-Feld:

— q —
7
+ L
F 7 d
_q -
Die Gesamtkraft auf den Dipol ist L . = .
F=F, +F =qE—qE=0. (4.11)
Aber es wirkt ein Drehmoment
M = +><F++r_><F_:§><qE+ —5 X (—q)E=qdx E=pxE. (4.12)

Dieses Drehmoment ist bestrebt, den Dipol parallel zu E auszurichten. (Ohne Dampfung wiirde der Dipol Dreh-
schwingungen ausfiihren.) Bei der Temperatur 7' = 0 wiiren tatséchlich alle Dipole parallel zu E ausgerichtet.
Bei hohen Temperaturen fluktuieren die Dipole dagegen aufgrund ihrer thermischen Energie. Man findet fiir hohe
Temperaturen T einen (,,thermischen) Mittelwert

—

pE
{p) ~ - (4.13)

Dieses gemittelte Dipolmoment ist also wieder linear im E-Feld.

4.2 Polarisation von Materie

In einem nicht leitenden Medium werden elektrische Dipole induziert oder bereits existierende Dipole durch ein
elektrisches Feld ausgerichtet; das Medium wird elektrisch polarisiert. Dieser Effekt wird quantitativ durch die
(elektrische) Polarisation P beschrieben, diese ist das Dipolmoment pro Volumen, also die Dipoldichte. Die lokale
Polarisation kénnen wir also schreiben als .

5 P

P= v (4.14)
Hier haben wir offensichtlich ein kontinuierliches Medium angenommen. In Wirklichkeit besteht (gewéhnliche)
Materie natiirlich aus diskreten Atomen, Ionen oder Molekiilen. In der makroskopischen Elektrostatik — und auch
in der makroskopischen Elektrodynamik — betrachten wir Gréflen, die iiber im Vergleich zu atomaren Léngenskalen
(1071%m) groBe, aber im Vergleich zur Systemgrofie kleine, Skalen gemittelt sind. Insbesondere sind auch die
Ladungsdichte p(7) und das elektrische Feld E(7) als gemittelte Grofien zu verstehen. Es ist etwas ungliicklich,
dass sie meist mit denselben Symbolen wie die mikroskopischen Gréflen bezeichnet werden. Auf atomaren Skalen
gilt die makroskopische Theorie nicht und z. B. die Polarisation P hat keinen Sinn. Hier miissen wir stattdessen
die mikroskopische Beschreibung fiir die elementaren Ladungen verwenden.
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Die Polarisation wird nicht nur i. A. vom E-Feld erzeugt, sie generiert auch selbst einen Beitrag zum elektri-
schen Feld. Wir wollen das skalare Potential aufgrund eines polarisierten Mediums berechnen. Das Potential bei
7 eines infinitesimalen Dipolmoments dp’am Ort 7/ ist, vgl. Abschnitt

1 (F—7)-dp
471'6() |77— F/|3

de(r) =

(4.15)

Das gesamte Potential lautet also

- , (F—7") - P(F
471'60 jjj |7 — */|3 47T€0 J]IdV 7 |( ) (4.16)

Nun ist ) L,
e R TE (417)

und analog L
V' |er’| |1:::’\5 (4.18)

Daraus folgt

= artie 1 15(7?/) 1 6/ . P(’F’)
! l . P(7' P ; 1l 3. — r-—_- 1 7 4.1
o(7) = 47760 fj av (V |7 — 7 |) (™) 4req ds |7 — 7' 4meg f\{ dv |7 — 7| (4.19)

Der erste Term sieht aus wie das Potential einer Flidchenladungsdichte

g i="- P (4.20)
auf 9V (der Subskript ,,g* steht fiir ,gebunden®) und der zweite Term wie das Potential einer Volumenladungs-

dichte .
pg:=—-V-P. (4.21)

47reo gdS/ \ig 47reo jjf

og und p, heiflen gebundene Ladungen oder Polarisationsladungen in Abgrenzung zu freien Ladungen oy, py.

Damit wird

¢(F) =

(4.22)

Wir kénnen nun alle bekannten Methoden zur Bestimmung des Potentials oder des E-Feldes anwenden, wenn die
Polarisation P gegeben ist.

Man kann intuitiv verstehen, wie die gebundenen Ladungen aufgrund der Polarisation zustande kommen. Wir
stellen uns P als aus kleinen Dipolen zusammengesetzt vor. Ist P = const, so kompensieren sich die positiven
und negativen Enden der Dipole im Inneren, aber nicht an der Oberflache:
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Ist P nicht gleichférmig, so kompensieren sich auch die gebundenen Ladungen im Inneren nicht:

@z\@ @/® pg=—V-P
®— o9
B Beispiel: gleichférmig polarisierte Kugel.
z
il
P J/U/ T
\\\
Hier ist
pg=—V-P=0, (4.23)
Ug:ﬁ']:":f"ﬁ:PCOSG (4.24)

mit der iiblichen sphérischen Koordinate 8. Damit ist das Potential

T 27 /
o) = — / o’ / d' B2 sing’ 257 (4.25)
0 0

41eq |7 — 7|

Dieses Integral kann man mit einer Multipolentwicklung auswerten, was wir hier nicht durchfithren. Das Ergebnis
lautet

P
3 z firr <R
€
o) =17 5.7 (4.26)
— f
pr— ir r > R,
wobei 4
F= ?” RSP (4.27)
das Dipolmoment der Kugel ist. Wir {iberpriifen die Losung: Im Inneren der Kugel gilt offensichtlich
P 9z
2
=_— —~=0. 4.28
v (b 360 322 ( )

Im AuBenraum ist ¢ das Potential eines Punktdipols bei 7 = 0, daher auch V2?¢ = 0. V2¢ kann also nur an der
Oberfliche von Null verschieden sein. Wegen der Rotationssymmetrie um die z-Achse gilt

L 9 209 L 9 sine% (4.29)

2 —_— e — JR—
Vo= 35" o T rZsmo o0 00

87



Mit

i rcosf firr <R
360

P R3
3 7ﬂ20059 fir r > R,
€0

017 =

1 r3 firr<R
= — cos 9
"~ 3¢ R® firr > R,

P r3+R3—|r3—R3|
= —cosf

36 52 (4.30)

folgt

0 o (3r —sgn(r— R)3r?)r2 — (r3 + R3 — |r® — R¥|) 2r
4

P
2 —_
Ve 3eo cosf 55 7'2 or T
P(P+R—P-R}) 1 0
- — — sin?6
3eo 2r2 r2sinf 00

10/, , 2R 2pr% — R3|
66()C0807“287“<T — 3sgu(r — R)r 7T+T
P (r*+ R*—|r® — R3)
3eo r

P 2 _ 2 3 o _ ) 3_ p3
:cos&(r—Gé(r—R)— Gsgn(r +i+65gn(r/R%_ |7 R |)

cosf

r rd r ré
P (7"3 + R3—|r3 — R3|)

36(] 7"4

( 30(r—R) +

cos

rd

(r3+R3—\r3—R3|) (r3+R3—\r3—R3|)
360 — - cos

=— —6(T—R)PCOS€. (4.31)
€0 ~——

99
¢(7) erfiillt also die Poisson-Gleichung fiir die Fldchenladungsdichte o.
Das elektrische Feld der polarisierten Kugel betrégt offenbar im Inneren

E=-V¢=——2=-—P. (4.32)

Also ist E wie P glelchformlg Dies ist ein spezielles Resultat fur Ellipsoide. In anderen homogen polarisierten
Korpern ist nicht E = const. Im AuBenraum finden wir das E-Feld eines Punktdipols. Dieses Ergebnis ist nur
fiir eine Kugel exakt, aber fiir beliebige Korper ndherungsweise fiir grofle r giiltig; es ist der fithrende Term der
Multipolentwicklung.

o
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4.3 Das Verschiebungsfeld

Im Allgemeinen liegen in Medien sowohl gebundene Ladungen p, (aufgrund der Polarisation) als auch freie
Ladungen p; (aufgrund einer Aufladung, d.h. eines makroskopischen Transports von Ladungstrégern) vor. Die
Gesamtladung

p=pg+ps (4.33)
erzeugt das elektrostatische Feld, also gilt das Gaufische Gesetz
oV -E=p=p,+pr=-V-P+p;. (4.34)
Das kénnen wir umschreiben als . L
V- (eE + P) = py. (4.35)
Wir definieren das elektrische Verschiebungsfeld
D:=ekE + P. (4.36)
Damit gilt also oL
V'l):pf7 (437)

die Quellen des Verschiebungsfelds sind nur die freien Ladungen. In Integralform lautet es in offensichtlicher
Schreibweise

@S d5- D = Qins- (4.38)
oV
Vergleich mit dem Gaufischen Gesetz
9‘;{5 ds- B = Yin (4.39)
€0
2%

legt die Vermutung nahe, dass D ganz analog zu E bestimmt werden kann, indem man nur iiberall Gesamtladungen
durch freie Ladungen (multipliziert mit dem trivialen Einheitenfaktor €p) ersetzt. Das ist falsch. Es gilt ndmlich

—

VxD=eVxE+VxP, (4.40)

was i. A. nicht verschwindet. Dagegen gilt immer V x E = 0 und das ist fiir die Herleitung des Coulomb-Gesetzes

E(7) = % {[f av’ ﬁ (7 — ') (4.41)

notwendig. Es gilt also i. A. nicht

B2 o fff v 210 - 7 (1.42)

Dieses ,,Coulomb-Gesetz fiir das Verschiebungsfeld® ist nur korrekt, wenn V x P =0 und damit V x D = 0 im
gesamten Raum gilt.

W Beispiel: Fiir die gleichférmig polarisierte Kugel haben wir D= eOE im Auflenraum, da dort P verschwindet.
Also ist D wie E ein Dipolfeld und insbesondere ungleich Null, obwohl gar keine freien Ladungen vorhanden
sind.

Ganz allgemein wird es fiir die Bestimmung von D nicht ausreichen, nur die freien Ladungen p¢ () zu kennen.

Man benétigt auch die Polarisation P(7).
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4.3.1 Anschlussbedingungen

Fiir die Losung von elektrostatischen Problemen mit Dielektrika ist es wichtig zu wissen, wie sich das E- und das
D-Feld an der Grenzfliiche zwischen zwei Medien #ndern. Eines der Medien kann natiirlich Luft oder Vakuum sein.
Wir betrachten ein kleines Volumenelement, das ein Stiick der Grenzfliche einschliefit und dessen Seitenflichen
parallel oder senkrecht dazu stehen.

KL
’4“_;
@
@
Aus ~
fds- D =Quy (4.43)
oV
folgt mit den iiblichen Argumenten
Dy — Dpy = oy, (4.44)

dabei ist D, die Normalkomponente von D im Medium k = 1,2. Wir haben den Normaleneinheitsvektor 7 so
gewdhlt, dass er von Medium 1 nach Medium 2 zeigt. Nun betrachten wir die tangentialen Komponenten. Dazu
untersuchen wir eine kleine geschlossene Kurve der folgenden rechteckigen Form:

'
z
22
X
@)
)
Wir verwenden nun den Stokesschen Satz, siche Abschnitt
dl-E= [[ds-(VxE)=o0. (4.45)
%88 »L:f N——
0
Das Linienintegral zerlegen wir in Beitrdge von den Kanten des Rechtecks:
- = A A A A
f dl- B = AwEy + 2 Bpy + == Bpy —AxEpy  — — By — — Bpy = Aw (Eyy — Ep). (4.46)
a8 N—— 2 2 SN——— 2 2
unten rechts oben links
Es folgt Eis — Fy; = 0 fiir die tangentialen Komponenten, hier speziell fiir die z-Komponenten. Fiir die y-

Komponenten erhalten wir natiirlich eine analoge Beziehung. Damit gilt fiir die zweikomponentigen tangentialen
Anteile des E-Feldes

Eyy — Eyy = 0. (4.47)
Daraus folgt natiirlich . . . .
D2 — Dy = Pia — Py (4.48)
Das Potential ¢ ist stetig auch in Anwesenheit von Flidchenladungsdichten, also gilt
$2 — ¢1 =0. (4.49)
An einer Grenzflache ohne freie Ladungen gilt speziell
Dy = Dy, Epp = Ep, (4.50)

also sind die Normalkomponente von 13, aber die Tangentialkomponenten von E stetig.
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4.4 Lineare Dielektrika

Der Ursprung der Polarisation P in Isolatoren liegt in den Dipolmomenten der einzelnen Atome, Ionen bzw.
Molekiile. Haben diese in Abwesenheit eines elektrischen Feldes nicht verschwindende Dipolmomente (permanente
Dipolmomente) und sind diese bevorzugt in einer Richtung ausgerichtet, so ist P # 0 in Abwesenheit eines
angelegten E-Feldes. Ein Material mit dieser Eigenschaft bezeichnet man als ferroelektrisch oder als Elektret. (Als
Elektret bezeichnet man auch einen ferroelektrischen, polarisierten Kérper. In diesem Sinne ist ein Elektret analog
zu einem Stabmagneten, nur mit elektrischer anstelle von magnetischer Polarisation. Jedoch kann man ein Elektret
nicht im Laden kaufen, im Gegensatz zu einem Stabmagneten. Der Grund ist, dass die Polarisationsladungen o, an
der Oberflache eines Elektrets schnell durch Ionen aus der Luft kompensiert werden. Danach hat der Koérper kein
makroskopisches elektrisches Feld mehr. Mit Stabmagneten kann eine analoge Kompensation nicht stattfinden,
da keine magnetischen freien Ladungen, d.h., Monopole, existieren.) In einem Elektret geht die Polarisation
i. A. auf eine spontane Symmetriebrechung Zuruck typischerweise eine Verschiebung der positiv geladenen Ionen
gegeniiber den negativen. Dann existieren fiir E = 0 mehrere gleichberechtigte Losungen fiir P. Daher kann P
in diesem Fall keine Funktion von E sein — die Abblidung ist nicht eindeutig. In einem nicht ferroelektrischen
Material ist die Abbildung im stationéren Fall aber eindeutig, also

P = P(E). (4.51)
Wir entwickeln fiir kleine E- op ( )
. (0

P,(E) = P;(0 SV B+ O(FE? 4.52

()= PO)+ 37 T B+ OLE?), (4.52)

wobei der konstante Term fiir nicht ferroelektrische Materialien verschwindet. Die Koeffizienten des linearen Terms
bilden die Komponenten der elektrischen Suszeptibilitiit,

oP;
€0 Xe,ij ‘= 78E1- B (4.53)
J 1 E=0
Ist E hinreichend klein, so ist
5. o
P=e¢xe E, (4.54)

wenn dies gilt, spricht man von einem linearen Dielektrikum. Ist es zusétzlich isotrop, so ist fiir alle Richtungen
von E die Polarisation P parallel zu E. Dies erfordert

Ne =xe1 (4.55)

mit der skalaren Suszeptibilitéit ye.

Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass E das gesamte elektrische Feld ist, einschliefflich eines Anteils, der vom
polarisierten Korper selbst erzeugt wird. Daher ist P= 60% E i A. eine komplizierte implizite Gleichung fiir E
bzw. P.

In linearen Dielektrika gilt also

]_j:eoE_’+I3:eoE_’+EO%E_':60(1+%)E:: e’ E=CE. (4.56)

Hier ist ‘¢ die (i. A. tensorwertige) Dielektriktrizititskonstante, die offenbar einheitenlos ist, und ¢ die Permit-
tivitdt. In einem isotropen Medium haben wird

€ =e€per = €0(1 + Xe) (4.57)

und speziell im Vakuum
e =1 und €=¢. (4.58)

Beispiele:
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€r

Luft (Normalbedingungen) 1,00054

Diamant 5,7

Na(Cl 5,9

Si 11,8

H>0 (—30°C) 99
Die Dielektriktrizitdtskonstante von Wassereis ist hoch, da das HoO-Molekiil ein permanentes Dipolmoment be-
sitzt, das bei T' = —30° jedoch thermisch fluktuiert. Wir werden von nun an nur isotrope, lineare Dielektrika
betrachten.

Bl Beispiel 1:

Dielektrikum, €

Leiter, Ladung @

a

Es sei ¢(7 — o0) = 0, gesucht ist das Potential ¢(7).
Losung: Das Verschiebungsfeld folgt aus dem GauBschen Gesetz (Kugelsymmetrie!):

Q
2

— 1
D(7) = . 7 fiir alle r > a. (4.59)

Innerhalb des Leiters ist & = 0 und D = 0. AuBerhalb des Leiters bestimmen wir E aus D:

. Tre 72 7 firr > b,
E(F) = 71“0 é (4.60)
m 7“72 7 fira S r< b.
Daher ist
8(7) = — / a7 - B(7) (4.61)
(o)
- foro dr’ 47350 (752)2 = 471'160 % fiir r > b
b T .
L e - i G =2 (G L k) fa<r<) (4.62)
b a .
_foodrlﬁ%_fb dr’ 471r<-: (79)2 :%(ﬁ—’—i_?lb) fiirr < a.
a b r
Wir kénnen auch P und die gebundenen Ladungen im Dielektrikum ausrechnen:
S L _ . e—€6 Q. ¢-1Q . ..
P=D-¢E=(—¢)E= Tre ﬁrzéhre,, il fiira <r <b. (4.63)
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(4.64)

Damit ist L
pg=—V-P=0 (dai#0)
und 1Q
ZW_G 2 fiir r = b,
Ug = ’fl . P = ETT_ 1 Q f (465)
— — firr=a
dme, a? ’
da 7 vom Dielektrikum weg zeigt. Die gebundene Gesamtladung ist
e —1Q e —1 Q
—4rp? =X Ara* = X = 4.66
Qg T 4me, b2 ma A e, a? ’ ( )
AuBenfliche Innenfliche
wie es sein muss.
Zum Vergleich, die freie Ladung an der Metalloberfliche bei r = a ist
(4.67)
Die Gesamtflichenladung an der Leiter-Dielektrikum-Grenzfliche ist also
1
@ (4.68)

Q 1 e — 1Y\
" dwe, a?’

KRR g c
;

was mit dem E-Feld fiir a < r < b konsistent ist.
B Beispiel 2: Ist das gesamte Volumen V), in dem das Feld von Null verschieden ist, mit einem homogenen

Dielektrikum gefiillt, dann und nur dann gilt neben
(4.69)

VD =ps
auch oL . L
VxD=VxeE=eVxFE=0. (4.70)
Dann gilt ein Coulomb-Gesetz fiir das Verschiebungsfeld:
D(F) = % {[f av’ lﬁ’f_(’:,)g (7 — ) (4.71)
(4.72)

(beachte die Grofe e statt ). E ist gegeniiber dem Vakuum um den Faktor ey/e = 1/e, reduziert.

Anwendung: Kondensator mit Dielektrikum.




Das E-Feld fiir gegebene Ladungen +@Q ist gegeniiber dem luftgefiillten Kondensator um 1/¢, reduziert. Daher
ist auch das Potential ¢ um 1/e, reduziert und ebenso die Potentialdifferenz (Spannung) U. Wir schlieflen, dass
die Kapazitit

Q
== 4.
C=r (4.73)
um den Faktor €, erhdht ist:
C = €.Cyac (4.74)

(Clyac ist die Kapazitit des leeren Kondensators). Dies ist der iibliche Weg, die Kapazitéit von Kondensatoren zu
erhohen.

4.4.1 Die Laplace-Gleichung in Dielektrika

In einem homogenen, linearen und isotropen Dielektrikum gilt

—

€oXeD Xe < R Xe
. =— V-D=- . 4.75
¢ 1+ v 1+x. ! (475)

pg=-V-P=-V-exE=-V

Die gebundene Ladungsdichte ist somit proportional zur freien Ladungsdichte. In fast allen praktisch relevanten
Fallen ist die freie Ladungsdichte im Inneren von Dielektrika aber Null und daher gilt py = 0 und p = ps+p4, = 0.
Dann gilt die Laplace-Gleichung

V2 =0 (4.76)

im Inneren von Dielektrika und Komplikationen kommen hochstens von den Anschlussbedingungen an den Grenz-
flichen zwischen Dielektrika (evtl. Luft oder Vakuum).
B Beispiel: Punktladung und dielektrischer Halbraum.

z
qe €0
d
0 € €T
Die Anschlussbedingungen lauten

D.(x,y,07) = D.(z,y,07), (4.77)
E$(x7y70+) :Ew(x7y70_)’ (478)
Ey(z,y,0%) = Ey(2,y,07), (4.79)
¢(x,y,0%) = ¢(x,y,07) (4.80)

Wir werden nur die erste und die vierte bendtigen. Die erste impliziert
eoFE.(r,y,0") = eE.(x,y,07). (4.81)

Das Problem lisst sich mit Hilfe der Bildladungsmethode 16sen, wobei wir immer aufpassen miissen, dass alle
Bildladungen im unphysikalischen Bereich liegen. Jetzt interessiert uns aber das Feld sowohl im Vakuum (z > 0)
als auch im Medium (z < 0). Wir machen eine Fallunterscheidung:

e Fiir z > 0 fithren wir eine noch zu bestimmende Bildladung ¢’ am Ort —dZ ein (auflerhalb des Bereichs
z > 0!).

e Fiir z < 0 ersetzen wir die physikalische Ladung ¢ bei dZ durch die noch unbekannte Ladung ¢” (auerhalb
des Bereichs z < 0!).
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Dann ist

1 q q "
+ fiir z > 0,
dme l¢x2+y2+<z—d)2 VEi+ 2+ (z+d)?
o(7) = (4.82)
1 q//
firz < 0.
Ameo | /22 + 42 + (2 — d)?
Im Limes z — 0 miissen beide Ausdriicke wegen der Stetigkeit von ¢ identisch sein. Daraus folgt sofort
g+q¢ =q". (4.83)
Die Bedingung fiir E, ergibt
€0 g (=d) + a d| = — ¢ (—d) (4.84)
drey | (22 + Y2 + d2)3/2 (22 + 92 +d2)3/2 | drep (22 + 42 + d2)3/2 :
= —q+d=-6q¢" =—e(@+4) (4.85)
= (1+e)d =0-¢)q (4.86)
1—¢ Xe
= I T _ 4.87
(= 1= 2? (4.87)
sowie 9
¢ =q— X (4.88)

Der Ansatz ist also erfolgreich, d.h. die Anschlussbedingungen lassen sich alle erfiillen (fiir E, wire das noch zu
priifen). Wir kénnten nun E = —V¢, D, P und o, sofort ausrechnen.

4.4.2 Feldenergie in Dielektrika

Da ein Dielektrikum die Kapazitét eines Kondensators dndert, erwarten wir, dass es auch die im Feld gespeicherte
Energie W = % CU? &ndert. Um allgemein die Feldenergie zu bestimmen, stellen wir uns vor, ein freies Ladungs-
element py aus dem Unendlichen heran zu bringen, wofiir wir gegen das Feld der schon vorhandenen Ladungen

die Arbeit
AW = ([[ av 2ps(7) 6(7) (4.89)

leisten miissen. Es ist

Apyp =V -AD (4.90)

mit der Anderung AD des Verschiebungsfeldes aufgrund von Ap;. Daher folgt
AW = [[[av (V- aD)ye 2" (f ds- ADs~ [[[av AD Vo =+ [[[av AD - E. (4.91)
|
0
Dies gilt fiir jedes Dielektrikum. Nun nehmen wir an, dass es linear ist: D = ¢E. Dann folgt fiir infinitesimales
AD:

AD-F=cAB-F= A(E~E):%A(5~E) (4.92)

A (; ﬂ v D- E) . (4.93)

Die Gesamtenergie nach dem Heranbringen aller freien Ladungen ist also

€
2
= AW:%II dV A(D - E)

W= %H AV D-E (4.94)
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und die Energiedichte ist
1~ =
w=3D-E. (4.95)

Es stellt sich die Frage, wie diese Beziehungen und der oben hergeleitete Zusammenhang

W:%HMVW (4.96)

zugleich korrekt sein kénnen. Die Antwort ist, dass die beiden Ausdriicke (4.94) und die Energie fiir unter-
schiedliche Situationen wiedergeben. Gleichung gilt, wenn ein polarisierbares Medium (ein Dielektrikum)
schon vorhanden ist und freie Ladungen herangefiihrt werden. Gleichung betrifft dagegen den Fall, dass alle
Ladungen, auch die Kerne und Elektronen, die das Medium aufbauen, herangefiihrt werden. Oder kurz: Gleichung
([4.94) gibt die zum Aufladen eines Kondensators nétige Energie, Gleichung die Enegie, die erforderlich ist,
den (geladenen) Kondensator zu bauen.
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Kapitel 5

Mikroskopische Magnetostatik

Magnetische Phédnomene sind zumindest seit der Antike bekannt. Plato und Aristoteles erwdhnen Permanentma-
gnete. Es handelte sich um natiirlich vorkommende , Magnetsteine“ aus Magnetit (Fe3O,4). Das Erdmagnetfeld
wurde offenbar in China entdeckt und beweglich aufgehéingte Permanentmagnete wurden dort spétestens um
1040 u.Z. als Kompass verwendet, moglicherweise aber schon viel frither. Dieses Kapitel beschiiftigt sich mit dem
Konzept des magnetischen Feldes sowie mit dessen Ursachen und Konsequenzen. Wir beschrénken uns hier auf
zeitunabhingige Magnetfelder, dies definiert das Gebiet der Magnetostatik. Zunéchst betrachten wir die Konse-
quenzen des Feldes.

5.1 Die Lorentz-Kraft

Wir fithren das Magnetfeld hier empirisch ein. Man kann seine Existenz und Eigenschaften alternativ auch aus
unserer Kenntnis des elektrischen Feldes und der Forderung der Lorentz-Invarianz ableiten. Experimente zeigen,
dass auf ein Teilchen mit der Ladung ¢, das sich mit der Geschwindigkeit ¢ zwischen den Polen eines Permanent-
magneten oder in einer langen Spule bewegt, eine Kraft F wirkt, die folgende Eigenschaften hat:

e die Kraft ist proportional zur Geschwindigkeit, F' ~ v,
e sie steht senkrecht auf der Geschwindigkeit, F L ¥, also L= 0,
e sie ist proportional zur Ladung, F' ~ q,

e es existiert eine von der Geschwindigkeit und Ladung des Teilchens unabkléin_gige Richtung B, so dass die
Kraft F' fﬁz alle Geschwindigkeiten und Ladungen senkrecht auf B steht: F'- B = 0 V¥, q. Aulerdem bilden
¥, B und F ein Rechtssystem (Linkssystem) fiir ¢ > 0 (¢ < 0).

e Die Kraft ist proportional zum Sinus des von ¢ und B eingeschlossenen Winkels, F' ~ sin < (7, B)

Aus diesen Beobachtungen kénnen wir schlielen, dass eine Proportionalititskonstante B > 0 existiert, so dass
gilt .
F=BqgUxB. (5.1)
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Wir fithren B := BB ein und erhalten die Lorentz-Kraft, genauer ihren magnetischen Anteil,

—

F=qixB. (5.2)
Die gesamte Lorentz-Kraft beinhaltet auch den elektrischen Anteil qE:
F=qE+q7xB. (5.3)

Man findet i. A. an verschiedenen Orten verschiedene B, also ist B (7) ein Feld. Wir nennen es die magnetische
Induktion oder magnetische Flussdichte. Es reprisentiert das magnetische Feld, aber leider ist der Begriff , Mag-
netfeld“ aus historischen Griinden fiir eine andere Grofle reserviert, ndmlich i. W. fiir das magnetische Analogon
des elektrischen Verschiebungsfeldes, wie wir im n#chsten Kapitel diskutieren werden.

Wir hatten in Abschnitt gesehen, dass das Vektorprodukt zweier Vektoren ein Pseudovektor ist. Zur
Erinnerung: Vektoren &ndern unter Inversion des Raumes ihr Vorzeichen, Pseudovektoren dagegen nicht. Wenn
nun die Induktion B wie die Geschwindigkeit ¢’ ein Vektor wire, so miisste die Kraft ein Pseudovektor sein. Das
widerspriiche aber dem Newtonschen Gesetz F = md und der Tatsache, dass die Beschleunigung ein Vektor ist.
Daher miissen wir folgern, dass die Induktion ein Pseudovektor ist.

Die magnetische Lorentz-Kraft ist offensichtlich nicht konservativ, da sie von der Geschwindigkeit abhéngt —
ein Kraftfeld F' ist konservativ, wenn F nur von 7 abhingt und VxF=0 gilt. Wir konnen aber die Arbeit
ausrechnen, die eine sich im B-Feld bewegende Ladung verrichtet. Wahrend des Zeitintervalls dt bewegt sich die
Ladung um

dF = v dt. (5.4)
Dabei verrichtet sie die Arbeit . .
AWinag = Finag - d7 = q (¥ x B) - 0dt = 0. (5.5)
—_———

Also gilt fiir eine beliebige Bewegung der Ladung Wiy, = 0, d. h. die magnetische Kraft verrichtet keine Arbeit.

(Wir sehen, dass die magnetische Lorentz-Kraft eine ganz spezielle Kraft ist: Obwohl sie nicht konservativ ist, ist

die Arbeit wie bei einer konservativen Kraft wegunabhéngig, ndmlich immer Null.) In einem rein magnetischen

Kraftfeld ist somit die kinetische Energie %va erhalten und daher ebenso der Betrag v = |0] der Geschwindigkeit.
Wir betrachten die Bewegung fiir zwei einfache Félle. Der Einfachheit halber sei jeweils g > 0.

(a) Homogenes B-Feld, verschwindendes E-Feld. Da F L B, ist die Bewegung in Feldrichtung kréftefrei und
daher unbeschleunigt. Wir beschrinken uns auf den Fall ¥ | B. Das mechanische Problem wird durch die

Newton-Gleichung . .
mi =q¥Ux B (5.6)

mit der Anfangsbedingung .
(t=0)=1v, L B (5.7)

ausgedriickt. Wir wéhlen kartesische Koordinaten mit Z = B und # = 0. Es folgt

MUy = q'Uva (58)
miy = —qug B
2B2
= mi, = qu,B=—-1"u, (5.10)
m
2 2
) B
5 =-Lu, (5.11)

mit der Anfangsbedingung v,(0) = vg. Die Losung lautet

Vgp = Vg COS Wt (5.12)
mit der Zyklotronfrequenz
4B (5.13)
We := —. .
m



Es folgt ]
vy = q% Uy = Z—i = —vg sinw,t. (5.14)

Die Trajektorie ist, ausgehend von einem Anfangsort 7(0) = 79,

¢ oo (50 wet'\ |t v sin w,t v " sin w,t
7(t) = 7o +/ dt' 5(t') = 7o+ — | coswet’ =g+ — | coswet —1 | =fp— — g+ — | coswet | . (5.15)
0 We 0 0 We 0 We We 0

Das ist eine Kreisbahn (genannt Zyklotronbahn) mit dem Radius

Vo muvg
R.=—=—"——, 5.16

C We qB ( )
Diesen Zusammenhang kann man verwenden, um das Verhiltnis e/m fiir Elektronen zu messen. Das ist ein
recht einfacher Praktikumsversuch. Die Messung der Elementarladung e oder der Elektronenmasse m einzeln
ist sehr viel schwieriger. Es ist bemerkenswert, dass mit einer einfachen Messung die spezifische Ladung e/m
von Elementarteilchen bestimmt werden kann.

Homogene E- und B-Felder, orthogonal zueinander. Weiter sei #(0) = 0 und 0. B.d. A. 7(0) = 0. Wihle & = B
und 2 = E. Es ist

F = (E + qi x B, (5.17)
also

F, =0, (5.18)

F, = qu.B, (5.19)

F. =qF — qu,B. (5.20)

Wegen F, = 0 und v,(0) = 0 liegt die Trajektorie in der yz-Ebene. Die Newton-Gleichung liefert

mv, = qu. B, (5.21)
mv, = q¢F — quy,B (5.22)
Wir geben hier nur das Ergebnis an:
E
vy(t) = 5 (1 - coswet), (5.23)
E
v (t) = 5 sinwet, (5.24)

was man durch Einsetzen {iberpriifen kann. Die Bewegung ist die Uberlagerung einer gleichformigen Bewegung
in Richtung E x B mit der Driftgeschwindigkeit

E
Uprift = 5 (5.25)

und einer Kreisbewegung mit der Zyklotronfrequenz w,.. Durch Integration erhalten wir die Trajektorie (be-
achte 7(0) = 0)

E 1 .
Ty(t) = E (t — ;C Slnwct) y (526)
1
r.(t) = —% o (coswt —1). (5.27)
c

Die Bahnkurve ist eine Zykloide. Das Teilchen kommt zu den Zeiten t = 27n/w., n = 0,1,2,... zur Ruhe.
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5.2 Strome

Die (elektrische) Stromstirke I ist definiert als die Ladung pro Zeitintervall, die durch eine orientierte Fldche
hindurchtritt. Wir miissen festlegen, in welcher Richtung wir einen Strom aus positiven Ladungen als positiv zéhlen
wollen. Dies ist die Referenzstromrichtung. Sie entspricht der Wahl einer der beiden moglichen Orientierungen der
Flache.

I>0

Wir kénnen schreiben

dQ
e
Wir definieren auch die (elektrische) Stromdichte als transportierte Ladung dg pro Zeitintervall d¢ und Fliche
dA. Da es im dreidimensionalen Raum drei linear unabhéngige Orientierungen von Flichenelementen dA gibt,
liegt es nahe, die Stromdichte als Vektor zu definieren.

I= (5.28)

z F -
dz
Y TP
T dx
Sei
(dq> fir o = x,y, 2 (5.29)
die Ladung pro Zeit, die durch das zu & = 2, 3, 2 senkrechte Flachenelement tritt. Dann schreiben wir in kartesi-
schen Koordinaten
dq 1
jz = 5.30
J (dt> dydz’ (5.30)
dq 1
jy = 31
Iy (dt> dzdz’ (5.:31)
dq 1
j .32
== (dt> dzdy’ (5:32)

Fiir ein beliebig orientiertes Flachenelement dA = dAn ist die Normalkomponente von 7 analog

. . . [d 1
Jn=n-7= ( q) A (5.33)
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Die Stromdichte ist i. A. ortsabhéngig und daher ein Vektorfeld. Ihr Fluss durch eine Fliche S ist die Stromstérke:
T oo . dq 1 dg\ _ dQ
QQAJ_{;WUn_£dA<ﬁ)nm4_Q(QJn:dt_L (5.34)

Die Stromstérke ist offensichtlich ein Skalar.
Wird eine Ladungsdichte p(7) von Teilchen gebildet, die sich mit der evtl. ortsabhiingigen Geschwindigkeit
U(7) bewegen, so erzeugen sie die Stromdichte
T=p7. (5.35)

Gibt es mehrere Arten von Teilchen, z. B. Elektronen und Locher in einem Halbleiter oder Anionen und Kationen
in einem Elektrolyt, so ist die gesamte Stromdichte

J= anﬁna (536)

wobei n die Teilchenart abzéhlt. In einem stromdurchflossenen Metall bewegen sich nur die Elektronen, aber
nicht die Ionenriimpfe. Die Ladungen gleichen sich aber aus, das Metall ist (evtl. bis auf relativ kleine Ober-
flichenladungen) elektrisch neutral. Es gilt also

p = pe+pi =0, (5.37)

aber
)= eﬁe"' i 171 = eﬁe 0. 5.38
J=r P pele # (5.38)

0
Beachte, dass ein sich insgesamt bewegender elektrisch neutraler Leiter keinen Strom représentiert: Es ist

T= pe¥+ pi = (pe — pe) U= 0. (5.39)

Ist die Ladungsdichte auf eine Flidche oder eine Kurve beschrinkt, konnen wir in Analogie zur Flichen- und
Linienladungsdichte entsprechende Stromdichten definieren:

o die Linienstromdichte_’f = AU, diese ist ein Vektor tangential zur Kurve, auf die die Ladung beschrinkt
ist (,Draht“); es gilt T = It, wobei ¢ der Tangenteneinheitsvektor in der Referenzstromrichtung und I die
Stromstérke ist,

e die Flichenstromdichte K = o, diese ist ein zur Fliche tangentialer Vektor.

In der Magnetostatik nehmen wir an, dass die Stromdichten 7, K , I und die Ladungsdichten p, o, A zeitunabhingig
sind. Das bedeutet nicht, dass die Ladungen ruhen, sondern nur, dass sie sich nicht anh&ufen.

Wir konnen jetzt die Kraft auf einen stromdurchflossenen Draht ausrechnen: Die Lorentz-Kraft auf ein Element
dl des Drahtes mit der Ladung dq ist

dF =dgix B=Adlix B=dlI x B=1Idl x B, (5.40)
wenn wir dl in der Richtung der Referenzstromrichtung wéhlen. Die Gesamtkraft auf den Draht ist dann
ﬁ:/[ﬁxé. (5.41)
Flieit derselbe Strom I durch den gesamten Draht, so folgt
ﬁ:]/ﬂ&é. (5.42)

Wir kommen darauf in Abschnitt [5.3] zuriick.
Wir kénnen auch das Drehmoment (bzgl. des Koordinatenursprungs) auf einen Draht ausrechnen:

dM =7 x dF = I7 % (d

=
X
=

(5.43)
)_J/Wﬂmé. (5.44)

se]

= A?:/}fxuﬁxé)zz Fx@ﬁxﬁ):[/dﬂﬁ



5.2.1 Die Kontinuitédtsgleichung

FEin zentrales Postulat der Elektrodynamik ist die lokale Erhaltung der Ladung. Lokale Erhaltung bedeutet, dass
an keinem Punkt Ladung erzeugt oder vernichtet wird. Globale Erhaltung wire die viel schwéchere Forderung,
dass die Gesamtladung zeitunabhiingig sein soll; dies wiirde zulassen, dass Ladung an einem Ort verschwindet und
gleichzeitig an einem anderen auftaucht. Die Struktur der Elektrodynamik (als ,Eichtheorie*) beruht wesentlich
auf der lokalen Ladungserhaltung.

Ist die Ladung lokal erhalten, so muss fiir jedes Volumen V gelten, dass die Anderung der enthaltenen Ladung
Q@ nur durch einen Strom durch die Oberfliche 0V erfolgen kann. Der Strom durch die Oberflache ist

1= ffai s (5.45)
oV

Wiihlen wir die Referenzstromrichtung nach auBen, so muss fiir die Anderung der eingeschlossenen Ladung Q
gelten

dQ = —Idt (5.46)
(die Ladung nimmt ab, wenn Strom herausflieit). Es folgt
dq
- - 7 4
o (5.47)
dp -
= jﬂ v o= - gf?f dA -7 (5.48)

Mit dem Gauflschen Satz folgt
Jjjav % J[fave-s (5.49)

Da dies fiir jedes V gilt, folgt

Ip =
O o -

Dies ist die Kontinuitdtsgleichung fiir die elektrische Ladung. Sie ist eine kompakte Formulierung der lokalen
Ladungserhaltung. Speziell in der Magnetostatik fordern wir 9p/dt = 0, woraus folgt V - 7= 0. Die Stromdichte
ist in diesem Fall quellenfrei.

5.3 Das Biot-Savart-Gesetz
Eine sich bewegende Punktladung ¢ mit der Trajektorie ¥ = 7, (¢) hat die Ladungsdichte
pl7 1) = qO(F — 7,(1)) (5.52)
und die Stromdichte .
S S T IR

) = pif = 0 T 87— 7, (1) (5.53)
Diese sind offensichtlich nicht stationér. Dieser Fall kann daher nicht im Rahmen der Magnetostatik beschrie-
ben werden. Der einfachste der Magnetostatik zugéngliche Fall ist ein stationédrer Strom entlang eines Drahtes

(Linienstrom).

Beachte, dass das Induktionsfeld B unter Ausnutzung der Lorentzkraft gemessen werden kann. (Typische
Magnetfeldresonanzen beruhen auf dem Hall-Effekt, der in der Tat die Lorentz-Kraft auf Elektronen in Metallen
ausnutzt.) Fiir eine gegebene Linienstromdichte I findet man experimentell das Induktionsfeld

" L — .~
- 140 ,Ix(f’ff")iuo/ J I XA g , I < Ar
Br)="—[|d ————5—="— [ dl =— [ dl . 5.54
(") /c |7 — 7|3 47 Jo (Ar)3 47w Je (Ar)? (5:54)
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Ist der Strom entlang des gesamten Drahtes gleich grof3, so kénnen wir I aus dem Integral herausziehen:

= Mo df/ X &"
B(r)=—1 [ ———. .
) 4 /c (Ar)? (5:55)

Alle diese Formen nennt man das Biot-Savartsche (oder Biot-Savart-) Gesetz. pg ist die Permeabilitit des Vaku-
ums. In SI-Einheiten ist po = 47 x 1077 N/A? (exakt). Wie ¢ ist ug einfach ein Umrechnungsfaktor, der sich aus
der Wahl der Einheiten ergibt. Der Vergleich mit dem Coulomb-Gesetz fiir eine Linienladung,

A7) Ar
E(F) = Treg /cdl EAZ)Q ; (5.56)

zeigt, dass das Biot-Savart-Gesetz das magnetische Analogon des Coulomb-Gesetzes ist.
Am Biot-Savart-Gesetz erkennen wir auch, dass das B-Feld ein Pseudovektor (axialer Vektor) ist: In Gl. l)

ist die Stromstirke I ein Skalar und di” sowie Ar sind Vektoren. Unter Raumspiegelung (Inversion) dndert sich T

nicht, wihrend di” und Ar das Vorzeichen wechseln. Das B-Feld #ndert sein Vorzeichen unter Inversmn also mcht
was es als Pseudovektorfeld kennzeichnet. Das ist konsistent mit der magnetischen Lorentz-Kraft F]mg =qUXx B:

¥ ist ein Vektor, B ist ein Pseudovektor, daher ist die Kraft Fmag ein Vektor.
B Beispiel 1: B-Feld eines langen, geraden, stromfithrenden Drahtes:

Das Linienelement di’ bei 7’ erzeugt am Ort 7 = 22 das Feld

Ko g dl" x Ar wo - dz’'sinag
— Mo — fopdzsmay .
dB(F) = 47r C(Ar)? T Ar T 22+ ()2 (5:57)

Es ist

x
sina =sin(r — @) = ——— 5.58
(o= (5.58)
Ko ; x ol
B="r——~ . .
= dB(F) = g <$2 FEIEETE gdz (5.59)

Das gesamte B-Feld ist also

5 Ho <, x . Mo ;¥ -4 > _ ko .Y -4 po I
B =—7 d) ———m8Mm ——— )= — | & —— I1Z 1 _—— = ——q. (5.60

i x 22+ (2)2? | _ Y . e 22+ (2/)2 2w x

1
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Unter Ausnutzung der Rotationssymmetrie um die z-Achse erhalten wir allgemein, in Zylinderkoordinaten p, ¢,
Z?

B(i)=2-¢. (5.61)

Insbesondere ist das B-Feld tangential an Kreisen mit ihrem Mittelpunkt auf dem Draht. Die Richtung von B
gehorcht der Rechte-Hand-Regel.

a¥eSa
AR

Wir betrachten noch das Verhalten dieses Gesetzes unter Inversion des Raumes. Unter Inversion kehrt sich der
Stom um: I — —I. Da B ein Pseudovektor ist, konnte man annehmen, dass B unveriindert bleibt. Das kann
aber nicht stimmen — wegen der Linearitdt der Gleichung muss B mit —1 multipliziert werden, wenn I mit —1
multipliziert wird. Tatséchlich kehrt sich das Feld B (7) lokal um, denn unter Inversion gilt

7o -7 = B(f)— +B(-7") = -B(/), (5.62)

wobei wir ausgenutzt haben, das B eine ungerade Funktion von 7 ist.
Mit dem Ergebnis fiir die Induktion kénnen wir die Kraft zwischen zwei parallelen Drihten mit den Strémen
I; und Is bestimmen.

I
+ = X
d F
+ ! L, -
K
By

An einem beliebigen Punkt auf Draht 2 betrigt das B-Feld aufgrund von Draht 1,

—» woli R
B = —7). .
1 o d ( y) (5 63)

Die Kraft auf Draht 2 ist also, geméf Gl. (5.42)),

B} L I LI
F21:12/d1x31:12/dzz«>< polL (-y):ﬂﬁi/dz. (5.64)
2w d 2 d

Das Integral ist die Lange des zweiten Drahtes und damit formal unendlich. Es ist sinnvoll, die Kraft pro Lange
anzugeben:
p o dFy  po Lily

for 1= a9 733 (5.65)

Beachte, dass die Kraft fiir in dieselbe Richtung flieende Strome anziehend ist. Diese Kraft wird fiir die Definition
der Einheit Ampere verwendet.
B Beispiel 2: B-Feld auf der Symmetrieachse einer kreisformigen Leiterschleife.
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i
= [

Aus Symmetriegriinden gilt auf der Achse B(z) = B,(z) 2. Das Biot-Savart-Gesetz ergibt

Byt g M_MI/M_MI/MM
T 4w c (Ar)3  4n . (Ar)3 C A4n (Ar)3
Lo dl - (ExE—7' x2) o / dl' R
pe =1 | s 5.66
4 /c (Ar)3 4" Jo (R2 + 22)3/2° ( )
wobei wir ausgenutzt haben, dass dl’ , —7" und 2 ein orthogonales Rechtssystem bilden. Es folgt

27 2 9

,LLO R ,LLO R
B.(z)="—1 dp———F—="1—————. 5.67
=) 4m /0 7 (R2 + 22)3/2 2 " (R2 + 22)3/2 (5.67)

Wir werden spéter auf das B-Feld einer Leiterschleife zuriickkommen.
Die Verallgemeinerung des Biot-Savart-Gesetzes auf Flidchen- und Volumenstromdichten ist naheliegend:

ﬂ ) X AT, (5.68)
ﬂjd ’ﬂr XAT. (5.69)

Der letztere Ausdruck enthiilt Flachen- und Linienstréme als Spezialfiille, analog zum Coulomb-Gesetz.

ﬁ

5.4 Das Amperesche Gesetz und das Vektorpotential

Mittels des Biot-Savartschen Gesetzes konnen wir die Rotation und die Divergenz von B bestimmen. Ahnlich
hatten wir oben die Rotation und die Divergenz des elektrischen Feldes mit Hilfe des Coulomb-Gesetzes ermittelt.

5.4.1 Das Amperesche Gesetz

Zunichst finden wir

U x g _»)_ Ho ffjdv/ ﬂT - (Ff ™)

—*/‘3
T_’I'? - . . ﬁ. F_F/ . . 7:’_,':*/ F—'F/
Jf av’ (|r e .V)f(r’) - (J_(r’) . V) m + 7))V - I _\f' NI j’( Nl (5.70)
— —
0 Ar 6(7—71)
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Den zweiten Term betrachten wir gesondert:
o) - 7’
L (-9
__Ho / o = _ Mo / r—r
- jjfdv Z]Z(T ) — ax R —|— fjfdv ZJZ r"— K
Ho / Ly = 95 (") 7"
= dV -
wll {a ) FEE T e P

—/ z'lzoo
_
—7“/|3

7=
™ |7 =73 | |

Die Oberflichenterme verschwinden unter der Annahme, dass keine Strome ins Unendliche oder aus dem Unend-
lichen flielen. Der Volumenterm verschwindet in der Magnetostatik, da

—,

-7
7

(5.71)

- ap
vy =0. 5.72
T=-% (5.72)
Damit verschwindet der gesamte zweite Term in Gl. (5.70]) und wir erhalten
V x BO) = o [[[ av’ ) (7 = 7) = o 717). (5.73)

Die Wirbel des B-Feldes sind also in der Magnetostatik durch die Stromdichte gegeben. Dies ist das Ampéresche
Gesetz in differentieller Form.

J

Wenn wir beide Seiten des Ampereschen Gesetzes iiber eine berandete Fliche S integrieren, erhalten wir

ﬂ dg- (V x B) = uoj ds- 7. (5.74)
S S
Mit dem Stokesschen Satz folgt
dl- B = uo ﬂ 3 7 (5.75)
os S

Die rechte Seite ist, bis auf den Faktor pg, der Fluss von j{7) durch S, also der elektrische Strom durch S:

7{ dli- B = g L. (5.76)
oS

Dies ist das Amperesche Gesetz in Integralform. Die Referenzstromrichtung zur Festlegung des Vorzeichens von
Iiy, gehorcht dabei der Rechte-Hand-Regel in Bezug auf die Richtung des Integrationsweges 0S.

Das Amperesche Gesetz spielt offenbar in der Magnetostatik eine #hnliche Rolle wie das Gaufische Gesetz in
der Elektrostatik. Insbesondere kénnen wir es verwenden, um B fiir Situationen mit hoher Symmetrie einfach
auszurechnen, ohne das Biot-Savart-Gesetz anwenden zu miissen.

Bl Beispiel: B fiir einen langen, geraden, stromfithrenden Draht.

A
Fra—

1
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Wir wihlen eine ,, Amperesche Schleife* 9S als Kreis mit dem Radius r, in einer Ebene senkrecht zum Draht und
mit dem Mittelpunkt auf dem Draht. Es gilt

di-B=pol. (5.77)
oS

Wegen der Rotationssymmetrie um die Drehachse ist dl’- B konstant entlang dS. Es ist

2 2
7{ df-é:/ dgor<,5~§:rBw/ de = 27 B,, (5.78)
a8 0 0
in Zylinderkoordinaten. Es folgt fiir die Tangentialkomponente
po 1
B,=—-. 5.79
oy ( )

Wir miissen noch erkliren, wieso die iibrigen Komponenten B, und B, verschwinden. Wegen der Translations-
symmetrie entlang z und der Rotationssymmetrie um die 2-Achse miissen B, und B, unabhéngig von z und ¢
sein. Dann folgt aus V- B =0, was unten gezeigt wird, dass die radiale Komponente von B verschwindet, dass
also B, = 0 gilt. Aus den Bedingungen fiir die Rotation und die Divergenz von B folgt, wie man zeigen kann,
dass B, hochstens im gesamten Raum konstant sein kann. Aus der plausiblen Annahme, dass B weit weg vom
Draht verschwindet, folgt, dass nur B, = 0 gelten kann. Es folgt das schon bekannte Ergebnis

5 ko I

B = o7 7 o. (5.80)
In Analogie zum Gauflschen Gesetz in der Elektrostatik ist es in der Magnetostatik empfehlenswert, das
Amperesche Gesetz zu verwenden, sofern die Symmetrie des Systems hoch genug ist. Beachte die Moglichkeit, die
vorgegebenen Strome zunéchst in Beitréige hoher Symmetrie zu zerlegen (Superpositionsprinzip). Das Amperesche
Gesetz erfordert im Gegensatz zum Gaufischen die Betrachtung von geschlossenen Kurven anstelle von Flichen.

5.4.2 Die ideale Spule

Wir betrachten eine lange, eng gewickelte Spule mit n = dN/dl Windungen pro Léngeneinheit und dem Radius R,
die von einem Strom I durchflossen wird. Wir wollen das B-Feld innerhalb und auBerhalb der Spule bestimmen.

Wegen V - B = 0 haben wir B, = 0. Wéhlen wir eine Amperesche Schleife als Kreis um die z-Achse, so finden
wir analog zum letzten Beispiel

B,=0 fiirp< R (im Inneren) (5.81)
und
_ ko L R (im AuB
= ir p > (im Auflenraum). (5.82)

Das ist einfach das vom Strom I erzeugte Feld, das man bei der idealisierten Betrachtung i. A. vernachléssigt.
Dies ist dquivalent dazu, den Strom durch eine rein tangentiale Flichenstromdichte

K(F) =nl$ (5.83)

zu ersetzen. Damit bleibt nur noch die z-Komponente iibrig:
1. Fall: Auflerhalb der Spule ergibt eine rechteckige Amperesche Schleife:

107



A
y

%T)
[
fdf- B=B.(b)L — B.(a)L = jug I;, =0 (5.84)
=  B.(b) = B.(a). (5.85)

Da jedoch die Spule fiir grofie Abstidnde p wie ein diinner Draht erscheint, gilt lim, o, B.(p) = 0 und daher
B.(p)=0 VYp>R. (5.86)

2. Fall: Innerhalb der Spule finden wir das Feld mit Hilfe einer Schleife, die die Driihte umschliefit (beachte
die Richtung):

V

-
\
K

2 N
— ]
t~

VISE

]

fdf. B = B.(a)L — B.(b) L = po I = ponLI (5.87)
N——
0
= B.(a) = ponl. (5.88)

Damit finden wir fiir die ideale Spule

B = {,uonIz fiir p < R, (5.89)

fur p > R.

Das B-Feld innerhalb der Spule ist also homogen.

5.4.3 Divergenz des Induktionsfeldes und Vektorpotential

Neben der Rotation kénnen wir auch die Divergenz von B aus dem Biot-Savart-Gesetz ermitteln:

v-B(F) = 1 ﬂ PR RUGIRS Gl B H av’

\T—r’|3

TS e (e TT
,,:’ ,,:*/|3 (V X j(?“/)) —j(T/)'<V X |7:,,3> ‘| . (5.90)

0
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Hier verschwindet V x J(7"), da die Ableitung nach 7 erfolgt, wovon j gar nicht abhéingt. Weiter ist

(5.91)

proportional zum statischen E-Feld einer Punktladung bei 7' und damit wirbelfrei. Also verschwindet auch der
zweite Term unter dem Integral und wir erhalten

V-B=o. (5.92)

Das B-Feld ist also quellenfrei. Das bedeutet insbesondere, dass die Feldlinien von B nicht enden konnen. Sie sind
also immer geschlossene Kurven oder reichen, fiir idealisierte Modellsysteme wie die ideale Spule, ins Unendliche.
Man kann die Beziehung V-B=0 Gaufisches Gesetz fir die magnetische Induktion nennen. Der Vergleich mit
dem Gauflschen Gesetz fiir E,

V- E="L (5.93)
€0
legt nahe, das Gesetz fiir B als Abwesenheit von magnetischen Ladungen (Monopolen) zu interpretieren:
VB = popm =0. (5.94)

In der Tat wurden bisher keine magnetischen Monopole als fundamentale Teilchen entdeckt. Thre Existenz wire
durchaus willkommen, denn Dirac hat gezeigt, dass man dann die Quantisierung der elektrischen Ladung leicht
verstehen konnte. Es ist auch interessant, dass magnetische Monopole zwar wohl nicht als Elementarteilchen
vorkommen, wohl aber als Anregungen in bestimmen magnetischen Festkorpern, sogenanntem Spin-FEis.

In Integralform lautet das Gausche Gesetz fiir die Induktion

ﬁds*. B=o. (5.95)
oV
Also verschwindet der magnetische Fluss durch jgde geschlossene Ollerﬁéiche. .
Wie in Abschnitt besprochen, folgt aus V- B = 0, dass zu B ein Vektorpotential A existiert, so dass gilt
B=VxA. (5.96)

Dieses neue Feld A nennt man einfach das Vektorpotential. Wir hatten auch schon gesehen, dass wir einen
beliebigen Gradienten zu A addieren koénnen, ohne das physikalisch relevante Feld B zu #ndern:

Vx(A+Vy)=VxA+VxVy=5B. (5.97)
~——
=0

Diese Freiheit bei der Wahl von A ist eine Eichinvarianz, auf wir spater zuriick kommen werden. Wir setzen das
Vektorpotential in die eben hergeleiteten Gesetze ein:

1.V-B=V- (ﬁ X _.) = 0 ist nun automatisch erfiillt.
2. VxB=Vx(VxA)=V(V-A)— V24, also wird das Amperesche Gesetz
V(V-A)=V2A=po] (5.98)
oder dquivalent
VZA-V(V-A)=—u7. (5.99)

Vergleiche die Poisson-Gleichung fiir das skalare Potential:

r
60.

Vip=— (5.100)
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Die Eichinvarianz kénnen wir dazu verwenden, die Gleichung fiir A zu vereinfachen. Wir konnen némlich fordern,
dass

V-A=0 (5.101)
gelten soll. Das ist eine Bestimmungsgleichung fiir das ,,Umeichfeld“ y: Sei
A=A+ Vy. (5.102)
Ausﬁ-ff:Ofolgt L
V2x = =V - A. (5.103)

Diese Poisson-Gleichung fiir y miissen wir 16sen, um fiir gegebenes Vektorpotential ffo ein anderes zu finden, das
V - A = 0 erfiillt. Dies ist immer méglich. Fir freie Randbedingungen im Unendlichen (A, Ay — 0 fiir r — o)
ist die Losung ndmlich explizit

— —

/v - A
=0 ﬂ v’ = 4,|). (5.104)

Die Bedingung o
V-A=0 (5.105)

heifit Coulomb-Fichung. Nur unter Festlegung auf die Coulomb-Eichung gilt
V2A=—po7. (5.106)

Das ist nun ein Satz von drei Poisson-Gleichungen fiir die Komponenten von ff, die analog zur elektrischen
Poisson-Gleichung

vig =L (5.107)
€

sind. Falls J' fiir 7 — oo schnell genug abféllt, insbesondere wenn die Strome auf einen endlichen Bereich beschrénkt
sind, kénnen wir die Poisson-Gleichung fiir A analog zu der fiir ¢ 16sen:

Hf % E Tf(_r (5.108)

Fiir Linien- und Flichenstromdichten erhalten wir natiirlich

Y Ho i f(F/)
A(f)y==— [ dl 5.109
(") 4 / |7 — 7| ( )
Ho / }?('F/
=—1||d 11
") 47rf s |7 — 7 (5.110)
B Beispiel: Vektorpotential fiir rotierende, gleichférmig geladene diinne Kugelschale.
z
R
Wir wihlen 2 || &. Die Flidchenstromdichte ist
K@) =0t(F)=0d x 7, (5.111)
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daraus folgt

H 0@ X T Z;ijds “H*’I' (5.112)

7 —r

f ds' ‘F _Rﬂds — ﬂ |r_r (5.113)

Hier benétigen wir eine Variante des Gauﬁschen Satzes, die wir lelcht durch partielle Integration herleiten kénnen:

[[fav Vs = [[[av1-Vr@ =" (fas @) - [[[ avon s = (§ds 1. (5.114)
\Z v oV v oV
Fiir unseren Fall folgt
f ds' |Ff/F/ = Rﬂfdv' ﬁ/\f—m = Rjﬂdv' I:—_;IF’ (5.115)

Wenn wir hier R durch p/4meg ersetzen, erhalten wir das Coulomb-Gesetz fiir das E-Feld einer homogen geladenen
Kugel. Dafiir kennen wir die Losungen schon (ermittelt z. B. mittels des Gaufischen Gesetzes):

Das Integral ist

Si 7 firr <R,
= €
E(F) = po RS (5.116)
— — 7 firr > R.
360 7"3
Daher ist (ersetze p/4meg — R):
= 4 R firr <R,
[[ds' == =="74 Rt (5.117)
P 3 | = firr >R
r
Damit ist schliellich
. 1o R firr <R,
A(Ff)="—o0d x 7 ¢ R4 (5.118)
3 - fiir r > R.
r
Das B-Feld erhalten wir sofort aus B = V x A. Im Inneren der Kugel gilt z. B.
LS R - R - . - .
B=VxA= %v X (& X 7) = % (7 V)& —(@-V)F+& (V- 7) —F(V(;Q)]
0
R 2up0 R
S R ) [ iy (5.119)
3 3
Das Feld im Inneren ist offensichtlich homogen.
5.4.4 Vektorpotential und magnetischer Fluss
Fiir eine beliebige geschlossene Kurve 0§ gilt
* Stokcs = e
dl- ds- (V x A) ds-B=d (5.120)
oA [Jas (95 D= [

dies ist der magnetische Fluss durch die Fliche S. Dieser Zusammenhang hat interessante Konsequenzen: Wenn
0S8 eine ideale Spule umschlieit, ist ®,,, der Fluss im Inneren der Spule und damit

f dl- A=, #0. (5.121)
9S8
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Andererseits ist B = 0 iiberall auBerhalb der Spule und somit auch auf dS. Anders als in B ,ist in A die Information
iiber das Vorhandensein der Spule enthalten. Eine Losung fiir A erhalten wir unter geeigneten Annahmen iiber
die Symmetrie von A aus dem Stokesschen Satz: Wihle S als Kreis mit dem Radius r mit Mittelpunkt in der
Spule. Dann ist

D, :7{ dl- A =271 Ay(F) (5.122)
aS
= AL () = Om (5.123)
P\ = 2rr '
- i
AR = 23 124
= AN =59 (5.124)

auflerhalb der Spule. Es wirkt merkwiirdig, dass A eine nichttriviale Ortsabhéingigkeit hat, wihrend B identisch
verschwindet. Hat A irgendwelche beobachtbaren Konsequenzen? Das ist in der Tat der Fall. Die bekannteste
Konsequenz ist der Aharonov-Bohm-Effekt, der die quantenmechanische Interferenz von Elektronenwellen betrifft,
die links bzw. rechts im feldfreien Raum an einem magnetischen Fluss (Spule!) vorbeilaufen. Die physikalische
Relevanz von A ist aber kein reiner Quanteneffekt — auch klassisch hat A in Abwesenheit von B beobachtbare
Konsequenzen. Das scheint zunéchst merkwiirdig, da A ja eichabhingig ist; Aund A+ ﬁx sollten dieselbe Physik
beschreiben. Es zeigt sich, dass die relevante eichunabhéingige Grofie nicht allein B (7) ist, sondern der Fluss durch
beliebige geschlossene Kurven. Beachte

dl-(A+V)=¢ di-A+ ¢ di-Vy=,,. (5.125)
oS oS 9S8

0

Dieser Fluss ist also eichunabhéngig.
5.5 Multipolentwicklung
Fiir freie Randbedingungen limz E(F) = 0 und réumlich begrenzte Stromverteilung 7(7) konnen wir analog

zur Elektrostatik das Vektorpotential in Multipolbeitrige zerlegen. Fiir eine Stromschleife gilt (alles in diesem
Abschnitt gesagte gilt auch fiir mehrere Stromschleifen, solange sie nur alle geschlossen sind)

e Mo di’
Ay ="—1 ¢ —— 5.126
() 4 |7 =7 ( )
di’
Hier kénnen wir 1/|7 — #/| wie in Abschnitt in eine Taylor-Reihe in 7/ /r entwickeln:
1 1< r\*
= - — | P 0 5.127
=t (5 Pideoss) (5.121)
k=0
mit den Legendre-Polynomen Py (z). 6 ist der von 7 und 7’ eingeschlossene Winkel. Dies ergibt
. L[~ 1 [ -~
A(F’):Z;;I{rjl{dl’—&—ﬂj{dl’r’cosﬁ—&—...]. (5.128)
—
0

Der Monopolterm verschwindet. Der fiihrende Beitrag ist also der Dipolterm, sofern er nicht auch verschwindet.
Er lautet

47T - fdz’r’co 0= Trﬁ i’ (7 ). (5.129)
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Die z-Komponente des Integrals ist
ge-]{df'( fdz’ (7 7@ % ([ as” [V x (7 7) 2]
ds’ i A 0 i _ A3’ - (0 5
—JI az/rr)—za—y/(r-r) —jfs (§z—2y)

= [[ (as 2 — as_y) = [[(d5" x 7). = — (Fx {f d§’)$ . (5.130)

Fiir alle Komponenten erhalten wir analog

j{df’ (7 7) = 7' x [[ds" (5.131)

A7) = px [[ast = B0 KT (5.132)

wobei wir das magnetische Dipolmoment
=1 [{ds’ (5.133)
der Leiterschleife(n) definiert haben. Fiir eine flache Schleife ist das Integral [[ ds’ der Flicheninhalt multipliziert

mit dem Normaleneinheitsvektor, A7n. Das Dipolmoment einer kreisférmigen Leiterschleife mit dem Radius R
betragt also

—

da 77 =z2' +yy + 22

Das Ergebnis lautet also

(5.134)

Typischerweise existieren nicht verschwindende héhere Multipolmomente. Einen magnetischen Punktdipol oder
reinen magnetischen Dipol erhalten wir im Grenzfall Fliche A — 0, Strom I — oo, wobei 171 = const. Vergleiche
den reinen elektrischen Dipol: d — 0, ¢ — oo, wobei p'= const.

Das B-Feld eines magnetischen Dipols lautet

N - Po & MXT _ fig
47 r3 47

—(mﬁ)gwﬁ (ﬁ’?)] (5.135)

3
A und daher auch B sind singuldr am Punkt 7= 0, den wir nun ausschliefen. Der Ausdruck im zweiten Term ist

V-

T -
3= =47 é(F) =0 fiir 7 # 0. (5.136)

Den ersten Term schreiben wir in kartesischen Komponenten:
0 6y — ;312 2L ” xlm] xlxjm] m;

so dass folgt

o Mo 37(F-m)  m\ _ po 37 (F-ni) —n
Bl(r) i ( - 7’3) = I 3 . (5.138)
Wir sehen, dass das magnetische Dipolfeld dieselbe Form hat wie das elektrische:
—— 1 37 (F-p)— p
E _ 5.139
1(7) 4meg rd ( )
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5.6 Leiter und der Hall-Effekt

In Analogie zum Vorgehen in der Elektrostatik diskutieren wir die Magnetostatik in Leitern im Kapitel zum
Vakuum, wéhrend polarisierbare Medien ein eigenes Kapitel bekommen. Leiter haben einen dramatischen Effekt
auf elektrostatische Felder: Das E-Feld wird vollstédndig aus ihrem Inneren verdréngt. Normale Leiter beeinflussen
das B-Feld bei weitem nicht so stark. Unter Vernachldssigung der meist geringen magnetischen Polarisierbarkeit
(siehe Kapitel |6, dringt das B-Feld ungestort in einen normalen Leiter ein. Die Asymmetrie zwischen E und B
beruht darauf, dass der Leiter zwar freie Ladungstriager enthélt, aber keine freien magnetischen Monopole. Der
wichtigste magnetische Effekt in normalen Leitern ist der Hall-Effekt, den wir gleich besprechen werden.

Ganz anders verhalten sich Supraleiter. Diese verdréngen nicht nur das E-Feld (weil sie leiten), sondern auch
das E—Feld, bis auf eine Oberfléichenschicht mikroskopischer Dicke A (Meissner-Ochsenfeld-Effekt). Der Ursprung
dieses Effekts kann hier nicht erkliart werden. Letztlich ist er analog zum Higgs-Mechanismus in der Hochenergie-
physik. Im Zusammenhang mit Supraleitung spricht man vom Anderson-Higgs-Mechanismus. Er bewirkt, dass
das Photon in supraleitenden Medien effektiv eine Masse erhélt. Damit fallen E- und B-Felder exponentiell mit
dem Abstand ab, also insbesondere auch exponentiell mit dem Abstand zur Oberfliche.

Es sei angemerkt, dass fiir statische Felder die Eigenschaften von Supraleitern im Rahmen der Magnetostatik
beschrieben werden kénnen, wenn man eine zusétzliche Gleichung einfiihrt. Dies ist die zweite London-Gleichung

1 -
B.

VXxj=——s 5.140
XT=0e (5.140)
Diese liefert mit dem Ampeéreschen Gesetz L
die Gleichung
S L L 1 -
V x (VxB):—ﬁB (5.142)
I . 1 -
. — 2 e
= V(VOB) V“B 2 B (5.143)
L1 .
= V’B= =B (5.144)

die den exponentiellen Abfall von B beschreibt.
Nun zum Hall-Effekt: Wir betrachten einen grofien, leitenden Quader mit gleichférmiger Stromdichte 7 parallel
zu einer Kante und gleichférmigem B-Feld parallel zu einer dazu senkrechten Kante.

z
h T
ot J/ /.
B

Die Ladung der Ladungstréiger sei ¢q. Die magnetische Lorentz-Kraft ﬁmag = q¥x B lenkt die Ladungstréger nach
unten (oben) ab, wenn ¢ > 0 (¢ < 0) gilt. Dies fiihrt zur Akkumulation von Flichenladungen +o auf der oberen
und der unteren Seitenfliche. Diese Ladung nimmt zu, bis die von ihr hervorgerufene elektrische Kraft E, = qE
die magnetische Kraft gerade kompensiert — dann gibt es keine Ablenkung mehr. Die Existenz des elektrischen
Feldes E aufgrund der Oberflichenladungen ist der Hall-Effekt.

hf © —7 o8 (¢ >0)
4+ |+ 4+ [+
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Im stationdren Zustand gilt also
F=qE+qixB=0 (5.145)
= E=-9xB=-LxB. (5.146)
P

Fiir die hier betrachtete Geometrie bedeutet das

_JB

E (5.147)
T
Die Spannung zwischen der oberen und der unteren Seitenflidche ist also
jBh
Utal = —hE, = —77. (5.148)

Dies ist die Hall-Spannung. Beachte, dass Uy, vom Vorzeichen von p und damit vom Vorzeichen sgng der
beweglichen Ladungstriager abhingt. (Dieses Vorzeichen kiirzt sich nicht mit einem Faktor in 7 heraus, da die
Richtung von 7 unabhdngig vom Vorzeichen der Ladungstriger durch eine in y-Richtung angelegte Spannung
bestimmt wird.) Der Hall-Effekt wird daher zur Messung des Vorzeichens und der Konzentration der dominieren-
den Ladungstriger verwendet (Elektronen oder Locher?). Er wird auch, fiir bekanntes Material, zur Messung des
B-Feldes verwendet.

115



Kapitel 6

Makroskopische Magnetostatik

Magnetische Effekte in Materie sind sehr vielgestaltig. Sie sind Gegenstand aktueller Forschung in der expe-
rimentellen und theoretischen Physik. Das Verstindnis der meisten magnetischen Eigenschaften erfordert eine
quantenmechanische Beschreibung. Siehe dazu das Skript Theory of Magnetism, das allerdings eine Einfiihrung
in die Quantentheorie voraussetzt. In diesem Kapitel werden wir nur einige wichtige Konzepte anreiflen.

Wir hatten gesehen, dass elektrische Strome Magnetfelder hervorrufen. Kénnen wir das Magnetfeld eines
Stabmagneten auch auf Strome zuriickfithren? Tatséichlich beruht dieses Feld zum (kleineren) Teil auf Elektro-
nenstromen auf atomaren Lingenskalen und zum (gréfleren) Teil auf der Rotation der Elektronen um die eigene
Achse (ihrem Spin). Dass der letztere Effekt ein magnetisches Dipol und damit ein B-Feld erzeugt, ist klassisch
nicht zu verstehen, da Elektronen nach allen bisherigen Erkenntnissen punktférmig sind und das Dipolmoment
einer rotierenden Kugel fiir verschwindenden Radius gegen Null geht.

6.1 Magnetische Dipolmomente

Elementarteilchen, insbesondere Elektronen, tragen permanente magnetische Dipolmomente (magnetische Mo-
mente), aber, nach heutiger Kenntnis, keine elektrischen Dipolmomente. Daraus wiirde man zunéchst schliefien,
dass magnetische Effekte in Materie weitaus stérker sein sollten, als man tatséchlich beobachtet. Die Ursache fiir
die Abschwiichung liegt wieder in der Quantenmechanik: zwei Elektronen mit entgegengesetzten magnetischen
Dipolmomenten (und Spins) besetzen typischerweise ein Orbital, so dass sich die Dipolmomente vektoriell zu Null
addieren.

6.1.1 Permanente magnetische Momente

Wir kénnen einen magnetischen Punktdipol analog zu einem elektrischen (Abschnitt|4.1.2]) durch zwei magnetische
Monopole +¢,, im Abstand d darstellen, wobei ¢,,, — oo und d — 0 mit m = ¢,,d = const. Das ist natiirlich nur
ein giinstiges effektives Modell, keine mikroskopische Beschreibung wirklicher Dipole.

qm
d
—Adm
Damit finden wir fiir das Drehmoment auf einen magnetischen Dipol, analog zum elektrischen Fall,

M =m x B. (6.1)

Eine physikalisch befriedigendere Darstellung eines Dipols verwendet eine kleine Leiterschleife:
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F_:Q a /Ir

T

Unter der Annahme eines homogenen Induktionsfeldes B finden wir dasselbe Ergebnis fiir das Drehmoment:

M =7 x Fy+7% x Fy = gFl sinf & — (—%Fl sint%:) — aFysinf# (6.2)
mit
Fy = IbB. (6.3)
Es folgt =
M = Iab Bsinf &, (6.4)
—

oder, fiir beliebige Koordinatenachsen, . .
M =m x B. (6.5)

Dieses Drehmoment ist bestrebt, das magnetische Moment parallel zu B auszurichten. Im stationiren Zustand
erwarten wir daher eine magnetische Polarisation (Magnetisierung) in der Richtung von B. Eine Magnetisierung
in Feldrichtung nennt man Paramagnetismus.

Mittels des Modells der (infinitesimalen) Leiterschleife konnen wir auch die Kraft auf einen Dipol in einem
inhomogenen B-Feld berechnen:

ﬁ:ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3+ﬁ4
= Ibd x By + Ia(j§cosd — 2sinf) x By + Ib(—2) x Bs + Ia(—jjcosf + 2sinf) x By
— Ib(—#) x (Bs — By) 4 Ia(—jcos 0 + Zsin ) x (By — By). (6.6)

Hier ist B; das iiber die Kante i gemittelte Induktionsfeld. Fiir eine infinitesimale Leiterschleife bzw. ein sich im
Raum hinreichend langsam &dnderndes Feld gilt

B, 0B, 9B,

. . ox 0 0z aB’ aB’

B3 — By = % % % a(gcost —zsinf) =a | — cosf — ——sind |, (6.7)
0B, oB. 0B. Ay 0z

ox Jy 0z

OBy 0Bz 9By

A A A 0B
oB. o0B. 0B. *

ox Jy 0z
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_ B B B
F=—1abi x (é)ycosﬁ azsin9> — Jab(—7jcosf + Zsinf) x aa—x

m

cosHAxa]§ s'GAxaé coGAxan+’0Axa§
= — — —sin — — COS — +sin —
mn * dy . 0z SvY ox e Or
0 . = 0 . = 0 o= 0 =
=—-m <8cos@xxB—(%smé)xxB—Mcos@yxB—i-axmnﬂsz)

=-m {gy cosf (—yB, + 2B,) — % sinf (—yB, + 2B,) — % cosf (—iB, + 2B,) + % sinf (—&B, + g}Bx)]

0 0
—my (—yB, + 2B,) — a—xmz (-%B, + 2B,) + %my (—&By + @Bw)}

v
.0 .0 .0 .0 .0 .0
—ya—ymyBy—zaszz—za—yszy—y&msz—z%mZBI—y%msz
=V -B)—m (V- B)=V(m-B). (6.9)
0

Ist der magnetische Dipol 7 parallel (antiparallel) zum B-Feld ausgerichtet, so zeigt die Kraft F in Richtung
des stirkeren (schwécheren) B-Feldes. Wenn sich ein permanenter magnetischer Dipol also parallel zum Feld
ausrichtet, wird er danach ins Feld hineingezogen. Dieses Verhalten kénnen wir mit zwei Permanentmagneten
leicht beobachten.

6.1.2 Induzierte magnetische Momente

Zur Abschitzung des induzierten magnetischen Dipolmoments eines Atoms fithren wir wir ein neues, sehr grobes,
Atommodell ein: Elektronen umlaufen den Kern auf Kepler-Bahnen. Wir beschrinken uns auf ein Wasserstoff-
Atom und eine Kreisbahn:

Ohne B-Feld zwingt die Coulomb-Kraft das Elektron auf eine Kreisbahn. Daher ist die Coulomb-Kraft mit der
Zentripedalkraft identisch:
L e meg
4meg R R

. (6.10)

Ug ist die Geschwindigkeit fiir B = 0. Im B-Feld kommt die magnetische Lorentz-Kraft hinzu. Wir nehmen hier der
Einfachheit halber an, dass die Bahn in der Ebene senkrecht zu B liegt. Dies reicht aus, um den Effekt qualitativ
zu verstehen. Fiir eine quantitative Berechnung ist das Modell ohnehin zu stark vereinfacht. Die Gesamtkraft

lautet nun

1 e? Mev>

—47760 7 +evB =

Das Vorzeichen hiangt von der Bewegungsrichtung ab (beachte ¢ = —e < 0):

(6.11)
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® ©
Je nach der Bewegungsrichtung wird die Zentralkraft also verstirkt oder abgeschwécht. Es folgt
2 2 2 2
_ MV 1 e _ MeV mevy\ |, Me, o 2y, Me
evB_:t< R e R2> —:|:< 7 TR > _j:f(v —UO)—ﬂ:f(U—Fvo)(U—’Uo). (6.12)

Ist nun die Anderung Av := v — vy der Geschwindigkeit klein, |Av| < vg, was fiir realistische Induktionsfelder
sehr gut erfiillt ist, so folgt

evoB =~ + % 200 Aw (6.13)
eRB

Av =+ . .14

=  Av e (6.14)

Ist die Umlaufzeit T = 27 R/v klein im Vergleich zu experimentellen Zeitskalen, d. h. liuft das Elektron wihrend
der Messung sehr oft um, so kann man das Elektron durch einen stationéren Kreisstrom ersetzen. Dann gilt die
Magnetostatik. Die Stromstérke (oder Linienstromdichte) ist

I=f— =%-— 1
T~ TR (6.15)
und das Dipolmoment
i = 7RI z—yrRz q:% 2 TR . (6.16)
m
(—e<0)
Das Dipolmoment &dndert sich im B-Feld also um
eAv R eR eRB e?R’B e?R? 5
Am = P F + — = — 7= — B 1
MEF T AT o, dm, °° am, (6.17)

Das wesentliche Ergebnis ist, dass Am antiparallel zum B-Feld steht. Beachte, dass dieses Ergebnis unabhéingig
davon ist, ob das Elektron links- oder rechtsherum lauft. (Wir haben angenommen, dass der Bahnradius R mit
und ohne B-Feld gleich ist. Ebensogut héitten wir annehmen kénnen, dass die Geschwindigkeit gleich bleibt und
sich stattdessen der Radius dndert. Dies fiithrt auf ein um einen Faktor 2 grofieres Ergebnis fiir Ami. Qualitativ
bleibt die Schlussfolgerung aber bestehen. Fiir quantitative Aussagen ist das verwendete Atommodell ohnehin zu
primitiv.)

Fiir B = 0 erwarten wir, dass die Elektronenbahnen zuféllig orientiert sind. Das mittlere Dipolmoment einer
Probe ist dann (7o) = 0. Fiir B # 0 finden wir daher

e?R? S

() = (&) =~ = B, (6.18)

antiparallel zu B. Die induzierten magnetischen Dipolmomente der Atome sind also antiparallel zu B. Dieses
Phénomen nennt man Diamagnetismus. Beachte, dass der Diamagnetismus auf der Bahnbewegung der Elektronen
beruht — die permanenten magnetischen Momente der Elektronen haben wir hier gar nicht beachtet. Im Vergleich
dazu zeigen induzierte atomare elektrische Dipolmomente immer in dieselbe Richtung wie das E_"—Feld7 siehe
Abschnitt In realen Materialien tragen verschiedene para- und diamagnetische Beitrage zur Magnetisierung
bei und es ist nicht trivial, magnetische Eigenschaften zu berechnen.
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6.2 Magnetisierung von Materie

Analog zur elektrischen Polarisation P definieren wir die Magnetisierung (oder magnetische Polarisation) M als
magnetisches Dipolmoment pro Volumen,

- dm

M=—.

dv

Ist M # 0, auch wenn kein B-Feld anliegt, so spricht man von einem Permanentmagneten und bezeichnet das
Material als ferromagnetisch (oder ferrimagnetisch, s.u.). Ist dagegen M = 0 in Abwesenheit eines angelegten
Feldes, so konnen wir i. A. M in eine Taylor-Reihe in B entwickeln und finden in fiihrender Ordnung eine linea-
re Abhéngigkeit. Vereinfachend unterscheidet man folgende Arten von Materie hinsichtlich ihrer magnetischen
Eigenschaften:

(6.19)

1. M = 0 fiir verschwindendes angelegtes Feld, B = 0, M parallel zu B fiir B # 0: Paramagnet. Beispiele:
einfache Metalle, (Na, K, Al, ...), die meisten Metalle und Isolatoren mit teilweise gefiillten 3d, 4d, 5d,
4f, 5f Schalen und daher permanenten magnetischen Momenten, organische Radikale, O5. Paramagneten
werden wegen

— —

F=V(m-B) (6.20)
in ein inhomogenes B-Feld hineingezogen.

Zum Vergleich: P=0fir E = 0, P parallel zu E fir E # 0, definiert ein (isotropes) Dielektrikum. Dieses
konnte man logischer als , Parelektrikum* bezeichnen.

2. M =0 fiir B = 0, M antiparallel zu B fiir B # 0: Diamagnet. Beispiele: Edelgase, Edelmetalle, (Au, Ag, Cu),
Hg, Bi, die meisten abgeséttigten kovalent gebundenen Materialien, insbesondere die meisten organischen
Materialien und H2O, daher auch organisches Gewebe. Supraleiter sind sehr starke Diamagneten. Wegen
F = ﬁ(m . E) werden Diamagneten aus einem inhomogenen B-Feld herausgedrdngt. Dies fithrt zu dem
bekannten Phinomen der Levitation von Supraleitern und erklért auch die Levitation von lebenden Froschen
(organisches Gewebel!) in sehr starken Magnetfeldern.

3. M # 0 fur B = 0, mikroskopische magnetische Momente von Atomen/ Ionen parallel ausgerichtet: Ferroma-
gnet. Beispiele: Fe, Co, Ni, Gd (bei tiefen Temperaturen), CrOy, MnBi, CusMnSn und weitere sogenannte
Heusler-Verbindungen, ...

4. M # 0 fur B = 0, mikroskopische magnetische Momente nicht alle parallel ausgerichtet: Ferrimagnet.
Beispiele: FesO4 (Magnetit), verschiedene Metalloxide, ...

5. M =0 fir B = 0, mikroskopische magnetische Momente existieren und sind geordnet, kompensieren sich
aber: Antiferromagnet. Beispiele: Cr, FeMn, NiO, FeSe, YBayCu307, LaFeAsO, ...
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Wir betrachten nun das Feld eines magnetisierten Korpers. Das Vektorpotential eines infinitesimalen Dipol-
moments dm am Ort 7 ist gemifl Gl. (5.132))

o de(F—F/)

dA(F) =022 21
R T (6.21)

Das gesamte Vektorpotential eines magnetisierten Korpers ist daher

—;

w ﬂ#)

At = o I R = e I av R o)

Analog zur Darstellung des E-Feldes oder skalaren Potentials eines polarisierten Korpers durch gebundene La-
dungen, kénnen wir A durch gebundene Stréme ausdriicken: Es ist

A = 52 fff av' i) < @ W_lm
S [ M o Jffav g i)
Sﬁﬁds x ff ’; ﬂ dV’ V' x M(7), (6.23)

wobel wir eine Variante des Gauflschen Satzes verwendet haben. Wir schreiben dies als

(™)

S@Sd ' |: St fﬂdv' G (6.24)

mit dem gebundenen Oberflichenstrom

=M xn (6.25)

und dem gebundenen Volumenstrom . .
Jg =V x M. (6.26)

Diese gebundenen Strome sind, wie gebundene Ladungen, auf atomare Grofenordnungen beschrénkt.

Beachte auch die Identitéat = L .
V7=V (VxM)=0. (6.27)

Die Kontinuitétsgleichung zeigt also, dass der gebundene Strom keine Ladungen anhéufen kann. Fiir gegebene
Magnetisierung M ist die Bestimmung von A und auch von B = V x A damit auf ein bekanntes Problem
zuriickgefiihrt.
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B Beispiel: gleichférmig magnetisierte Kugel. Sei M = M?%. Die gebundenen Stréme sind

Vergleiche das schon behandelte Beispiel einer rotierenden diinnen Kugelschale. Dort war

—

K=0cdx7=0wRZX#=0cwRsinb . (6.30)

Wir kénnen also das Ergebnis mittels der Ersetzung ow — M /R iibertragen:

. Lo - 1 fur r < R,
A== M x7 < R3 (6.31)
3 — furr>R
r
und im Inneren finden wir das homogene Feld
5 200 7
B= 3 M = const. (6.32)

Vergleiche das E-Feld im Inneren einer gleichférmig polarisierten Kugel; es ist ebenfalls homogen.

6.3 Das Magnetfeld H

Die folgende Diskussion ist weitgehend analog zur Motivation des Verschiebungsfeldes D in Abschnitt E Die
totale Stromdichte setzt sich i. A. aus gebundenen und freien Strémen zusammen:

7=Js 431 (6.33)

Sie erzeugt das Induktionsfeld B gemifl des Ampereschen Gesetzes

1 = = -
M—VXB:j':j'ng_'f:VxMJrj}. (6.34)
0
Es folgt
. 1 - -
V x (B — M) =7t (6.35)
Ho
Wir definieren das Magnetfeld
~ 1 - -
H:=—B-M, (6.36)
Ho
so dass gilt L
V x H =7y, (6.37)

die Wirbel des Magnetfeldes sind nur die freien Strome. In Integralform:

Al H = I 1. (6.38)
oS

Das Magnetfeld H ist also analog zum Verschiebungsfeld D = ¢ E + P in der Elektrostatik. Die fundamentalen
Felder sind E und B. Daher ist die historisch entstandene Bezeichnung von H und nicht B als »Magnetfeld“
ungliicklich.

Es ist aber leicht zu verstehen, warum frither und in der Experimentalphysik noch heute oft Eund H angegeben
werden. In Experimenten kennt man i. A.

e die angelegte Spannung und daraus das elektrische Feld E ,
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e den flielenden freien Strom und daraus das Magnetfeld H.
B Beispiel: H-Feld fiir einen dicken Kupferdraht mit gleichférmigem freiem Strom .

zZ

o

va

Amperesche
| S| Schleife
| >
¥
Aus Symmetriegriinden ist H tangential: .
H=H,p. (6.39)
Das Amperesche Gesetz fiir H ergibt
7{ di-H = de’- 7 (6.40)
oS S

9 . ..
mpjy fir p < R,

= 2mpH,= d (6.41)
TR%j; fiir p> R.

Der gesamte freie Strom ist
Iy = wR%jy, (6.42)
woraus folgt

2
p—If fir p <R,

2rpH, = ¢ R? (6.43)
Iy fir p > R
p .
— firp<R
I 2 -
= m,= 40 (6.44)
2r | = fiir p> R.
p
Im Auflenraum ist M = 0 und daher 1
=1 7 Mo .
B=pH=—1¢- 6.45
Ho o f p @, ( )

wie fiir einen diinnen Draht. Im Inneren kénnen wir B nicht ohne weitere Informationen, insbesondere iiber den
Zusammenhang von M mit B oder H, bestimmen. Fiir Kupfer ist M allerdings klein im Vergleich zu poH.
Ahnlich zur Elektrostatik reicht der Zusammenhang

V x H=7j (6.46)
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i. A. nicht aus, um H 7u bestimmen. Im Beispiel war das nur aufgrund der hohen Symmetrie moglich. Allgemein
ist
R DU L
V-H=—V-B-V-M=-V-M (6.47)
Ho "V"O

von Null verschieden. Beispiel: ein Stabmagnet hat j; = 0 aber offensichtlich im Auflenraum B # 0 und damit

Analog zu E und D kénnen wir auch fir B und H Anschlussbedingungen an der Grenzfliche zwischen zwei
Medien (evtl. Vakuum) herleiten. Das Ergebnis ist, hier ohne Beweis,

Bn2 - Bnl = 07 (648)
oder #quivalent Hyo — Hy1 = —(My2 — M,1), und

Hiy — Hy = K; x . (6.49)

CiE

6.4 Lineare Medien

Fiir Paramagneten und Diamagneten kann man M fiir kleine B entwickeln. Fiir nicht zu groBes B-Feld ist
die Magnetisierung also linear in B. In Analogie zur Beziehung P = €0XeE wére es also naheliegend, diese

Proportionalitéit als

Lo 1 .
M<—=y,.B (6.50)
Ho

zu schreiben. Da H experimentell besser zugénglich ist als B , tut man das aber nicht, sondern schreibt stattdessen
M = xmH (6.51)

mit der magnetischen Suszeptibilitit x.,. Es folgt
B = po(H + M) = po(1+ xm)H. (6.52)

Xm ist i. A. ein Tensor, aber wir betrachten hier nur den isotropen Fall, in dem Yy, als Skalar aufgefasst werden
kann. Dann ist

o 1 B
H = — 6.53
1+ Xm po ( )
v 7 Xm g
= M = mH = —. 6.54
X 1+ Xm o ( )

Es ist y,m > 0 fiir Paramagneten (M zeigt in dieselbe Richtung wie B) und x, < 0 fiir Diamagneten (M ist
antiparallel zu B). Man kann zeigen, dass Y., nicht kleiner als —1 sein kann und den extremen Wert x,, = —1
nur fiir Supraleiter annimmt, in welchem Fall offenbar B =0 fiir beliebiges H gilt. Wir definieren noch

]

B = po(1+ xm)H =: (6.55)
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mit der Permeabilitit p = po(1l + Xm). Man verwendet auch die relative Permeabilitit

= =14y (6.56)

Ho
B Beispiel: ideale Spule, gefiillt mit linearem Medium. Analog zur luftgefiillten Spule erhalten wir im Inneren
H=nl;2 (6.57)
(n ist die Zahl der Windungen pro Liinge). Es folgt
B = pH = po(1+ xm) nly2. (6.58)
Fiir Paramagneten ist das Feld vergrdfert. Das kann man mit Hilfe des gebundenen Oberflichenstromes verstehen:
Kyg=M %t =xmH x7=xmnlf2xp=xmnls . (6.59)

Dieser fliefit in dieselbe Richtung wie der freie Strom und verstirkt so das B-Feld.

6.5 Das Ohmsche Gesetz

Im stationdren Zustand der Elektrostatik gilt E = 0 im Inneren von Leitern, sieche Abschnitt [3.6} In diesem
stationdiren Zustand fliefit auch kein Strom (7= 0) und die Ladungen sind in Ruhe (zumindest gemittelt iiber
Léngenskalen, die grofl gegeniiber atomaren Skalen sind). Legen wir aber ein E-Feld an einen Leiter an, so
wird dieser stromlose Zustand nie erreicht, noch nicht einmal fiir ein zeitlich konstantes Feld, z. B. realisiert mit
einer Batterie. Fiir zeitlich konstantes Feld stellt sich stattdessen eine stationdre Stromdichte 7# 0 ein und die
Ladungen sind dann natiirlich nicht in Ruhe. Dies ist die Situation in der Magnetostatik, weshalb wir dieses
Thema hier besprechen, obwohl wir im Moment gar nicht an magnetischen Effekten interessiert sind. Da die
Ladungen nie zur Ruhe kommen, kénnen wir nicht E=0 folgern; in der Magnetostatik (und noch allgemeiner
in der Elektrodynamik) verschwindet E in Leitern i. A. nicht.
Wir betrachten einen Leiter mit einem nicht unbedingt gleichférmigen, aber statischen E-Feld.

o

Das E-Feld beschleunigt die Ladungstriager geméfl der Newton-Gleichung

mi = qE. (6.60)

In einem Normalleiter (im Gegensatz zu einem Supraleiter) wirkt aber zusétzlich auch eine Reibungskraft auf-
grund der Streuung der Ladungstriger an Gitterdefekten und Gitterschwingungen (Phononen), also lautet die
Bewegungsgleichung

mr = qE — oF (6.61)
oder
mi = qFE —at (6.62)
= U+ab = qE. (6.63)
Wir Iosen diese mit dem Ansatz
V(t) = oo + T e M. (6.64)
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Einsetzen ergibt

Mm@ e M+ ats + ade N = gE (6.65)
E
= Go=2" und r=2. (6.66)
e m
Die allgemeine Losung ist damit
E t
7(t) = & + & exp <_O‘) . (6.67)
o m

T = = —. (6.68)

J=pi=p——==2—FE. (6.69)

Sie ist also linear im Feld E. Die Proportionalitdtskonstante ist die Leitfihigkeit o, also

—

J=ok. (6.70)

Dies ist das Ohmsche Gesetz in mikroskopischer Form. Es gilt aber nur fiir kleine Felder. Es ist kein Naturgesetz
von der Art des Gaufischen Gesetzes, sondern eine Materialgleichung gendhert zur ersten Ordnung, wie die
Beziehungen P= €0XeE und M = Xmﬁ.

Die makroskopische Form des Ohmschen Gesetzes erhalten wir, indem wir 7= oE iiber das Volumen V eines
Drahtes mit der Querschnittsfiche A und der Liange L integrieren. Wir nehmen hier an, dass 7, ¢ und E homogen

sind.
ya
T —=F (4 |
’ —

- L x

Es folgt

ﬂ dvij, = ﬂ dVoE, (6.71)
%

= ijdsjz = aA/dlEx (6.72)

= Lﬂ d5-7 = oA [dl-E (6.73)
= LI = cAU (6.74)
A
= = % U= GU (6.75)
mit dem Leitwert G bzw. 7 7
= -_— I = — = I .
U I e R (6.76)

mit dem Widerstand R.
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Kapitel 7

Elektrodynamik

Bisher hatten wir zeitunabhéngige Felder beschrieben, die von stationéren Ladungen und Stromen erzeugt werden.
Die dazu notigen mikroskopischen Gleichungen

V- E = 2 (7.1)
€0

VxE = 0, (7.2)

V-B = 0, (7.3)

VxB = wj (7.4)

enthalten fiir gegebene p und 7 keine Kopplung zwischen elektrischen und magnetischen Feldern. Eine Kopplung
kommt hochstens dadurch zustande, dass die Stromdichte 7 vom elektrischen Feld E abhéangt, z. B. iiber das
Ohmsche Gesetz. Im Folgenden wollen wir zeitabhdngige Phianomene behandeln. Experimente von Faraday und
Nachfolgern zeigten, dass zeitlich verdnderliche Magnetfelder elektrische Felder induzieren. Daher miissen in der
Beschreibung zeitabhéngiger Felder Gleichungen auftreten, die E und B koppeln.

7.1 Das Faradaysche Induktionsgesetz

Experimente von Michael Faraday zeigten, dass in einer Leiterschleife S ein elektrischer Strom I erzeugt wird,
wenn sich der magnetische Fluss ®,, durch die Schleife zeitlich &ndert.

—

<

Dies ist unabhingig davon, wie diese Anderung bewirkt wird, z. B. ob man einen Permanentmagneten relativ zur
Schleife bewegt oder umgekehrt oder die Leiterschleife verformt oder den Strom in einer zweiten, benachbarten
Schleife dndert. Dies zeigt, dass wirklich die Flussénderung die relevante Grofle ist. Man sagt, der Strom [ in
der Leiterschleife wird induziert. Es muss eine Kraft existieren, die diesen Strom gegen den Widerstand der
Schleife antreibt. Ist die Leiterschleife in Ruhe, kann dies keine magnetische Lorentz-Kraft ¢ v’ x B sein, da diese
die Ladungen nur senkrecht zur Geschwindigkeit und damit zum Strom ablenkt. Daher muss es sich um eine
elektrische Kraft ¢E handeln. Der fundamentale Prozess ist also die Induktion eines elektrischen Feldes E entlang
der Schleife durch die Anderung des magnetischen Flusses.

Bewegt sich hingegen die Leiterschleife, so gibt dies den Ladungstrigern eine zusétzliche Geschwindigkeit.
Wenn die Bewegung nicht genau parallel zur Schleife erfolgt, hat diese Geschwindigkeit eine Komponente senkrecht
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zum Strom, die in einem Magnetfeld zu einer Komponenten der magnetischen Lorentz-Kraft parallel zum Strom
fiihren kann. Im allgemeinen tragen elektrische und magnetische Kraft zum induzierten Strom bei.

Die quantitative Auswertung der Experimente ergibt, dass das E-Feld proportional zur Rate ist, mit der sich
der Fluss éndert. Genauer findet man, dass der induzierte Strom iiber das Ohmsche Gesetz proportional ist zu
einer sogenannten elektromotorischen Kraft £, die gleich ist zur Zeitableitung des magnetischen Flusses,

€ m
I=— it £€=——. 7.5
5 mi y (7.5)
Die elektromotorische Kraft ist aber schon einheitenméflig keine Kraft, sondern eine Verallgemeinerung der Span-
nung auf den Fall nicht konservativer Felder.
Wir betrachten im Folgenden nur den Fall, dass sich die Leiterschleife nicht bewegt. Dann ist die den Strom
antreibende Kraft rein elektrisch und die elektromotorische Kraft ldsst sich als Linienintegral

E=¢ di-E (7.6)
oS

schreiben. Daraus folgt das Faradaysche Induktionsgesetz

fg;ﬁﬂ'ﬁ:i at dtﬂds B=- Hd‘s (7.7)

Oft nennt man auch Gl. (7.5) Faradaysches Gesetz und bezeichnet dann Gl. (7.7)) als Faraday-Maxwell-Gesetz.
Wie iiblich erwarten wir, dass das F-Feld auch existiert, wenn wir es nicht messen. Damit gilt fiir beliebige
berandete Flichen S:

df-E:—j ag- =2 (7.8)

Mit dem Stokesschen Satz folgt
. OB
ﬂ ds- (V x E) = ﬂ ds'- (—&> . (7.9)

Da dies fiir beliebige Flichen gilt, folgt
_ 0B
VxE=-"2 7.10
ot ( )
Das ist die differentielle Form des Faradayschen Induktionsgesetzes. Wir sehen, dass es elektrische und magnetische
Felder miteinander koppelt. Daher sprechen wir von einem elekiromagnetischen Feld mit Komponenten E und
B. Das Faraday-Gesetz schafft also zum ersten Mal eine Vereinigung von Elektrizitdt und Magnetismus. Damit

haben wir aber noch keine vollstdndige Beschreibung, wie der folgende Abschnitt zeigt.

7.2 Das Ampere-Maxwell-Gesetz

Wir fassen zunéchst die bisher erhaltenen Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld zusammen. In mikrosko-
pischer Form lauten sie

V- E="L (Gaus fiir E), (7.11)
€0

V x E =-B (Faraday), (7.12)

V-B= (GauB fiir B), (7.13)

VxB= 1o (Ampere). (7.14)

Haben wir damit eine korrekte Beschreibung der Dynamik des Feldes? Um dies zu priifen, betrachten wir die

Divergenz der Stromdichte:
-, A@ére i 3

V-7 V- (V x B) =0. (7.15)
Ho
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Ladungserhaltung fiihrt andererseits auf die Kontinuitétsgleichung
V.-7=—p. (7.16)

Es folgt p = 0, also p = const; die obigen Gleichungen gelten also nur fiir zeitunabhéingige Ladungsdichten. Fiir
zeitabhéngiges p(7,t) ergeben sie einen Widerspruch zur Kontinuitéitsgleichung, d.h. sie verletzen die Ladungser-
haltung.

James Clerk Maxwell hat diesen Widerspruch durch eine Ergéinzung des Ampereschen Gesetzes behoben.
Wie muss dieses Gesetz erginzt werden, um mit der Kontinuitédtsgleichung vereinbar zu sein? Wir fiigen einen

Zusatzterm ein: L.
v < B = u0j+ ,uO.TV (717)

(wir konnen diesen Term natiirlich bezeichnen, wie wir wollen; die Schreibweise pgJy erweist sich gleich als

giinstig). Dann muss gelten
. 1 o & n S
Vijv=—V-(VXxB)-V-7=p. (7.18)
HO ~—~——
0

Mit dem Gauflschen Gesetz ergibt sich

- 0 - = - o
V'jVZEQEV-EZEOV- (7.19)
Die einfachste Moglichkeit, diese Gleichung zu erfiillen, ist der Ansatz
j\/ = 60E. (720)

Im Prinzip kénnte zu 7} noch ein beliebiges Wirbelfeld addiert werden, aber Experimente zeigen, dass ein solcher

Term nicht auftritt. Damit wird .
V X B = ugj+ pocoE. (721)

Das ist das Ampére-Mazwell-Gesetz. Die Grofe 7, = GOE nennt man den Verschiebungsstrom.
B Beispiel: Gegeben sei ein dicker zylindrischer Leiter mit einer schmalen Liicke. Im Leiter fliele eine homogene

Stromdichte j:

oS
/ \ d
[ —_—> <

—

— Y

!
T
|
1
I
1
|
|
i o g
|
T
|
|
|
1
|
|
|

Bestimme das B-Feld auBerhalb des Leiters.
Losung: Der Strom lidt die Oberflichen beiderseits der Liicken auf (Kondensator!). Ladungserhaltung ergibt

fiir die Gesamtladung

Q=1 (7.22)

und
0=z (7.23)
Da die Liicke schmal ist, konnen wir Streufelder vernachléssigen. Daher ist das E-Feld in der Liicke
o

E=z2—. (7.24)
€

[}
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Die rechte Seite des Ampere-Maxwell-Gesetzes lautet y07+ poeoE. Fiir Radien p > R (in Zylinderkoordinaten)
verschwindet sie. Fiir p < R haben wir

. . , d
o | BT = poj-2 fiir |2 > 3,

poJ + poco B = . d (7.25)
Ho€okr = podz = poj.2  filr [2] < B}

und damit fiir alle z
o= p10]2 5. (7.26)

Die Summe aus realem Strom und Verschiebungsstrom ist also translationsinvariant entlang z. Wir kénnen daher
das Ampere-Maxwell-Gesetz in Integralform in Analogie zum Ampeéreschen Gesetz fiir einen dicken Draht leicht
16sen: Fiir p > R erhalten wir

f{ A-B = uo fjdg-jzé O(R — p) (7.27)
0s £
= 2mpB, = porR%j, = ol (7.28)
po 1
B, = —- 7.29
5 po I
B = — -0 7.30
= o ¥ (7.30)

7.3 Die Maxwell-Gleichungen

Mit den Uberlegungen in Abschnitten und haben wir nun die vollstéindigen Bewegungsgleichungen fiir
das elektromagnetische Feld gefunden. Diese nennt man zusammenfassend Mazwell-Gleichungen, obwohl sie in
dieser Form nicht von Maxwell aufgeschrieben wurden; seine Veroffentlichung von 1864 enthilt kompliziertere
Gleichungen, die aber zur modernen Formulierung dquivalent sind. Zusammengefasst lauten die Gleichungen in
mikroskopischer Form

V- E=2 (Gaus fiir E), (7.31)
€0
VxE=-B (Faraday), (7.32)
V-B=0 (Gaus fiir B), (7.33)
V x B = poJ+ uoeoé (Ampere-Maxwell). (7.34)

Es gibt keine allgemein iibliche Reihenfolge der Gleichungen — Bezeichnungen wie ,,3. Maxwell-Gleichung® sind
daher nicht eindeutig und sollten vermieden werden. Die Maxwell-Gleichungen enthalten alles, was man iiber
das klassische elektromagnetische Feld wissen kann. Sie definieren damit die klassische Feldtheorie des Elektro-
magnetismus. Beachte, dass die Gleichungen und inhomogen sind — die Inhomogenitéten sind p/eg
bzw. po7. Die anderen beiden sind homogen, wiren aber auch inhomogen, wenn magnetische Monopole existieren
wiirden.

Die inhomogenen Gleichungen implizieren — per Konstruktion — die Kontinuitétsgleichung:

0=V (VxB)=pV-j+ eV - E = oV -+ pop (7.35)

= V-J+p=0, (7.36)

diese muss also nicht als zusitzliche Gleichung gefordert werden.
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In Materie erhalten wir analog die folgenden Gleichungen, die das Feld mit freien Ladungen und Strémen in
Verbindung bringen:

V-D = py, (7.37)
VxE = -5, (7.38)
V-B = 0, (7.39)
VxH = J+D. (7.40)

Man erkennt, dass die Faktoren in den Definitionen von D und H gerade so gew#hlt wurden, dass die Umrech-
nungsfaktoren €y und po in den Maxwell-Gleichungen verschwinden. Die Gleichungen miissen ergénzt werden
durch die Definitionen

= E+ P, (7.41)
— o (F 4 3D) (7.42)

.

die ganz allgemein gelten. In linearen Medien gilt zusédtzlich

—

D = ek, (7.43)

B pirpioH, (7.44)

und in linearen (ohmschen) Leitern gilt auBerdem

S
|
q
Sl

—
~
o
X

SN—

7.3.1 Potentiale

Wie in der Statik kénnen wir die Felder durch Potentiale darstellen. Aus

V-B=0 (7.46)
folgt die Existenz eines Vektorpotentials A mit
B=VxA (7.47)
Nur ist jetzt B und also auch A zeitabhingig. Aus
VxB=-B (7.48)
folgt dann ) )
0=VxE+B=Vx(E+A). (7.49)

Also ist nun nicht mehr E, sondern E + A wirbelfrei. Damit existiert ein skalares Potential ¢ mit

Das skalare Potential ist nun i. A. auch zeitabhéngig. Die Vakuum-Maxwell-Gleichungen betreffen sechs Feldkom-
ponenten E,, E,, E., B;, B, B,. Die Darstellung durch Potentiale zeigt aber, dass das elektromagnetische Feld
gar nicht sechs unabhingige Komponenten hat. Die Zahl ist nun zunéchst auf vier reduziert, da das Feld durch
die vier Komponenten ¢, A,, A, und A, dargestellt werden kann.
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7.3.2 Eichinvarianz
Wie schon mehrfach gesehen, d&ndert sich B nicht, wenn wir zu A einen Gradienten addieren:
Vx(A+Vy)=VxA+VxVy=5B. (7.52)
——
0

Nun fordern wir, dass sich auch E nicht dindern soll. Fiir

A— A+Vy (7.53)
ist dann aber ) .9
€¢=—E—A'—>—E—/T—§6X=%—W. (7.54)
E und B dndern sich also nicht, wenn wir beide Potentiale gleichzeitig gemafl
A— A+ Vy, (7.55)
¢—¢—x (7.56)

transformieren. Dies ist eine allgemeine Fichtransformation. Da sie die beobachtbaren Felder E und B nicht
andert, ist das skalare ,,Umeichfeld“ x(7,t) aus Prinzip unbeobachtbar. Es beschreibt daher keine physikalischen
Eigenschaften des Systems. Das elektromagnetische Feld hat daher nur drei Komponenten (drei Freiheitsgrade
an jedem Ort 7), die vierte kann durch Wahl von x(7,¢) beliebig und ohne Konsequenzen festgelegt werden.

Durch die Einfithrung der Potentiale sind die homogenen Maxwell-Gleichungen automatisch erfiillt. Wir
driicken nun die inhomogenen Gleichungen (im Vakuum) durch die Potentiale aus. Das GauBsche Gesetz lau-
tet

—V%—ﬁf(:eﬁ (7.57)
0
und das Ampere-Maxwell-Gesetz
6 X (6 X /_1') = 6(6 . _') — VQEZ ,uoj— luoéoﬁ(]; — ,u060;f. (758)
Es folgt
0= » P
2
—V-A = —— .
v¢>+atv e’ (7.59)
P\ - == - .
(V2 — Ho€o 8tQ>A -V(V-A+ M0€0¢) = —po]- (7.60)

Das sieht ziemlich kompliziert aus. =
Eine zusétzliche Bedindung, die ¢ und A festlegt, nennt man Eichbedingung, die dadurch erfolgende Festlegung
Eichung. Durch geeignete Eichungen kénnen wir die Gleichungen vereinfachen:

1. Coulomb-FEichung: Wir fordern

V-A=0. (7.61)
Dann lautet die erste Gleichung
v2p=—L. (7.62)
€0

Das ist identisch zur Poisson-Gleichung der Elektrostatik. Unter den iiblichen (freien) Randbedingungen ist

die Losung bekannt:
1 7t
O(F, 1) = {[fav £ Gy (7.63)

deg |7 — 7]

¢ ist also das instantan von der Ladungsdichte p erzeugte Potential. Das widerspricht nicht der Erkenntnis,
dass sich Wirkungen hochstens mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten konnen. Man kann zeigen, dass der
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Beitrag von A die unphysikalischen iiberlichtschnellen Wirkungen in beobachtbaren Groflen weghebt. Fiir
A erhalten wir die Gleichung

9\ - ) ..

(V2 — Moo 573 ) A= —poj+ poeoVo
_ Ho G

= qu+ VIH av |r_

= —poT— 7vﬂj av’ ;ﬂrﬁ’t) (7.64)

=7

mit einer nicht sehr einfachen Inhomogenitét.

. Lorenz-Fichung: Diese ist benannt nach Ludvig Lorenz (ohne ,,t*). Wir fordern

V- A+ pgegd = 0. (7.65)
Dann lauten die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
32
(oo gz = %) 0= £, (7.66)
32 2 e —
Ho€o 92 V7 A= poJ. (7.67)

Die Gleichungen fiir ¢, A;, Ay, A, sehen jetzt symmetrisch aus. Sie sind aber nicht entkoppelt, da die
Eichbedingung V-A+ po€o® = 0 sie verkniipft. Im Fall ohne Ladungen und Stréme erhalten wir

(#060 Erehe \Y > ¢ =0, (7.68)
82
<,u060 5 v2> A=0. (7.69)

Das sind Wellengleichungen fiir ¢, Az, Ay, A,. Sie beschreiben elektromagnetische Wellen, die sich mit einer
noch unbekannten Geschwindigkeit ¢ ausbreiten. Der Ansatz

O(7, 1) = o sinlk(z — ct)] (7.70)
in einer Dimension ergibt

— poeok?c o sin[k(x — ct)] + k2pg sin[k(z — ct)] =0 (7.71)

= ot =1 (7.72)

1
\/#060.

Die Geschwindigkeit der Wellen (die Lichtgeschwindigkeit) ist also ¢ = 1/,/po€g. Wir schreiben daher fiir
die allgemeinen inhomogenen Gleichungen

= c=

(7.73)

10 2 P
-z = .74
(z5m-7)o-2. (7.74)
1 82 2 né —
Den Operator auf der linken Seite nennt man auch d’Alembert-Operator
1 02 9
D.—C—Q@fv , (7.76)

jedoch bezeichnet O manchmal auch das negative hiervon. Die Lorenz-Eichung ist einerseits giinstig, weil
sie auf symmetrische Gleichungen fiir ¢ und A fiihrt, und andererseits, weil sie mit der speziellen Relati-
vitédtstheorie kompatibel ist, wie wir noch sehen werden.
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7.4 Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Wir wollen die Energie des Feldes im Rahmen der vollen Elektrodynamik betrachten. Das Feld iibt auf eine
Punktladung ¢ die Lorentz-Kraft . . .
F=gq(E+9xB) (7.77)

aus. Bei einer Verschiebung der Ladung um di leistet das Feld die Arbeit
dW = F - di = ¢E - d7": (7.78)

die magnetische Kraft leistet keine Arbeit, seihe Gl. l) q(dr/dt x E) -dr'= 0. Die Leistung des Feldes an der
Ladung ist also

' Eﬁzﬁ-ﬁzqﬁ-ﬁ. (7.79)
Eine kontinuierliche Ladungsdichte p(7,t) zerlegen wir in infinitesimale Elemente pdV. Dann ist die Kraftdichte
f=p(E+7xB) (7.80)
und die entsprechende Leistungsdichte B . .
w=f-v=pE-Uv=7-FE. (7.81)
Die gesamte Leistung im Volumen V ist
W= j jdv 7 E (7.82)
%

Dies ist die Energie pro Zeit, die das Feld an die Ladungen abgibt (wenn W > 0). Sie wird also in mechanische
Energie der Ladungen umgewandelt. Ohne weitere Krifte ist dies kinetische Energie.
Wir schreiben die Leistungsdichte noch um: Im Vakuum ist nach dem Ampere-Maxwell-Gesetz

7= —VxB-eFE (7.83)
Ho
und damit
Lo 1 =~ o N
w=FE-j = —FE-(VXxB)—¢FE-E
Ho
1 5 = = 1o = = -
= — B (VxB) -~V (ExB)-ek E ’Faraday
Ho Ho
]. — — ]_ = — — — —
= —B-B—— (ExB)—¢LE-FE
Ho Ho
01 1 - 1 = =
= — —|eE*+—B*|-V.-(—ExB 7.84
8t2<€0 T e ) <M0 X ) (7.84)
also 01 1 1
— ~(eE*+ —B*|+V.-( —ExB)=-7E. 7.85
8t2(€0 o >+ (uo X) J (7.85)
Diese Beziehung erinnert an die Kontinuitétsgleichung fiir die Ladung,
dp =
- .7=0 7.86
5 TV T=0, (7.86)

nur steht jetzt rechts ein ,,Quellterm*. Tatséchlich kénnen wir die neue Gleichung als Kontinuitétsgleichung fiir
die Energie auffassen. Wir fithren die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ein,

1 1
m = 3 E2 - B2 7.87
e = 3 (0B + - 7). (7.87)
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wobei wir den ersten Term schon kannten, sowie die Energiestromdichte des Feldes, den sogenannten Poynting-
Vektor

~ 1 - -
§-LE B (7.88)
Ho
Dann erhalten wir
aU-)em = al -
N +V-S=—-7-E. (7.89)

Diese Gleichung nennt man auch Poyntingsches Theorem. Sie besagt, dass die Feldenergie nur bis auf den Term
—7+ E erhalten ist, der die Umwandlung in mechanische Energie und letztlich in ,,Joulesche Warme* beschreibt.
In Integralform lautet das Poyntingsche Theorem

Wom + {ds-§ =~ [{[av 7 E, (7.90)
oV %

der zweite Term beschreibt offensichtlich den Energiefluss durch die Oberfliche des Volumens.

Wir kénnen auch den Impuls des Feldes bestimmen. Dies ist etwas schwieriger, weil die Impulsdichte 7 selbst
schon ein Vektorfeld ist und die Impulsstromdichte (,, Maxwellscher Spannungstensor”) daher ein Tensorfeld. Wir
besprechen die Herleitung hier nicht. Jedoch kénnen wir die Form der Impulsdichte mit einfachen Uberlegungen
ermitteln:

e Die Impulsdichte 7 ist ein Vektorfeld.

e Wir suchen die Impulsdichte des Feldes, nicht die der Ladungen, also kénnen nur E und B explizit vorkom-
men, nicht p und 7.

e Die Impulsdichte hat die Dimension

[Impuls}_[ML}_[M}_ [ %]_[MTQZ;]_ %L;]
= 3| = 2| = 2| = 2| = 2
Volumen TL TL (%) 2 (%) 3 (%)
B [ Energie - Geschwindigkeit ] B {Energiestromdichte} (7.91)
Volumen - Geschwindigkeit? Geschwindigkeit? ’

Die einzige Form, die alle diese Bedingungen erfiillt, ist, bis auf einen so nicht bestimmbaren Zahlenfaktor,

T = EoE_: X é = M0€0§ = (792)
Eine sorgfiltige Herleitung zeigt, dass kein zusétzlicher Zahlenfaktor auftritt. Die Impulsdichte des Feldes ist also
bis auf einen Faktor 1/c? gleich dem Poynting-Vektor. Es ist plausibel, dass die Energiestromdichte in dieselbe
Richtung zeigt wie die Impulsdichte. Der lineare Zusammenhang ergibt sich daraus, dass das elektromagnetische
Feld masselos ist. Aus der Impulsdichte konnen wir sofort die Drehimpulsdichte des Feldes bestimmen, sie lautet

I[=7x*7. (7.93)

Der Drehimpuls und auch die Drehimpulsdichte hingen bekanntlich von der Wahl eines Bezugspunktes ab. Hier
ist dies der Koordinatenursprung.

Ein wichtiger Aspekt der Ergebnisse ist, dass das elektromagnetische Feld iiberhaupt Energie, Impuls und
Drehimpuls besitzt. Dies bestétigt die Vermutung, dass das Feld eine eigensténdige physikalische Realitét besitzt
und nicht nur eine Hilfsgrofle ist.
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7.5 Elektromagnetische Wellen

Im Vakuum und ohne Ladungen und Stréme lauten die Maxwell-Gleichungen

V-E=0, (7.94)
VxB=_8, (7.95)
V-B=0, (7.96)
L L1
V x B = E= = E. (7.97)
Durch nochmalige Bildung der Rotation der zweiten und vierten Gleichung erhalten wir
L 4 a4 L L 1 =
Vx(VxE)=V(NV -E)-V*E=-VxB=-=E, (7.98)
~—~— c
0
- - . 5 5 o . 1 = s, 1 =
— 2p _ —
Vx(VxB)_V(V-B)—VB_C—2V><E_—c—28. (7.99)
0
Es folgt
]. 82 2 =g
-~ E = N
<c2 92 \Y > 0, (7.100)
1 62 2 =
- = B = 101
<62 22 \Y ) 0, (7.101)

dies sind Wellengleichungen fiir alle sechs Komponenten von E und B. Die Losungen sind aber weiterhin verkniipft
durch die Faraday- und Ampere-Maxwell-Gleichungen.
In einer Dimension hat die Wellengleichung

(1 9?2 9?2

S M) f(z,t)=0 (7.102)

eine sehr einfache allgemeine Losung: Sind f_, f : R — R zwei zweimal stetig differenzierbare Funktionen, so ist

flz,t) = fo(x—ct) + fr(x+ ct) (7.103)

eine Losung der Wellengleichung. f_ beschreibt den nach rechts laufenden Anteil, fi den nach links laufenden
Anteil.

In drei Dimensionen ist die Losung nicht so einfach. Eine niitzliche Losungsmethode ist die Fourier-Transfor-
mation. Aus

(012 88722 — VQ) f(7t) =0, (7.104)

worin f fiir eine der Komponenten von E oder B steht, ergibt sich durch rdumliche Fourier-Transformation

82
0 = |[fave®T ( 5 o0 —v2> F(7 1)
% [ ik T 12 g; + (ﬁe—iw)-ﬂ G
partie ik 82 L= N
= ) av [e i zﬁ—w% k)} G
10 - 1 02 -
- jﬂdv (028t k2> —ET e ) = (Czatz—l—k2> Fk,b). (7.105)
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Oberflichenterme im Unendlichen wurden wie iiblich weggelassen. Die rdumliche Fourier-Transformierte f (]; t)
erfiillt also die gewdhnliche Differentialgleichung

f=—K*cf. (7.106)
Diese hat die allgemeine Losung
f = Acoswt + Bsinwt (7.107)
mit
w = ke. (7.108)

Es ist iiblich und vereinfacht die Rechnungen, komplexe Losungen der Wellengleichung zu betrachten. Die physi-
kalischen Losungen sind aber reell — sie ergeben sich als Realteil der komplexen Losungen. In diesem Sinne lautet
die allgemeine Losung, fiir festes k,

Flk ) = f-(R)e™™" + fy (k) e (7.109)

mit beliebigen E—abhéngigen Koeffizienten fi(l;) und w = kec. Riicktransformation in den Ortsraum ergibt die
allgemeine Losung

) = [J] s 00 = [ s (£ (B s e (7.110)

mit w = ke. Die allgemeine Losung ist also die Superposition der ebenen Wellen proportional zu
ek TFL (7.111)
Sie haben alle die Phasengeschwindigkeit c. Es ist daher hinreichend, eine ebene Welle zu untersuchen; die allge-

meine Losung ergibt sich dann einfach als Superposition.
Wir machen den Ansatz

E(7,t) = By ekr=wt), (7.112)
B(7,t) = By elFm=wb. (7.113)
AusV x E = —§ folgt
ik x By e FT=wt) — o, By eiFT—wt) (7.114)
S T S
= By=—kxEy Zk -k x Ejp. (7115)
w c
Aus V x B = C%E folgt analog
ik x By eik=wt) — —% E, i (k-T—wt) (7.116)
c
— C2 — — ~ —
= FEy= —;]{ X By = —ck x By. (7117)

Damit stehen & (bzw. /Af), Ey und By alle senkrecht aufeinander und bilden ein Rechtssystem. Wir haben damit
gefunden, dass das E-Feld und das B-Feld im ladungsfreien Fall immer senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung
stehen. Elektromagnetische Wellen sind somit ¢ransversal. Sind €1, é; zwei Einheitsvektoren senkrecht zueinander
und zu l;:, so dass l;', é1, €2 ein Rechtssystem bilden, so erhalten wir als allgemeine elektromagnetische ebene Welle

E(7,t) = (Bréy + Eaég) BT, (7.118)

B, Eréy — Boé1 r
B(7t) = 2127 224 gi(kr—wt) (7.119)

)
&
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Sie enthélt zwei unabhéngige Amplituden F4, Es, die den beiden méglichen Richtungen €1, é; linearer Polarisation
entsprechen. £y und E5 sind i. A. komplex. Wir kénnen schreiben

E,=Ec¢%" n=1,2 (7.120)
mit E2 > 0. Dann lauten die Felder
E(Ft) = BY ) e FT=wtte1) | B¢, eilFrwites) (7.121)
_ EY e EY . i
B(F,t) = =L gy eilhm—witer) _ 2 5 pilkr—wites) (7.122)
C C

Beachte, dass nur die Realteile physikalisch sind. Fiir o1 = 2 ist die Welle linear polarisiert. Die Polarisations-
ebene wird durch EY und ES festgelegt. Fiir den Fall k = &, é; = ¢, é2 = 2 und EY = 0, ¢1 = o = 0 ist die
Welle zum Zeitpunkt ¢ = 0 hier skizziert:

€1

. I
Tl

l x

B
z
Fiir g = 1 = 7/2 und EY = EY ist die Welle zirkular polarisiert.

E
NS %E e

links-zirkular rechts-zirkular

7.5.1 Energie und Impuls elektromagnetischer Wellen

Wir kénnen nun leicht die Energie- und Impulsdichte der ebenen Wellen bestimmen. Diese Groflen oszillieren
mit der Kreisfrequenz w = kc. Im Allgemeinen interessiert man sich aber nur fiir zeitlich gemittelte Groflen,
die wir mit einem Uberstrich bezeichnen. Bei der Rechnung ist wichtig, nur die reellen, physikalischen Felder zu

berticksichtigen.
Der Einfachheit halber betrachten wir eine linear polarisierte Welle
E(7,t) = EY & cos(k - 7 — wt + ¢1), (7.123)
. EO .
B(7,t) = 71(%2 cos(k - 7 — wt + ¢1). (7.124)
Die zeitlich gemittelte Energiedichte ist
1 1 1 = 1 (EYY _
Wem = = (60E2 +— BQ> =- (eo(E?)2 cos?(k -7 —wt+ 1) +— <1> cos?(k - 7 — wt + gpl)>
2 Ho 2 po \ ¢
1/2 1/2
1 Mo€o 1
=7 (60 e ) (EY)? = 5 €0 (ED)?, (7.125)
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also quadratisch in der Feldamplitude. Die zeitlich gemittelte Energiestromdichte (Poynting-Vektor) ist

1 == 1 (EY)? = 1 1 -1 . .
—ExB:—( 1) &1 % &5 cos2(k - T—wt+ @) = = —2 ~ (BY)2k = = ceq (EY)%k = Wem k.  (7.126)
Ho Ho € S—~~—~ 2 o€ ¢ 2

k 1/2

E:

Das ist sinnvoll, da ck die vektorielle Geschwindigkeit der Welle ist. Weiter ist die gemittelte Impulsdichte

(7.127)

|
I
Qw‘ CQL‘

7.5.2 Elektromagnetische Wellen in linearen Medien

Die Herleitung fiir lineare, isotrope Medien startet von den Maxwell-Gleichungen (ohne freie Ladungen und
Stréme) in Materie und ist sonst weitgehend analog. Die Gleichungen lauten unter Verwendung von B = pH und
D = ¢E,

V-E =0, (7.128)
Vx E =18, (7.129)
V-B=0, (7.130)
V x B = pe . (7.131)

Nur das Ampere-Maxwell-Gesetz ist unterschiedlich; pgeg ist durch pe ersetzt. Wir schreiben

r€r
JE = [Lpflo€r€Q = MCQ . (7.132)

In den Wellengleichungen fiir E und B ist einfach iiberall ¢ durch

Cm = : = (7.133)

ersetzt. Die Lichtgeschwindigkeit im Medium ist also c,,. In der Optik definiert man den Brechungsindex n durch

Cm =:

, (7.134)

<
n
also finden wir

n = /e (7.135)

In linearen, isotropen Medien verhalten sich elektromagnetische Wellen also ganz wie im Vakuum, nur propagieren
sie mit der reduzierten Geschwindigkeit c¢/,/fi,€.. Unter Verwendung der Anschlussbedingungen fiir die Felder
E,ﬁ,é,ﬁ konnten wir jetzt herleiten, wie sich elektromagnetische Wellen an Grenzflichen zwischen linearen
Medien verhalten. Daraus folgt das Snelliussche Brechungsgesetz. Uberhaupt haben wir jetzt alle Voraussetzungen
zusammen, um die gesamte geometrische Optik aus der Elektrodynamik herzuleiten. Durch Losung der Maxwell-
Gleichungen mit Randbedingungen, die undurchsichtige Koérper (etwa aus leitenden Materialien) beschreiben,
konnen wir im Prinzip auch alle Beugungsphidnomene und damit die klassische Wellenoptik erhalten. Damit
wird das Ziel erreicht, die historisch getrennten Gebiete Elektrizitdt, Magnetismus und Optik im Rahmen einer
vereinigten Theorie zu beschreiben. Aus Zeitgriinden kénnen wir dies hier nicht weiter verfolgen, es sei stattdessen
auf die anfangs genannten Lehrbiicher verwiesen.
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Kapitel 8

Relativistische Formulierung der
Elektrodynamik

In diesem letzten Kapitel wollen wir die relativistische Formulierung der Elektrodynamik besprechen. Wir werden
sehen, dass dies ein kleinerer Schritt ist als in der Mechanik. Die Maxwellsche Elektrodynamik ist ndmlich schon
mit der Speziellen Relativitdtstheorie vereinbar, d.h. sie ist Lorentz-invariant, wenn wir die Felder E, B und die
Quellterme p, 7’korrekt transformieren. Es geht also hauptséchlich darum, dies zu zeigen und die Elektrodynamik
»kovariant“, also unter Verwendung von Lorentz-Skalaren, Vierervektoren usw., zu formulieren.

Historisch war die Maxwellsche Elektrodynamik die erste Lorentz-invariante (relativistische) Theorie. Die
Erkenntnis dieser Invarianz war eine wesentliche Motivation fiir die Einsteinschen Postulate und die Entwicklung
der relativistischen Mechanik, die zusammen mit der Elektrodynamik die spezielle Relativitédtstheorie ausmachen.
Das Ziel, nicht nur das elektromagnetische, sondern auch das Gravitationsfeld relativistisch zu beschreiben, fiihrte
schlielich auf die Allgemeine Relativitdtstheorie. Wir werden zunichst wesentliche Konzepte und Schreibweisen
der Speziellen Relativitdtstheorie wiederholen, die schon in der Theoretischen Mechanik eingefithrt wurden.

8.1 Spezielle Relativitiatstheorie

FEin zentraler Begriff ist der des Inertialsystems. Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, d. h. ein Koordinaten-
system in der vierdimensionalen Raumzeit (dem Minkowski-Raum), in dem sich kriiftefreie Korper geradlinig
und gleichformig bewegen. Die Existenz von Inertialsystemen wird von Newtons 1. Axiom postuliert. Einstein
formulierte nun sinngemé&f folgende Postulate:

1. Aquivalenzpostulat: Die physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen identisch. (Dieses Postulat ist
noch nicht auf die relativistische Physik beschriinkt.)

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ist zu allen Zeiten, an allen
Orten und in jeder Raumrichtung gleich grof3 und insbesondere unabhéingig von der Bewegung der Quelle.
Damit ist ¢ = const ein physikalisches Gesetz im Sinne des Aquivalenzpostulats. Das 2. Postulat geht
sogar dariiber hinaus, da es ¢ = const auch fiir beschleunigte Bezugssysteme fordert. Es ist klar, dass die
Elektrodynamik notwendig ist, um die Konsequenzen der Einsteinschen Postulate zu verstehen, da sie sich
explizit auf elektromagnetische Wellen (Licht) beziehen.

In der Vorlesung Theoretische Mechanik wurde gezeigt, dass aus diesen Postulaten schon die Spezielle Relati-
vitdtstheorie konstruiert werden kann.

Die Transformation zwischen verschiedenen Inertialsystemen wird durch allgemeine Lorentz- Transformationen
vermittelt. Diese bilden die Lorentz-Gruppe mit 6 Generatoren:

e Lorentz-Boosts fiir die Relativgeschwindigkeit ¥ in 3 unabhéngigen Richtungen (bilden die speziellen Lo-
rentz-Transformationen),
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e rdumliche Drehungen in 3 unabhéngigen Ebenen.

Fiir Koordinaten 7, t im Intertialsystem S und 7, ¢ im Inertialsystem S lautet die spezielle Lorentz-Transformation
(d.h. der Boost) fiir Relativgeschwindigkeit ¥ = v & (0.B.d. A.)

— vt
g==—% (8.1)
1%
S
t=— (8.2)
1-4
y=y, z=z (8.3)
und die Riicktransformation
t
- &, (8.4)
2
-
t+ %z
t= ———, (8.5)
2
1-%

Die Lorentz-Transformationen lassen sich als verallgemeinerte Rotationen von Vierervektoren auffassen. Den
Viererortsvektor schreiben wir als

w

(a") = (2% 2,22, 2°%) = (ct, 2,9, 2) = (ct,7). (8.6)

Wir verwenden hier die Schreibweise (z#), wenn wir den Vektor meinen, und z* fiir die u-te Komponente. Damit
ist die obige spezielle Lorentz-Transformation

= LF, x", (8.7)

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention verwendet haben: Uber identische obere und untere Indizes in
Produkten wird summiert, hier iber » = 0,1, 2, 3. Konkret ist

vy =By 0 0
=By v 00

noy
0 0 0 1

(die Reihenfolge der oberen und unteren Indizes ist wichtig, wie wir sehen werden; ,, L#“ wire uneindeutig und
ist daher nicht wohlgeformt) mit

L1 (8.10)

o= %1—52 0

c2

Definitionen:
e Kontravarianter Vektor (a") = (a°,a',a?, a3): Transformiert sich wie der Ortsvektor (x#),

o
a'' = gﬁu a¥ =L", a". (8.11)

e Kovarianter Vektor (a,) = (ao, @1, a2, a3): Transformiert sich gemafl

a, = % a, =L, a,. (8.12)
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Es folgt mit Hilfe der Kettenregel

TRy "
T (8.13)

LI = 500 58 = a2

wobei 84 bis auf die Stellung der Indizes das gewdhnliche Kronecker-Symbol ist. In diesem Sinne sind die
Matrizen (L*,) und (L") Inverse voneinander.

Allgemeiner definiert man Tensoren 2., 3., usw. Stufe, wobei jeder Index kontra- oder kovariant sein kann.
Z.B. transformiert sich (A"") gemif

oz# Ox¥
AW = — — AP =M LY AP° 14
- OxP Ox° P (8.14)
und analog
Am/ = Lﬂp LS Apcn (815)
At = LM L7 AP, (8.16)
AY = LPLV,AC. (8.17)

Die Reihenfolge der Indizes ist wesentlich. Tensoren hoherer Stufe benotigen wir hier nicht; die Transfor-
mation sind aber analog, z. B. BMW — L>‘p L+ _LY_BP°T. Zu jedem kontravarianten Vektor existiert ein
kovarianter Vektor und umgekehrt. Allgemeiner kann man alle Indizes von Tensoren zwischen kontravariant
und kovariant umwandeln (,heben oder ,senken®). Dies erfolgt mit Hilfe des metrischen Tensors (g, ):

Ay = YGuv a”, (8.18)
at = g"a, (8.19)
A = Gup A’ = Gup 9uo A" = guo A7 (8.20)

usw. In der Speziellen Relativitédtstheorie ist

1 0 0 0
(") = (gw) = 8 _01 _01 8 (8.21)
0 0 0 -1
konstant in Raum und Zeit. Aus (2*) = (ct, 7) folgt also
() = (ct, =7). (8.22)
In der Allgemeinen Relativititstheorie ist (g"(z*)) hingegen ein dynamisches Feld.
Das (verallgemeinerte) Skalarprodukt ist definiert durch
a'b, = gu a'b” = g, "'V’ = a,b”. (8.23)
Man findet Ot B >
g“bu =L*, LuA a’by = (’9;” 9z a’by = D a’by = a”b,. (8.24)

Das Skalarprodukt ist also invariant unter Lorentz-Transformationen (Lorentz-invariant).
Lorentz-Skalare sind Gréflen, die sich unter Lorentz-Transformationen nicht &ndern, z. B. Skalarprodukte.

Betragsquadrat:
a'a, = g a'a” = (a%)? - (a')? = (a*)? - (a®)?, (8.25)

z.B. ztz, = *t? — 7'+ 7. Beachte, dass dieses (verallgemeinerte) Betragsquadrat negativ werden kann. Wir
nennen einen Vierervektor (a*)
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— zeitartig, wenn at'a, > 0,
— lichtartig, wenn a*a, = 0,

— raumartig, wenn a*a, < 0.
e Vierergradient:
0
; 8.26
<8a“ ) (8.26)
dieser Vektoroperator transformiert sich geméfl der Kettenregel wie
0

o e’ 9  0x¥ 0 ,
9~ 0ak 9 9z 9w~ B (8.27)

Vergleich mit Gl. (8.12)) zeigt, dass sich die Ableitung nach einem kontravarianten Vektor wie ein kovarianter

Vektor transformiert. Umgekehrt ist (%) ein kontravarianter Vektor. Speziell fiir raumzeitliche Gradienten
"

schreiben wir

0 .
O, = e (kovariant), (8.28)
0
O i
o ox, (kontravariant). (8.29)
Es ist
10 =
(Ou) = <c T V>a (8.30)
10 =
wy — (22
(9") (c 5 V>. (8.31)

Beachte die umgekehrten Vorzeichen im Vergleich zu (x,) = (ct, —7), (z*) = (ct, 7).
o D’Alembert-Operator:
1 92
c2 ot?
e Die Figenzeit T ist die von einer Uhr angezeigte Zeit, die von einem Massenpunkt mitgefithrt wird. Diese
Uhr befindet sich daher i. A. nicht in einem Inertialsystem. Fiir das Differential dr der Eigenzeit gilt

_d

v
mit v = 1/4/1 —v2/c2, wobel ¥ = d7/dt hier die momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes in einem
gegebenen Inertialsystem (z. B. dem Laborsystem) mit den Koordinaten ct, 7 ist. Die Beziehung beschreibt

die Zeitdilatation: Es ist v > 1 fiir ¥ # 0, daher lduft die mitgefithrte Uhr (Eigenzeit) langsamer als die
Laboruhr.

0= 0,0" = 0", = - V2 (8.32)

dr (8.33)

e Die Vierergeschwindigkeit ist

det dr

M= (=)= (v 5 ) = 7). 34
(u") (dT) (v dt”dt> (ve,vv) (8.34)

e Der Viererimpuls ist
(p") :== (mut). (8.35)
Mit m bezeichnen wir immer die Ruhemasse, wir verwenden kein Konzept einer ,, geschwindigkeitsabhéngigen

Masse“. Man findet leicht

2
P'p. = mPutu, = *m?(c® — %) = y*m?c (1 - ) =m?2. (8.36)
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Wir schreiben

@) = °,p), (8.37)

dann ist
P = () —p?=mc (8.38)
= (") = m’@+p° (8.39)

= p’c = /m2ct 4+ p2c2 (8.40)

Der Limes fiir v < c ergibt
PR 1
2.2 = M + o (8.41)

plc=mc?y/1+

also die Ruheenergie mc? plus die nichtrelativistische kinetische Energie. Es liegt daher nahe, p°c als rela-
tivistische Verallgemeinerung der Gesamtenergie des freien Teilchens zu betrachten:

E:=\/m?t +p22 = E?=m?+ 5 (8.42)

Beachte, dass F die 0-Komponente eines Vierervektors ist und kein Lorentz-Skalar. E' héngt also vom
Inertialsystem ab, wie man auch erwartet.

Allgemein sollten physikalische Gesetze kovariant formuliert werden, d. h., sie sollten nur Lorentz-Skalare, Vierer-
vektoren und entsprechende hohere Tensoren enthalten. Dann erfiillen sie automatisch die Einsteinschen Postulate.
Es ist eine Schwéche der relativistischen Newton-Mechanik, dass sie mit nicht kovarianten Groéflen, wie der Ener-
gie F, operiert. Die Formulierung der Elektrodynamik, die wir nun besprechen werden, leidet nicht unter diesem
Problem.

8.2 Viererdarstellung der Elektrodynamik

Die Maxwell-Gleichungen allein gestatten noch keine Entscheidung, ob die Maxwellsche Elektrodynamik Lorentz-
invariant ist. Zusétzlich miissen wir ermitteln, wie sich die darin vorkommenden Felder E, E, p und 7 Lorentz-
transformieren. Mit anderen Worten, wir miissen diese Groflen als Lorentz-Skalare, Vierervektoren und evtl. hohere
Tensoren identifizieren. Wir verwenden weiterhin SI-Einheiten. Manche Autoren, wie J. D. Jackson, bevorzugen
Gauflsche Einheiten fiir die relativistische Formulierung, da dann weniger Faktoren 1/¢ auftreten.

8.2.1 Die Kontinuitatsgleichung

Wir starten mit der fiir die Elektrodynamik grundlegenden Kontinuititsgleichung
Liv.7=0; (8.43)

Ladungserhaltung sollte ja sicherlich in jedem Inertialsystem gleichermaflen gelten (1. Postulat). Die linke Seite
hat die Form einer Viererdivergenz, wir kénnen namlich schreiben

8" =0 (8.44)

mit der Viererstromdichte
(") = (pe. ). (8.45)

Die Kontinuitétsgleichung ist demnach Lorentz-invariant, wenn sich p und j tatsichlich wie die zeitlichen bzw.
rdumlichen Komponenten eines Vierervektors transformieren, d.h. wenn

gt =Lrg" (8.46)
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gilt. Dass das so ist, konnen wir uns wie folgt plausibel machen: Wir betrachten eine sich mit der lokalen Ge-
schwindigkeit ¥(7,t) gegeniiber dem Laborsystem S bewegende Ladungsdichte

dq
= —. 8.47
P=y (8.47)
Die Stromdichte ist, unter der Annahme einer Teilchensorte (das Argument ldsst sich verallgemeinern),
J=pv. (8.48)

Wir wollen nun p und 7' durch die mitbewegte Ladungsdichte pg ausdriicken, d.h. durch die Ladungsdichte in dem
Bezugssystem, in dem d@ ruht. Es sei
dQ

—avy

Aus Sicht des Laborsystems ist das Volumenelement in Bewegungsrichtung langenkontrahiert. Daher ist

2
dV:%:\/lf%d%. (8.50)
’17
S Edv

Damit ist die Dichte im Laborsystem erhoht:

Po (8.49)

_dQ _ dQ

== =Y =po. 8.51
P=ay vdVo YPo (8.51)
Es folgt auch
J=pov. (8.52)
Also ist
(7") = (pe, 1) = po(ve, 1) = po(u) (8.53)

mit der Vierergeschwindigkeit (u#). Da py vorgegeben ist, transformiert sich (j#) wie (u*), also als Vierervektor.

8.2.2 Potentiale

Das Transformationsverhalten der sechs Feldkomponenten E, B ist nicht offensichtlich — wie sollen wir sechs

GroBen in Skalaren (eine Komponente), Vektoren (vier Komponenten) und Tensoren (16 Komponenten) unter-

bringen? Es ist giinstig, zundchst die Potentiale ¢, A zu betrachten. Da dies vier Gréfen sind, von denen drei

einen raumlichen Vektor bilden, liegt es nahe zu vermuten, dass sich ¢ und A als Vierervektor schreiben lassen.
Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten, ausgedriickt durch Potentiale, sieche Abschnitt [7.3:2]

9 T p

294+ V-4 = L 8.54
Vi 4+ oV Z, (8.54)
1 62\ = /= - 1.
2 _ -
Etwas umgeschrieben erhalten wir
1 = - =
_ . A) = 8.56
Al (Vo+4) = e (8.56)
1 L o1-/1. = .
— 0, 0"A+ —V <2¢ +V- A) = 7 (8.57)
Ho Ho €
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Da die rechten Seiten einen Vierervektor (pc, 7) bilden, miissen dies auch die linken Seiten tun. Der Term ) / A+V-A
legt nahe, ein Viererpotential

(A") = (fﬁ) (8.58)
einzufiithren, denn dann ist
g =190 G i Ltiie. A (8.59)
B2 cot e 2 ’ '

Wir wollen die obigen Gleichungen mit (9*) und (A*) ausdriicken. Wir betrachten dazu die spezielle zweite
Ableitung 0, (0" A” — 0¥ A*) = 0,,0" A¥ — 0,0V A*. Die zeitliche Komponente (v = 0) lautet

10/1, = = 141 14 15 =
aﬂaft¢—(2¢+v-14)=z/¢—v2¢— p—-V-A
c cOt\c c c

= 1Y (Vo + 4) B (3.60)
und die rdumlichen Komponenten (v = 1,2, 3)
00" A+ v (; p+V- /T) B2 107, (8.61)
Damit haben wir gefunden
Ou(0MAY — 0V AF) = poj". (8.62)

Wie schon gesagt, steht auf der rechten Seite ein Vierervektor und daher ist auch die linke Seite ein Vierervektor.
AuBerdem sind die Gradienten Vierervektoren. Daraus folgt, dass sich (A*) = (¢/c, A) ebenfalls als Vierervektor
transformieren muss, evtl. bis auf einen Term, der unter den Ableitungen wegfillt. Aber auf jeden Fall kénnen
wir die Losung fiir (A*) als Vierervektor wdhlen.

Wir kénnen auch leicht die allgemeine Eichtransformation kovariant aufschreiben:

A— A+Vy, (8.63)
¢—¢—x (8.64)

ist einfach
AR AR — §Ry. (8.65)

Allgemeine Eichtransformationen sind also mit der Lorentz-Invarianz vertréglich, solange sich y als Lorentz-Skalar
transformiert, d. h. unter Lorentz-Transformation invariant bleibt.

Die speziellen Eichungen, die wir im letzten Kapitel besprochen hatten, sehen in Viererschreibweise wie folgt
aus:

1. Coulomb-Eichung: V- A = 0 bedeutet
LAY + 0,A% + 0543 = 0. (8.66)

Das ist nicht Lorentz-invariant, da die 0-Komponente fehlt. Die Coulomb-Eichung in einem Inertialsystem
ist also i. A. keine Coulomb-Eichung in einem anderen Inertialsystem.

2. Lorentz-Eichung: V-A+ ¢/ c? = 0 lisst sich schreiben als
0, A" = 0. (8.67)

Das ist offensichtlich Lorentz-invariant. Die Lorentz-Eichung bleibt also unter Lorentz-Transformation er-
halten.
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8.2.3 Der Feldstirketensor
Der in der (nun einzigen) inhomogenen Maxwell-Gleichung
Ou(OMAY — 0V AM) = poj” (8.68)

auftretende Tensor
FHY .= gAY — Y AH (8.69)

wird Feldstdrketensor genannt. Damit lautet die Gleichung
0, F" = poj”. (8.70)

Dies impliziert wieder die Kontinuititsgleichung und damit Ladungserhaltung: Aus der inhomogenen Gleichung
folgt

00, F* = 1100, 3". (8.71)
Auf der linken Seite ist (0,0,) symmetrisch und (F*”) nach der Definition (8.69) antisymmetrisch. Daher gilt
0,0, F" = —0,0,F"* = —0,0, F*” (Umbenennung der Summationsindizes!) und die linke Seite muss verschwin-

den. Es folgt die Kontlnultatsglelchung 0=0,5".
Wir bestimmen die Komponenten von (EF#¥) explizit:

e Fs ist offensichtlich
F® =F'" = F? =F% . (8.72)
e Fiir die gemischt zeitlich-rdumlichen Komponenten erhalten wir

19 ¢>

FY=—- _— A = =1,2
pr +V; ‘ 1 ,2,3
1 1
== (Vip+ A = -~ E; (8.73)
c c
und analog
_ v, t0y | i=123
c cot
1 1
— (Vi ¢+ A') = - Ei. (8.74)

e Fiir die rein rdumlichen, nicht diagonalen Komponenten finden wir

Fi= VA 4+ VA | i=1,23,i#]
= — Zeijk (6 X /Y)k = — ZeijkBk- (875)
k k
Das ist leichter an einem Beispiel zu verstehen:
04, 0A
P2 = * = —B,. 8.76
Oz -+ dy ( )

Damit erhalten wir insgesamt

0o = v _==
C C C
E,
—~ 0 -B. B,
(Fy=| © (8.77)
Ey
—¥ B, 0 -B,
C
B B, B 0
C Y v
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Die zusammen mit E auftretenden Faktoren 1/¢ sind dem (SI-) Einheitensystem geschuldet. In GauBschen Ein-
heiten treten sie nicht auf. Jedenfalls wire es falsch, zu folgern, dass die E enthaltenden Terme wegen dieser
Faktoren ,klein“ seien. Der Feldstérketensor ist per Definition antisymmetrisch, wie wir jetzt auch explizit sehen.
Eine antisymmetrische 4 x 4-Matrix hat sechs unabhéngige Komponenten, was erklart, warum E und B zusammen
in drei Raumdimensionen sechs Komponenten haben. Allgemein in d Raumdimensionen wéren es nicht 2d Kom-
ponenten, sondern d(d+1)/2 mit d im elektrischen Feld und d(d —1)/2 im magnetischen Feld. d = 3 Dimensionen
sind also dadurch ausgezeichnet, dass E- und B-Feld gleich viele Komponenten haben. (Dies erinnert an die nicht
relativistische klassische Mechanik, in der der Impuls d Komponenten hat, der Drehimpuls aber d(d — 1)/2. Dies
liegt daran, dass Translationen in d Raumrichtungen existieren, aber Rotationen in d(d — 1)/2 Ebenen.)
Damit wissen wir jetzt, wie sich E und B Lorentz-transformieren, namlich als Komponenten des Tensors 2.
Stufe (F#¥):
FM = LF, LY, Ff°. (8.78)

Mit etwas Rechnung findet man fiir einen Boost in z-Richtung

E,=F,, (8.79)
Ey =7 (Ey - ﬁCBz)? (880)
E. =~ (E, — fcBy), (8.81)
B, = B,, (8.82)
B, = <By + fE) , (8.83)
Ez =7 (Bz - Iny> (8 84)

mit § =v/c, vy =1/+/1 — B2, wie iiblich.

Wir betrachten nun das Feld einer sich gleichférmig bewegenden Punktladung. Im Laborsystem S bewege sich
eine Punktladung ¢ mit der konstanten Geschwindigkeit ¥ = vZ. S sei das mitbewegte System. In diesem soll die
Ladung im Ursprung ruhen. Fiir ¢ = ¢ = 0 sollen die Koordinatenurspriinge zusammenfallen. Es ist also, in S,

E(rt) = 8.85
(7it) = = 75, (5.85)
B(7,t) = 0. (8.86)
Das Laborsystem & bewegt sich gegeniiber S mit der Geschwindigkeit —v Z. Es folgt
q =z
E. = —, 8.87
=T Admeq 13 (8.87)
q Y
E = = 8.88
Y A4rmeg =K (8.88)
q z
E, = —, 8.89
=7 4meg s (8.89)
B, =0, (8.90)
q 6 =
B, =- - = 8.91
-V dweg ¢ 713’ (8.91)
g By
— 1= g 8.92
o 47'('6(] C 7"3 ( )
Also gilt
_ E 1 4
B=pix==5UxE. (8.93)
c c

Die Gleichungen |j1) zeigen, dass dies im Fall B = 0 ganz allgemein gilt. Ausgedriickt durch Koordinaten
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im Laborsystem erhalten wir

v 471('160 [v2(z — 11524_1);2 T 2P (8.94)
v = 47350 (V2 (z — vt)Q% g% + 2237 (8.95)
= 4716'160 (V2 (z — fut)Qi y2 + 2P (8.96)

Zum Zeitpunkt t = 0 (0.B.d. A.) ist
£ = 477('160 7 [y222 +;2 + 2P (8.97)
£y = 471('160 7 [222 +§2 + 222 (8.98)
= 47360 T2 1 ;2 NCETEN (8.99)

also
E= 47?60 v 222 —i—y% + 22]3/2

5 L (8.100)

- dmey (Y4322 + 7—2/3;/2 + y2/322]3/2°
Das E-Feld ist also radial, da parallel zu 7 gerichtet. Es ist aber in Bewegungsrichtung gestaucht (wegen v%/3 > 1)

und in y- und z-Richtung gestreckt (wegen 7~2/3 < 1). Das B-Feld ergibt sich am einfachsten aus

1
2

(e

EZCUX 2 = €oko

@ U X f
A q h4/3§2 + ,7—2/3y2 + ,7—2/3§2]3/2'

(8.101)

B ist also tangential an Kreisen senkrecht zur Teilchenbahn (d.h. zu ¥) und mit Mittelpunkten auf der Bahn.

Beachte, dass B im Vergleich zu E den einheitenlosen Faktor 3 = v/c enthilt. Daher ist es sinnvoll, fiir v < ¢ zu
sagen, dass das magnetische Feld klein im Vergleich zum elektrischen sei. Im stark relativistischen Limes v = ¢
sind B und E in der Ebene konzentriert, die die Ladung enthélt und senkrecht auf ¢ steht. Ein relativistisches
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Teilchen triagt gewissermaflen eine harte Wand mit sich. Dies ist analog zur Schockwelle eines sich fast mit der
Schallgeschwindigkeit bewegenden Flugzeugs.
Wir kénnen natiirlich auch den kovarianten Feldstéirketensor

F,uu = g,upgvong (8102)
konstruieren. In ihm sind die Vorzeichen der E—Komponenten umgekehrt. Aus F*” und F),, konnen wir einen
Lorentz-Skalar bilden, also eine unter Lorentz-Transformation invariante Grofe:

v N a E2
F o F"™ = g,,9,, F" FP7 =2 <32 — 62> ) (8.103)

Diese Invariante des elektromagnetischen Feldes bedeutet u.a., dass man nie ein reines elektrisches Feld
(FF* < 0) in ein reines magnetisches Feld (F),, F*¥ > 0) Lorentz-transformieren kann.
Zum Schluss wollen wir noch die homogenen Maxwell-Gleichungen kovariant ausdriicken. Wir haben einerseits

V-B=0 (8.104)
= O F¥ 4 0,F + 0:F* =0 (8.105)
= O'FB 4+ 0°F* +PF? =0. (8.106)

Andererseits ist o
VxE+B=0. (8.107)

Wir betrachten die z-Komponente:

%EZ—%EyJF%BI =0 (8.108)
= FN L F2 L9 F?2 = 0 (8.109)
= —0*FO -9’F2 _9°F® = 0 (8.110)
= PFO 4L PF? L OFB = . (8.111)

Die iibrigen beiden Komponenten ergeben sich analog. Zusammengefasst erhalten wir
OFPY 4 9P Y™ £ 97F*P =0 fiir o, B, € {0,1,2,3} verschieden. (8.112)

Sind zwei der Indizes «, (8, v gleich, so erhalten wir eine Tautologie:

(03 ay (03 Yo Y OtOé: (03 oy Yo —
DUFY 4 9O FY 4 97 PO — 9o (FOY 4 ) = ), (8.113)
0 0

Wir miissen also den Fall mit gleichen Indizes nicht weiter beachten. Da sich die Gleichung (8.112)) unter zyklischer
Vertauschung nicht dndert, gibt es nur vier wesentlich verschiedene Wahlmdoglichkeiten. Diese ergeben genau die

vier Komponenten von V-B=0und VxE+B=0.

8.2.4 Der duale Feldstiarketensor

Man kann die homogenen Maxwell-Gleichungen noch kompakter formulieren: Wir definieren den dualen
Feldstdrketensor

~ 1
B = S IO E,, (8.114)
mit dem antisymmetrischen Einheitstensor (Levi-Civita-Symbol) vierter Stufe

1 fiir (uvpo) gerade Permutationen von (0123),
e’P? = ¢ —1 fiir (uvpo) ungerade Permutationen von (0123), (8.115)

0 sonst.
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Man findet leicht

E. E,
B, 0o — -
C Cc
=g B B | (8.116)
Y Cc C
E E,
B. — —-— 0
C c

Im Vergleich zu (F**) sind also E —c¢Bud B — —E /c ersetzt worden. Die homogenen Maxwell-Gleichungen
lauten jetzt

9, F" =0. (8.117)
Dies sehen wir wie folgt: Die Gleichung ist dquivalent zu
A Iz 1 po 1 W PO
0 = 0 F,“, =0 § €HVP0'F = —5 ewpaa F (8118)
& 0 = €pups 0 Fr. (8.119)

Dies ist dquivalent zu Gl . Die homogene Maxwell-Gleichung ist nun von derselben Form wie
die inhomogene Gleichung 0, F"* = pgj¥. Die (verschwindenden) Quellen des dualen Feldes F*” wéren die
Komponenten der magnetischen (Monopol-) Viererstromdichte.

Mit dem dualen Feld kénnen wir eine weitere Invariante konstruieren:

~ 1 4 — —
Fyu B = 3 "7 Fy Fpg = —— E - B. (8.120)

Das gewchnliche Skalarprodukt E - B ist also Lorentz-invariant. Das bedeutet z. B., dass, wenn in einem Iner-
tialsystem das Feld rein magnetisch oder rein elektrisch ist, in jedem Inertialsystem E und B orthogonal sind.
AuBlerdem folgt, dass fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum E und B in jedem Inertialsystem orthogonal
sind.

8.2.5 Elektromagnetische Wellen

Zum Schluss formulieren wir noch die Wellengleichung kovariant. In Abwesenheit von Ladungen und Stromen gilt
O F* =0 AN OFF"P +O0"FPF +0PFH = 0. (8.121)

Wir wollen 9,,0* F*° mit Hilfe dieser Maxwell-Gleichungen berechnen. Beispielhaft betrachten wir die Komponente
FOL.

aﬂapFOI _ aOaOFOI + 6161F01 + 6282F01 + 6383F01
= 60(—813—82}721 —83F31) +81(—80£$—62F02 —63F03)
=0 =0

+ 62 (—80F12 _ 81F20) + 83 (_80F13 _ 81F30)

—[8082 <F21 +F12) +8083 (F31 +F13> +8182 (F02 +F20) +8183 <F03 +F30)]

0. (8.122)
Analog finden wir fir alle AuBerdiagonalkomponenten F*?, dass 0,,0*F*° = 0. Die Diagonalkomponenten ver-

schwinden ohnehin. Damit folgt
0,0"FP? =0 FP7 = 0. (8.123)

Da die Komponenten F*? i. W. die Komponenten von E und B sind, erhalten wir wieder Wellengleichungen fiir
alle diese Komponenten.
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In Abschnitt hatten wir gefunden, dass fiir ebene Wellen gilt

kxE. (8.124)

E2
E,F* = 2 (32 - ) == (B*-B* =0, (8.125)

Fo,b* = —ZE.B=——FE-(kxE)=0. (8.126)
Die erste Gleichung bedeutet, dass das elektrische und das Induktionsfeld einer elektromagnetischen Welle in jedem
Inertialsystem in natiirlichen Einheiten gleich grof} sind. Das widerspricht der manchmal zu hérenden Behauptung,
dass nur das elektrische Feld fundamental sei und das magnetlsche davon als relativistische Korrektur abgeleitet.
Die zweite Gleichung wiederholt die Erkenntnis, dass E und B fiir eine Welle in jedem Inertialsystem senkrecht
aufeinander stehen.
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