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Das vorliegende Skript wurde fiir eine Vorlesung iiber Phaseniibergénge und kritische Phinomene
im Umfang von zwei Semesterwochenstunden erstellt. Es beginnt, nach einer kurzen Wiederho-
lung zur Thermodynamik, mit der Landau-Theorie fiir kontinuierliche Phaseniiberginge und fiihrt
schliefllich zur Renormierungsgruppen-Theorie. Kapitel {iber Fluktuationen, topologische Defek-
te und exakt losbare Modelle sind ebenfalls enthalten. Es wurde der Versuch unternommen, die
wesentlichen Ideen hinter den verschiedenen Methoden an Hand von Beispielen zu verdeutlichen.
Natiirlich konnten nicht alle wichtigen Aspekte im Rahmen einer zweistiindigen Vorlesung behandelt
werden, z.B. feldtheoretische Methoden und quantenkritische Punkte. Ein Anhang enthilt Aufga-
ben, {iberwiegend mit Losungen, wobei das Schwergewicht auf konzeptionellem Verstindnis und
nicht auf Rechenfertigkeiten liegt. Eine kurze Liste empfohlener Literatur ist ebenfalls vorhanden.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Einfiihrende Beispiele fiir Phaseniiberginge

Neben kontinuierlichen Variationen ihres Zustands zeigen zahlreiche Systeme auch abrupte Ande-
rungen, wenn die Temperatur oder eine andere Grofie einen bestimmten, scharfen Wert iiber- oder
unterschreitet. Diese abrupten Anderungen, die wir Phaseniibergdnge nennen, sind oft mit einer
qualitativen, nicht nur quantitativen Verinderung des Systems verbunden. Bekannte Beispiele sind:

o fest — fliissig (und fest — gasformig)

o fliissig — gasformig

e magnetisch geordnet — ungeordnet

o superfliissig — normal fliissig

supraleitend — normalleitend

Man wiirde gern verstehen, wie es zu solchen abrupten Anderungen kommt und wie man sie beschrei-
ben kann. Das ist Gegenstand dieses Skriptes. Zun&chst betrachten wir einige einfache Beispiele.

1.1.1 Einfache Fliissigkeiten

Schmelz- und der Siedeiibergang von Wasser sind aus dem Alltag bekannt. Wasser-Molekiile sind
jedoch polar, so dass Wasser keine einfache Fliissigkeit ist. Wir betrachten stattdessen Edelgase,
Kohlendioxid oder Methan (CH,). Im thermischen Gleichgewicht (dem Zustand, der sich im isolier-
ten System nach hinreichend langer Zeit einstellt und dann nicht mehr dndert) 148t sich das System
durch wenige, hier drei, Zustandsgrdffen beschreiben:

e Druck p

o Temperatur T
e Dichte p = N/V (N: Teilchenzahl, V: Volumen)

Zwischen diesen Groflen besteht eine Beziehung, die Zustandsgleichung, die fiir ein ideales Gas lautet
p = pkpT. (1.1)

Das ideale Gas zeigt keine Phaseniiberginge. In realen Gasen hat die Zustandsgleichung die allge-
meine Form

f®,T,p) =0, (1.2)

wo f eine beliebige (aber glatte) Funktion ist. Beispiel: die Zustandsgleichung des van-der- Waals-
Gases lautet
(p+ ap®)(1 — bp) = pkpT. (1.3)

Also: Nur zwei der Groflen p, T, p sind unabhiingig — sind zwei gegeben, so ist die dritte bestimmt.
Im 3D Raum mit den Koordinaten p, T', p beschreibt die Zustandsgleichung eine Fliche, auf der
die Zustandsgroflen des Systems liegen miissen. Es ist instruktiv, Projektionen dieser Fliache auf die
2D Unterrdume (7', p), (p, p) und (T, p) zu betrachten.
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Projektion auf (T,p): das bekannte ,Phasendiagramm®. Interpretation: Druck und Temperatur
vorgegeben.

Phasen: fest, fliissig, gasférmig

Phaseniibergiinge erster Ordnung: Auftreten latenter Wirme

Phaseniiberginge (erster Ordnung): mindestens zwei Phasen stehen im Gleichgewicht
Tripelpunkt: drei Phasen im Gleichgewicht

kritischer Punkt (p., T¢, p.): Siedeiibergang (Dampfdruckkurve) endet hier — man kommt von
fliissig nach gasformig, ohne dass ein Phaseniibergang stattfindet = Fliissigkeit und Gas sind
nicht qualitativ verschieden

kein kritischer Punkt beim Schmelziibergang (Schmelzdruckkurve) = Festkorper und Fliissig-
keit/Gas sind qualitativ verschieden — der Festkorper hat niedrigere Translations- und Rota-
tionssymmetrie (z.B. nur Translation um Gittervektoren)

b 1T,

\
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Projektion des Siedeiibergangs auf (p, p) mit Isothermen (Linien gleicher Temperatur). Vorstellung;:
Dichte und Druck vorgegeben. Bei sehr hoher Temperatur Verhalten wie ideales Gas. Bei Absenkung
der Temperatur Erreichen des kritischen Punktes bei T = T,. Fiir T < T, existiert (zwischen den
sog. Spinodalen) ein Bereich mit dp/0p < 0 — Instabilitéit (Dichteschwankungen nehmen zu,
statt sich auszugleichen) fithrt zur Phasenseparation. D.h. fliissige und gasférmige Phase stehen im
Gleichgewicht.

Beide Phasen miissen dieselben p, T haben. Da T gegeben ist und wir uns am Siedeiibergang
befinden, ist p = pp(T") dann bestimmt (Dampfdruck) und unabhingig von p. Bei welcher Dichte
tritt Phasenseparation zuerst auf? — Mazwell-Konstruktion: Die Ausdehnungsarbeit ist dieselbe,
egal ob man auf direktem Weg (phasensepariert) oder entlang der (instabilen) Isothermen geht,



daher ist die Fliche unter beiden Kurven im (V, p)-Diagramm gleich (nicht im angebenen (p, p)-
Diagramm). Phasenseparation setzt bereits ein, wenn die Spinodale noch gar nicht erreicht ist.

A

yo)
Koexistenz

Projektion des Siedeiibergangs auf (T, p) (denke Temperatur und Dichte/Volumen vorgegeben).
Beachte Koexistenzgebiet. Es besteht eine enge Analogie zwischen dem Siedeiibergang und dem
Ferromagneten.

1.1.2 Isotroper Ferromagnet
In Analogie zur Fliissigkeit: Im &ufleren homogenen, statischen Magnetfeld H wird ein isotroper
Ferromagnet im Gleichgewicht durch die Zustandsgrofien

e Magnetfeld H

e Temperatur T

e Magnetisierung m (im isotropen Fall entlang der Richtung von H)

beschrieben, zwischen denen eine Zustandsgleichung f(H, T, m) besteht. (Wir betrachten hier nur
Felder entlang einer Richtung, bei Betrachtung von dreikomponentigen H und m ergibt sich nichts
wesentlich Neues.)

H
i (mheo
0 kri.ti scher -
b Punkt

Projektion auf die (T, H)-Ebene mit kritischem Punkt (H. = 0,7, m. = 0) am Ende einer Linie
von Ubergingen erster Ordnung. Die 1 und | Phasen sind nicht qualitativ verschieden — man kann
die Magnetisierung stetig umkehren, wenn man dazu auf T' > T, erwérmt.
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Projektion auf (T, m). Im Koexistenzgebiet koexistieren hier Bereiche (Domdnen) mit unterschied-
licher Magnetisierungsrichtung.

Wir sehen: m = 0 fiir T > T,, wihrend m # 0 fir T < T..

e Fir H=0,T < T, sind zwei (1,]) (im Vektormodell fiir m unendlich viele) Grundzustinde
entartet, da die Zustandsgleichung keinen auszeichnet (speziell f(H,T,—m) = f(H,T,m)),
aber nur einer davon ist tatsichlich realisiert — spontane Symmetriebrechung.

T

e Wie wir sehen werden, ist das das typische (sogar das definierende) Verhalten eines Ord-
nungsparameters. Wir vermuten also, dass die Magnetisierung der Ordnungsparameter des
Ferromagneten ist.

1.1.3 Weitere wichtige Systeme

(a) Lageordnung in Legierungen (Beispiel S-Messing CuZn): Fir T < T, = 465 °C sitzen die
Cu- und Zn-Atome auf zwei verschiedenen (einfach kubischen) Untergittern, ergibt CsCl-Struktur.
Fir T > T, sind die Atome weitgehend statistisch auf die Untergitter verteilt. Fiir diese spezielle
Legierung tritt keine latente Warme auf.

(b) Orientierungsordnung (Beispiel Ammoniumchlorid NH4Cl): CsCl-Struktur. Fiir T < T, =
—17°C sind die NH] -Tetraeder gleich ausgerichtet, fiir T > T, sind die Orientierungen statistisch
verteilt.

(c¢) Struktursinderungen im Kristall (Beispiel Kohlenstoff): Ubergang zwischen Graphit (Nieder-
druck-Phase) und Diamant (Hochdruck-Phase) bei etwa p ~ 10°-107 Pa. Diamant ist bei Normal-
druck nur metastabil, zerfillt aber aufgrund einer sehr hohen Potentialschwelle praktisch nicht in
Graphit.

(d) Superfluides Helium-4:

A

fl.

superfluid

(Tor)

T
(T, p)-Projektion (Phasendiagramm) fiir “He (nicht mafstabgetreu!).

e kein Tripelpunkt



o Auftreten eines neuen Phaseniibergangs (, \-Ubergang®) zwischen zwei verschiedenen fliissigen
Phasen, kontinuierlicher Ubergang

1.2 Wiederholung zur Thermodynamik

1.2.1 Allgemeines

Die Thermodynamik beschreibt das Verhalten von ,groflen“ Systemen im thermischen Gleichge-
wicht. Eigentlich gilt sie nur fiir unendlich grofie Systeme (thermodynamischer Limes), aber fiir hin-
reichend grofie reale Systeme (Zahl der Freiheitsgrade >> 1) liefert sie experimentell gut bestitigte
Voraussagen. Die wesentliche Idee der Thermodynamik ist, ein System nicht durch Angabe aller
Werte der vielen mikroskopischen Freiheitsgrade zu beschreiben, was weder méglich noch von In-
teresse ist, sondern durch einige wenige Zustandsgrdfien. Diese Beschrinkung ist i.A. nur moglich,
wenn sich das System im Gleichgewicht befindet. Systeme auflerhalb des Gleichgewichts sind oft
nicht homogen, so dass wir schon deshalb solch eine einfache Beschreibung nicht erwarten. Die
Zustandsgroflen beziehen sich auf makroskopische Eigenschaften. Systemspezifische Beziehungen
zwischen den Zustandsgrofien heiflen Zustandsgleichungen; sie sind nicht im Rahmen der Thermo-
dynamik herleitbar, sondern ergeben sich als phinomenologische Beschreibung von Systemen oder
aus der Statistischen Physik. Aufgabe der Thermodynamik ist es, allgemein giiltige Relationen zwi-
schen Zustandsgrofien herzuleiten, sowie abgeleitete Groflen, z.B. Antwortfunktionen, fiir spezielle
Systeme zu bestimmen.

1.2.2 Fliissigkeiten

Thermodynamische Potentiale

Die Innere Energie U ist eine Zustandsgrofie, da U nicht vom Prozefiverlauf, sondern nur vom
Endzustand abhiingt. Aquivalent: das Differential dU ist exakt. Es ist

dU = dQ — dW =T dS — pdV (1.4)

(S: Entropie). Die natiirlichen Variablen von U sind daher S und V: U = U(S, V).
Ubergang zu weiteren thermodynamischen Potentialen mittels Legendre- Transformationen:

E=U+pV Enthalpie, (1.5)
G=U-TS+pV freie Enthalpie, Gibbs-Potential, .
F=U-TS freie Energie, Helmholtz-Potential. (1.7)
Differentiale:
dE = TdS+Vdp, (1.8)
dG = -SdT +Vdp, .
dFF = -=-SdT —pdV. (1.10)
Daraus folgen
ou ou
(%Y - (& , 111
(5s), 7=-(w), = —
Unter Ausnutzung der Vertauschbarkeit von Ableitungen erhélt man die Mazwell-Relationen
2
ory _ oU __(op (1.12)
ov)g o0Vos oS/

usw. Alle vier Zustandsgréfen (Potentiale) U, E, G, F als Funktion ihrer natiirlichen Variablen
enthalten dieselbe Information, z.B.

_ —r_7r(%) __p(2F
vorrrs—r-r (%) (2 | 0



Antwortfunktionen

Wir fithren nun wichtige (statische) Antwortfunktionen (response functions) ein:
(a) Die spezifische Wirme (korrekter: Wirmekapazitiit) bei konstantem Druck (isobar) oder
konstantem Volumen (isochor):

o (dQY oS\ 0’F
o = (1) —r(%) - (2E) w0
dQ s 0’G
6 = (1) <o (3) —or(29). a1
T/, ar ), ar* ),
(b) Die Kompressibilitit bei konstanter Temperatur (isotherm) oder konstanter Entropie (adia-
batisch, isentrop):
1 [0V 1 [(0°G
= 7 (%), =7 (3), (19
1 [0V 1 (O0’E
== o (%), 7 (59, 0
(c) Den thermischen Ausdehnungskoeffizienten:
1 [0V

Die Antwortfunktionen sind nicht unabhéngig, z.B. kann man aus obigen Beziehungen herleiten,
dass

kr(Cp —Cy) = TVa, (1.19)
Cp(kr —Kks) = TVa?. (1.20)

Damit das System stabil ist, miissen C und & positiv sein = C, > Cy und &1 > Ks.

1.2.3 Ferromagnetika
In Analogie zur Fliissigkeit. Die meisten Ausdriicke ergeben sich durch die Ersetzungen
Vo -M p—H (1.21)

M: Magnetisierung (eigentlich gesamtes magnetisches Moment; Magnetisierung ist m = M/V'), H:
Magnetfeld. Das Minuszeichen erscheint, da z.B. 0M/0H > 0, wihrend 0V/0p < 0. Es ergeben
sich:

E=U-MH Enthalpie, (1.22)
G=U-TS-MH freie Enthalpie, Gibbs-Potential, (1.23)
F=U-TS freie Energie, Helmholtz-Potential. (1.24)
Differentiale:
dU =TdS+ HdM etc. (1.25)
Die Maxwell-Relationen usw. ergeben sich dann sofort. Weiter sind die spezifischen Warmen
oS 0’F
= T(= =-T(— 1.2
ow = 1(5),=7(5m)., (120
oS 0°G
= T({= =-T(— . 1.2
on = 1(352),~7(5), 20
Anstelle der Kompressibilititen fithrt man die Suszeptibilititen ein:
oM 0’°G
- el = 1.2
w = (55). = (5). (1.28)
oM 0’E
w = (n), = (), (29



Die wichtigere, da experimentell leichter zugingliche, ist die isotherme Suszeptibilitit xyr. Mit

oM
ergibt sich
xr(Cu —Cu) = Taj, (1.31)
CH(XT — Xs) = Ta%{. (1.32)

1.2.4 Geometrische Interpretation

Am Beispiel des Ferromagneten: Man kann zeigen, dass G eine konkave Funktion von H bzw. p sein
muss, z.B.

62G>
= xr <0 (1.33)
(o27),

Geometrische Interpretation fiir 7' < Ty:

GA
H
1 4
' A
M =-G'(H) A 2773 A
H=F (M)
/
H M
——/

Vom Gibbs-Potential G(H) (hat eine Spitze bei H = 0) — M(H) — H(M) (triviale Um-
kehrung) — Freie Energie F'(M). Beachte: F/(M) ist konstant zwischen —My und +M, (Gleichge-
wichtswerte z.B. aus der Landau-Theorie). Die z.B. in der Statistischen Physik berechnete freie Ener-
gie hat typischerweise den Verlauf der gepunkteten Kurve. Die ,wahre“ freie Energie hat dagegen
tatsdchlich den Verlauf der dicken Kurve; zwischen — My und M, gibt es Koexistenz von Doménen
mit entgegengesetzter Magnetisierung +M,. Da Energien von Phasengrenzen (Dom#nenwéinden)
vernachlissigt wurden, dndert sich die freie Energie hier nicht.

1.2.5 Ordnung von Phaseniibergingen

In Anlehnung an Ehrenfest (Proc. Acad. Science Amst. 36, 153 (1933)):

Bei einem Phaseniibergang n-ter Ordnung ist eine n-te Ableitung eines thermo-
dynamischen Potentials nach einer natiirlichen Variable unstetig und alle ent-
sprechenden Ableitungen der Ordnungen n' < n sind stetig.

Beispiele:
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1. Siedeiibergang fiir T' < T, unter konstantem Druck. dG = —SdT = S = —(0G/0T),. Entro-
pie macht einen Sprung um AS (,Gas ist weniger geordnet“), d.h. Phaseniibergang erster
Ordnung. Aquivalent AQ =T AS # 0 = latente Wirme.

2. Superfluider Ubergang von *He unter konstantem Druck. Man findet S stetig, aber senkrechte
Tangente bei T,, und C, = T(9S/0T), divergiert logarithmisch. Phaseniibergang zweiter
Ordnung.

3. Superfluider *He-Film auf z.B. Graphit. Nach der Berezinskii-Kosterlitz- Thouless- Theorie (sie-
he 7.5) ist G bei T, beliebig oft differenzierbar. Dennoch findet ein Phaseniibergang statt, der
demnach von der Ordnung oo ist.

1.3 Kritische Exponenten

1.3.1 Allgemeine Definition

Gegeben sei eine Funktion f(¢), die fiir hinreichend kleine € > 0 stetig sei und fiir die der Grenzwert

A= lim 2SO (1.34)

e—0t+ Ine

existiere. Dann ist A der zu der Funktion f(€) gehdrende kritische Ezponent. Man schreibt f(e) ~ e

fir 0 <e< 1. ekann z.B. e = (T' = T,) /T, sein.
o krit. Exponenten oft experimentell leichter zugénglich als die vollstindige e-Abhingigkeit von
f; z.B. aus log-log-Darstellung von f gegen €

o krit. Exponenten bestimmen das kritische Verhalten, d.h. hinreichend nah am Phaseniibergang
(2. Ordnung) vollstéindig — divergente GroBen dominieren iiber stetige

¢ gleichartige Phaseniibergiinge in verschiedenen Materialien (z.B. in Ferromagneten mit ver-
schiedenen Curie-Temperaturen) und sogar Phaseniibergénge unterschiedlicher physikalischer
Natur zeigen oft dieselben krit. Exponenten — weist auf verborgene Gemeinsamkeiten hin

e es existieren zahlreiche Beziehungen zwischen verschiedenen Exponenten

Zwei Phaseniiberginge mit denselben kritischen Exponenten gehtren zu dersel-
ben Universalititsklasse. (Man sagt dann auch, dass die jeweiligen Systeme zu
derselben Universalitétsklasse gehoren.)

Exponent A = 0 kann bedeuten (weitere Angaben nétig):

e f(e) ~ a+ be* (und kann einen Sprung bei € = 0 haben)
e f(e) ~ —alne

1.3.2 Spezielle Exponenten
(a) Dichte/Magnetisierung. Siehe (T, p)- und (T, M)-Projektionen in 1.1: fiir T < T, und T = T,

pa(T) ~ pgaa(T) ~ (1—%)ﬂ, (135)
MT) ~ (1-%)ﬁ. (1.36)

(b) Spezifische Wirme:

(1-T/T.)~* fiir T < Te, p = p oder pga
CV { (T/Tc - 1)—(1 fir T > Tc,p = Pe, (137)
(1-T/T.) firT <T.,,H=0
Cr { (T/T.—1)~* fir T > T.,H = 0. (1.38)
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(c) Kompressibilitét/Suszeptibilitit:

1-T/T,)" fir T < T.,p = pa oder pgas
" { (T/T.= 1) fir T>Top=pe, (1.89)
1-T/T.)" firT<T,H=0
Xr { (T/T.— 1)~  fiar T > T, H =0. (1.40)
(d) Druck/Feld fiir T = T:
p—p. ~ sign(p—pe)lp/pe =1 fir T =T, (1.41)
H ~ |MP firT=T.. (1.42)

Weitere Exponenten, die mit der Korrelationsfunktion zusammenhingen, werden in 4.2.4 eingefiihrt.

1.3.3 Ungleichungen

Zwischen den krit. Exponenten bestehen eine Reihe von ezakten Bezeihungen, die die Form von
Ungleichungen annehmen. Sie folgen allgemein aus Stabilitdtseigenschaften und der Positivitit ge-
wisser Antwortfunktionen. Wir beweisen hier nur eine: Aus x7(Cy—Cpr) = T'a%; und der Bedingung

Cyr > 0 ergibt sich
T [oM\?
Cn > — (8—) . (1.43)

Nah am Phaseniibergang gilt Cir ~ (—€)=%, x7 ~ (—€)~", (AM/8T)x ~ (—€)?~', wobei € =
(T —T.)/T.. Eingesetzt ergibt sich

(—e)~ > T(—e)2F-D+7" (1.44)
Fiir € & 0~ muf} daher gelten
a'+20+~" >2 (1.45)

Dies ist die Rushbrooke-Ungleichung. Die Erfahrung deutet darauf hin, dass sie sogar als Gleichung
gilt, siehe Skalentheorie in 7.1.1.
Eine andere wichtige Ungleichung ist die Griffiths-Ungleichung (ohne Beweis)

o +B(1+6) >2. (1.46)

Die meisten weiteren Ungleichungen erfordern bei der Herleitung plausible Zusatzannahmen. Wir
diskutieren diese Ungleichungen hier nicht weiter, vgl. Stanley.

1.3.4 Weitere Bemerkungen

In endlichen Systemen treten keine Singularitéiten in den thermodynamischen Potentialen oder
ihren Ableitungen auf — kein wirkliches kritisches Verhalten. Es gibt in endlichen Systemen keine
Phaseniiberginge. In hinreichend groflen Systemen macht sich die Endlichkeit jedoch nur extrem
nah am kritischen Punkt bemerkbar.

Quanteneffekte sind nahe an Phaseniibergingen bei endlichen Temperaturen irrelevant. Grund:
die damit verkniipften Lingenskalen bleiben endlich (divergieren nur in der Nihe von quanten-
kritischen Punkten bei T = 0, so dass sie das kritische Verhalten nicht beeinflussen.
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Kapitel 2

Landau-Theorie

2.1 Allgemeines

Die Landau-Theorie der Phaseniiberginge beschreibt viele Systeme sehr gut, aufler in einem sehr
schmalen kritischen Bereich um den Phaseniibergang — dort sind Fluktuationen wesentlich. Fluk-
tuationen sind in der Landau-Theorie vernachldssigt. Dennoch hat sie Vorziige:

o kritischer Bereich mit Fluktuationen meist sehr schmal
e clegante Diskussion von Symmetrie-Effekten (exakt)
¢ Beschreibung komplizierter Systeme durch einfachere effektive Theorie

e diese effektive Theorie dient als Ausgangspunkt fiir Behandlung von Fluktuationen (siehe
Kap. 4) z.B. mittels Renormierungsgruppen-Theorie (siche Kap. 7)

Fiir eine detailierte gruppentheoretische Diskussion siehe Tolédano und Tolédano.

2.2 Ein ferroelektrisches Modellsystem

2.2.1 Das Modell und seine Symmetrien

Wir diskutieren die Landau-Theorie anhand eines Beispiels, die Verallgemeinerung ist offensichtlich.
Nach Tolédano und Tolédano betrachten wir einen Kristall mit tetragonaler Symmetrie:

Phase | Phase |

T>T, T<T,

Fiir T > T, (ungeordnete Phase, Phase I) befindet sich ein positives Ion im Mittelpunkt der Ein-
heitszelle, deren Ecken die negativen Ionen bilden. Fiir T < T, (geordnete Phase, Phase II) ist
das positive Ion in beliebiger Richtung verschoben. Dann hat jede Einheitszelle ein Dipolmoment
P’ = (93, Py, P2)-

Die Meillge der Drehungen, Spiegelungen, Inversionen (nur eine mégliche), Dreh-Spiegelungen
und Inversions-Spiegelungen, die die Einheitszelle invariant lassen, bilden die Punktgruppe des Kri-
stalls. Es handelt sich um eine Gruppe (abgeschlossen, assoziativ), die i.A. nicht abelsch (kommu-
tativ) ist. Phase I: 2-Achse ist vierfache Rotationsachse, z- und y-Achsen sind zweifache Rotations-
achsen, 5 Spiegelebenen, Inversion und Identitit — und Produkte davon, ergibt 16 Elemente, Gruppe
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Go = Dy, oder 4/mmm. Phase IT: Symmetrie (abhéingig von der Richtung von p°, siehe Tolédano
und Tolédano) ist erniedrigt — die verbleibenden Symmetrien bilden eine Untergruppe G C Go.
Der Zustand im thermischen Gleichgewicht ist derjenige, in dem das relevante thermodynamische
Potential minimal wird (globales Mininum!). Dort sei p = p°. Bei gegebener Temperatur 7' und
gegebenem Druck P miissen wir die freie Enthalpie (Gibbs-Potential) G(T, P, p) verwenden.

2.2.2 Entwicklung des thermodynamischen Potentials

Wesentliche Idee: Man kennt das Potential G(T, P,p) i.A. nicht in geschlossener Form. Was kann
man dennoch iiber die Funktion G(T, P, p) in der Nihe des Phaseniibergangs

e unter der Annahme, dass sich G dort in eine Taylor-Reihe in T', P, p entwickeln 148t

e unter Beriicksichtigung der Symmetrien der Phasen

aussagen? Zuniichst betrachten wir kontinuierliche Uberginge, d.h. p°(T, P) ist stetig am Pha-
seniibergang = p; ist klein.

Symmetrie: am Ubergang ist p° = 0 = System hat volle Symmetrie Gy der Phase I. Auslen-
kungen p miissen die Symmetrie respektieren, z.B. p = (p,0,0), (—p,0,0) und (0,p,0) bewirken
dieselbe Anderung AG. Grund: die resultierenden Kristalle gehen durch globale Transformationen
(Drehungen, Spiegelungen oder Inversion) ineinander iiber. Allgemein:

Das Potential, hier G, muf} invariant unter allen Elementen der Symmetriegruppe
Go der ungeordneten Phase sein. Da sich die Ordnung eines Termes in p unter
Symmetrieoperationen nicht dndert, kommen in der Taylor-Entwicklung von G
um p = 0 nur Terme vor, die unter GGy invariant sind.

Bis zur zweiten Ordnung:
G(T,P,p) = G(T,P)+ Y _ ai(T,P)pi+ Y_ bi;(T, P) pip; (2.1)
i ij
e a; = 0 wegen Spiegelsymmetrie (keine linearen Terme)
o b;; =0, i # j wegen Spiegelsymmetrie

o by, = by, wegen Rotationssymmetrie

Also:

G(T,P,p) = G(T, P) + “2L (4} + 7)) + 5 P2 (2:2)

Mogliche Gleichgewichtszusténde:

0
Ogy | Oy P

>0 >0 (0,0,0)
>0 | <0 | (0,0,p%)
<0 |>0 (%2,%2,%)
<0|<0 2 Dys D)

Fiir a; < 0 werden hohere Terme benttigt, damit G endlich bleibt. Phaseniiberginge finden bei
Nulldurchgingen a; = 0 statt. Symmetrie-Argumente geben keine Beziehung zwischen a,, und a,
— betrachte ayy, @, als unabhingige Funktionen von (T, P) = a,y und «, verschwinden nicht
gleichzeitig, auler an einzelnen singuliren Punkten (Ts, Ps).

Die Landau-Theorie betrachtet nur nicht-singulire Uberginge. Wir diskutieren den Ubergang
bei der hochsten Temperatur, d.h. aus der ungeordneten Phase I in eine geordnete Phase. Bei T,
ist dann ein o; = 0, das andere > 0. Die zu «; = 0 gehdrende(n) Komponente(n) sind p9 = 0 fiir
T > T. und p? # 0 fiir T < T.. Wir nennen sie den Ordnungsparameter des Phaseniibergangs. Die
iibrigen Komponenten sind im Gleichgewicht Null fiir ' < T, und T > T, sie heiflen irrelevant und
werden zunéchst vernachléssigt.

e Fall 1: apy > 0, o, = 0 bei T = T, Ordnungsparameter (p, p))
e Fall 2: ayy =0, a; > 0 bei T = T, Ordnungsparameter p?
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2.2.3 Ordnungsparameter p’

Vernachléssige (ps,py), entwickle bis zur 4. Ordnung unter Beachtung der Symmetrie:

oT.P) , BT.P) ,

G(T,P,p.) = G(T, P) + =5 —p> + = —pk.

Entwickle G, a, 8 in T um T, (unterdriicke P-Abhiingigkeit): in fiihrender Ordnung G(T) = G =
const, a(T) = a(T — T¢), B(T) = B = const, dann

Gzé—}-g(T—Tc)pz%—gpi. (2.4)

Damit G endlich bleibt, muss 8 > 0 sein.

»

\

T>Tg
T=Tg
T<T;

P,
P,
G(p.) in Abhingigkeit von T. Fiir T < T ist im Gleichgewicht

£=iwﬂgizl (2.5)
>0
P
0 .
\ T
TC
<0

Abhingigkeit des Ordnungsparameters von der Temperatur: Quadratwurzel-Verhalten. Vgl. Magne-
tisierung des Ferromagneten m(T") in 1.1.2.
Nun fithren wir das konjugierte Feld zu pC ein, hier das elektrische Feld E,, was das Potential

@—Mﬁ+§é—&m (2.6)

a

A=G+

[\]

ergibt (durch Legendre-Transformation). Man sagt, ein nicht verschwindendes konjugiertes Feld
bricht die Symmetrie explizit. Weitere Bemerkungen:

(a) Zweifache Entartung des Gleichgewichtszustands (+). Die beiden Zustéinde gehen durch
Symmetrieoperationen aus Gy ineinander iiber. Wihrend G(p) die volle Symmetrie G hat, ist das
fiir die Gleichgewichtszustinde fiir T' < T, nicht der Fall — sie haben niedrigere Symmetrie —
spontane Symmetriebrechung. Die Gleichgewichtszustiinde fiir T < T, sind invariant unter einer
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kleineren Symmetriegruppe (Untergruppe) G C Gy, die z.B. Rotationen um die 2-Achse enthiilt,
nicht aber die Inversion.
(b) Verschwinden der latenten Wérme:

e e e op.
o (6T)P (6T)P,Pz (8PZ>T,P (6T)P7 1)
da jedoch (8G/0p.)r.p = 0 fiir p, = p?, gilt im Gleichgewicht
oG a oG
R A (_) | o
oT P,p.=p? 2 oT .

DaplbeiT =T. stetig ist (kontinuierlicher Ubergang!) und der zweite Term ebenfalls stetig ist
(hat nichts mit dem Ubergang zu tun), ist S bei T' = T, stetig = AS = 0 = keine latente Wirme,
AQ = 0.

(c) Anomalie in der spezifischen Wirme: Bei konstantem Ordnungsparameter (d.h. variablem

konjugiertem Feld)
*G >*G
Crp =T (6T2)po = Tom (29)

da a; linear in T'. Also ist Cpo stetig bei T.. Dieser Fall mit konstantem Ordnungsparameter ist
jedoch physikalisch nicht sehr relevant. Die spezifische Warme bei konstantem Feld E, = 0 ist

Cp, = —T% =:Cy, firT>T. (2.10)
e 0 [a Y | 96 B PGV
Cp,=Cg, —-T §(T—Tc) 6T22 +a 6;’ +3 6Tz? fir T < T. (2.11)
Mit (p?)? = a(T. — T)/B ergibt sich
2
Cp. =CY_ + ;73 T. + O(T, - T). (2.12)

In Cg, ergibt sich ein Sprung um —a?T,./28 bei T = T, (die spezifische Wirme fiir T < T, ist
groBer). Die spezifische Wirme divergiert nicht, also sind die kritischen Exponenten a = o' = 0.
Dasselbe gilt natiirlich fiir die spezifische Wirme ¢ = C/m.

(d) Anomalie in der Suszeptibilitéit: Wir definieren in Analogie zu 1.2.3

0
XT = (ggzz )T,E,:o . (2.13)
Durch Minimierung von G(p,) findet man
[a(T = To) + B(p2)*] 9% = E, (2.14)
und nach Ableitung nach E, bei E, = 0:
[28p%xr] P2 + [a(T = Te) + B2)?] xr = [a(T = T) +36(»2)°] xr = 1. (2.15)
Also: 1
. m fir T > T, 2.16)
m fir T < T..

Die Suszeptibilitit divergiert bei T = T, mit den kritischen Exponenten v =+’ = 1.
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2.2.4 Ordnungsparameter (p},p))

Die allgemeinste mit der Symmetriegruppe G, vertrigliche Form der freien Enthalpie ist bis zur
vierten Ordnung
p

-«
G=0+ 2w+ et o)+ 2 i, (247)

Die erlaubte Form (p3 + p2)? ist eine Linearkombination von p} + pj und p2p2. Wir setzen wieder

a = a(T — T,) und die iibrigen Parameter konstant. 8; # (2 aufler an singuliren Punkten. Man
findet folgende Falle:

1. Fiir a > 0 ist p) = pf = 0, also T > T.
2. Fiir a < 0 und 3y < f3, existieren vier entartete Minima bei (p2,p9) = (0, £y/—a/B1) und
(pgapg) = (+y/—a/p1,0).
3. Fiir a <0 und 3, > (3 existieren vier entartete Minima bei (p3, pf) = +(1,1)\/—a/ (81 + B2)
und (p,py) = £(1, =1)y/—a /(b1 + Bz).
Allgemein seien 3; > 0 und $; + 32 > 0, damit G(p,,p,) stabil ist.

[32 A
Phase 2

Zustand des Systems fiir 7' < T, in Abhéngigkeit von 51, Ba.

(a) Die geordneten Zustéinde sind jeweils vierfach entartet.

(b) Die latente Wirme verschwindet wie oben.

(c) Die spezifische Wirme macht einen Sprung wie oben.

(d) Suszeptibilititen: Wir betrachten den Fall 8; < > (Phase 2 fiir T' < T,). Das konjugierte
Feld ist (E,, E,). Die Suszeptibilitét ist der Tensor

8p?)
- | 215)
Y 6Ej T,E=0
Man findet: 1
Xzz = Xyy = mﬂ(wy =Xy =0 firT>T,, (2.19)
1 B1 1

ww = = ey = Xyz =0 fir T < T,, p° 0—0. (2.2
Xew = 30T, =T XW = By — By a(T, =) Xov = Xe =0 HrT< e Py 70, py = 0. (2:20)

Im geordneten Zustand ist die Rotationssymmetrie um die z-Achse spontan gebrochen. Daher sind
die Antworten auf Storungen parallel (longitudinal) bzw. senkrecht (transversal) zur ausgezeichneten
Richtung (des Ordnungsparameters) i.A. verschieden.

2.2.5 Sekundire Ordnungsparameter

Bei einem Phaseniibergang der hier diskutierten Art werden sich die Abmessungen (a,a,c) der
Einheitszelle i.A. auch dndern. Zur Illustration nehmen wir an, dass sich ¢ ebenfalls #ndert. Daher
miissen wir ein thermodynamisches Potential betrachten, das auch von ¢ abhingt: G = G(T, p, ¢).
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Die Form von G nah am Ubergang ergibt sich wieder aus Symmetrie-Argumenten. Die Terme, die
von ¢, aber nicht von p abhéngen, lauten:
AL Al
Ge.=Nc+ ?2 c®+ ?3 &+ 0(ch). (2.21)

Alle Potenzen sind erlaubt, weil jeder Wert von ¢ mit der Symmetriegruppe Go vertriglich ist! Aus
0G./dc = 0 ergibt sich der Gleichgewichtswert ¢ = ¢g bei T' = T,.. Entwickle ¢ = ¢g + d¢ =

G.= % 6c + % 5c® + 0(6c?) (2.22)
(plus stetige Funktion — G).

Ebenso: jede Kombination von Potenzen von d¢ (oder ¢) mit invarianten Polynomen der p; ist
invariant. Der resultierende Mischterm niedrigster Ordnung ist

Gmix = [ (05 + p}) + pap?] dc. (2.23)

Bei T = T, sollte sich ¢ (und damit dc) stetig éndern, ebenso wie p°. Fiir kleine dc:

0= % = Aode+ u[(p2)” + ()’ + 12 (p2)”, (2.24)
also .
dc = _)\_2 (,u1 [(pg)2 + (p2)2] + N2(p(z))2) . (2.25)

Also ist dc ein Ordnungsparameter, da dc = 0 fiir T > T, und éc # 0 fiir T < T,. Wir nennen ¢
einen sekunddren Ordnungsparameter. Unterscheidung:

e p? oder (p?, pg) ist der primdre Ordnungsparameter, da der Koeffizient des quadratischen
Terms o, bzw. oy bei T' = T, verschwindet.

e Jc ist ein sekunddrer Ordnungsparameter, da der Koeffizient des quadratischen Terms A,
bei T = T, endlich bleibt. dc ist nur Ordnungsparameter aufgrund der Kopplungsterme: fiir
p1 = po = 0 wire éc = 0 auch fir T < T..

Bemerkung: sekundire Ordnungsparameter wie dc # 0 reduzieren die Symmetrie der Phasen nicht
weiter. Mit anderen Worten: die Form des thermodynamischen Potentials bleibt unverdndert. Die
Beschrinkung der Landau-Theorie auf das Verhalten eines Ordnungsparameters ist daher erlaubt.

Die Temperaturabhéngigkeit von dc ergibt sich aus (p)? + (p9)? ~ Te — T bzw. (p3)* ~T. =T
zu

Sc~T.—T. (2.26)

Sie ist schwdcher als die des primiren Ordnungsparameters. Man kann zeigen, dass die Suszep-
tibilitdt von dc, d.h. die Anderung von éc mit seinem konjugierten Feld nur einen Sprung, keine
Singularitit aufweist. Allgemein sind die Beitrige sekundirer Ordnungsparameter bei T' =~ T, weni-
ger stark divergent als die der prim#ren — vernachléssigbar bei Bestimmung kritischer Exponenten
usw.

2.3 Das klassische ferromagnetische Heisenberg-Modell

2.3.1 Darstellung des Modells

Wir betrachten kurz die Landau-Theorie fiir das ferromagnetische Heisenberg-Modell. Neu ist hier
die kontinuierliche Symmetrie des Modells. Betrachte ein beliebiges d-dimensionales Gitter aus
Spins, die durch dreikomponentige Vektoren S; reprisentiert werden. Die Hamilton-Funktion lautet:

1 .
Hz_iiZjJijSi'Sj"‘--- (2.27)

Das Modell ist invariant gegeniiber beliebigen Drehungen und Spiegelungen aller Spins. Die ent-
sprechende Symmetriegruppe bezeichnet man als O(3). Die Symmetrie ist global, da alle Spins
zugleich transformiert werden miissen. Die Gruppe O(3) ist kontinuierlich (Gegensatz: diskret), da
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jede geeignet definierte Umgebung eines Elementes weitere Elemente enthilt. O(3) ist weiterhin eine
Lie-Gruppe, d.h. zugleich Gruppe und Vektorraum.
Das relevante thermodynamische Potential im Gleichgewicht ist die freie Energie

F(T,M)=F+%M-M+... (2.28)

mit dem Ordnungsparameter M := (S;). In der geordneten Phase ist J < 0. Wir benéttigen wieder
hohere Terme zur Stabilisierung. Alle erlaubten Terme bis zur vierten Ordnung lauten

J J’
F=F+3M-M+ - (M-M)”. (2.29)

Beachte: Terme wie [M|? treten nicht auf, obwohl sie mit der Symmetrie vereinbar sind, weil sie in
der Taylor-Reihe gar nicht vorkommen!
Der Gleichgewichtszustand ist

{ fir T > T, (J > 0) (2.30)

=Jl g fir T < T, (J <0).

Fiir T < T, ist die O(3)-Symmetrie spontan gebrochen. Der Gleichgewichtszustand ist unendlichfach
entartet — es existieren infinitesimale Transformationen von einem Gleichgewichtszustand in einen
anderen. Da sich die Energie dabei nicht &ndert, erwarten wir wesentliche Fluktuationseffekte, siche
4.4.

Der Gleichgewichtszustand hat noch immer Rotationssymmetrie um die durch M ausgezeich-
nete Achse (und Spiegelsymmetrie bzgl. aller Ebenen, die diese Achse enthalten). Die reduzierte
Symmetriegruppe ist O(2) C O(3) (Untergruppe).

[Ein sehr dhnliches Modell enthilt die zusitzliche Nebenbedingung (constraint) |S;| = const,
die Konstante kann zu eins gewdhlt werden. Das symmetrie-erlaubte thermodynamische Potential
héngt dann gar nicht von M ab. Nach der Landau-Theorie ist das Modell immer geordnet — erst
Fluktuationen machen es interessant. Es hat dieselben Symmetrie-Eigenschaften wie das vorige.
Dieses Modell nennt man oft ebenfalls Heisenberg-Modell.]

2.3.2 Kritische Exponenten

Mit der natiirlichen Annahme J ~ T — T, und J' = const erhilt man:

M| ~ T - T, (2.31)

also ist der Exponent 3 = 1/2.
Mit dem konjugierten Feld H ergibt sich analog zu 2.2.3 vy =+' = 1.
Zur Bestimmung des Exponenten aus § setzen wir T = T:

!
F=F+ % (M-M)* —H- M. (2.32)
Ableitung nach M ergibt
H|~ M = §=3. (2.33)

2.4 Zusammenfassung der kritischen Exponenten geméif] der
Landau-Theorie

Ganz allgemein ergibt die Landau-Theorie die folgenden Exponenten:

a=ad = 0, (2.34)
B = 1/2, (2.35)
y=~ = 1, (2.36)
5§ = 3. (2.37)
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2.5 Ubergiinge erster Ordnung in der Landau-Theorie

2.5.1 TUberginge mit Ordnungsparameter bei instabilem Term vierter
Ordnung
Wir betrachten wieder das ferroelektrische Modellsystem mit dem Ordnungsparameter p2. Nun sei

jedoch der Term vierter Ordnung in der Taylor-Entwicklung negativ (instabil). Dann benétigen wir
hohere Terme zur Stabilisierung. Der einfachste symmetrie-erlaubte Fall ist

G:é+g(T—To)Pz+§pi+%pg (2.38)
mit 8 <0, v> 0.
GA
T>T,
Tc<T<Ty
T=T;.
T<TO
P,

Gibbs-Potential fiir einen Ubergang erster Ordnung mit Ordnungsparameter.

e bei T, (Vorzeichenwechsel von «) findet kein Ubergang statt

e dieser findet bei T, > T, statt, wo die Minima von G entartet sind — bei T, springt der
Ordnungsparameter p? von 0 auf einen endlichen Wert

e bei einer dritten charakteristischen Temperatur 77 > T, verschwinden die lokalen Minima in
G bei endlichen p,

e fiir alle Ty < T < T} existieren mehrere lokale Minima, d.h. metastabile Zustéinde (Beispiel:
Diamant/Graphit) — Koezistenzgebiet, mogliche Existenz von Hysterese

Allgemein:

¢ Ordnungsparameter existiert und macht einen Sprung (Problem: nicht allgemein klein fiir
T < T, quantitative Ergebnisse fragwiirdig)

¢ Symmetriegruppen erfiillen Untergruppenrelation G C Gg

2.5.2 Andere Typen von Ubergiingen erster Ordnung
Wir betrachten kurz drei Typen (siehe Tolédano und Tolédano).

Ubergiinge mit Ordnungsparameter und einem Term dritter Ordnung

Z.B. beim Ubergang von nematischen Fliissigkristallen in die isotrope Phase. Ein Gibbs-Potential
der Form 5

4
ist nicht invariant unter ¢ — —¢. Es fiihrt allgemein zu einem Ubergang erster Ordnung, wo das

einzige lokale Minimum bei ¢ # 0 zum globalen Minimum wird. Der Tieftemperaturzustand ist
nicht entartet.

G=C~¥+g(T—T0)¢2—%¢3+ ¢* (2.39)
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Ubergiinge mit mehreren Ordnungsparametern

Starke Kopplung zwischen zwei Ordnungsparametern, die eigentlich zwei getrennte Ubergsinge zwei-
ter Ordnung beschreiben — simultaner Ubergang erster Ordnung. Im ferroelektrischen Beispiel-
Modell: starke (symmetrie-erlaubte) biquadratische Kopplung

ps (P + PP (2.40)

mit pg < 0.
Die Ordnungsparameter p? und (p?, py) gehoren zu zwei verschiedenen Untergruppen G[p?] und
G[r°, py] der Symmetriegruppe Gy. Die Symmetriegruppe der Tieftemperatur-Phase bei simultanem

Ubergang ist G[p?] N G[pY, pY].

Ubergiinge ohne Ordnungsparameter

V.a. bei strukturellen Ubergéingen kommt es vor, dass keine Untergruppenbeziehung zwischen den
Symmetriegruppen fiir T < T,, T > T, besteht. Dann existiert nicht offensichtlich ein Ordnungs-
parameter. Wichtigster Fall: Die beiden Phasen haben Symmetriegruppen G1,G2 C G*, wobei die
Phase mit der Gruppe G* nicht realisiert sein muss.

2.6 Multikritische Punkte

Allgemein:

An einem n-kritischen Punkt (n = bi-, tri-, tetra- etc.) im Phasendiagramm tref-
fen sich n Linien von kontinuierlichen Ubergidngen und evtl. beliebige Uberginge
erster Ordnung.

(a) Bikritische Punkte. Ein typisches Beispiel tritt im anisotropen Ferromagneten auf:

Bei T}, existiert ein bikritischer Punkt, an dem zwei Linien von Ubergsingen zweiter Ordnung enden.
K ist die uniaxiale Anisotropie (—K S?). Gestrichelte Linien sind cross overs: fiir hohere Tempera-
turen hat man isotropes kritisches Verhalten, fiir tiefere anisotropes.

(b) Trikritische Punkte. Z.B. im uniaxialen Antiferromagneten oder in unserem ferroelektrischen
Modell-System:
ﬁ 1

v > 0 (vgl. 2.5. 1) aber nun mit § als zusatzhchem Kontrollparameter. Offenbar findet bei 8 =0
eine qualitative Anderung statt.
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0

trikritischer Punkt

/

-
Ll

Ttri T

Phasendiagramm im Raum (7,3, E.), vgl. Aufg. A.2.3. Am trikritischen Punkt bei Ti,; treffen
sich drei Linien zweiter Ordnung zusammen, sowie eine erster Ordnung, an der drei Ebenen erster

Ordnung zusammenstofien.
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Kapitel 3

Molekularfeld-Theorien

In der Landau-Theorie haben wir gesehen, wie man aus der Kenntnis der Symmetrien der Phasen
thermodynamische Potentiale konstruieren und daraus, unter Vernachléssigung von Fluktuationen,
thermodynamische Eigenschaften von Systemen ermitteln kann. In der Landau-Theorie kann man
die Potentiale jedoch nicht herleiten (man kann nicht vorhersagen, welcher Ordnungsparameter
relevant ist oder welche Werte die Koeffizienten annehmen). Fiir diese Herleitung bedarf es mi-
kroskopischer Theorien, am einfachsten Molekularfeld-Theorien (mean field theories), die ebenfalls
Fluktuationen vernachlissigen. Allgemeine Schritte in Molekularfeld-Theorien:

e ersetze geeignete Freiheitsgrade durch ihren Mittelwert (Molekularfeld, effektives Feld)
o l6se das resultierende Problem exakt

e bestimme das Molekularfeld selbstkonsistent

Wir diskutieren kurz zwei Beispiele.

3.1 Weif3’sche Theorie des Ferromagnetismus

3.1.1 Effektives Feld

Gegeben sei ein System (lokalisierter oder beweglicher) Spins mit dem Hamiltonian

H=-) Jx-r)S(r)-S(r')—gusH-) S(r) (r#7). (3.1)
Die S(r) sind Spin-Operatoren. Man kann auch schreiben:
H = -—gus ZHeﬁ‘(I‘) -S(r) mit (3.2)
1
H = H+— ) J(r—r")S(r'). 3.3
off (T) v > Jr—r)s(r) (3-3)

r!

Heg ist ein Operator. Idee der Molekularfeld-Theorie: ersetze Heg durch seinen thermischen Mit-
telwert — effektives Feld = Molekularfeld

]' !
(Her) = H + e ZJ(r—r)(S). (3.4)

r

D.h. jeder Spin wechselwirkt nur mit dem Mittelwert aller anderen. Translationsinvarianz von J(r —
r') sowie Darstellung von (S) durch die Magnetisierung (im Sinne der Elektrodynamik),

VM

S) =~ 3.5
S =5 5)
(M ist hier der Ordnungsparameter), ergeben
(Heg) = H4+AM mit (3.6)
14
A= —— J(r). 3.7
N(gus)? 27 (3.7)

r
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Der Molekularfeld-Hamiltonian ist

Hys = —gpp (Heg) - > S(r) (38)
(die Spins wechselwirken nicht mehr direkt, sondern nur noch iiber das effektive Feld).

3.1.2 Quantisierter Spin im Magnetfeld

Wir berechnen den Erwartungswert der Magnetisierung im effektiven Feld tiber das Gibbs-Potential
G(T, H). Die Gesamtspin-Quantenzahl sei S. Wihle Quantisierungsachse in Feldrichtung.

eBonsH(S+1/2) _ o—BgusH(S+1/2)

s
— o BG _ —BgupHm _
Z(T,H)=¢e = Z e PgpsHm _ T TTY e 7 (3.9)
m=—S
(8 =1/kpT, m: magnetische Quantenzahl). Die Magnetisierung ist
N [0G N
M=——|— = — S B SH 3.10
v (6H>T v 9485 Bs(BgusSH) (3.10)
mit den Brillouin-Funktionen
2S+1 _ (2S+1)z 1 @
B = h — —coth —. 3.11
s(r) = g~ coth g7 — 55 th 55 (311)
Also hier N I
M = VgMBS Bs(ﬂgllJ/BSHeﬁ‘) = M, ( ;ﬁ> . (312)
Wir suchen die spontane Magnetisierung (H = 0):
M
M = M, (%) (3.13)

— Bestimmungsgleichung fiir M — 16se graphisch das System M = My(z) und M = T'z/\ durch
Aufsuchen der Schnittpunkte:

AT>T. Te T<T.

X = AM/T

o fiir T > T, nur eine Lésung M =0
o fiir T < T, auch nichttriviale Losung mit M > 0
o fir T »0ist M = N/VgupS = (S,)=S

Bestimme T, aus M{(0) = T'/A.

, (3.14)

>

oM
M6(0)=T(8HH>TH =
e iHets=0
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also

1 = )\XT: 3kBT ZJ r) (3.15)
> o= 2y, (3.16)

Unterhalb von T, ergibt sich in fithrender Ordnung
M ~ (T, —T)'/? (3.17)
(der bekannte Landau-Exponent 3 = 1/2).

3.1.3 Diskussion
Die Weify’sche Theorie gilt am besten fiir
e hohe Koordinationszahl (fcc-Gitter besser als bee)

e hohe Dimensionszahl des Raumes (3D besser als 2D)
e hohe Dimensionszahl des Ordnungsparameters (Heisenberg-Modell besser als XY -Modell)
e geringe Unordnung
Sie versagt
e bei der Beschreibung von Anregungen (Spinwellen)
e falls Fluktuationen dominant sind, insbesondere

e im kritischen Bereich (z.B. Berechnung von Exponenten)

3.2 BCS-Theorie der Supraleitung

Supraleitung ist gekennzeichnet durch

o verlustfreie Stromleitung

e Verdringung des Magnetfeldes (Meifiner-Effekt)
In konventionellen Supraleitern (Nb, Ta, Al, Pb usw.) wird sie gut durch die Bardeen-Cooper-
Schrieffer- Theorie (BCS-Theorie) beschrieben, die wir kurz betrachten wollen.

Wir gehen aus vom attraktiven Hubbard-Modell, das Elektronen auf einem Gitter mit lokaler
attraktiver Wechselwirkung beschreibt. Der Hamilton-Operator lautet in zweiter Quantisierung:

= tz Z CiyCjo — U Z CipCinc; ¢Cz¢ =t Z Z CivCjo — U Z [aNG ¢cuczT (3.18)

(ig) © (i) ©
(der erste Term bescheibt Hiipfen zwischen benachbarten Plitzen; o ist der Elektronenspin, U > 0).
Wir haben einen Beitrag in cfc vernachlissigt — verschiebt nur die Gesamtenergie. Die Molekularfeld-

Nzherung besteht in

chicliciven = (chiel)eiein + cliel (i) — (chiel Meien). (3.19)

Wir definieren das ,,Molekularfeld“ (Ordnungsparameter)
A:=U <Ci¢ci¢) (3.20)

und erhalten

* N *
Hyf = tzz c;rdcj'g — Z (A CiyCit + C;!TcllA) + EA A, (3.21)
(ij) © i
wobei N' — oo die Zahl der Gitterplitze ist. Wir gehen zu Fourier-transformierten Elektronen-
Operatoren iiber und fithren das chemische Potential y ein:

N ., 3 3 ek —A Ckt
Hut = 5 A"A+a /d k (ckT,c k¢) ( O ) : (3.22)

iy
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mit ex = 2t (coskza + coskya + cosk,a) — u. Wir nehmen an, dass A reell ist, da ein globaler
Phasenfaktor irrelevant sein sollte. Dann diagonalisieren wir Hp,¢ mittels der Bogoliubov- Valatin-
Transformation

ckt = Ukt + Ukiﬁf_ki (3.23)
cop = wthwy — vkl (3.24)
(uf + v = 1). Yk, erzeugt eine Anregung, die aus Teilchen und Léchern superponiert ist. Dann ist
N 2 2 3 1
Hu = 5A'+a /d B (vl v w)
« exluf — vi] + 2Aukvr 26 upvi — Afud — vZ] Y1t (3.25)
2ecurcvr — Aul —vi]  —e[ui — vE] — 2Aui wt_kL }
H,,¢ wird diagonal, wenn
1 €k
U = —=q/1+ = 3.26
e = e (3.26)
1
e = —=,[1— X (3.27)

mit Ex = (f + A?)1/2) denn dann ist

N t E, 0 Py
Hmf - FA2 +a2/d3k (¢k¢7¢—ki) ( Ok _Ek ) <¢fk¢> : (328)

Elektronen

Quasiteilchen
Quasiteilchen- (1, ) Dispersion im Supraleiter.
Die innere Energie lautet
B o= YA S BB - Bl (B = A7 - S B [1-2f(B)] mit (329)
v Kk v Kk
1
B = —. .
JE) = s (3.30)
Wir bestimmen nun das Molekularfeld A(T') aus
OFE
0=1{(=-—) . 3.31
(53), (331
Beachte, dass die Entropie S = —2kp ), [fInf + (1 — f)In(1 — f)] nur ein Funktional von f(E)
ist, daher gilt auch
0= (28 - Z [1—2fE)] (3.32)
“\oA), K '
oder ) A 8B
- = = _k
A_N%:UQEku ZU -~ ta nh (3.33)

dies ist die berithmte BCS-Gap-Gleichung (beachte U > 0). Durch Entwicklung findet man A ~
(T, — T)'/?, wie erwartet.
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Kapitel 4

Fluktuationen

4.1 Zustandssumme und thermodynamische Potentiale

Zur Wiederholung: Das makroskopische Verhalten eines Systems wird vollstindig durch seine Zu-
standssumme (partition function) Z beschrieben. Im kanonischen Ensemble (T, N gegeben) ist

Z=Y e (4.1)

>_; summiert iiber alle moglichen Zusténde, i kann diskret oder kontinuierlich sein. Fiir Quanten-
systeme schreibt man auch:
Z = (ile™P"]i) = Tre=PH, (4.2)
i
H ist der Hamiltonian.
Sei A eine beliebige Observable, die im Zustand i den Wert A; annimmt, dann ist ihr Mittelwert

_ EZ Aze_ﬁEl _ 1 _ﬂEi
(4) = S =7 ;A,-e : (4.3)
Ist B das konjugierte Feld zu A, d.h. H[A] = Ho[A] — AB, so gilt
1 0Z 1 8
Ist weiter B’ konjugiert zu einer Observablen A’, so ist
1 90’z
"n—
(AA"y = 77 9BOB" (4.5)
Die innere Energie ist
OlnZ
U= (B = — 4.6

im Fliissigkeit-Gas-System also U(S,V) = —(0ln Z(T,V)/9pB)y. Fiir die freie Energie gilt

F(T,V)= —% InZ(T,V). (4.7
Man kann auch fiir andere Potentiale dazugehorige Zustandssummen angeben, z.B.
G(T,p) = —% InZ(T,p) mit (4.8)
Z(T,p) = > e PEHPV) (4.9)
i

4.2 Grenzen der Landau-Theorie
Fluktuationen bezeichnen Abweichungen d¢ eines Ordnungsparameters ¢ von seinem Mittelwert

(#). Beachte, dass (¢) selbst rdumlich nicht konstant sein muss, z.B. in einem Ferromagneten im
inhomogenen #ufleren Feld. Wir betrachten dieses System als Beispiel.
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4.2.1 Verallgemeinerte Suszeptibilitit
Fiir den klassischen Ferromagneten definieren wir die verallgemeinerte Suszeptibilitit bei T = const:
d(m;(x))
(5hj (X') )

Dieser Ausdruck enthilt eine Funktionalableitung, d.h. Ableitungen nach den 3\ Variablen §h;(x').
Xij(x,x) beschreibt die Anderung von m bei x aufgrund einer Feldédnderung bei x'.
Im homogenen Feld h gilt fiir die freie Energie dF = —SdT + h - d(m). Im inhomogenen Fall:

Xij (%, %) 1= (4.10)

dF = —SdT + / dzh(x) - 6(m(x)) (4.11)

(betrachte (m(x)) an jedem x als unabhiingige Variable). Es folgt

5F
hilx) = 5o (4.12)

Das Inverse der Suszeptibilitit ist

1 <. x') = (Shz(X) _ 0%F
Xig 063 3= S G~ Sma)) 8y () (4.13)

Beachte:

o x beschreibt Anderung des Ordnungsparameters bei x durch die Anderung des konjugierten
Feldes bei x'.

e x ist (auch) in Landau/Molekularfeld-Theorie eine sinnvolle Grofe.

4.2.2 Korrelationsfunktionen

Wir definieren allgemein die Korrelationsfunktion einer Funktion ¢(x):

G(x,x') = <[¢(X) — ()] [8(x') - (¢(X'))]> = (06(x) 0p(x")). (4.14)
Ohne Fluktuationen, d.h. fiir §¢(x) = 0, folgt G = 0. Offensichtlich ist
G(x,x') = ($(x)p(x")) = (d(x)){b(x")). (4.15)
Fiir den Ferromagneten:
Gij (x,x') = (Imi(x) dm; (x')) = (mi(x)m;(x')) — (mi(x))(m; (x)). (4.16)
Zur Berechnung verwenden wir die passende Zustandssumme Z[T, h(x)]:
Gy (x,x') = 1 827z 1 0Z 0Z . (4.17)

T 327 6hi(x)0h;(x') 8272 6hi(x) 6hi(X)
Mit dem Gibbs-Potential G[T,h(x)] = —3 ! 1n Z folgt
1 82G

Gij(x,x') = T8 Shi(x) Sy (x) (4.18)
Also schliefilich 1 §(m(x) .
Gigx,x) = 5 % = 55 (x.%). (4.19)

Beachte:

e G beschreibt die Korrelation der Fluktuationen bei x und x'.

e sinnlos in Landau/Molekularfeld-Theorie!

Die Korrelationsfunktion G;; und die Suszeptibilitét x;; sind bis auf einen Faktor
1/8 = kpT identisch.

Dieser Zusammenhang gilt allgemein — wir haben keine spezielle Form von Z, G, F angenommen!
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4.2.3 Gradientenentwicklung

Nun verallgemeinern wir die Landau-Theorie fiir inhomogene Ordnungsparameter. Allgemein be-
trachten wir ein System im inhomogenen konjugierten Feld j(x) — Ordnungsparameter ¢(x)
i.A. ebenfalls inhomogen. (Wir lassen die Symbole {...) nun wieder weg.) Konstruiere nun die
thermodynamischen Potentiale. Wir erwarten, dass riumliche Anderungen von ¢ Energie kosten
(Ordnungsparameter ist steif). Anderungen werden durch den Gradienten V¢ beschrieben, also:

e entwickle die thermodynamischen Potentiale in ¢ und V¢,

e beriicksichtige nur symmetrie-erlaubte Terme.

Bis zur fithrenden Ordnung ergibt dies fiir die freie Energie

FIT609) = [[a%e 5 860 + 5610+ V609 - Voo (1.20)
und speziell fiir den klassischen Ferromagneten
FIT,m(x)] = /dd:c {% m(x) - m(x) + g (m(x) - m(x))* + % V,,mi(x)v,,mi(x)] (4.21)

(iiber doppelte Indizes werde summiert).

4.2.4 Landau-Theorie fiir Suszeptibilitidt und Korrelationsfunktion
Ising-Ferromagnet

Wir betrachten den Ferromagneten mit einkomponentiger Magnetisierung m(x) (uniaxial). Dieses
Modell ist dquivalent zum bekannten ¢*-Modell mittels der Identifikation ¢ = m. Die obige freie
Energie ergibt

X 'x—x') = (a+38m*(x) —yV - V) §(x —x') (4.22)

(nach partieller Integration — die Funktionalableitungen sind nur unter einem Integral wohldefi-
niert). Im Feld A = 0 ist m nach der Landau-Theorie homogen und nach Einsetzen der Fourier-
Transformierten der Magnetisierung ergibt sich

1

x@)=ﬂ9m)=a+ﬁﬂm2+7ffz

1 g
v 1+¢8

(4.23)

mit der typischen Lange oder Korrelationslinge

- Y _{ Vo fir T > T, (4.24)
Va+3m?2 | V-v/2a fiurT<T. '
x(q) hat Ornstein-Zernike-Form (benannt nach der ersten Theorie fiir die Korrelationsfunktion):
Lorentz-Kurve, wird zur §-Funktion bei T = T,.
Also: in der Landau-Theorie kann man die Suszeptibilitit berechnen (Gleichgewichtseigenschaft!)
und wegen der Identitit x = 8G auch die Korrelationsfunktion der Fluktuationen. Dies ist insofern
inkonsistent, als die Landau-Theorie Fluktuationen gerade vernachlissigt. Die Theorie ist konsi-

stent, wenn die so berechneten Fluktuationen klein sind, d.h. hier |dm| < m.
Allgemein definiert man die kritischen Exponenten v, v’ durch

_fa-T/T)™ far T<T,
¢ { (T/T,— 1)~  far T >T.. (4.25)
Also hier: v =v' =1/2.
Im realen Raum ist G einfacher zu interpretieren:
1
= = _— Y
X00 = 96 = g Vallx/€)
1
_ ~xI/€ fir g =3 4.2
ppyE e tir 3 (4.26)

29



Ya(|x|/€) fillt exponentiell auf der Lingenskala £(T') ab. Ausnahme: bei T' = T, ist £ = 0 =

G(x) ~1/x|*2.

Allgemein definiert man den kritischen Exponenten 7 durch

1 "
g(x) ~ |X|dT+" fir T =T..

Also hier: n =10

T<T, T~T, T>T,

(4.27)

Zur Verdeutlichung der Korrelationslinge — hier fiir einen Ordnungsparameter mit zwei moglichen

Werten (,,weil“ und ,grau®).

Heisenberg-Ferromagnet

Fiir eine dreikomponentige Magnetisierung m(x) ergibt sich bei h =0

X (x—x') =(a+Bm-m—yV - V) §(x —x')di; + 2Bmim;d(x —x')

und

x;;' (@) = (a+ Bm-m+~g’) 6;; + 2Bmim;.

Wenn h = 0 und m fiir T < T, 0.B.d.A. in die 1-Richtung zeigt, so ist

xii (@ = a+38m®+9¢
Xz (@) =x33 (@ = a+pm?+7¢

X|| = x11 verhélt sich wie beim Ising-Modell, jedoch

x1(a) = x22(q) = { (a+y¢*)™' fir T >T,

(vg®) ! fiir T < T,.
Also gilt fiir alle T < T,
kT
Gi(q) =
(@) vq*
ksT
T

kritisches (Potenzgesetz-) Verhalten fiir alle T < T,

Fluktuationen

Widerspruch! Landau-Theorie versagt in 1D und 2D

30

fiir T — 0 wird G, (x) — 0, langreichweitige Ordnung ist fiir alle d m&glich

(4.28)

(4.29)

(4.30)
(4.31)
(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

direkte Konsequenz aus gebrochener kontinuierlicher Symmetrie — weiche transversale

fiir d < 2ist G, (x — o0) > 0 — nach Definition von G muf} jedoch G, (x — o0) = 0 gelten —



4.2.5 Ginzburg-Kriterium I

Ein Ma#f fiir die Wichtigkeit von Fluktuationen und fiir die Giiltigkeitsgrenze der Landau-Theorie
geht auf V.L. Ginzburg zuriick. Die Idee des Ginzburg-Kriteriums ist folgende:

Wir betrachten die Abweichungen d¢ eines Ordnungsparameters vom Mittelwert (¢) (als ho-
mogen angenommen). d¢ ist i.A. grofl, wenn wir sehr kleine Lingenskalen r < & ansehen. Daher
mitteln wir d¢ {iber ein Volumen Vg des Durchmessers £ (Kohdrenzvolumen):

— 1

8¢ = — [ dzép(x). (4.36)
Ve Jv,

Fluktuationen sind zumindest nicht dominant, wenn

((09)%) < (8)?, (4.37)
(nach Definition ist {(6¢) = 0) d.h. wenn
L[ dtedie (56(x) 56(x')) = — [ d*zG(x) < (¢) (4.38)
Ve Jve Ve Jv,

mit der Korrelationsfuntion G(x). Aus 4.2.4: die Landau-Theorie gibt selbst ein Resultat fiir G. Fiir
einen einkomponentigen Ordnungsparameter ¢ (¢*-Modell) ist

AqT
v€4=2’
wobei Ay eine dimensionsabhingige Konstante ist. Fiir 7' < T, ist nach der Landau-Theorie £ =

V7/2|a| sowie {(¢) = \/|a|/B. Wir absorbieren Zahlenfaktoren von der Gréfenordnung eins in A4
und erhalten fiir T ~ T,:

(@32 = 2T [t L y(xie) =

= _ (4.39)
Vev Jy, T x[4?

AqT (2|a))?/> " lal

i < 5 (4.40)

L A (E)“ — (Tc ~ T) e (4.41)
2ACy & o T: '

mit der Liangenskala und dem Sprung in der spezifische Wirme (siehe 2.2.3)

2
o := ,/a%, ACy = ;—ﬂ T. (4.42)

(beachte @ = a(T — T.)). Ohne Beweis: Das Ginzburg-Kriterium gilt auch fiir 7' > T, in der Form

A, ¢ d—4_ T T, (4—d) /2
I (?o) B ( T. ) ' (449)

Es gilt auch fiir Systeme mit mehrkomponentigem Ordnungsparameter, soweit die Korrelations-
funktion G exponentiell abfillt.

Fiir hinreichend kleines d wird ¢4=* klein, wenn T — T, wiihrend die linke Seite der Ungleichung
konstant ist. Fluktuationen sind demnach wichtig nahe bei T,, und die Landau-Theorie wird hier
inkonsistent. Das 148t sich ausdriicken durch die reduzierte Ginzburg- Temperatur tg:

Ad 2/(4*(1)
tag = | ——— . 4.44
¢ <2ACV 53) (4.44)

Fiir |T — T,| < tgT. sind Fluktuationen wesentlich.

| | -
T, T

Tllustration der Ginzburg-Temperatur tg.
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Beispiel: fiir den konventionellen Supraleiter Niob ist T, = 9,2 K und tg ~ 2 x 1071, Also
gilt die (mean-field) BCS-Theorie hervorragend. Fiir den Hoch-T,-Supraleiter YBasCuzO7_s ist
hingegen T, ~ 92 K und tg ~ 102, der kritische Bereich ist experimentell zugénglich.

Man kann auch eine Ginzburg-Ldnge

o =& (ACyEHY/ D (4.45)

einfiihren. Fluktuationen sind fiir £ > &g wichtig (dies ist nur eine Umschreibung des Kriteriums).
Wir sehen auch, dass fiir einen Phaseniibergang erster Ordnung typischerweise Fluktuationen
nicht wichtig sein sollten, da & nicht divergiert — Landau-Theorie gilt, falls sie existiert.

4.2.6 Obere kritische Dimension

Falls £ durch die Landau-Néherung fiir die ¢*-Theorie gegeben ist, ergibt sich folgende Abhiingigkeit
von der Dimensionszahl d:

o d > 4: die rechte Seite des Ginzburg-Kriteriums

Ad £ d—4
I (f_o) (1.4

divergiert fiir T — T, (von oben oder unten). Die Ungleichung ist daher in der Nihe von
T. immer erfiillt, die Landau-Theorie beschreibt das kritische Verhalten exakt —> exakte
kritischen Exponenten.

e d < 4: £9* wird klein und es gibt einen kritischen Bereich um T, in dem die Landau-Theorie
versagt — da die kritischen Exponenten durch Grenzwerte fiir T — T, definiert sind, ergeben
sich i.A. nicht die exakten Werte. Fluktuationen sind bei geringerer Dimension stérker.

e d = 4: unterhalb der oberen kritischen Dimension d. versagt die Landau-Theorie. Fiir den
Ising-Fall ist also d. = 4. Fiir andere Systeme erwartet man andere Werte von d. (auch
d. < 4). Die obere kritische Dimension kann man schon an der Form

AT o) _ ol

P 5 (4.47)

ablesen: fiir d = d. = 4 sind die Exponenten von a auf beiden Seiten gleich.

4.3 Gauf3’sche Fluktuationen

Bisher haben wir untersucht, wann die Landau-Theorie aufgrund von Fluktuationen inkonsistent

wird. Jetzt wollen wir diese Fluktuationen selbst beschreiben. Die einfachste Niherung iiber Landau-

bzw. Molekularfeld-Theorien hinaus ist die Gauf’sche Niherung kleiner Fluktuationen.
Vereinbarung: Der Mittelwert von A in der Landau-Theorie sei A.

4.3.1 Allgemeine Formulierung

Betrachte ein System mit N Freiheitsgraden ¢; (N kann abzidhlbar oder iiberabzihlbar sein). Die
Energie sei E({¢;}). Entwickle nun E um das Minimum:

B((6) =BG+ 350 =30+ 33 sy (65803 5) + O}’ (449

e Beriicksichtigung nur der nullten Ordnung: Landau-Theorie
e erste Ordnung fillt weg (Mininum!)

e Entwicklung bis zur zweiten Ordnung: Gauf8’sche Niherung

Also ist in der Gaufi’schen Niherung

B({6:)) = BB + 5 2> 5505, Soy 400 = BN + 5 Yot 66’ (449)

i
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wo die Matrix 8>E/d¢;0¢; durch Transformation auf neue Variablen 6¢) diagonalisiert wurde. Die
Eigenwerte sind o; *. Die Variablen d¢, bezeichnen N harmonische Oszillatoren (Eigenmoden).
Die Zustandssumme ist nun

_ . _BE({3. 5gt)?
7 = /d¢1 ... don e PEUO]) = o=FE({4:]) /d6¢>’1...d6¢§v exp(—z( ¢2) ) . (4.50)

207
Zo g

Beachte: die freie Energie der Landau-Theorie ist Fy = —37'In Z; = E({¢,}). Das Integral kann in
Integrale iiber die einzelnen §¢; zerlegt werden, die Gauf’sche Integrale sind. Diese sind analytisch

losbar nach
[e’s} IL'2
/ dx exp (——2) =V2rmo. (4.51)
PN 20

Zustandssumme und freie Energie sind dann:

Z = ZOH\/EUZ-, (4.52)

F = E({%)}) Zln E({;}) kBTZanm (4.53)
Weiter ist
(64 = ZZO dogl, ... dog" &, Hexp( (‘;‘22) =0 (4.54)
= (6¢:) = 0 l (4.55)
= {¢) = ¢ (4.56)
oy = 2f d6¢1...d6¢3v¢;¢;Hexp(—((;g) . (457)

e Mittelwerte sind weiterhin Werte am Minimum (wie in der Landau-Theorie)

e Schwankungen sind durch die Varianzen o; gegeben

4.3.2 Gauf’sche Fluktuationen im ¢*-Modell

Sei E[¢(x)] die Energie einer beliebigen Konfiguration des reellen Feldes ¢(x). Wir entwickeln E
um das Minimum bis zur zweiten Ordnung:

PE
5¢(x) 6p(x') I5x)

mit §¢(x) := ¢(x) — #(x). In der Landau-Theorie ist E[¢(x)] = Fo[p(x)]. Also konnen wir fiir die
zweiten Ableitungen auch schreiben

B[] = BEG] + [ dlaats 56(x) 89(x') (4.58)

(52E (52F0 -1 ! 1 -1 !
= — — = s = — , y 459
(5¢(X) 5¢(X') ‘E(x) (5¢(X) 5¢(X') Xo (X X ) ﬂ go (X X ) ( )
also
BEIG()) = SR(FG) + 5 [ dlod's’ G5 (%) 39(x) 39, (1.60)
Zur Erinnerung: in der ¢*-Theorie ist die inverse Molekularfeld-Korrelationsfunktion
! 1 Py !
Gy (xx) = = (a+3,8¢2(x) —w-v) 85(x — x'). (4.61)

Fourier-Transformation diagonalisiert den 6¢2—Term

BE[¢(x)] = BFy+ - Zgo ) [66(a)|”
— SR+ / LG @le@P i (1.62)
Gol(a) = 67”53252. (4.63)
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(Wir betrachten ein System auf einem Gitter: Summation {iber erste Brillouin-Zone.)
Die Zustandssumme ist, analog zum vorigen Abschnitt,

z = Z|[V2r/9 @)
1 21
Zo exp (5 Z In m)

a
V[ d . Gl
— _ 4.64
Zoexp( 2/(27r)d In - ), (4.64)
das Ergebnis gilt im Kontinuum. Die freie Energie lautet
keT . [ d% . Gy'(a) keT . . Gi'(a)
F = F | = F Trl . 4.65
0t V/(zw)dn o R (4.65)

o dies ist die one-loop-Form der freien Energie

o Gaufi’sche Fluktuationen werden von der Landau- (Molekularfeld-) Korrelationsfunktion Go
kontrolliert

F hiingt iiber Fy und Gy von (¢(x)) = ¢(x) ab — daraus one-loop-Form der Korrelationsfunktion

PF

“lx,x) = fot 4.66
X = gty atete) (460
In der ungeordneten Phase, T' > T., folgt
e 1y ooy, L 56y
G (x,x') = G5 (%) 4 5 TeGo g st e
In der ¢*-Theorie wird daraus
GHx,x') = Gy (x,x') + 38V 6(x — x') Gy (x, %) (4.68)
und schliellich oy .
-1 _ 2 q
kBT G (q) = a+vq” +343 kBTV/ o) a (@) (4.69)

ksTGy"

(B ist hier ein Koeffizient der Landau-Entwicklung). Man erhélt eine Korrektur zum konstanten
Term a. Der kritischen Exponenten 7 (G(x) ~ 1/|x|9~2*7 bei T — T) wird davon nicht beeinfluft,
also 7 = 0 wie in der Landau-Theorie.

Wir berechnen noch die one-loop-Korrektur zur spezifischen Warme fiir T > T,. Sie lautet
C = -T8*F/0T? mit

—1 2
kT Tr In go (q) _ kT (Oé+’}’(] ) _ kT

) _ 2) _InT t].
F=F+ 27 9 Tr In 2rkgT 2 Ir [ln(a +7¢°) —InT + cons ]
(4.70)
Daher
_ 0 kB 2 kBT ¢ -
C = Tus (TTr (e +7¢*) = InT + const] + ——Tr [aﬂqQ TD
a 1 kT a’? 1
= —T(kpTr |——— — |- 2T ™
(kB ) [a+7q2 T] 2 [(a+vq2)2 T2]>
kBT2 a2 a kB
_ . ke TTr— % L FBpq 4.71
2 T lat)? ks ra+7q2+ 2 .

Nun ist Tr = V [ d%q/(2m)?. Nach Einfiihrung von Polarkoordinaten verhalten sich die drei Inte-
granden in C fiir groBe ¢ wie ¢=°, ¢¢~3 bzw. ¢?~!. Die Integrale divergieren daher fiir grofie q
(UV-Divergenz) wenn d > 4, d > 2 bzw. d > 0: typisches Problem des Kontinuums-Grenzfalls —»
fithre Abschneideparameter A fiir grofle ¢ ein.
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Physikalische Interpretation des Abschneideparameters: Fluktuationen auf klei-
nen Lingenskalen z < A~! sind bereits in den Koeffizienten in den thermodyna-
mischen Potentialen enthalten. Ein minimales A~! ergibt sich aus dem atomisti-
schen Aufbau der Materie.

Fiir kleine ¢ sind die Integrale wohldefiniert, es sei denn a = 0. Die fithrende IR-Divergenz fiir
a — 07 kommt vom ersten Integral. Mit Substitution @ = ¢¢ wird es zu

kpT?Va? / d4Q 1 _ kpT?Va? 4y / Q1
2 @2m)? (a++Q?/€)* 2y’ (2m)¢ (1+@Q?)?

da £ = \/7v/a. Das Integral enthilt einen Abschneideparameter A6 — oo fiir T — Tt. Sei d < 4,
dann ist das Integral fiir T — T endlich. Also:

(4.72)

CneE 4 (T-T)D2  fisr T - T (4.73)

Also ist der kritische Exponent a = (4 — d)/2 im ¢*-Modell in Gauf’scher Néherung (Landau-
Theorie: a = 0).
Fir T < T, ist
kT —20 + yg?

B kT Go'(a) _
F=F+ 5 Tr In o =Fy+ 2 Tr In ST

(4.74)

Wir wissen: Fy fiihrt zu einem Sprung in C. Im one-loop-Term ist einfach @ > 0 durch —2a > 0
ersetzt —» gleiche T-Abhingigkeit wie fiir T' > T,, Exponent o' = (4 — d)/2.
Man kann zeigen: Die iibrigen Exponenten haben dieselben Werte wie in der Landau-Theorie.

4.3.3 Ginzburg-Kriterium II

Wir betrachten die Grofle kTG 1(q)/0a fiir das ¢*-Modell bei T > T,, wobei a ein Koeffizient
der Landau-Entwicklung ist. Unter Vernachlissigung von Fluktuationen ist

OkpTGy'(a) _ 8 2y _
%0~ 3a (a+vg°) =1. (4.75)

Mit Gaufy’schen Fluktuationen ist

OkpTG(q) 0 ) d’s 1
-oB-Y W 2 T o
e Oa a+1q +35ks V/(27r)doz+’m2
ds 1
= 1-30kgT
TV [ s o
33 d%k 1
= 1— —kgT 4.
v " V/ (2m)4 (§72 + k)2 (4.76)
da & =+/v/a.
(a) Sei zuniichst d < 4:
d’s 1 Qq [ k41
= dk ————. 4.
| o e, e )
Wie oben bei der spezifischen Warme ergibt sich
T —1
OksTG™(@) _y 38, 1y e ei-a, (4.78)
Oa ~2

wo ¢g4 eine d-abhingige Zahl von der Gréfenordnung 1 ist. Wegen & o (T — T.)~'/2 ist der Korrek-
turterm proportional zu (T — T.)(=%/2 und divergiert fiir T — T wenn d < 4.

Die Gauf3’sche Niherung versagt offenbar, wenn der Korrekturterm von derselben Gréfienord-
nung ist, wie der fithrende (Landau-) Term, d.h. wenn

ﬁ]’cy—ng‘l_d ~ 1 oder (4.79)
BksT

d—4
é‘ ~ 72

. (4.80)
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Das ist bis auf einen irrelevanten Zahlenfaktor identisch mit

¢ d—4_ Ay
(5) T 2ACy €Y (481)

was wieder das Ginzburg-Kriterium ist.

Das Ginzburg-Kriterium beschreibt nicht nur den Zusammenbruch der Landau-
Theorie, sondern auch den der Gaufy’schen Niherung fiir die Fluktuationen. Der
Bereich um T, in dem die Gaufy’sche Niherung gut ist, ist hochstens um einen
Zahlenfaktor breiter als der Giiltigkeitsbereich der Landau-Theorie.

(b) Fiir d > 4 erhélt man nie eine Divergenz bei kleinen ¢, selbst bei T' = T,.. (Dagegen divergiert
das Integral bei groflen ¢ — Abschneideparameter A.)

Die Ergebnisse fiir das Ginzburg-Kriterium und die obere kritische Dimension d. = 4 stim-
men mit der Abschiitzung in der Landau-Theorie iiberein. (Wir verzichten auf die Diskussion der
geordneten Phase T' < T.)

4.4 Goldstone-Moden und das Hohenberg-Mermin-Wagner-
Theorem

4.4.1 Goldstone-Moden
Einfiihrendes Beispiel: klassisches XY-Modell
Betrachte das XY -Modell mit dem Ordnungsparameter m = (m;,ms) und der Energie (h = 0)

B= / it [% m2(x) + §m4(x) +7 (V,,mi)(V,,mi)] (4.82)

mit @ = a(T — Tp). Fluktuationen sind gegeben durch ém; = m; — m; (Mittelwert der Landau-
Theorie).

(a) Fiir T > T, (= Ubergangstemperatur in der Landau-Theorie) ist i = 0 und daher bis zur
zweiten (GauB’schen) Ordnung:

Ex /dda: [% (6m? + 6m3) + % (Vdmy - Vdmy + Vémy - Voms)| . (4.83)

Wir finden zwei Moden mit identischer Energie ~ (a+g?)/2. Fiir ¢ — 0 bleibt die Energie endlich.
(b) Fiir T' < Ty nehmen wir an, dass m = (m,0) = (/—a/0,0),

E = const+ /ddx [% (2mémy + 6m? + dm3) + g (m?* + 2mdmy + dm? + dm3)?

R

+ = (Vdémy - Vomy + Vdmsy - Voms)

N2

14

const + /dd."c [—adm% + % (Vémq - Vomy + Vms - Véms)| . (4.84)

Wir finden zwei Moden mit den Energien ~ (—a + v¢?/2) und ~ v¢%/2. Die zweite kostet keine
Energie fiir ¢ — 0. Dies ist die Eigenschaft einer Goldstone-Mode.
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moden. Fiir T' < Ty kostet eine der Moden keine Energie im Grenzfall langer Wellenlénge.

Allgemeine Formulierung

Wir betrachten einen Phaseniibergang mit einem Ordnungsparameter, der durch n reelle Koordina-
ten parametrisiert werden kann. In der geordneten Phase ist die Symmetrie spontan gebrochen. Die
Symmetriegruppe der ungeordneten Phase sei Gy, die der geordneten Phase G C Gy (Untergruppe).
Die Operationen aus Gg, die nicht in G enthalten sind, fiihren eine der entarteten Gleichgewichts-
zustinde der geordneten Phase in einen anderen iiber.

Sei go die Dimension von Go und g < go diejenige von G. (Die Dimension ist die Anzahl reeller
Zahlen, die mindestens erforderlich sind, um alle Gruppenelemente zu parametrisieren. Betrachte
dabei die Symmetrieoperationen fiir beliebige, auch inhomogene Ordnungsparameter. Diskrete —
z.B. endliche — Gruppen haben Dimension Null.) Dann bedarf es § := go — g > 0 reeller Zahlen, um
die entarteten Gleichgewichtszustédnde in der geordneten Phase zu parametrisieren.

Fluktuationsmoden fiir homogene (kollineare) Gleichgewichtszustéinde

System Ordnungsp. | n Jo g g n—4g
¢*-Modell (Ising-Modell) é 1 0 0 0 1
Ferroelektrikum, Op. p? p? 1 0 0 0 1
Ferroelektrikum, Op. (p3,p9) (03, P)) 2 0 0 0 2
XY-Modell (ml, m2) 2 1 0 1 1
BCS-Supraleiter A1 +1As 2 1 0 1 1
planar rotator model et 1 1 0 1 0
Heisenberg-Modell (m1,ma,ms3) | 3 3 1 2 1
O(n)-Vektor-Modell (1,---,0n) | 1 "("2_1) ("_1)2("_2) n—1 1

Fiir alle T existieren n Fluktuationsmoden d¢;, da der Ordnungsparameter in n unabhingigen
Richtungen variiert werden kann. Entwickle die Energie um den Gleichgewichtszustand, siehe 4.3.1:

_ 1 _
BE[$(x)] = BF[$(x)] + 5 / d'zd's’ Yy Go i (x, %) 6¢i(x) 6 (x') (4.85)
ij
(die Koeffizienten sind die inversen Molekularfeld-Korrelationsfunktionen). Diagonalisiere den Gauf}-
Beitrag — Eigenmoden, Fluktuationsmoden §¢;:

BEIGR] = BF+; [ diadls Y6, o x) 661(0) ()

IR

BFy+5 30 3 0ot @) 166 (@ (4.50)

Wir verallgemeinern die Ergebnisse aus 4.2.4 (Heisenberg-Modell):

(a) Fiir T > Ty: n Moden mit endlichem g&il fiir ¢ — 0 — selbst sehr langwellige Fluktuationen
kosten Energie. Man spricht von massiven Moden.

(b) Fiir T < Tp: § Moden mit verschwindendem g(;} fiir ¢ — 0 und n — § Moden mit endlichem
goj}. Im Grenzfall unendlich langer Wellenlénge kosten Fluktuationen, die einen Gleichgewichtszu-
stand in einen anderen iberfiihren, keine Energie. Wir hatten in 4.2.4 gesehen, dass die Korrelati-
onsfunktion fiir diese Moden fiir alle T' < Ty algebraisch statt exponentiell abfillt. Diese § Moden
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heiflen Goldstone-Moden (eigtl. nur bei ¢ = 0), sie treten immer bei gebrochener kontinuierlicher
Symmetrie auf. Dies ist der Inhalt des Goldstone- Theorems.

4.4.2 Typen von Ordnung

Wir betrachten die Korrelationsfunktion des Ordnungsparameters ¢ selbst:

D(x,x') := (p(x)$(x)) = G(x,x') + ($(x)) ($(x"))- (4.87)
Konkret fiir das O(n)-Vektor-Modell:
Dij(x,x) = (hi(x)¢;(x")). (4.88)

Die folgenden Ergebnisse lassen sich leicht auf beliebige Systeme verallgemeinern.
(a) Fur T > Ty (Ubergangstemperatur in der Landau-Theorie) ist D;; = G;;. Wir haben n
massive Moden §¢; und die Energie ist

E= / diz (% S¢b; Ochi + gv&m : V&;Si) (4.89)
mit impliziter Summation {iber 7. Nach Fourier-Transformation wird daraus
1 *
E =33 (a+74°) 667 (a)di(a) (4.90)
q

und damit

Dij(q) = % / (Hldzfiqﬁi(q)) d¢; (a)dp;(q) exp (—ﬁ (a+vq*) 66} (q)5¢i(q)> . (4.91)

D2§¢

(H': Produkt iiber alle Eigenmoden — die ¢;(q) sind komplex mit 2nN reellen Komponenten, aber
nur nN sind verschieden, da ¢;(—q) = ¢} (q). Wird iiber alle 2nN integriert, zdhlt man alle Moden
doppelt und muf8 die Wurzel aus Z ziehen.) Die Schreibweise D25¢ (oder Dd¢ Di¢*) ist nur eine
Abkiirzung. Im Kontinuums-Grenzfall definiert der volle Ausdruck ein Funktionalintegral. Es folgt:

ksT
i (4.92)

Dij(a) = atg

unser Ergebnis aus 4.2.4, etwas allgemeiner.
Im Ortsraum: fiir alle d und grofie x fillt D;;(x) exponentiell auf einer Skala £ ab — kurzreich-
weitige Ordnung

(b) Fiir T < T ist eine Behandlung fiir allgemeine n und d schwierig. Betrachte zuniichst n = 2
(XY-Modell). Wir betrachten ¢(x) selbst:

E = /ddﬂf (% bidi + g (¢igi)” + %V@ : V¢z’) . (4.93)

Driicke ¢; durch Polarkoordinaten aus: ¢; = (¢+17) cosv, g2 = (¢+n) siny, wobei ¢ der Mittelwert
von ¢ aus der Landau-Theorie ist. Die Energie ist in Gaufy’scher Ordnung

E

IR

4

E0($)+/ddx (%ﬁ + ﬂs&%%%vn-vn
+%$2 (Vcosy - Veosy + Vsing - Vsing)

+ v ¢(cospVn - V cost) + sinypV1 - V sin ¢)>

[0 — _
E0+/dda: (5172+§6¢2n2+%vn-Vn+%¢2V¢-V¢)

= B+ /dd:c (—an2 + %vn SV + %52 Vi - Vw) (4.94)
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E, ist das Landau-Resultat. Terme erster Ordnung fallen weg, Mischterme in 77) ebenso (zweiter
Schritt). Die Korrelationsfunktion ist

D;j(x,x")

7 [ DD Bl GG { GO {0 ok

sin ¢ (x) sin ¢ (x')
2 [ D@+ neol @+ nx e Pk

<[re{aiot Lo}, e
= D,(x,x') Dy(x,x') 65 (4.95)

e D;; =0 fiir i # j da sinty cos®y ungerade, aber Ey gerade

e Di; = Dy, aus Symmetriegriinden

D,, ist einfach
—2 1 _
Dy(x,x')=¢ + A /D2n n(x)nx')e En/kBT (4.96)
n

-2 e !
D, — ¢ = const fir [x' — x| — oo.
Wir betrachten nun den Winkelanteil. Die Fourier-transformierte Energie ist

-2 * —
E=Fo+x Z (=20 +9¢%) n* (@n(@) +78°¢* ¥* (@b (@)] = Bo + By + By, (4.97)
1) ist also eine Goldstone-Mode, wie zu erwarten war.
1 .
Dy(x,x') = Z—/Dzw cosY(x) costp(x') e Ev/knT
¥
= 2 /D2¢ e~ (x) giv(x') o~Ey/kpT _ 2 /D2¢ e~ W) +ip(x')~Ey /kpT
Z Zy
i

2 2 iq-x L eiQ'xl

-y 8 U @ )]) (1.98)

Nun faktorisiert das Integral, wobei wir beriicksichtigen, dass zu jedem q nur ein reeller Winkel-
Freiheitsgrad gehort. Wir kénnen auch tiber komplexe ¢(q) flir die Hilfte der q integrieren:

2 i .
Do) = o I [ @vta e+ ol - v i)
Zy 1;[ / Ni
q12>0
e — e @) B (@)
— 2H exp( BT [equ eiq-x] [e—iq-x’ N e—iq-x])
Vyg
_ 2exp<—2kB_j; ll—cosq;(x’—x))
Vyg g 1
B of - 2kgT "4 1—cosq-(x' —x) 4
= 2e p( 7(2w)dfy$2/d q 7 ) (4.99)
e Fird=1:
/oo gglmeosa@ mT) (4.100)
0 1 g 2 '
= Dy(z,2') = 2exp <— kB_j; (z' — :c)) . (4.101)
2v¢
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= D fillt fiir 0 < T < Ty exponentiell ab — kurzreichweitige Ordnung
e Fiird=2:

oo ™ _ r_ °© 1 _ r_
/ dq / dy 1 — cos(g|x’ — x| cos ¢) _ 7T/ dq Jo(g|x x|) (4.102)
0 0 q 0 q

Das Integral divergiert — Abschneideparameter A:

A
. q
= 7 hm/o dq m []. — Jo(q|x' - Xl)]

e—0
= wln(Alx" —x|) (4.103)
S Dyxx) ~ |x —x|k=T/2m08 (4.104)

= D fillt fiir 0 < T < Ty algebraisch ab — quasi-langreichweitige Ordnung
Daher: (¢;) =0 = G;; = D;; und
—2
Gij(x) ~ Oy |x|7EET/2™0 = 6,5 x| (4.105)

= 9 ksT /2176 . (4.106)

Il

— kritisches Verhalten fiir alle 0 < T' < Ty, Exponent 1 hingt von T" ab!
o Fiir d =3:

/ dg / dy / df sin 6 [1 — cos(gq|x’' —x|cosg0)] = 277/ dg [1 — Jo(q|x" — x|)]
0 0 0 0
1

r _ X|
2kpT 1

(2m)2yg” X' —x|
= D bleibt endlich —» langreichweitige Ordnung

= Dy (x,x") ~ exp( ) -1 fiir [x' — x| = oc. (4.108)

Allgemein: Ordnung im O(n)-Modell in d Dimensionen fiir 0 < T < Tp aufgrund Gaufl’scher
Fluktuationen (fiir T = 0 immer LRO, fiir T > T, immer SRO):

n\d 1 2 3 d>4
1 |LRO* LRO LRO LRO

2 | SRO QLRO* LRO LRO

3 | SRO SRO LRO LRO
n>4| SRO SRO LRO LRO

*: wesentliche Effekte nicht-Gauf3’scher Fluktuationen.
e exponentieller Abfall — kurzreichweitige Ordnung, short-range order (SRO)
o algebraischer Abfall — quasi-langreichweitige Ordnung, quasi-long-range order (QLRO)
e endlicher Grenzwert — langreichweitige Ordnung, long-range order (LRO)

Bei SRO und QLRO wird (¢;) = 0 fiir alle T > 0 — Ubergangstemperatur bzgl. des Ordnungspa-
rameters ¢; wird auf T, = 0 geschoben. In 7.5 werden wir sehen, dass fiir n = d = 2 dennoch ein
Phaseniibergang bei T' > 0 auftreten kann.

4.4.3 Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorem

Verallgemeinerung der Ergebnisse des letzten Abschnitts (ohne Beweis):

Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorem: Gegeben sei ein System mit konti-
nuierlicher Symmetrie beziiglich eines beliebigen Feldes (Ordnungsparameters)
aber ohne langreichweitige Wechselwirkungen. Dann existiert im Gleichgewicht
in d = 2 Dimensionen fiir T' > 0 keine langreichweitige Ordnung dieses Feldes.

In 4.4.2 haben wir dieses Theorem fiir das XY -Modell bewiesen. Man sagt auch: in 2D kann eine
kontinuierliche Symmetrie nicht spontan gebrochen werden. Wichtig:
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¢ bei langreichweitiger Wechselwirkung (z.B. Coulomb-Wechselwirkung),
e auflerhalb des Gleichgewichts (z.B. in einem stationiiren Zustand eines offenen Systems) oder
e beiT =0

kann LRO auftreten.

Untere kritische Dimension

Anders ausgedriickt: fiir die O(n)-Modelle mit n > 2 existiert kein endlicher Erwartungswert des
Feldes fiir 7> 0 und d < 2 — dp = 2 ist die untere kritische Dimension dieser Modelle.

Allgemein: fiir d < d, zerstéren Fluktuationen die langreichweitige Ordnung. Fiir d > dy, bleibt
die Ordnung erhalten. d = dy, muss i.A. gesondert betrachtet werden.

SRO LRO
L R B e
0 d. de d
Fluktuationen Landau

»Phasendiagramm® der O(n)-Modelle (n > 2) als Funktion des Dimension d.

4.5 Kritische Fluktuationen

4.5.1 Allgemeines

Bisher haben wir die Energie bis zur zweiten Ordnung in Fluktuationen entwickelt. Dies ist eine
gute Niherung, wenn Fluktuationen klein sind. Wir hatten gesehen, dass das innerhalb eines durch
das Ginzburg-Kriterium beschriebenen Bereichs nicht zutrifft. Hier mufl man Fluktuationen {iber
die Gauf’schen hinaus mitnehmen. Diese nennt man kritische Fluktiuationen.

Es gibt eine Reihe von Methoden zur Behandlung kritischer Fluktuationen:

(a) Exakte Berechnung. Problem: Funktioniert nur bei einer kleinen Gruppe von Modellen, v.a.
bei vielen eindimensionalen und einigen zweidimensionalen, siehe 6.

(b) Taylor-Entwicklung der Energie in hoherer Ordnung — Wechselwirkung zwischen Fluktua-
tionen —» feldtheoretische Behandlung oder (dquivalent) Green-Funktions-Methoden. Die einfach-
ste Methode dieser Art ist die Niherung des selbstkonsistenten Feldes, siche den niichsten Abschnitt.

Problem: in der Entwicklung sind topologische Defekte nicht enthalten, sieche Kap. 5.

(c¢) Renormierungsgruppen-Theorie, umgeht die Entwicklung der Energie in Fluktuationen —
kann topologische Defekte beriicksichtigen (muss dies aber nicht), siehe 7.

4.5.2 Niaherung des selbstkonsistenten Feldes (RPA)

Eine einfache Methode, kritische Fluktuationen niherungsweise zu beriicksichtigen, ist die Niherung
des selbstkonsistenten Feldes (self-consistent-field approzimation). Je nach Kontext heifit sie auch
random phase approzimation (RPA) oder Hartree-Niherung. Prinzip:

e Ersetze in der Energie in Termen der Ordnung n > 2 Produkte der Art ¢? durch ihren
Erwartungswert (¢?).

e Berechne (¢?) aus der sich ergebenden Energie (Selbstkonsistenz).

Beispiel: ¢*-Modell mit der Energie

E = / d?z [% #*(x) + §¢4(x) + %V(ﬁ(x) - Vp(x) (4.109)
mit a = a (T — Tp). Néherung fiir den ¢*-Term: es gibt 6 Moglichkeiten, zwei Faktoren ¢ aus ¢* zu
wiahlen, daher

P = 6(¢%) ¢°. (4.110)

Bemerkung: Fiir n-komponentige Ordnungsparameter lautet der kombinatorische Faktor 2(n + 2).

41



Die Fluktuations-Korrelationsfunktion ist (ezakt fiir die gendherte Energie)
ksT G7'(q) = a+ 33(¢*) + v¢*. (4.111)
Fiir T grofer als die (unbekannte) Ubergangstemperatur T, ist
(#*) = D(0,0)=G(0,0)

_ dq kT
B / 21)d a + 368(6%) +1¢®’ (4.112)

wir erhalten eine Selbstkonsistenz-Gleichung fiir (¢?). Mit x =1 = kTG~ (q = 0) ergibt sich

diq 1
2m)? x~ ! +¢?

0 A
a+38ksT ﬁ/{) dgg® t (x ' +v¢H) L (4.113)

N a+3ﬂkBT/

Die tatsiichliche Ubergangstemperatur T, ist definiert durch x(T,) = oo, also

38 Qq /A i3 34 QgA92
0=a(T, - T — kT, —— [ d =a (T, — T — kT, —————. 4.114
a(T. 0)'4‘7 Ble 9ma J, qq a(T. 0)-|‘7 Ble onid—2) ( )
Es folgt
3Bkp Qg2 \ !
T.=(14+ ——— 1. 4.115
= (1 M=) T ()
o T. < Tgy: kritische Fluktuationen verkleinern T,
e T. — 0 fiir d — 2: untere kritische Dimension d; = 2
Wir untersuchen nun noch das Verhalten von x nahe T..
Q A T T,
“UT)=x"Y(T)=x"Y(T.) =a(T-T,) + 38k —d/d L (—— DR B 1
X ( ) X ( ) X ( C) a( C)+ /6 3(271_)(1 o qq X71+’7q2 /Yqz ( )
Dies lést sich umschreiben als
. 38 Q [t ¢
L=a(T-T,) - =L kT, —* 1/di. 4.117
X a( C) ’Y Blc (271')d X 0 q X_l +’}’q2 ( )
Ta(x~1)

Fiir d > d, = 4 ist das Integral I; konvergent und wird zu I4(0) = A?~*/~y(d — 4) fiir T — T.. Dann
ist

_ 1+ 38/vkpT. x const

T) = T-T.)™" 4.118
der kritische Exponent ist v = 1, wie in der Landau-Theorie.
Fiir d < d. = 4 divergiert I;(x 1) fir T = T, (x ' = 0):
AVAX g3
Li(Y) = A= D/2y (4= /2 / dy Ly 5 IO, i s 00 (4119)
0 Y
(By ist eine d-abhingige Konstante). Dann ist in
_ ~ 30 Q¢ _ _
'=a(T-T.) - = kpTe o x " La(x* 4.12
X a( c) S kg * @myi X alx ) (4.120)
die linke Seite fiir T' & T, vernachliissigbar und daher
. Q _ _
a(T-T,) = 3BksT. ﬁde 4/2y (2=d)/2 (4.121)
2
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o v — 1 fiir d = d, = 4: stetiger Ubergang zum Landau-Verhalten

o v > 1fiir d, < d < d,: kritische Fluktuationen fithren zu einer stdrkeren Divergenz

Man kann zeigen, dass die Giiltigkeit der Vernachldssigung der linken Seite durch das Ginzburg-
Kriterium bestimmt ist. Auflerhalb des kritischen Bereichs ist andererseits I; vernachlissigbar und

x(T) < (T — T.)~! (Landau-Verhalten).

Wir betrachten zum Schluf} die Korrelationsléinge. In der RPA wird nur o — a + 33{(¢?) ersetzt,

aber der Gradienten-Term bleibt unverdndert. Daher

kBT — kBTX
X7ty 1478

G(q) =
mit
€= X~ (T—T,) "/

fiir T > T,. Allgemein ist £ ~ (T' — T,)~" und daher
_r__1
"T2Td-2

fiir d < d. = 4. Wieder wird die Divergenz durch kritische Fluktuationen stirker.
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Kapitel 5

Topologische Defekte

5.1 Gebrochene kontinuierliche Symmetrie

Selbst wenn man die Energie eines Systems bis zu beliebiger Ordnung in den Fluktuationen ent-
wickelt, hat man i.A. Beitriige vernachléssigt. Diese stammen von topologischen Defekten. (Sie sind
nicht in der Entwicklung der Energie enthalten, da sie sich nicht in ebene Wellen entwickeln lassen.)
Solche Defekte sind z.B. entscheident fiir den Phaseniibergang des zweidimensionalen XY -Modells.
Topologische Defekte treten nicht nur als Fluktuationen, sondern auch in (inhomogenen) Grund-
zustdnden bei entsprechenden Randbedingungen auf.

Wir beginnen mit der Diskussion von Defekten bei gebrochener kontinuierlicher Symmetrie.

5.1.1 Vortizes

Gegeben sei ein d-dimensionales XY -Modell mit dem Ordnungsparameter
m(x) = (cosf,sinf) m (5.1)
und der Energie

E= /ddm [% m(x) - m(x) + g (m(x) - m(x))’ + gV,,mi(x)V,,mi(x) . (5.2)

Wir betrachten spezielle Konfigurationen in d = 2 mit

wobei ¢ der Polarwinkel von x und 6y eine konstante Zahl ist. Diese Konfiguration heifit Vortez
und ist ein Spezialfall eines topologischen Defektes.

Drei Darstellungen eines Vortex, unterschieden durch 6y =0, 6y = 7/2 und 6y = .

Am Ursprung, x = 0, ist ¢ nicht definiert — Singularitit in m(x). Kann vermieden werden, wenn
m(x) — 0 fiir x — 0. Der Bereich, in dem m wesentlich unterdriickt ist, heifit Vortexkern (core).
Unabhingig davon ist V8 = 1/|x| = 1/r immer unstetig bei x = 0. Beachte, dass 6(y) entweder
stetig oder eindeutig gewahlt werden kann, aber nicht beides zugleich. Wahlt man 6 eindeutig, z.B.
im Intervall [0, 2], so ergeben sich Spriinge entlang von Linien im Ortsraum.

Verallgemeinerung;:
0=kp+6 (5.4)
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mit einer ganzen Zahl k (sonst wire m unstetig):

A RN
Vortizes mit k¥ = —1, 6 = 0 (links), k = —1, § = w/2 (Mitte) und k = 2, 6y = 0 (rechts). Vortizes
mit £ = —1 nennt man auch Antivortizes.

Die ganze Zahl k heifit Windungszahl oder Vortizitit, oder allgemeiner topologische Invariante. Der
Wert 6y und die genauer Form 6 = k¢ + 6y ist nicht entscheidend, wichtig ist die Windungszahl.
Grund: Konfigurationen mit derselben Windungszahl konnen durch stetige Verformung von m(x)
ineinander umgewandelt werden.

Andererseits kann ein Vortex (k # 0) nicht durch eine stetige Verformung zum Verschwinden
gebracht werden, er ist topologisch stabil. Allgemein kann k nicht durch eine stetige Verformung
gedndert werden.

Versuch, m iiberall entlang der z-Achse auszurichten: es entstehen Linien, entlang derer sich m
stark dndert (gestrichelt). Die Energie fiir diese Konfiguration geht mit « L, wobei L die lineare
SystemgrdBe ist. (Die Zerstérung des Vortex durch Ubergang in die ungeordnete Phase und zuriick
in einen homogenen geordneten Zustand kostet sogar Energie von der Ordnung o?3~! L2.) Die
Energie eines Vortex geht dagegen mit « In L, siehe unten.

Also: im unendlichen System unendliche Energiebarriere! Das ist der physikalische Grund fiir die
Stabilitdt von Vortizes. Der mathematische (topologische) Beweis ergibt sich aus der Homotopie-
Theorie, siehe unten.

Ein System aus einem Vortex (k = 1) un einem Antivortex (kK = —1) hat die gesamte Windungs-
zahl Null und kann daher durch stetige Verformung in einen homogenen Zustand {iberfiithrt werden:
die Defekte konnen annihilieren. Umgekehrt kénnen sie aus dem Grundzustand gebildet werden,
z.B. durch Fluktuationen.

/

\\

Vortex-Antivortex-Paar.

Wir bestimmen nun die Energie von Vortizes. Diese besteht aus
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¢ einem Beitrag F. vom reduzierten Ordnungsparameter im Kern,

e cinem Beitrag F, vom Gradiententerm (elastische Energie) auflerhalb des Kerns.

E. ist gegeben durch die verlorene Kondensationsenergie mit der Energiedichte ecop, also
E, = C’rf €cons (5.5)

wobei r, der Radius des Vortexkerns und C eine Konstante ist.
Die elastische Energie fiir die Konfiguration 6§ = ky + 6 ist

E, = /dzxgv,,miv,,mi = %WQ/dQ;U Ve -V

I 5.0 2.8 €y —2 2/RdT
= - k| d°x—+-—+ = k —
2 lm,./ / v ror ym .
P e
. R
= 7ym?k® In =, (5.6)
Tc
wobei R der typische Radius des Systems ist. Fe divergiert also logarithmisch mit der Systemgrofie,
da ein Vortex das Feld m(x) iiberall stort. Die Grofie ym? = K heifit Steifigkeit, da sie die Energie
beschreibt, die Verformungen des Winkels 8 kostet.
Die Gesamtenergie
., R
E, = E. 4+ Eq = Crlecon + mym°k* In - (5.7)

hingt vom Kernradius r. ab. Minimierung von F, beziiglich r. liefert

—27.2 =—27.2
mym-k mym-k
207’060011 - T =0 = T'g = Tecon. (58)
Nun ist m? = o/ und die Kondensationsenergie ist econ = a2 /443, daher
2nyk?
2 2,02
= ~ k2£2, 5.9
rc Ca § ( )

Also ist die GroBe des Kerns proportional zur Korrelationslinge, was verniinftig ist, da m sich auf
der Langenskala ¢ dndert. Der Kernradius ist auch proportional zur Windungszahl.

Die Energie zweier Vortizes mit Windungszahlen k;, ko 148t sich analog berechnen. Eine explizite
Realisation ist

— Y1 — Y2

0 = ky arctan Y + ko arctan Y + 6o, (5.10)
r— T — T2
wobei r; = (z;,y;) die Orte der Vortizes sind. Die Energie ist
=2 2, R =2 r
Ekﬂcz ZEC(k1)+EC(k2) +7r7m (kl +k‘2) lnr— —27r7m kle In T—, (5].].)
C C

wobei r = |r; — ra| der Abstand ist. Speziell fiir ein Vortex-Antivortex-Paar ergibt sich

B, =2E.(k=1)+2rym? In —. (5.12)
Te
Diese Energie ist endlich fiir R — oo. Die Wechselwirkung ist anziehend.

In d = 3 existieren Vortizes in Form von Vortezlinien (denke die zweidimensionalen Zeichnungen
jeweils in die dritte Dimension identisch fortgesetzt). Sie sind charakterisiert durch eine Windungs-
zahl k, die aber nun von einer gewihlten Richtung abhingt — Rechte-Hand-Regel legt Vorzeichen
von k fest.
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Vortexlinie.

Allgemeine Abhingigkeit der Existenz von Vortizes von d:

e d = 1: keine Vortizes moglich
e d = 2: Vortizes mit nulldimensionaler Sigularitit (Punktdefekt)
e d = 3: Vortizes mit eindimensionaler Sigularitit (Liniendefekt)

e allgemeines d > 2: Vortizes mit (d — 2)-dimensionaler Singularitét

5.1.2 Hedgehogs

Wir betrachten nun ein Heisenberg-Modell (n = 3). Fiir alle d ist ein Vortex nun nicht mehr topo-
logisch stabil, da man m an allen Raumpunkten kontinuierlich in die senkrechte Richtung drehen
kann. In d = 2 existieren keine topologischen Defekte. In d = 3 dagegen existieren nulldimensionale
sogenannte hedgehogs (Igel). Sie sind wie Vortizes durch eine Windungszahl k charakterisiert, die
sich unter stetigen Verformungen nicht dndert.

Hedgehogs mit Windungszahl k = 1 (links) und k¥ = —1 (Mitte und rechts). Die beiden Defekte mit
k = —1 gehen durch eine Drehung um 7 um die z-Achse ineinander iiber.

5.1.3 Homotopie-Theorie
Die Beobachtung, dass es fiir n = d = 2 und n = d = 3 jeweils punktformige topologische Defekte
gibt, ist kein Zufall. Wir fiihren zuniichst die Kodimension d' eines Defektes ein:

d =d-d,, (5.13)

wobei ds die Dimension des Defektes (d.h. der Singularitit) ist. Zum Beispiel fiir Vortizes in zwei
Dimensionen ist d' = 2. Man kann allgemein zeigen:

e Konfigurationen mit n > d’ sind stetig in einen homogenen Zustand iiberfiihrbar, d.h. topo-
logisch instabil

e Konfigurationen mit n = d’ kénnen topologische Defekte sein

¢ Konfigurationen mit n < d' sind fiir ein stetiges Feld unmoglich

Allgemein definiert das Feld ¢(x) eine Abbildung vom Ortsraum in den Wertebereich {¢} von ¢.
AuBlerhalb des Kerns von Defekten liegt ¢ in einer Teilmenge My von {¢}, die die entarteten Minima
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der freien Energie umfafit (bei Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie hat diese Teilmenge die
Michtigkeit co). Mg heifit Grundzustands-Mannigfaltigkeit.

Betrachte nun einen Defekt mit der Kodimension d' = d — d,. Im Ortsraum existieren d'-
dimensionale Hyperflichen, die auf dem d,;-dimensionalen Defekt senkrecht stehen (d' 4+ d, = d).
Wihlt man auf einer solchen Hyperfliche alle Punkt mit festem Abstand r vom Defekt aus, so
erhilt man eine d' — 1-dimensionale Hyperkugel Sy—1 um den Defekt herum. Beispiele:

e Vortex in zwei Dimensionen: ein Kreis (d' —1=1)
e Vortexlinie in drei Dimensionen: ein Kreis (d' — 1 =1)

e Hedgehog in drei Dimensionen: eine Kugel (d' — 1 = 2)
¢ definiert nun eine Abbildung von dieser Hyperkugel Sq _1 in My.

Definition: zwei Abbildungen ¢, ¢’ : Sq — M, gehoren zu derselben Homotopie-
Klasse, wenn ¢ durch eine stetige Transformation in ¢’ iiberfiihrt werden kann.

Die Homotopie-Klassen werden durch einen (oder mehrere) ganzzahlige Indizes unterschieden, die
gerade die Windungszahlen sind.

Beispiel 1: beim zweidimensionalen XY -Modell sind Sy_; = My = Si, d.h. ein Einheitskreis.
Beipiele fiir Abbildungen ¢ sind wieder ¢ — ko + 6p. ¢ und ¢’ gehdren zu derselben Homotopie-
Klasse, wenn das Bild ¢(S;1) bzw. ¢'(S1) den Kreis gleichoft iiberdeckt. Dies wird natiirlich von der
Windungszahl k£ bestimmt.

p— S
Bilder (dicke Kurve) eines Kreises S; auf My = S unter drei verschiedenen Abbildungen mit den
Windungszahlen £ =0, k=1 und k£ = 2.

Beispiel 2: beim zweidimensionalen Heisenberg-Modell ist Sy 1 = Si, aber die Grundzustandsman-
nigfaltigkeit ist My = S, d.h. eine Einheiskugel. Nun lassen sich alle Abbildungen S; — S» zu
einem Punkt (entspricht homogenem Zustand) zusammenziehen, d.h. alle ¢ gehoren nur zu einer
Homotopie-Klasse; es existiert keine topologische Invariante.

Bilder (dicke Kurve) eines Kreises S; auf My = S, unter verschiedenen Abbildungen. Man kann
den ,Aquator“, der einem Vortex entspricht, auf den ,,Nordpol“ zusammenziehen, der homogener
Magnetisierung entspricht.

Die Homotopie-Theorie bestimmt auch die topologischen Invarianten fiir Kombinationen von De-
fekten, siehe Chaikin/Lubensky.

5.1.4 Meronen und Skyrmionen

Zum Abschlufl wollen wir zwei weitere wichtige Defekte besprechen: Meronen und Skyrmionen. Wir
betrachten einen Ferromagneten mit einer leichten Ebene, d.h. die Magnetisierung liegt bevorzugt
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z.B. in der zy-Ebene im Ordnungsparameter-Raum. Die Energie lautet

K
E:/d2x [%m-m+§(m-m)2—72mzmz+... mit Ko < 0. (5.14)
Dieses Modell hat explizit nur Rotationssymmetrie um die z-Achse, wie das XY-Modell. Ein Meron
148t sich wie folgt charakterisieren:

e auflerhalb des Kerns bildet m(x) einen Vortex, m, ist klein

e im Kern rotiert die Magnetisierung aus der zy-Ebene heraus und zeigt im Zentrum in die
positive oder negative z-Richtung

Diese Konfiguration existiert, weil es typischerweise fiir die Magnetisierung giinstiger ist, sich im
Kern aus der Ebene herauszudrehen, anstatt m auf Null zu reduzieren.

Aus Sicht der Homotopie-Theorie ist dieser Fall identisch mit dem zweidimensionalen XY -
Modell, da die Grundzustands-Mannigfaltigkeit in beiden Féllen ein Kreis ist. Daher sind Mero-
nen topologische Defekte mit der Kodimension d' = 2. Sie sind nur topologisch stabil durch das
Vorliegen von Anisotropie, Ks < 0.

Aus physikalischer Sicht wiirde es Energie ~ |K5|L? kosten, den Ordnungsparameter {iberall in
z-Richtung zu drehen. Ohne ihn in 2-Richtung zu drehen kann man ihn ebensowenig abwickeln wie
einen Vortex.

Skyrmionen treten in demselben Modell mit K2 > 0 (leichte Achse) auf und im isotropen Fer-
romagneten im duBleren Magnetfeld. Wir betrachten den isotropen Fall mit einem kleinen Feld
entlang der z-Achse. Dann wird zur Energie ein Zeeman-Term —m H, addiert, der die Symmetrie
vollstandig bricht. Das Tal in E(m) bleibt jedoch erhalten, auch wenn die Entartung aufgehoben
ist. Wir nennen die Menge aller m in diesem Tal weiterhin My. Ein Skyrmion ist in gewissem Sinne
ein ,,doppeltes Meron“:

Skyrmion in zwei Dimensionen.

Um einzusehen, dass es topologisch stabil ist, betrachten wir m als Abbildung des gesamten Orts-
raums R? in My = S>. In Anwesenheit eines Skyrmions iiberdeckt die Abbildung My genau einmal.
Ohne &ufleres Feld konnte man das Bild des Randes des Ortsraums iiber die Kugel My ziehen und
m tiiberall entlang der negativen z-Richtung ausrichten. Ohne Feld 148t sich die Skyrmion-Ldsung
mit minimaler Energie explizit angeben:

L 2zX L 2y . 2)2
i = iy = me=1-ne

-3 - 1
r2 4+ A2 r2 4+ A2’ (5.15)

m ist der Einheitsvektor der Magnetisierung. A ist eine beliebige Linge. Dies ist ein Beispiel fiir
Skaleninvarianz. A — oo (m — —ma fiir alle x) entspricht der Abwicklung des Skyrmions.

Mit Feld funktioniert das nicht: weit weg vom Kern zwingt das duflere Feld m in die positive z-
Richtung, die Skaleninvarianz wird zerstort. (Physikalisch betrachtet wiirde es eine Energie ~ H, L
kosten, die Magnetisierung am Rand zu drehen.) Daher haben alle Punkte mit x| — oo dieselbe
Magnetisierung und konnen miteinander identifiziert werden — R» geht in Sy {iber. Dann ist
m : Sy — S und das Skyrmion kann nicht abgewickelt werden.

Bemerkung: beim ganzzahligen Quanten-Hall-Effekt konnen Skyrmionen im Grundzustand auf-
treten —» nicht kollinearer Ferromagnet mit interessanten Eigenschaften.
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5.2 Gebrochene diskrete Symmetrie

5.2.1 Doméinenwinde

Nun kommen wir zum Fall gebrochener diskreter Symmetrie wie z.B. im ¢*-Modell, das wir hier
beispielhaft betrachten wollen. Die Energie ist

E:/dda: [%¢2+§¢4+%V¢-V¢ . (5.16)

In der geordneten Phase hat das Modell zwei entartete Gleichgewichtszustdnde mit ¢ = +¢y =
++/—a/f. Betrachte die folgende Konfiguration in einer Dimension:

¢
%

Fiir  — oo und £ — —o0 ist das System in jeweils verschiedenen Gleichgewichtszustinden. Dazwi-
schen erfolgt ein kontinuierlicher Ubergang. Diese Konfiguration heifit — je nach Kontext — Domdnen-
wand, Soliton oder Kink.

e Die Doménenwand kann ohne Energieinderung verschoben werden. ..
e dabei bleibt aber jeweils ,,die Hilfte“ des Systems in einem der beiden Minima. ..

e es wiirde die divergente Energie ~ o3 L kosten, zu einem homogenen Zustand iiberzugehen.

Eine Dominenwand ist topologisch stabil. Man kann ihr eine topologische Invariante

$(00) = $(=) 5.17)

Q=24

zuordnen, diese ist

o Q = +1 fiir $(—00) = —go und $(c0) = do
¢ Q = —1 fiir $(—00) = do und $(c0) = —do
e Q =0 fiir 9(—00) = P(00)

Diese Invariante verhilt sich wie erwartet: z.B. hat ein Kink- Antikink-Paar die Invariante Null und
kann durch Annihilation der Defekte in einen homogenen Zustand iiberfiihrt werden.

R RTYURRRRRR!
HAT LIt
ittty

Verallgemeinerung;:

Dominenwénde im zweidimensionalen Ising-Modell.

e Allgemein haben Dom#nenwinde in d-dimensionalen Riumen eine Dimension von d — 1, da
sie Teilmengen mit ¢ ~ ¢g,,, trennen.
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o Sie treten auf, falls ein Ordnungsparameter existiert, der im geordneten Zustand eine abzihl-
bare (insbesondere endliche) Menge von entarteten Gleichgewichtszustinden aufweist.

¢ Sie konnen auch in Systemen mit kontinuierlicher Entartung auftreten und von langreichweiti-
gen Wechselwirkungen stabilisiert werden. Beispiel: Heisenberg-Ferromagnet mit Dipol-Wech-
selwirkung.
5.2.2 Energie einer Dom&inenwand

Wir wollen die Energie einer Doménenwand im Rahmen der Landau-Theorie berechnen. Sie hat
zwei Beitrége:

e ¢ weicht vom Gleichgewichtszustand ab (,,Kondensationsenergie)

e ¢ #ndert sich rdumlich (Gradiententerm)

Betrachte eine ebene Wand in der ¢*-Theorie in d Dimensionen. Thre Energie ist
a 8 v (9’
E=A —¢? =gt — (=
[ [2¢ @+50w+] (£)

wobei A die (d—1)-dimensionale Hyperfliche der Wand ist. Ihre Oberflichenspannung ist o = E/A.
Die Energie soll minimiert werden. Aus 6E/d¢(x) = 0 erhilt man die Euler-Lagrange-Gleichung

= A/d:c e(x), (5.18)

d2
3 y—¢=0. 1
a6+ 56"~y 6 =0 (519)
Diese hat fiir einen Kink (Antikink) die Losungen

r — Xg

@(z) = £¢o tanh 5% mit = o (5.20)
(Beweis:
?¢ ¢o d —2 T —To —2¢o 3T — o x — xg
ST = +20 Z cosh -+ h inh
da? 2¢ de 7" T 2e gz O T ST
—(—a)3/2 — —
71(8172)7 cosh 22 2;0 tanh ~ 2;0 (5.21)
und
3 3 3T — o (—0)3/2 2T — o T — Zg
¢° = ¢ tanh 2% EE 1 — cosh 2% tanh T (5.22)

woraus folgt

2 _\3/2 _ B B

pL/z 2€ 3 2€
(5.23)
g.e.d.) Die Energiedichte ist dann
2
_ o & —4Z— %o
e(r) = 2‘ 1 cosh % (5.24)
~——
€0
und die Oberflichenspannung
1
o= /d:ce(m) - ?6§|eo|. (5.25)

e Die Abweichung von |¢(z)| im Vergleich zu ¢y und die Energie der Wand sind auf einen Bereich
des Durchmessers ~ £ beschrinkt — die Dicke der Domdnenwand ist ~ €.

¢ Die Energie héngt nicht von zy, der Mitte der Wand, ab.
e Die Oberflichenspannung ist ~ & (Dicke) und ~ |eg].
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Kapitel 6

Exakt losbare Modelle

Bei der iiberwiegenden Zahl von Modellen der statistischen Physik kennt man die exakte Losung,
d.h. insbesondere die exakte Zustandssumme, nicht. Aus der Zustandssumme erhilt man ja alle
thermodynamischen Groflen. Es gibt aber einige Modelle, die sich tatséchlich exakt behandeln lassen.
Solche Systeme sind sehr wichtig

o als guide line fiir das kritische Verhalten allgemeinerer Systeme,

e als Ausgangspunkt fiir perturbative Methoden,

e zur Uberpriifung der Skalenhypothese, siehe 7.1,

o als Testfeld fiir Theorien.
Zwar ist nur ein kleiner Teil aller relevanten Modelle exakt 16sbar, aber dies sind dennoch mehr, als

man vielleicht erwarten wiirde. In diesem Kapitel besprechen wir einige dieser Modelle, wobei wir
einige wichtige Methoden einfiihren.

6.1 Eindimensionales Ising-Modell im dufleren Feld

6.1.1 Transfermatrix-Methode

Wir betrachten ein eindimensionales Ising-Modell auf einer linearen Kette mit N Plitzen und peri-
odischen Randbedingungen (am Ende lassen wir N — oo gehen). Das Modell wird definiert durch

die Hamilton-Funktion
H= —JZ 8iSi+1 —thi, (61)
i i

wobei die Spins nur die Werte s; = +1 annehmen konnen. Der reduzierte Hamiltonian 148t sich
auch als Summe tiber Bindungen schreiben:

H . h :
_k‘B—T = J; $iSi1+1 + 5 ;(5, + 8it1) = ;K(Si, Sit1) mit (6.2)
. h
K(si,85401) = Jsisip1 + 3 (si + siy1), (6.3)

wobei J := J /kBT etc. Die Zustandssumme ist

Z e H/ksT _ z exp (2 K(si,8i+1)>

81,825..438SN 81,825..4)8SN
_ § : eK(s1,82) (K(s2,83) | oK(sn-1,8n) (K(sn,51) (6.4)

8§1,82,..4,8N

Z

Die Funktion eX(%:5) 158t sich durch Matrixelemente einer 2 x 2-Matrix M ausdriicken:

, J+h -J
K6 = MLy mit M= < “ S5 ) , (6.5)
e e
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wobei s,s’ = +1,—1. M heilit Transfermatriz. Mit ihr 158t sich Z als Spur {iber ein Matrizenprodukt
schreiben:
Z =TrMV, (6.6)

Nun éndert sich die Spur einer Matrix unter Ahnlichkeitstransformationen nicht, insbesondere auch
nicht bei Diagonalisierung. D.h. Tr MY ist einfach die Summe der beiden Eigenwerte von M¥ . Fiir
eine Diagonalmatrix ist jedoch die N-te Potenz trivial: die Eigenwerte von M¥ sind die N-ten
Potenzen der Eigenwerte m, und m_ von M:

Z=TcM" =m¥ +m?". (6.7)

Die Eigenwerte von M lassen sich leicht berechnen:

my = e’ cosh b+ \/e27 sinh® b + e~27. (6.8)
Da m4+ > m_ > 0, ist im thermodynamischen Limes
my>ml¥ = Zznd (6.9)

und die reduzierte Gibbs’sche freie Energie pro Teilchen ist

—InZ

—— = lim =—Inmy =—In (eJ cosh b + /€27 sinh? b + e—2j) . (6.10)
kBT N—oo

Damit ist das Problem im wesentlichen geltst. Die Transfermatriz-Methode 158t sich auch bei kom-
plizierteren Problemen anwenden. Immer ist die Idee, die Zustandssumme als Spur einer — evtl.
sehr grofien — Transfermatrix zur Potenz N (Systemgrofie) auszudriicken und zu beachten, dass im
Grenzfall N — oo nur der grofite Eigenwert der Transfermatrix von Bedeutung ist.

6.1.2 Kritisches Verhalten

Wir wollen das Ergebnis physikalisch interpretieren. Fiir kleine Temperaturen 7' und Magnetfelder
h ist

h? .
g ~_J- kBTe_zJ/kBT - m CZJ/kBT. (611)
Daraus folgt fiir die Magnetisierung
0 h
m = (s;) = —6—Z =57, (6.12)

alsom — 0 fiir h — 0 bei T > 0: keine spontane Magnetisierung bei verschwindendem &uflerem Feld.
(Dies ist kein Spezialfall des Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorems, da die gebrochene Symmetrie
diskret ist). Die Suszeptibilitit

XM= "o~ T
divergiert exponentiell fiir T — 0 —» kritischer Punkt bei 7' = 0 mit Exponent v = co. Bei hohen
Temperaturen T > J ist dagegen

2
09 o L e2afkot (6.13)

h2
—kpTIn2— — 14
kpTIn2 — o (6.14)
1

T:

IR

IR

= Xr (6.15)
d.h. wir erhalten das Curie-Gesetz mit dem Landau-Exponenten v = 1. Die Abweichung von y =1
nahe am kritischen Punkt (T = 0) beruht nach Definition (der Landau-Theorie, die eben keine
Fluktuationen enthilt) auf Fluktuationen, die hier eine sehr grofie Korrektur bewirken.

Die spezifische Wirme fiir h = 0 und kleine T' behandelt man #hnlich:

0%g 4J?

Cp=-T—= = —2J/ksT 6.16
h T2~ kpl2© (6.16)
Sie konvergiert exponentiell (schneller als jedes Potenzgesetz) gegen Null — a = —oo. Cj, — 0 fiir

T — 0 ergibt sich schon aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik!
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Wir konnen auch die Korrelationsfunktion exakt berechnen. Sie ist hier definiert als

1 _
D(n) = <8i3i+n> = <3131+n> = E Z S18n+1 € H/ksT
81,...38N
= l Z sy eK(s1s2) | oK (s nt1) Snt eK(snt1,8n42) | K(sn,81)
Z 81,..38N
1
= 7 Z 81 M, 50 - Msn,sn+1 Sn+1 Msn+1,sn+2 Mgy
81,..38N
1 _
= 7 Z $1 (Mn)51,sn+1 Sn+1 (MN n)5n+1,81' (6'17)
8$1,8n+1
Speziell fiir h = 0 ist
M,y = e’*" = coshJ + ss'sinh J = cosh J (1 + ss' tanh .J), (6.18)

wovon man sich leicht {iberzeugt, da nur vier verschiedene Kombinationen (s, s') auftreten. Es folgt
(M™)s,o = 2" ' cosh™ J (1 + ss' tanh™ .J). (6.19)

(Beweis durch Iteration: ist wahr fiir n = 1 und auerdem

(M) = (M"'M)sqo = Z 272 cosh™ ™ J (1 4 so tanh™ ' J) cosh J (1 + os' tanh J)
o==+1
2n—2 Z cosh.J (14 o' tanh J + sotanh™™" J + 5 oo s’ tanh™.J)
—~~
o=%1 =1
= 2" !coshJ (1 + ss' tanh™.J), (6.20)

q.e.d.) Damit ist

1 = . -
D(n) = E2N_2 cosh™ J Z 51 (1 + $18p41 tanh™ J) spp1 (1 + Spqq81 tanh™ =" )

81,8n+1
1 ~ . -
= E2N cosh™ J (tanh™ J + tanh™ ~™ .J). (6.21)
Im thermodynamischen Limes N — oo ist die Zustandssumme
Z =m¥ = (2cosh J)N (6.22)

und y
D(n) = tanh™ J = e~ /¢, (6.23)

wo wir die (dimensionslose) Korrelationslédnge

1
= 6.24
¢ Intanh J ( )
eingefiihrt haben. Fiir kleine Temperaturen ist & = ¢2//#87 /2 und divergiert exponentiell —
v = o0.

Die Exponenten, die die Temperaturabhingigkeit kritischer Gréfien beschreiben, sind offensicht-
lich anomal. Wir kénnen jedoch noch etwas aussagen, wenn wir die Skalierung mit £ anstatt ¢t ~ T

betrachten: Wir hatten gesehen, dass die Suszeptibilitiit fiir kleine T' die Form

— l 2J/kpT _ 2J ~ 2J/kpT _
XT =€ = exp kBT+1nT e =2¢ (6.25)

hat. Da nach Definition yp ~ &/ kénnen wir schreiben /v = 1. Ahnlich folgt
Cg=¢! = afv=-1. (6.26)
Das Skalenverhalten als Funktion der Korrelationsliange ist also durchaus normal und die entspre-

chenden Exponenten /v etc. enthalten zusitzliche Informationen.
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6.2 Zweidimensionales Ising-Modell

6.2.1 Losung mittels Graphen

Es ist bisher nicht gelungen, die exakte Losung fiir das zweidimensionale Ising-Modell im Hufleren
Feld zu finden. Wir fassen hier die Losung fiir das Modell ohne dufleres Feld zusammen, die ur-
spriinglich auf Lars Onsager zuriickgeht. Onsagers Beweis ist sehr aufwendig und wir folgen hier
dem einfacheren Losungsweg aus Landau und Lifshitz Bd. 5 und Stanley.

Allgemeine Bemerkung: eindimensionale Modelle mit Wechselwirkung nur nichster Nachbarn
und ohne dufleres Feld sind oft einfach exakt zu l6sen. Wieso ist das in zwei Dimensionen anders?
Fiir d = 1 ohne lokale Terme im Hamiltonian kann man oft auf neue Variablen transformieren, die
den Bindungen entsprechen. Diese sind unabhingig, da es fiir N Pldtze auch N Bindungen gibt.
Auf einem zweidimensionalen Gitter gibt es dagegen immer mehr Bindungen als Gitterplitze und
die neuen Variablen sind nicht unabhéngig.

Die Hamilton-Funktion des Ising-Modells lautet

H=-J) sis;, (6.27)
)
wobei sich die Summe iiber néichste Nachbarn auf einem Quadratgitter erstreckt und jede Bindung

nur einmal z&hlt. Es ist wieder s; = +1. Das Gitter habe N Gitterpldtze und wir nehmen wieder
periodische Randbedingungen an. Wir wollen die Zustandssumme

Z = }exp (JZ sisj) (6.28)

{si (i)
berechnen. Es ist 3 B B
exp(Js;s;) = cosh J (1 + s;s; tanh J) (6.29)
(s.0.) und daher 3 .
Z = (cosh J)?NZ' = (1 —tanh* J)™N = (1 = 2?)=NZ' (6.30)

mit 2 := tanh J und

7' = Z H(l + zs;8;). (6.31)

{s:} (ij)
Wenn man Z' ausmultipliziert, erhilt man ein Polynom in z und den s;. Die Terme in Z' sind
offenbar von den Ordnungen 0 bis 2V in z. Da jeder Gitterpunkt in vier Bindungen vorkommt,
enthilt Z' fiir ein s; Terme von der Ordnung 0 bis 4. Bei der Summation iiber die s; verschwinden
jedoch alle Terme, die mindestens ein s; zu einer ungeraden Potenz enthalten (da s; = +1). Daher
tritt jedes s; nur in der Ordnung 0, 2 oder 4 auf. Nun ist s = s? = s} = 1 — die s; fallen
ganz heraus, die Summe iiber alle s; ergibt einfach einen Faktor ) sl = 2N die Anzahl der
Konfigurationen.
Z' kann nun als Polynom nur von z geschrieben werden:

2N
7' =2V gna", (6.32)
n=0
wobei die Koeffizienten g,, noch bestimmt werden miissen, die angeben, wie oft der Term z™ bei der

Ausmultiplikation erscheint. Die Terme in Z'

e enthalten s; nur in der Form von Produkten s;s; fiir néchste Nachbarn,
e jede solche Bindung kommt héchstens einmal vor,
e enthalten jedes s; zu einer geraden Potenz (0,2,4),

e enthalten ein z fiir jede Bindung s;s;.

Daher 148t sich jeder Term als ein geschlossener, ungerichteter Graph auf dem Gitter darstellen.
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X X

Drei mogliche Graphen. Die Graphen konnen unzusammenhingend sein (Mitte) oder Selbstiiber-
schneidungen haben (rechts). g, ist nun die Anzahl der erlaubten Graphen mit n Kanten (Linge
des Graphen). Das resultierende geometrische Problem wird in zwei Schritten geldst.

(a) Zunéchst driicken wir g,, durch die Anzahl aller erlaubten zusammenhdngenden Graphen aus.
Dazu zerlegen wir jeden Graphen in seine zusammenhingenden Teilgraphen. Das ist bei Graphen
mit Selbstiiberschneidungen nicht eindeutig. Betrachte z.B.:

i HH

Links: die drei moglichen Zerlegungen eines Graphen mit einer Selbstiiberschneidung. Rechts: die
beiden Zerlegungen eines anderen Graphen. Der Symmetriefaktor (—1)* ist ebenfalls angegeben.

Dies kann man beriicksichtigen, indem man alle moglichen Zerlegungen mitzihlt, aber sie mit einem
Faktor (—1)* versieht, wobei s die Zahl der Selbstiiberschneidungen ist. Die drei Graphen im linken
Teil der Abbildung ergeben dann +1 Beitrag und die beiden rechts ergeben 0 Beitriige. Das ist
richtig, da Bindungen in Z' nicht doppelt vorkommen. Man kann zeigen, dass dieses Verfahren fiir
beliebige Graphen funktioniert.

Nun kann man zeigen, dass man fiir einen zusammenhingenden Graphen einen Faktor —(—1)*
erhilt, wenn man fiir jeden Gitterpunkt des Graphen einen Faktor e/ einfiihrt, wobei ¢ der
Drehwinkel des Graphen an diesem Punkt ist (¢ = 0, £7/2). Schlielich schreiben wir Z' als Summe
iiber Graphen aus [ Teilgraphen:

Z' = Z(_l)l l_l' Z Jro o I gt (6.33)

=0 N1 y..-yN

[ ist die Anzahl der zusammenhingenden Teilgraphen

e (—1)! kompensiert die zusétzlichen Faktoren —1 in —(—1)?

e 1/1! beriicksichtigt, dass Vertauschung von Teilgraphen keine neuen Graphen ergibt
® ng, ..., n sind die Lingen der Graphen

e f, ist die Anzahl moglicher zusammenhingender Graphen der Linge n

Weiter sind die Summen iiber n; unabhéngig und daher

o0

7' =3 (-1 l_l‘ (; fnx">l = exp< — Zn: fna:"). (6.34)

=0

Dies ist ein Beispiel fiir eine linked-cluster Entwicklung. Die Summe steht nun im Exponenten und
enthilt dafiir nur noch zusammenhingende Graphen (,, Cluster®).

(b) Wir miissen die Anzahl der zusammenhiingenden Graphen der Linge n noch berechnen.
Dieses komlizierte, rein geometrische Problem besprechen wir hier nicht, siehe Landau und Lifshitz.
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Das Resultat ist:

2 2
H (14 22)2 —22(1 — z?) (cos 7201 + cos WLpz), (6.35)
p1,p2=0
wobei L := v/N die lineare Abmessung des Systems ist. Demnach ist
Z = H (14 22)2 — 22(1 — 22) { cos 2mP1 + cos 2mps (6.36)
(1—22 N L L ) )
P1,p2=0
Das reduzierte Gibbs-Potential pro Spin ist dann
9 —m (1—2? z In [(1+ 2?)% —22(1 — 2?)  cos 2mp1 + cos 2mps (6.37)
kT L L ’

Pl ,p2=0

wobei wir eine irrelevante additive Konstante vernachlissigt haben. Im thermodynamischen Limes
kénnen wir von der Summe zum Integral iibergehen. Mit der Substitution w; := 27p; /L ergibt sich

27 27
kBLT = In(1-2%) — COE /0 dwy | dws In [(1+ 2%)? — 22(1 — 2°)(cos wy + cosws)]
J 1 27 27 J 2
= =21 h—— 1 1 h——
N Cos WT 2(277)2 /0 dw1 | dws In ( + tan kBT)
— 2 tanh L — tanh I (coswy + coswsa) (6.38)
kpT kpT ! 2 ‘

Dies ist eine Form der gesuchten Losung. Beachte: wir kénnen g nicht analytisch angeben, haben es
aber auf ein zweidimensionales Integral zuriickgefiihrt. Allgemein sieht man ein Problem als gelost
an, wenn es auf eine von N unabhingige Anzahl von Integration zuriickgefiihrt ist.

6.2.2 Kritisches Verhalten

Wir interpretieren das Ergebnis. Das Argument des Logarithmus unter dem Integral in g wird
minimal fiir cosw; = cosws = 1 (w; = we = 0), wo es den Wert (1+x?)2 —4x(1—22) = (22 +22x—1)2
annimmt. Also ist das Argument nicht negativ. Singuliires Verhalten erwarten wir nur, falls das
Argument irgendwo im (endlichen) Integrationsbereich Null wird. Dies ist nur der Fall bei

T = z.:=v2-1 (6.39)

J 2.7
= kT, = - ~2.27J. 6.40
b artanh (V2 —1)  In(1 +v/2) (6.40)

Hier erwarten wir kritisches Verhalten.
Das Gibbs-Potential 148t sich fiir kleine ¢ = (T' — T¢) /T, entwickeln, indem man im Logarithmus
nach wy, we und ¢ entwickelt. Das Integral wird

/dw1 dws In[eit? + c2(wi + w3)]. (6.41)
Ausfiihren des Integrals ergibt die Form
b,
g=a-— §t In [¢], (6.42)

wobei a, b Konstanten sind und b > 0. Die Gibbs’sche freie Energie selbst ist am kritischen Punkt
stetig, aber die spezifische Wirme
Cu = blnt| (6.43)

divergiert logarithmisch, d.h. der kritische Exponent ist & = o/ = 0, siehe 1.3.1. Der Koeffizient b
ist fiir £ > 0 und ¢ < 0 gleich, im Unterschied zur Landau-Theorie.
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Die tibrigen kritischen Exponenten lassen sich ebenfalls bestimmen. Die Rechnungen sind recht
kompliziert. Fiir die Magnetisierung findet man

1
(si) ~ [t|*/® also 8 = 3 (6.44)

nahe bei T,. Die sehr schwache Divergenz der spezifischen Wirme und der sehr steile Anstieg der

Magnetisierung zeigen, dass der Phaseniibergang beinahe erster Ordnung ist. Weiter findet man

6 = 15. Nimmt man die Skalenhypothese an, so folgen alle iibrigen Exponenten, siehe 7.1.
Zusammenfassung der Exponenten fiir das 1D und 2D Ising-Modell (*: logarithmisch):

! !

o a 8 5y 5 1) n v v
1D Ising-Modell | —co - - (%) - - 1 00 -

2D Ising-Modell | 0* 0* 1/8 7/4 7/4 15 1/4 1 1
Landau-Theorie | 0 0 1/2 1 1 3 0 1/2 1/2

6.2.3 Dualitatstransformation und exaktes 7,

Es gibt eine viel einfachere, elegante Methode, T, fiir das zweidimensionale Ising-Modell zu berech-
nen. Sie benutzt die Methode der Dualititstransformation.

Der Hamiltonian H enthélt einen Beitrag —J < 0 fiir alle Bindungen mit s; = s; sowie einen
Beitrag +J > 0 fiir s; # s;. Er 188t sich auch schreiben als

0 fiir s; = s

= -2N 2JN,. 6.45
1 fﬁrs,-;ésj T+ 2N ( )

H=-2NJ+2]) {

(4.4)

2N ist die Anzahl der Bindungen zwischen nichsten Nachbarn und N,, ist die Anzahl der Bindungen
zwischen zwei unterschiedlichen Spins. Die Zustandssumme ist also

= NN e 2N, (6.46)
{si}

Dieser Ausdruck 148t sich mit Hilfe des dualen Gitters interpretieren. Man erhilt das duale Gitter,
indem man jedem elementaren (d.h. kleinstmoglichen) Polygon des urspriinglichen Gitters einen
Gitterpunkt des dualen Gitters zuordnet, der sich im Mittelpunkt des Polygons befindet. Die Kanten
des dualen Gitters schneiden dann die Kanten des urspriinglichen Gitters in ihrer Mitte unter einem
rechten Winkel. Die Dualitétsrelation ist reflexiv.

Speziell ist das duale Gitter des Quadratgitters mit der Gitterkonstante a ebenfalls ein Quadrat-
gitter mit der Gitterkonstante a — das Quadratgitter ist selbstdual.

Nun zeichnen wir das duale Gitter in folgender Weise:

o Kanten des dualen Gitters zwischen zwei gleichen s;, s; werden gestrichelt gezeichnet und

e Kanten des dualen Gitters zwischen zwei verschiedenen s;, s; werden dick gezeichnet.

LA
tted it

H{y YT

Dann ist N, offenbar die Gesamtlinge des Graphen, der von den dicken Kanten gebildet wird.
Es sind offenbar nur geschlossene Graphen erlaubt, da sie gewissermafien Dom#nenwinde bilden.
Graphen miissen nicht zusammenhiingen. Also handelt es sich um dieselbe Klasse von Graphen auf
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dem dualen Gitter, die wir oben auf dem originalen Gitter betrachtet hatten. Sei G* ein Graph der
Linge |G*| auf dem dualen Gitter. Dann ist die Zustandssumme des dualen Ising-Modells, d.h. auf
dem dualen Gitter,

Z* =N Z e 27167, (6.47)
G*
Definieren wir J* iiber : ~
e 2’ =: tanh J*, (6.48)
so folgt
Z* = (tanh j*)_NZ(tanh JAlet, (6.49)
G*

Dies hat schon eine dhnliche Form wie die Zustandssumme auf dem urspriinglichen Gitter, nimlich,
wie wir oben gesehen haben,

Z = (cosh J)?N2N Z(tanh J) ¢l (6.50)
G

(G: Graph auf dem originalen Gitter).

Z wird bei einem bestimmten J = J, singulir. Diese Singularitiit beruht auf der Summe, da die
Vorfaktoren glatte Funktionen sind. Z* wird bei dem dazugehorigen J* ebenfalls singulir, da die
beiden Formen der Zustandssumme identisch sind. Wir nehmen nun an, dass das Modell nur einen
einzigen Phaseniibergang zeigt (miifite noch gezeigt werden!). Dann wird die Summe nur bei einem
Wert von J bzw. J* singuliir. Daher gilt am kritischen Punkt

J=J =1, (6.51)
oder auch
—2J - ele—e
€ ¢ = tanh Jc = —= (652)
ele +eJe
= el = 142 (6.53)
und schliellich Y
= J In(1 +/2) 2J
J. = = oder kpl, = —————. 6.54
kpT, 2 BT A +v2) (6.54)

Dies ist natiirlich dasselbe Ergebnis wie oben.
Weiter sehen wir:

o 7 ist eine Entwicklung in « = tanh(J/kpT) ~ 1/T fiir grofle T — Hochtemperaturentwicklung

—2J/ksT

e 7* ist eine Entwicklung in e — 0 fiir kleine T — Tieftemperaturentwicklung

AuBerdem: J* wiichst, wenn J kleiner wird; man kann zeigen, dass sinh 2J sinh 2J* = 1. Die Dua-
litésitstransformation bildet das Ising-Modell bei tiefen Temperaturen (groBes J) auf das duale Ising-
Modell bei hohen Temperaturen (kleines j*) ab. Hieraus folgt sofort, dass der Phaseniibergang
symmetrisch ist: a = o' etc. Allgemein:

Dualititstransformationen bilden ein System bei tiefen Temperaturen auf das
duale System bei hohen Temperaturen ab und umgekehrt.

Im Allgemeinen ist das duale Modell nicht mit dem urspriinglichen (mit anderen Parametern)
identisch. Nur diese spezielle Eigenschaft des Ising-Modells auf dem Quadratgitter, die Selbstdualitt,
hat es uns erlaubt, T, exakt zu bestimmen. Fiir andere Systeme er6ffnen Dualititstransformationen
die Moglichkeit, anstelle des urspriinglichen ein vielleicht einfacheres duales Modell zu behandeln.
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6.3 Weitere exakt losbare Modelle

Wir erwdhnen einige weitere Modelle, die exakt 16sbar sind. Fiir Details sieche Lavis und Bell etc.

(a) 6-Vertex-F-Modell. Dies ist ein weiteres exakt 16sbares zweidimensionales Modell, das weniger
bekannt ist als das Ising-Modell. Es besteht aus einem Quadratgitter, dessen Kanten mit Pfeilen
(,Dipolen“) dekoriert sind, so dass genau zwei Pfeile zu jedem Gitterplatz hin zeigen:

- [
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i \ '\

| B

-

Y

_Y

Y.

A
y
A

Y | \ o

>l
-

Oben: mogliche Konfiguration des 6-Vertex-Modells. Unten: die sechs erlaubten ,Vertizes“, d.h.
Konfigurationen der Gitterpléitze. Die verschiedenen Vertizes haben Energien e;, ¢ = 1,...,6. Im
F-Modell ist speziell

€] =€y =€3 =€4 = €>0, (655)
€5 = € = 0. (656)

Die beiden rechten Vertizes sind also bevorzugt — bevorzugt antiparallele Ausrichtung der Pfeile.
Dieses System stellt ein einfaches Modell fiir Eis dar:

o Gitterpldtze stehen fiir Sauerstoff,

o Pfeilspitzen stehen fiir Wasserstoff.

Natiirlich sind jeweil zwei Wasserstoff-Atome nahe an einem Sauerstoff-Atom. Da sich die Bindungs-
elektronen bevorzugt am Sauerstoff aufhalten, ist das System antiferroelektrisch. Man kann es auch
mit einem Hufleren (elektrischen) Feld exakt behandeln, im Unterschied zum Ising-Modell fiir d = 2.
Die Losung erfolgt mit der Transfermatrix-Methode.

Was dieses Modell besonders interessant macht, ist, dass es vermutlich zu derselben Universa-
lititsklasse wie das XY-Modell gehort (genauer zum dualen Modell zum XY-Modell), das man nicht
exakt 16sen kann. Die exakte Losung des F-Modells kann daher als Test der Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless-Theorie (siehe 7.5) fiir das XY-Modell dienen.

Insbesondere findet man einen Phaseniibergang der Ordnung unendlich bei einer endlichen Tem-
peratur T,, d.h. alle Ableitungen der thermodynamischen Potentiale nach den natiirlichen Variablen
sind stetig.

(b) Sphirisches Modell. Da das dreidimensionale Ising-Modell nicht exakt behandelt werden
konnte, wurde von Kac als Niaherung das Sphdrische Modell eingefiihrt. Es ist — fiir Wechselwir-
kungen nichster Nachbarn — definiert durch die Hamilton-Funktion

H = _stisj - hz Si, (657)

(i7) i

aber nun anstatt mit der Nebenbedingung |s;| = 1 mit der viel schwicheren Bedingung
D si=N, (6.58)

wobei N die Zahl der Gitterplitze (N — oo) ist. Nun konnen die einzelnen Spin beliebige reelle
Werte annehmen, solange nur ihre ,,Gesamtlinge* konstant bleibt. Diese Nebenbedingung fiihrt eine
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implizite langreichweitige Wechselwirkung der s; ein, die das kritische Verhalten dndert. Das Modell
ist eng verwandt mit einem System von Spins mit unendlich vielen Komponenten. Es 148t sich fiir
alle Dimensionen d und Gittertypen exakt 16sen.

Wir betrachten das einfach kubische Gitter fiir d = 3:

e Phaseniibergang bei kpT, =~ 3.957 J (analytisch durch spezielle Funktionen gegeben)
o spezifische Wirme C, bei h = 0 ist konstant Cp, = kp/2 fiir T < T, und ist stetig bei T,
o Suszeptibilitdt divergiert fiir alle T < T,

e Korrelationsfunktion der Fluktuationen fiir alle T < T ist G ~ 1/|r; — r;|¢" 2 (Korrelations-
funktion der Spins selbst ist langreichweitig, da (s;) #0) — =00 fir T < T,

Die Exponenten sind unten zusammengefaft.

(c) Modelle auf dem Bethe-Gitter. Ein Bethe-Gitter ist ein Graph, in dem jeder Platz (,,Knoten*)
z nichste Nachbarn hat, und der keine geschlossenen Schleifen enthilt. Es ist z > 3. Die Anzahl
der Knoten mit einem Abstand von hochstens R > 2 entlang der Kanten von einem bestimmten
Knoten aus ist (die Gitterkonstante sei a = 1)

(z — 1B 1

np=1+z[1+CE-1)'+CE-12+-+(-1Df=1+2 =

O(RY.  (6.59)

Offenbar nimmt ng exponentiell mit R zu — die Dimension ist d = co. Die Dimension unendlich
haben Modelle auf einem Bethe-Gitter mit der Molekularfeld-Niherung gemein, sieche Kap. 3. In
einer Molekularfeld-Theorie wechselwirkt jeder Spin ja mit allen anderen.

Teil eines Bethe-Gitters mit z = 3 nichsten Nachbarn.

Fiir Modelle auf dem Bethe-Gitter mit kurzreichweitigen Wechselwirkungen erhilt man dieselben
Exponenten, wie in der Landau- und Molekularfeld-Theorie.

Zusammenfassung der kritischen Exponenten

a o 8 vy v 8 n v v
1D Ising-Modell —00 - - (o) - - 1 00 -
2D Ising-Modell 0(log) O(og) 1/8 7/4 7/4 15 1/4 1 1
3D Spérisches Modell | 0 (Kn) 0 (Kn) 1/2 2 - 5 0 1 -

L -Theori
Bethe e N adall } | 0(Sp) 0(Sp) 1/2 1 1 3 0 12 1/2

log: logarithmische Singularitét, Sp: Sprung, Kn: Knick.
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Kapitel 7

Renormierungsgruppen-Theorie

7.1 Skalenhypothese

7.1.1 Skalenbeziehungen
Die Skalenhypothese lautet:

Nahe an einem kontinuierlichen Phaseniibergang werden die Eigenschaften eines
Systems ausschlieflich von den dort divergierenden (kritischen) Grofien sowie von
den externen Feldern bestimmt.

Sie ist plausibel und experimentell vielfach bestiitigt. Beispiele:

o die einzige relevante Lingenskala ist die Korrelationslinge £, mikroskopische Lingen (Gitter-
konstanten, Reichweiten von Wechselwirkungen. . .) gehen nicht ein

e die einzige relevante Energie ist die reduzierte Temperaturt .= (T — T,)/T,

Wenn eine Grofe, z.B. das exakte Gibbs-Potential G, nur von einer Energie (ndmlich ¢) abhingt,
muss G eine homogene Funktion von t sein, ansonsten wiirde G noch eine andere Lingenskala
enthalten (exp,ln,...). Fiir konstanten Druck gilt demnach:

AG(t, H) = G(\%t, A" H) (7.1)

fiir beliebiges A. Hieraus kann man Skaelenbeziehungen, d.h. Beziechungen zwischen den kritischen
Exponenten, herleiten:
(a) Die Magnetisierung ist
_ oG(t,H) | _10G(A"t,\**" H)
(M@H) = ——g =2 — g
= e LGOD(\aeg Nau [Ty = \om —L(A[(A%¢, \°# H)). (7.2)

Fiir H = 0 und die spezielle Wahl A = (—t)~1/:

(M(t,0)) = (—t)=am)/oe (M(-1,0)). (7.3)
N—————
const

Mit (M (t,0)) ~ (=t)? fiir T — T :

g="1 — (7.4)

Entsprechend fiir ¢ = 0 und die Wahl A = H~1/a#;
(M(0, H)y = H(—em)/am (31(0,1)). (7.5)

Mit (M (0, H)) ~ H'/? fiir H = 0: .
6=+ _f; —. (7.6)
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Es folgt

1 1
ay = B m, (77)
- 9 (7.8)
R N '
Die Suszeptibilitét ist
_ Gt H) _ _)\_IOQG(X“t, et )
Xr = aH? o>
= A2eH~Ly (Nt A H) (7.9)
und fiir H =0, t < 0 mit der Wahl X = (—t)!/a¢:
xr(t,0) = (=) =2em)/ % 1 (~1,0) (7.10)
Da x7(t,0) ~ (—t)~7, folgt
' 2aH -1
_ _ 11
. (7.11)
Daraus ergibt sich die Skalenbeziehung
v =806 —1). (7.12)
Analog fiir ¢t > 0 (T > T,):
xr(t,0) = 4720/ x 7 (+1,0), (7.13)
woraus folgt
2a — 1
v= an =~ (7.14)
ag

Da i.A. xr(—1,0) # xr(+1,0), sind die Vorfaktoren in xr ~ ... typischerweise fiir ¢ > 0, t < 0
verschieden.
(b) Ahnlich folgt aus der Skalenhypothese, dass

a=ada, (7.15)
wobei C(t,0) ~ (—t)~ fiir ¢ < 0 etc., sowie
a+28+v7=2. (7.16)
In 1.3.3 hatten wir die exakte Rushbrooke-Ungleichung o' + 28 + v > 2 gefunden. Unter der
Voraussetzung der Skalenhypothese gilt diese also sogar als Gleichung.
Skalierte Zustandsgleichung

Einsetzen der Ergebnisse in

G(t,H) = A"'G(\¥t,\** H) (7.17)
mit der Wahl X = [t|='/% = |t|*=2 ergibt
G, H) =t *Xo(H/|t|*) mit A=ag/a;=p+"7. (7.18)

e X ist eine unbekannten Skalenfunktion, die nur von einer Variablen H/|t|* abhingt (Xo ist
i.A. fir T > T, und T < T, verschieden)

e Delta heif3t auch gap exponent

Wichtig: die Abhéngigkeit von nur einer Variablen ist eine nicht-triviale, experimentall iiberpriifbare
Aussage.
Fiir die Magnetisierung erhalten wir entsprechend

(M(t, H)) = [t]° X2 (H/[t]*). (7.19)
Diese Gleichung heifit skalierte Zustandsgleichung. Sie kann durch Auftragung von M(t, H)/|t|"
gegen H/|t|® iiberpriift werden. Alle Daten, zumindest fiir kleine ¢, H, sollten auf einer Kurve X;
liegen. Genauer sind die Skalenfunktionen i.A. fiir T < T, und T > T, verschieden. Die Skalenei-

genschaft ist an verschiedenen Substanzen experimentell bestétigt worden.
Fiir die Suszeptibilitat ergibt sich schliellich

xr = [t Xa(H/|H]). (7.20)
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7.1.2 Hyperskalierung

Als nichstes betrachten wir die Korrelationsfunktion G der Fluktuationen. Wir hatten in 4.2.4
gesehen, dass bei t = 0 die Korrelationsfunktion die Form

G(x) ~ |x| (@724 (7.21)
hat. G ist offensichtlich eine homogene Funktion von x. Fiir ¢ # 0 ist dagegen
G(x) = x|y (1x|/¢), (7.22)

wobei Y fiir grofle Argumente exponentiell abfillt. Wenn das thermodynamische Potential, z.B.
G(t,H), homogen ist, muss auch G homogen sein. G hingt jedoch von einer weiteren Variablen
r = |x| ab. Daher gilt allgemein:

AG(r,t, H) = G\ r, A®t, \*F H). (7.23)
Wir betrachten den Fall H = 0:
G(r,t) = /\_lg()\“rr, A%t). (7.24)

Fiir t = 0 und die Wahl XA = r—/2» erhilt man

G(r,0) = r*/*G(1,0) = const x r~(¢=24m), (7.25)
also )
ar = “d—2+n (7.26)
Andererseits gilt fiir grofie r:
% InG(r,t) = —% ~ —t" (7.27)

fiir ¢ > 0 (fiir ¢ < 0 entsprechend). Es gilt

oG(r,t)/Or

-1 _ _g _ _ _yar ¢—17yay
)= o InG(r,t) = Gt A% E7H (). (7.28)
Mit A =t~/ folgt
EHE) =t/ () ~ 1 (7.29)
und damit 1
ar = —aT/V = m (730)

(a) Um in Kontakt mit den obigen Skalenbeziehungen zu kommen, betrachten wir die homogene
Suszeptibilitit

xrtH=0) ~ T [alaget) =T [ alalx|-42y (x|/¢)

= 79, / dr 'Y (1 )€) = T=1Q€2 / duu ="V (u),  (7.31)
const
also
xr(t, H =0) ~ €57~ t=CmmY =47 = y=(2-nv (7.32)

fiir ¢ > 0 und entsprechend ' = (2 — )’ fiir ¢t < 0.
(b) Anstatt fiir G kann man das Skalengesetz analog fiir die Korrelationsfunktion D des Ord-
nungsparameters herleiten,
D(r,t) = AID(A%r, \%t). (7.33)

Fiir t > 0 ist D = G und daher treten dieselben Skalenexponenten a, und a; auf. Andereseits gilt
firt <0
lim D(r,t) = (M(t, H = 0))? ~ (=t)?° (7.34)

700
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Dies nutzen wir nun aus: mit der Wahl A = (—t)~1/2¢ ist

(M (t))* = D(00,t) = (—t)"/*D(00, —1) = (—t)"/* (M(-1))*, (7.35)

also
(=)~ (=)@ (7.36)
= 28 = (d—2+n)v. (7.37)

e Diese Skalenbeziehung enthalt die Dimension d. Solche Beziehungen heiflen Hyperskalenbezie-
hungen.

e Sie gilt fiir die Landau-Exponenten nur bei der oberen kritischen Dimension d,. (¢*-Modell:
2/2=(4-240)/2).
o Hyperskalenbeziehungen gelten fiir fluktuationsdominierte Uberginge.
Die Skalenbeziehungen kénnen noch zu weiteren Gleichungen kombiniert werden, z.B. den Hypers-

kalenbeziehungen
v+28=dv und a=2—dv (7.38)

Insgesamt ergibt sich:
o die Exponenten fiir T > T, und T < T sind gleich,

o falls Hyperskalierung erfiillt ist, existieren 4 unabhingige Skalenbeziehungen zwischen 6 Ex-
ponenten (a, 3,7,0,m,v) — 2 unabhiingige Exponenten, two-scaling-factor universality —
nicht {iberraschend, wenn G nur von 2 Variablen mit je einem Skalenexponenten abhiingt!

7.2 Renormierungsgruppe: Einfiihrung

Alle Skalenbeziehungen ergeben sich aus der Skalenhypothese. Diese Hypothese wird durch die
Renormierungsgruppen- Theorie weiter untermauert, mit der dariiberhinaus das kritische Verhalten
vieler realistischer Modelle untersucht werden kann. Wesentliche Idee:

Universelle Eigenschaften physikalischer Systeme beruhen oft auf Symmetrien
(Translation, Rotation, Zeitinvarianz, Eichung, Spin, Isospin, SU(3),...). Kénnen
die universellen kritischen Eigenschaften ebenfalls auf eine zu Grunde liegende
Symmetrie zuriickgefithrt werden? Ein guter Kandidat ist die Skaleninvarianz.

Zunichst betrachten wir eine heuristische Form der Renormierung, die auf Kadanoff zuriickgeht.

7.2.1 Effektiver Hamiltonian und Blockspins

Wir haben gesehen, dass Fluktuationen auf sehr kurzen Léngenskalen viel Energie kosten. Sind sind
daher i.A. nicht angeregt und tragen nichts zum kritischen Verhalten bei. Dies kann man ausnutzen,
indem man im Hamilton-Operator oder in der Hamilton-Funktion iiber Freiheitsgrade ¢ in einem
Volumen Vi,;e mittelt (coarse graining),

Ve / dr ¢(x) (7.39)

Vimic

(Vmic ist groB gegen mikroskopische Lingen, aber klein gegen die Systemgrofe). $ enthilt keine
Fluktuationen auf Léngenskalen kleiner als die Grofie von Vinic. Die Energie ausgedriickt durch das
makroskopische Feld ¢ heifit effektiver Hamiltonian oder Block-Hamiltonian,

= H(o(x)), (7.40)

wobei x die Mittelpunkte der Volumina Vi, sind. Falls die ¢ Spins beschreiben, nennt man die ¢
Blockspins. ) R
Symmetrie-Uberlegungen wie in 2.2.2 fithren auf eine Landau-Form fiir H, z.B. fiir ein ¢*-Modell:

VR 3 5 [f0- 3] (7.41)
(a: Gitterkonstante der x).
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Fluktuationen auf kurzen Léangenskalen sind in den Parametern enthalten

natiirliche Erklarung des cutoffs A: verhindert Doppelzihlung von Flukuationen

Gittermodell auch fiir urspriinglich kontinuierliches Feld

e man erhilt ein klassisches Modell auch fiir Quantensysteme

7.2.2 Kadanoff-Konstruktion

Wir betrachten einen uniaxialen Ferromagneten bestehend aus Blockspins s(x) auf einem d-dimen-
sionalen hyperkubischen Gitter mit N Plitzen und der Gitterkonstanten a. Die Verallgemeinerung
ist offensichtlich. Der Block-Hamiltonian sei

H=-7) s(xi)s(x;), (7.42)
(ij)

wo jeder Bindung einmal gezdhlt wird. Kadanoff vermutete, dass das System in gewissem Sinne
unter einer Renormierungsgruppen- Transformation invariant ist. Sie besteht aus zwei Schritten: der
eigentlichen Kadanoff- Transformation und einer Reskalierung.

° ° ° ° ° °
g g .
e o e o [ [
j N spins
o o ° ° ° °
o e o
o o ° ° ° °
Sa a=ba
v y
O O e e e e
X=x/b
e e ® e e ®
N’=N/b"spins
O O O O O O
e e ® e e ®

Kadanoff-Transformation auf dem Quadratgitter fur den Skalierungsparameter b = 2. Oben: ur-
spriingliches Gitter und Gitter der neuen Blockspins. Unten: neues Gitter nach Reskalierung.

(a) Zuniichst fiihren wir die Kadanoff-Transformation durch, d.h. eine Dezimierung der Blockspins:

o teile das Gitter in N’ = b~ %N Zellen ein, so dass die Zellen wieder ein hyperkubisches Gitter
bilden (b ist der Skalierungsparameter)

e mittele s iiber die b? Pliitze einer jeden Zelle,

(x)=b¢ Z s(y) (7.43)

y€Zelle um x

e die gemittelten Spins § bilden ein Gitter mit der Gitterkonstanten a’ = ba

(b) Als zweiter Schritt erfolgt eine Reskalierung:
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e messe Lingen im neuen Gitter in Einheiten der neuen Gitterkonstante a’ —» insbesondere
!
x' =x/b

e fiihre neue Blockspins ein:
s'(x') = §'(x/b) = b¥3(x) (7.44)

mit noch unbekanntem Skalenexponenten w (man 18t oft die Tilde fort)

Diese Schritte werden iteriert und man betrachtet das Verhalten nach vielen Iterationen.

Kadanoff-Transformation und Reskalierung fiir irgendeine Grofle A schreibt man symbolisch als
A'=Ry A (7.45)
mit dem Skalierungsparameter b. Es gilt
Ry,p, = Ry, Rp,, (7.46)

da diese Beziehung fiir Kadanoff-Transformation und Reskalierung (A’ = b*4 A) einzeln gilt. Damit
beschreibt Ry eine kommutative Halbgruppe:

e assoziativ: (Rb1 Rb2)Rb3 = Rp,bo0s = R, (Rb2 Rb3)

o kommutativ: Ry, Ry, = Rp,p, = R, Rp,

e i.A. keine Inversion

Diese Halbgruppe nennt man Renormierungsgruppe.

Wie verhilt sich das Blockspin-System unter Renormierung? Wir erwarten:

e geordnete Phase: Fluktuationen auf der Lingenskala £ um das geordnete Gleichgewicht, Res-
kalierung verkleinert £ — £/b — System strebt zum perfekt geordneten Zustand (& man
muss £’ bei der Reskalierung vergréflern, um es invariant zu halten)

o ungeordneten Phase: Fluktuationen auf der Lingenskala £ um das ungeordnete Gleichgewicht,
Reskalierung verkleinert £ — £/b — System strebt zum perfekt ungeordneten Zustand

o kritischer Punkt: £ = oo invariant unter Reskalierung, System ist skaleninvariant, dndert sich
nicht wesentlich

Kadanoff hat nun vermutet, dass der Hamiltonian der neuen Blockspins dieselbe Form wie der
urspriingliche hat. Dann 148t sich durch Anderung (Renormierung) der Parameter erreichen, dass

beide Hamiltonians iibereinstimmen,
H' =H. (7.47)

Die genaue Bedeutung dieser Forderung besprechen wir noch. Dann bleibt H auch unter beliebig
viele Iterationsschritten invariant. Die Spins und &ufleren Felder sollen so skaliert werden, dass
diese Forderung erfiillt ist. Beispiel: wiihle w in s'(x') = b*§(x) entsprechend. Wir wollen jetzt diese
Skalierung diskutieren.

Wenn H' = H gilt, sind auch die Korrelationsfunktionen gleich. Insbesondere ist fiir 7' = T,

D(x1,%2) = (s(x1) 8(x2)) ~ |x1 — x| (47247, (7.48)
Fiir die Blockspins gilt
(8"(x1/b) 8' (x2 /b)) = b*“(8(x1) 5(x2)) = b*(s(x1) 5(x2)) (7.49)
(der letzte Schritt ist erlaubt, da o' < &), also

—(d—2+n)
% B X—; I b2“’|X1 _ X2|—(al—2—i-n) (7.50)

5w o= %(d—2+n). (7.51)

w ist der Skalenexponent der Spins.
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Schliefllich miissen wir noch feststellen, wie ein dufleres konjugiertes Feld h skaliert. Wir nehmen
an, dass h(x) sich rdumlich langsam &ndert, so dass es sinnvoll ist, ein {iber die Zellen gemitteltes
h zu betrachten. Der Energiebeitrag von h soll sich nicht &ndern:

Hp = - Zh(x) s(x) = —bdZﬁ(x) 5(x) = —bde_’\h'(x') b ¥s'(x') = - Zh’(x’) s'(x")

(7.52)

und der Skalenexponent A von h ist
A= d-w (7.53)
= (') = b “h(x). (7.54)

Analog kann man die Skaleneigenschaften jeder Funktion der Spins betrachten (z.B. die Ener-
giedichte, hohere Potenzen s™ oder im Heisenberg-Modell Anisotropien wie s.s.). Sei @, eine solche
Funktion, die gemif ~

P! (x') = b Dy (x) (7.55)

skaliert. Man kann ein zu ®, konjugiertes Feld h, einfithren, dass nach Definition zu einem Term
— Y ha®, im Block-Hamiltonian fijhrt. Dann ergibt sich

R (x') = brhgo(x) (7.56)

mit dem Exponenten A\, = d — w,.
Schliefllich betrachten wir noch die Skalierung der reduzierten Temperatur ¢t = (T' — T.)/T,:

t = bt. (7.57)

Weiter skaliert die Korrelationslinge, wie jede Linge, gemifl ¢’ = £/b. Da £ ~ t™ fiir t > 0, folgt
b-vMt—v ~ b 't 7, also
A= 1/v (7.58)
= t' = b/ (7.59)
und entsprechend fiir t < 0 (v = v').
Zusammenfassung: falls die urspriinglichen und die neuen Blockspins von demselben Hamil-
tonian beschrieben werden, folgt das Skalenverhalten automatisch. Kadanoffs Konstruktion nimmt

diese Voraussetzung ohne Beweis an und enthilt keine Methode, die Renormierung des Hamiltonians
tatséchlich zu berechnen.

7.2.3 Relevanz von Feldern, Korrekturen zum Skalenverhalten

Falls fiir ein konjugiertes Feld h, gilt A, < 0, so strebt es bei der Renormierung gegen Null (h' =
b*«h). Wir erwarten, dass das kritische Verhalten dann nicht von h, abhingt. Allgemein definiert
man:

e falls A\, > 0 ist das Feld h, relevant

o falls A, < 0 ist das Feld h, irrelevant

e falls A, = 0 ist das Feld h, marginal
Man sagt auch, die Spin-Funktion ®, sei relevant, irrelevant oder marginal je nach dem Wert von
Ao = d — wq.-

Wegen H' = H stimmen auch die Gibbs’schen freien Energien iiberein, G' = G. Die natiirlichen
Variablen von G sind die Temperatur und die dufleren Felder:

G =G(t,hhe) =) g(x). (7.60)

Aus G' = G folgt fiir die Dichte g die Skalenbeziehung

g(t, hyha) = b= g(b*"t, b h, b =hy). (7.61)
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Mit der Wahl b = [¢|~” erhalt man die Skalenform

g(t,hha) = [t X (B[t halt]7)  mit (7.62)
A = v=v+8 wie oben, und (7.63)
Ay = v (7.64)

Fiir ein irrelevantes Feld h, mit Ay < 0 (A, < 0) wird ha|t\’A° fiir T — T, beliebig klein. Daher
ist hq dann fiir das kritische Verhalten unwesentlich: es beeinfluit nicht die fithrenden Divergenzen
bei T, d.h. die kritischen Exponenten.

Das kritische Verhalten dndert sich nicht, wenn man irrelevante Felder hinzufiigt
oder entfernt — alle solchen Modelle gehéren zu derselben Universalititsklasse.

Das heif3t nicht, dass irrelevante Felder keine Beitrige im kritischen Bereich liefern. Betrachte
z.B. ein System mit nur einem irrelevanten dufleren Feld hy mit Ay = A\jv < 0: Aus g(t,h1) =
|t|% X (hy|t|=®1) erh#lt man fiir die magnetische Suszeptibilitit (siehe 7.1.1)

xr = |77 Xa(ha [t|721). (7.65)
Fiir t — 0 geht h1|t\’Al — 0 und wir entwickeln x7 in dieser Grofle:
Xr = xolt| 7 + xahalt] A 4 (7.66)

Der Exponent —y — A; > —+, so dass der erste Term die fithrende Divergenz mit dem kritischen
Exponenten ~ liefert. Der zweite Term kann jedoch ebenfalls divergieren, falls v + A; > 0. Terme
dieser Art heiflen Korrekturen zum Skalenverhalten. Sie erschweren die experimentelle Bestimmung
von Exponenten.

7.2.4 Andere Methoden der Dezimierung

Bevor wir untersuchen, wie der renormierte Hamiltonian tatsichlich bestimmt werden kann, be-
trachten wir noch zwei weitere Methoden der Dezimierung der Blockspins. Welche Methode giinstig
ist, hangt vom Modell ab.

Ausintegration von Blockspins

Zum einen kann man versuchen, einen Teil der Spins ,,auszuintegrieren, d.h. die Summation tiber
diese Spins in der Zustandssumme auszufiihren:

7 = Z e~ BHI[s(x)] — Z Z e~ BHIs(x),s(y)] = Z e~ PH [s(x)] (7.67)
{s(x)|[xex} {s(x)|xex’} {s(y)ly £X'} {s(x)|xeX"}

e X: alle Gitterpunkte

e X': Gitterpunkte, die bei der Dezimierung erhalten bleiben

Der letzte Schritt definiert H'; es ist nicht offensichtlich, ob es ein H' gibt, das diese Gleichung
erfiillt.

O O O
X
N spins
O O O
a a=ba

Dezimierung der Blockspins durch Ausintegration der Spins an den schwarz eingezeichneten Git-
terpunkten, hier fiir b = 2. Als zweiter Schritt erfolgt wieder eine Reskalierung wie in der letzten
Abbildung.



Renormierung im Impulsraum

Es ist oft giinstiger, die Anzahl der Freiheitsgrade im Impulsraum zu verringern. Ein Gitter aus N
Blockspins s(x) kann dquivalent durch die Fourier-Transformierte s(q) an N Punkten in der ersten
Brillouin-Zone beschrieben werden. Diese hat das Volumen (27/a)?, wobei a die Gitterkonstante
eines hyperkubischen Gitters ist.

e Da wir uns fiir grofie Wellenléingen Le ftrightarrow kleine q interessieren, konnen wir die erste
Brillouin-Zone durch eine Hyperkugel gleichen Volumens (gleichviele Zusténde) ersetzen.

e Dies fiijhrt zu einem Abschneideparameter A mit Q4A?/d = (27/a)? (Q4: voller Raumwinkel
in d Dimensionen).

%

\\
Q
=

NN

)
)

e integriere {iber alle s(q) mit A/b< g< A

e ergibt neuen Hamiltonian mit N’ = N/b Freiheitsgraden und Abschneideparameter A/b <
neue Gitterkonstante ba

o reskaliere Lingen, x' = x/b bzw. ' =bq (A/b— A)

o reskaliere die Blockspins, s'(q’) = b(~4"2¥m/25(q) (aus der Korrelationsfunktion &hnlich zu
7.2.2)

Entscheidender Vorteil: b kann eine beliebige reelle Zahl > 1 sein, insbesondere b = 1 + 61, 6l K b.

7.3 Ising-Modell

7.3.1 Eindimensionales Ising-Modell

Als erstes Beispiel betrachten wir das eindimensionale Ising-Modell im verschwindenden dufleren
Feld. Das Modell besteht aus einer Ketter von Blockspins s;, die nur die Werte +¢ annehmen

konnen. Dieses Modell ist exakt behandelbar (sogar mit Feld) und wir geben zunichst die exakte
Lésung an:

Die Hamilton-Funktion ist
H = —JZ S§iSi+1- (768)
i

Die Zustandssumme ist

Z=3 eI X it Ji= ] = J/kpT. (7.69)
{si}

Nun geht man von den N Variablen s; zu den N Variablen

Ti 1= 8iSi+1 = +1 (770)
iiber, die ebenfalls unabhingig sind, da
8i = Ti_18i—1 = Li—1Ti—2Ti_3 ... (7.71)
Dann ist
IS Jai Jo o~N\N _oN N F
Z = e i':HZe ’:(e +e ) = 2" cosh™ J (7.72)
{w:} i @i=tl
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und die freie Energie pro Blockspin

f=—-kgTlIn (2 cosh kBLT) (7.73)

ist eine glatte Funktion von ' — keine Anzeichen eines Phaseniibergangs.

7.3.2 Behandlung des 1D Ising-Modells in der Renormierungsgruppen-
Theorie
Die geeignete Methode der Dezimierung ist hier die Ausintegration von Blockspins, da dies exakt

erfolgen kann und keine Probleme mit der Nebenbedingung |s;| = 1 auftreten. Wir wihlen den
Skalierungsparameter b = 2. Wir schreiben die Zustandssumme als

Z2=Y el s = § [0 (7.74)
{si} {s:} @

und benutzen, dass

el +e 7 + s;5i41(e7 — )

eTsisitr — 2 = cosh J + $i8;41 sinh J = cosh J (1 + s;8441 tanh j) .
(7.75)
Hieraus folgt
Z = Z Hcosh J (1 + 8;8441 tanh j) . (7.76)

{si} ¢

Nun summieren wir iiber die moglichen Zustéinde der Spins auf ungeraden Plitzen:

Z

Z Z H cosh? J (1 + S24 824741 tanh j) (1 + S247 4182442 tanh j)

{8041} {804 +1 }2¢

Z Z H COSh2 j (1 + [521'/821'14_1 + 52’i’+132i’+2] tanh j

{s2ir} {321"+1} 24

)
+ 824t 8244152441 S24'42 tanh J)
~—————

=1
Z H cosh® J (1 + 2418941 42 tanh® j) = Z H cosh® J (1 + 8l 8} 1 tanh® j) , (7.77)

{5941} 2¢/ {su} ¢

wobei im letzten Schritt nur die s; renummeriert wurden (Reskalierung). Der Faktor cosh? J gibt
nur eine Konstante in der freien Energie, die wir hier nicht beachten. Abgesehen davon sollen neue
und alte Zustandssumme (oder Hamiltonian) identisch sein:

2 H (1 + 8} 8} 1 tanh? j) = Z H (1 + s} sy 4 tanh j') . (7.78)
{sy} {si,} @

Es folgt ~ ~
J' = artanh tanh® J (7.79)

oder auch symbolisch RyJ = artanh tanh? .J.
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Die Funktion artanh tanh? J sowie mehrere Iterationen Ry fﬁrNeinen bestimmten Startwert .J. Die
Renormierung strebt gegen den Fizpunkt (ausgefiillter Kreis) J* = 0.

(Y|

J=0
o -
T=a T=0

= @
o

Renormierungsgruppen-FluB fiir das eindimensionale Ising-Modell.

zwei Figpunkte: J* = 0 und J* = oo
fiir 0 < J < oo strebt J unter Renormierung nach J* = 0: attraktiver Fixpunkt

J* = oo ist ein repulsiver Fixpunkt

Interpretation: wenn man das System auf immer grofleren Lingenskalen ansieht, wird die scheinbare
Kopplungsstéirke J immer kleiner, oder die Temperatur T immer hoher, es sei denn 7' = 0. Fiir alle
endlichen T strebt das System gegen den ungeordneten oder Hochtemperatur-Fixpunkt —» fiir alle
T > 0 ist das System in der ungeordneten Phase.

Einige wichtige allgemeine Begriffe:

Die Parameter p := (p1, o, - - .), die renormiert werden, spannen den Parameterraum auf.

Ein Punkt p* im Parameterraum, an dem Ry u* = p* gilt, heifit Fizpunkt. I.A. existieren
mehrere Fixpunkte.

Alle Punkte g mit limg, oo (Rp)™ o = limy, 00 Rpp o = p* heiflt Attraktionsbereich (basin of
attraction) des Fixpunktes p*.

Fixpunkte, deren Attraktionsbereich eine Umgebung des Fixpunktes umfafit, heiflen attraktiv.
Fixpunkte, deren Attraktionsbereich nur den Fixpunkt selbst umfafit, heiflen repulsiv.

In hoherdimensionalen Parameterrdumen sind Fixpunkte oft attraktiv in gewissen Richtungen
und repulsiv in den iibrigen, d.h. ihr Attraktionsbereich hat eine geringere Dimension als der
Parameterraum.

7.3.3 Mehrdimensionales Ising-Modell: Migdal-Kadanoff-Methode

Das Beispiel des eindimensionalen Ising-Modells war relativ trivial, da wir die exakte Losung kennen.
Nun versuchen wir dieselbe Renormierungsgruppen-Theorie auf das d-dimensionale Ising-Modell auf
dem hyperkubischen Gitter anzuwenden.
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Das Problem: nach der Ausintegration hat der neue Hamiltonian nicht dieselbe Form wie der al-
te, da zusitzliche Wechselwirkungen diberndchster Nachbarn (und auch 4-Spin-Wechselwirkungen)
auftreten.

Einer von mehreren ndherungsweisen Auswegen ist die Migdal-Kadanoff-Methode, bei der Bin-
dungen verschoben werden. Eine exakte Methode existiert nicht.

/

Migdal-Kadannoff-Methode am Beispiel d = 2, b = 2:

e verschiebe b — 1 von b y-Bindungen J, —> b-fache Bindung bJ,
e dezimiere Blockspins mit zwei Nachbarn wie in einer Dimension

verschiebe b — 1 von b z-Bindungen J, — b-fache Bindung b.J,

dezimiere Blockspins mit zwei Nachbarn wie in einer Dimension

reskaliere Gitterindizes

Nachteil: z- und y-Bindungsstéirken sind nach Renormierungsschritt i.A. verschieden.
In d = 2 ergeben die ersten beiden Schritte

Jy=bly,  Ji=RylJa, (7.80)
wobei die Verallgemeinerung von Ry fiir beliebige b

RyJ, = artanh tanh” J, mit p =2,y (7.81)
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lautet (dies haben wir oben fiir b = 2 gezeigt, allgemeine Zweierpotenzen folgen trivial und fiir
beliebige b ,,raten“ wir den richtigen Ausdruck). Alle vier Schritte ergeben

J,=RybJ,,  J,=bRyJ,. (7.82)
Entsprechend ist fiir beliebige d
J,=b" PRy P, mitp=1,...,d. (7.83)

Wieder bricht diese Transformation die Symmetrie des Gitters. Diese kann durch Mittelungen {iber
alle dquivalenten Richtungen wieder hergestellt werden, was wir hier aber nicht betrachten.

Die Skalenrelation fiir jp ist fiir beliebige reelle b > 1 sinnvoll. Es ist niitzlich, infinitesimale
Renormierungsschritte mit b = €% = 1 4 §1 fiir 8] < ¢ zu betrachten. Fiir diese ist

J’ -\ 14481
» = [L+(d—p)dl]artanh (tanh[l + (p—1)d] Jp)
= J+(d-1)J,dl + % (sinh 2.J,) (In tanh .J,,) 61. (7.84)

Beachte, dass diese Skalenbeziehung unabhéngig von p ist, also wird die Symmetrie zwischen den
verschiedenen Raumrichtungen wieder hergestellt und wir miissen nur eine Kopplung J betrachten.
Es folgt eine Differentialgleichung fiir die Anderung von J mit der Léingenskala I:

dJj

== 1)J + = (sinh 2.J) (Intanh .J). (7.85)

1
2

<0 fiir J>0
Wir betrachten wieder die Fixpunkte (aus d.J/dl = 0):

e d = 1: nur ein attraktiven Fixpunkt bei Null

e d > 1: ein attraktiver Fixpunkt bei Null sowie ein repulsiver Fixpunkt J* > 0 (Ising-Fizpunkt)

Unendlich ist kein eigentlicher Fixpunkt, da dJ/dl # 0. Aber die relative Anderung J—'d.J/dI
verschwindet, insofern kénnen wir co nicht ganz exakt trotzdem als Fixpunkt ansehen.

J=0 J J= o
o w o P o
T=am T T=0

Renormierungsgruppen-Fluf} fiir das Ising-Modell mit d > 1.

Interpretation des Ergebnisses: wir halten die Wechselwirkung J konstant und renormieren nur die
Temperatur T'. Die wahre (unrenormierte, nackte) Temperatur T'(! = 0) bestimmt einen Punkt im
Parameterraum, d.h. hier auf dem Interval [0, oo[. Bei der Renormierung dndert sich die scheinbare
Temperatur gemif

ar  T?dJ T2 (2] J
ﬁ = —7 E = —€T — ﬁ (smh T) (lntanh T) (786)
mit € := d — 1. Entwicklung bis zur zweiten Ordnung in T ergibt
dT 177
— T+ - —. .
7 €T + 57 (7.87)
Wir sehen, dass der nicht triviale Fixpunkt bei
T*=2J=2(d-1)J (7.88)

liegt. Der neue Fixpunkt 16st sich vom Tieftemperatur-Fixpunkt T' = 0 fiir d > 1.

Die Renormierung bedeutet, dass wir das System auf immer gréberen Lingenskalen [ ansehen.
Je nachdem, ob die wahre Temperatur 7'(0) > T oder < T™* ist, strebt T gegen Null oder unendlich.
Im ersten Fall erscheint das System nach Renormierung kélter, d.h. stirker geordnet und man ist
in der geordneten Phase. Im zweiten Fall ist man entsprechend in der ungeordneten Phase. Also ist
T(0) = T* die Bedingung fiir den Phaseniibergang und T, = T*.
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e Der repulsive Fixpunkt entspricht einem Phaseniibergang.

e Die attraktiven Fixpunkte entsprechen den stabilen Phasen des Systems.

Wir wollen noch andeuten, wie man kritische Exponenten aus dieser Renormierungsgruppen-Be-
schreibung erhilt. Wir miissen offenbar die Umgebung des Ising-Fixpunktes betrachten, T' = T™ +
0T . Hier gilt
déT dT T*
—_— = — =2 — — T =€dT. .
p 7l ( e+ J>6 €d (7.89)
Dies 1483t sich aufintegrieren:

6T (1) = 6T (0) e (7.90)
oder in unserer alter Notation #(I) = ¢(0)e. Die Skalierung der Korrelationslinge gehorcht, wie
jede Lange, der Gleichung

) =¢€0) e (7.91)

=1/b

Andererseits ist nach Definition nahe am kritischen Punkt & ~ [¢|~". Es folgt

@ — -1 _ |t(l)| _V: eél —v

qo = < =(won) = (7.92)
11

= V= oTioT (7.93)

Fiir d = 2 kennen wir das exakte Ergebnis: v = 1, siehe 6.2, was mit dem Renormierungsgruppen-
Ergebnis {ibereinstimmt. Fiir d = 3 ist der tatsdchliche Exponent jedoch v ~ 0.63 anstatt v = 0.5.

7.4 Renormierungsgruppen-Fliisse beim Heisenberg-Modell

Das Heisenberg-Modell oder O(3)-Vektormodell in d Dimensionen kann mit Hilfe der Renormierung
im Impulsraum, siehe 7.2.4, behandelt werden. Die (komplizierte) Rechnung ist bei Chaikin und
Lubensky angegeben. Wir benutzen hier nur das Resultat zur Diskussion typischer Eigenschaften
der Renormierungsgruppe.

7

‘///////1///////"‘ 7

2

NN

)
//’/‘//////’//’///7’/’/’

7/ 7
Wir betrachten den reduzierten Block- amoman 7
H _ a2 B g N2
i _g (2 $*+558 +(2) 5.3 [5() = S(x)] (7.94)
mit & = a/kpT usw. Es sei jetzt
e=4-—d. (7.95)

Unter der Renormierungsgruppen-Transformation Ry mit b = €%, §l < 1, skalieren die Energie-
Parameter &, 3 und 4 sowie das Feld S. Da S nicht abhiingig von den iibrigen Parametern ist, hat
man die Freiheit, einen Skalenexponenten zu wéhlen. Dies geschiet so, dass d¥/dl = 0 gilt (7 ist
invariant). Dann lauten die Rekursionsgleichungen

da A
i _ B
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in linearer Ordnung in € (K, ist eine dimensionsabhiingige Konstante). Sie entkoppeln von der
Renormierung der Spins.

o

d>4 d<4

Renormierungsgruppen-Flisse (Trajektorien der renormierten Parameter fiir variierendes () fiir das
d-dimensionale Heisenberg-Modell. Die gestrichelte Linie beschreibt jeweils die unrenormierten wah-
ren Parameter fiir ein bestimmtes System als Funktion der Temperatur (oder einer anderen Grofie).
Links: fiir d > d. = 4 existiert nur ein Gauf’scher Fizpunkt G fiir endliche Parameter-Werte,
nimlich & = 0, 8 = 0. Fiir & > 0 wird a(l) unter Renormierung beliebig grol — Hochtemperatur-
Phase. Fiir & < 0 wird a(l) betragsmiBig beliebig gro8 und bleibt negativ — Tieftemperatur-
Phase. Der Phaseniibergang findet also bei @ = 0 statt — Gauf’sche Naherung gilt, siehe 4.2.6.
Rechts: fiir d < d. = 4 existiert ein repulsiver Gauf8’scher Fixpunkt G sowie ein Heisenberg-
Fizpunkt H bei &* < 0, 3* > 0. Die beiden Phasen simmen mit denen fiir d > 4 iiberein. Der
Phasentiibergang findet statt, wenn die Kurve der unrenormierten Parameter den Attraktionsbereich
von H (dicke Gerade) schneidet. Es ist insbesondere T. < Ty (mean-field Ubergangstemperatur).

Ein Phaseniibergang findet statt, wenn die unrenormierten Parameter das At-
traktionsbereich eines nicht in allen Richtungen attraktiven Fixpunktes schnei-
den.

Wie kann man das kritische Verhalten aus der Renormierungsgruppe ermitteln? Fiir d < 4 und
kleines € = 4 — d liegt der Heisenberg Fixpunkt (da/dl = dS/dl = 0) bei

5e

@t = —ﬁ+0(e2) (7.98)
3* =]£Q+o@) (7.99)

Linearisierung der Rekursionsgleichungen fiir 6o := & — &* und 68 := 3 — 3* ergibt

déa/dl\ [ 2-5e/11 5K4/(1+ a*) da
(aapra) = (* 7% ~ 5) (7-100)
Diagonalisierung ergibt
Eigenwert 2 —5¢/11 fiir Eigenvektor (1,0), (7.101)
Eigenwert —€ fiir Eigenvektor entlang des Attraktionsbereiches. )

e wegen a ~T — T, ~ t skaliert @ wie t — A\ = 2 — 5e/11
e )\; > 0 fiir kleine ¢ — Temperatur ist relevant

e der zweite Eigenwert ist —e < 0 — die entsprechende Linearkombination von & und B ist
irrelevant
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Der Skalenexponent der Temperatur ist Ay = 1/v (wo £ ~ |t|7V), siehe 7.3.3. Also hier:

1

v

Fiir d = 3 erhélt man v = 1/(2—5/11) = 0.65. Der tatsichliche Wert liegt bei v &~ 0.71. Allgemein:

e FluB zum Fixpunkt hin — negativer Skalenexponent — irrelevantes Feld

e Flufl vom Fixpunkt fort — positiver Skalenexponent — relevantes Feld

///////////
7
7

Die Abbildung illustriert das folgende wichtige Ergebnis:

Liegen die unrenormierten Parameter irgendwo in der Nidhe des Attraktionsbe-
reiches eines Fixpunktes, der einen Phaseniibergang beschreibt, so flielen die Pa-
rameter unter Renormierung i.A. zun&chst zu diesem hin, dann aber von diesem
fort bestimmt durch die positiven Skalenerponenten des Fixpunktes. Alle Systeme
dieser Art zeigen dasselbe kritische Verhalten — dieselbe Universalititsklasse.

Liegen die Parameter weiter entfernt vom Attraktionsbereich, so zeigt die Renormierung typi-
scherweise die Skalenexponenten des repulsiven Fixpunktes (im Beispiel des Gauf’schen), d.h. hier
v = 1/2. Zwischen dem durch verschiedene Fixpunkte dominierten Verhalten besteht ein stetiger
Ubergang, also ein crossover.

Zusammenfassung;:

o Attraktive Fixpunkte, oft im Unendlichen, beschreiben die stabilen Phasen des Systems.

o Teilweise attraktive Fixpunkte beschreiben, zusammen mit ihren Attraktionsbereichen, die
kontinuierlichen Phasentiibergéinge. Das kritische Verhalten hingt nur von den Eigenschaften
des Fixpunktes ab.

¢ Repulsive Fixpunkte bestimmen die Skaleneigenschaften weit entfernt von Phaseniibergingen.

7.5 Berezinskii-Kosterlitz-Thouless-Theorie

7.5.1 Einfiihrung

Als letztes Beispiel fiir Renormierungsgruppen-Theorien betrachten wir die Berezinskii-Kosterlitz-
Thouless- (BKT-) Theorie fiir das zweidimensionale XY-Modell. Sie wurde erfolgreich auf zahlreiche
Systeme angewandt:
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System Objekte der BKT-Theorie
diinne Filme aus superfluidem *He Vortizes
zweidimensionales neutrales Plasma (,, Coulomb-Gas“) geladene Teilchen
supraleitende diinne Filme (konventionelle und Kuprate) Vortizes

einzelne Ebenen von Kuprat-Supraleitern Vortizes

Josephson junction arrays Vortizes

zweidimensionale Kristalle (Wigner-Kristall, Vortex-Gitter) Versetzungen, Disklinationen
XY-Modell des Magnetismus in zwei Dimensionen Vortizes

ferromagnetische diinne Filme mit leichter Ebene Meronen
antiferromagnetische diinne Filme mit leichter Ebene Meronen

u.a.

Wir benutzen die fiir das XY -Modell angemessenen Begriffe. Die wesentliche Physik ist:

e Vortizes (k = 1) und Antivortizes (k = —1) werden thermisch paarweise erzeugt (mit Ak = 0)
e Vortizes und Antivortizes ziehen sich an und haben die Tendenz gebundene Paare zu bilden
e die Paare wechselwirken miteinander, kleine Paare werden im Feld grofler Paare polarisiert

e die Polarisation fiihrt zu einer teilweisen Abschirmung der Wechselwirkung grofier Paare (dhn-
lich zur makroskopischen Elektrostatik)

¢ bei hinreichend hoher Temperatur, wenn viele Paare thermisch erzeugt werden, kann die Ab-
schirmung fiir sehr grofle Paare vollstindig werden und grofle Paare brechen auf

o die resultierenden freien Vortizes zerstdren die Ordnung

Wir erinnern uns zunichst an das Verhalten des zweidimensionalen XY -Modells in der Gaufy’schen
Niherung, siehe 4.4.2. Der Ordnungsparameter sei

(1) cos
o= (2) =+ (320

Das Modell zeigt fiir T' < Ty quasi-langreichweitige Ordnung, die Korrelationsfunktion des Ord-
nungsparameters ist

Di; (%) = (i(x);(0)) ~ 65 |x| K8 T/2m19" = §,; |x|~kBT/2mr (7.104)

wobei ¢ das Landau-Resultat fiir den Ordnungsparameter ist. x := 752 ist die Spinsteifigkeit: fiir
grofles « fillt die Korrelationsfunktion langsam ab — die Ordnung ist steif. k gibt auch an, wieviel
Energie Spinwellen kosten: ihr Anteil an der Energie ist, in der Gaufy’schen Niherung

1 *
Ey =5 sg*¢* (@)v(a), (7.105)
q
siehe 4.4.1. Wir wollen nun die Effekte von Vortizes verstehen.

7.5.2 Kosterlitz-Renormierungsgruppe

Die Rekursionsgleichungen der BKT-Theorie lassen sich auf mehreren Wegen herleiten. Wir be-
trachten die Herleitung im formalen Rahmen der Renormierungsgruppen-Theorie (Kosterlitz 1974).
Die Vortizes haben nach 5.1.1 die Wechselwirkung

V(r) = —2akiks k In ri (7.106)
c

und die Core-Energie E.. k1, k2 sind die Vortizitdten. Die groflkanonische Zustandssumme der

Vortizes ist

2N

1 d’r dr ﬂz Ir; — 1y
Z: _2NﬁEc _1/ 2N _= _2 1. 1 1 7 . 1
; (N‘)2 ¢ Dy 2 Dan 72 P 2 175]( W)kzk] o T (7 07)

e N ist die Anzahl der Vortizes = Anzahl der Antivortizes

78



e 1/(N")? driickt Ununterscheidbarkeit aus
o y:= e PF: ist die Fugazitit
e die Integrationsgebiete D; umfassen den gesamten zweidimensionalen Raum mit Ausnahme

von Kreisscheiben des Radius 7 zentriert um alle Vortizes (und Antivortizes) mit Nummern
j < i — der minimale Abstand von Vortizes (und Antivortizes) ist 7

s T=r,
Programm der Renormierungsgruppen-Theorie von Kosterlitz:

1. fithre die Integrale {iber r;, r; fiir das kleinste Paar ndherungsweise aus,

2. renormiere die Parameter (hier y und x) der {ibrigen Vortizes so, dass die Zustandssumme
invariant bleibt,

3. reskaliere die Lingenskala .

Eine wesentliche Annahme ist nun, dass das kleinste Paar aus einem Vortex und einem Antivortex
besteht. Dies ist verniinftig, da sich diese anziehen, wéhrend sich gleichnamige Defekte abstoflen.
Wir integrieren nun Paare der Grofle 7 < r < 7 + d7 aus. Dies entspricht der folgenden Aufteilung
des Integrationsbereiches:

. 1 .
d*ry --- d*ron = d’ry--- d’ron + 3 E d’ry - -- d*ron
Dy Dan D; D, i#£j \Di Dy

v

ohne i und j

x/ d%«,-/ d*r; Ops =k, - (7.108)
D; T<|rs—r;|<THdT

Die D} entsprechen den D;, aber mit einem Radius der Kreisscheiben von 7 + dr anstatt 7. D; ist
die gesamte Fliche ohne Kreisscheiben des Radius 7 um alle Vortizes n # i, j. Das letzte Integral
umfaft offensichtlich einen Kreisring um Vortex j mit Radien 7 und 7+dr. Das Kronecker-§-Symbol
Ok;,—k; stellt sicher, dass das kleinste Paar ein Vortex-Antivortex-Paar ist. Beachte: dies ist noch
eine weitere Methode der Dezimierung. Diese ist kontinuierlich, arbeitet aber im Ortsraum.

%

7

Wir wenden die Vorschrift nun auf die Zustandssumme Z an (nur die wesentlichen Zwischenergeb-
nisse sind angegeben). Der von r; und r; abhiingige Faktor im Integrand ergibt

o = / &r; exp( 208 Y kakj & L 11 QP 3 kakj s n T =Tl
TIri—rs|<rtdr nii ni 4
+27k In u) (7.109)
T
wobei wir ¢; = —g; benutzt haben. Das Integral kann n&herungsweise berechnet werden, wenn man

beriicksichtigt, dass |r; —r;| = 7 und |r, —r;| > 7 fiir fast alle n. Einfiihrung von Polarkoordinaten
und Entwicklung fiir kleine 7 ergibt

—7r:). —r.) 2
T, = 2nrdr <1+7r2ﬂ252 3 kkn (tm —15) - (T = 15) 7 ) (7.110)

2l 2
m,n#i,j [tm — ;% [rn — 1]
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Integration iiber r; ergibt

/dzr]L—Qm'dT <A+w2ﬂ2 2N kmkar /d2 (em —r5) - (fn — "J)> (7.111)

i mn#i,j K [tm — ;% [rn — 152

wobei A die Fliche des Systems ist (A — 00). Das verbliebene Integral ist

dsz (rm — I'j)2- (rp — I'jg —9271n E —27(1 = Gppp) In w, (7.112)
b; [t — 1% [rn — 1] T T

wobei R der typische Radius des Systems ist. Der Term mit R divergiert, verschwindet aber bei
Ausfiihrung der Summe Das Ergebnis ist

Jy

Ausfiihrung der Summe tiiber i, j ergibt

—Z/ d*r; T, = 2n7 dr <N2A 2r° 82621 Y (N = 1) kmkn In @) (7.114)

i#£j m#n etc.

m,n#i,j"

d’r; T, = 2n7dr (A—27r3ﬂ2 72 Z Z kmkn ln |> (7.113)

i m#i,j n#i,j,m

wobei wir Terme der Ordnung N° vernachléssigt haben. Wenn dieses Ergebnis in die Vorschrift fiir
die Zustandssumme eingesetzt wird, enthilt diese nun zwei Terme: der erste entspricht der vollen
Zustandssumme mit den D; ersetzt durch D} und der zweite aufgrund der Renormierung lautet

> &

N:l

2N
( ) d’ry - -- d’ron 2nr dr <N2A —2r8 3% Kk2 12
ID Dy P

2N —2 Integrale

x > (N=1knk, In [T nl)exp(—ﬂ'ﬂ > kikj s % ) (7.115)

m#n etc. z;é]

(2N —2)(2N —3) Summanden

S

Nun benennen wir in diesem Term N in N + 1 um. Dann enthalten beide Terme in Z gerade
2N zweidimensionale Integrale. Wir schreiben alle Gréflen linear in dr in den Exponenten mittels
1+ adr = e*?7. Es folgt

2 1 2N
7' = exp [27r (7‘1_/—2) TdTA] ; R (7‘1_1—2) /Dlld21“1--- D;Nd2r2N

d i
X exp l - g Z (—27”6 + 87t By’ K? ?T) kik; In w] . (7.116)

i#j

Nun folgt die Reskalierung, in der 7 + dr durch 7 ersetzt wird, oder 7 durch 7" — dr. Dies ist nur
in Termen relevant, die nicht bereits linear in dr sind. Diese Terme sind zum einen

1 1 1+ 2dr/7
i I~ 7.117
2 (7! —dr)? ()2 ( )

und zum anderen

exp<§ Z(—zﬂ'/‘&)kikj 1n7> = exp<§ Z(—Z'ﬂ':"i)kz‘kj In(7' — dT))

i#] i#]

= exp (g Z(—Zwm)kikj lnT'> exp<§ Z(—Qmi)kikj [—f_—T] )

i#j i#]

exp (g z(—Qﬂ'K/)kikj In 7") (1 — K d—T) . (7.118)

i#]

IR
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Einsetzen in die Zustandssumme ergibt schlie3lich
Yy 2 1 y 2N dr
AR 21 | —= ) 'drA — (=L _ ar
eXp[W((T'V) “ara| S o (o) [1re-me]

N
d .
X d?ry - / d*ron exp —é Z (—27m+ 87 By? k2 —T) kik; In u . (7.119)
7 ] 2 TI TI

Di Din i#]

2N

Wir diskutieren jetzt die renormierte Zustandssumme: Z' enthilt den Faktor

2
Zy = exp [27r (%) Tdr A] , (7.120)
T

der die Zustandssumme des ausintegrierten Paares darstellt. Er ist irrelevant fiir die Renormierung
von k und y. Die Zustandssumme Z' ist ansonsten identisch mit Z, wenn wir setzen

d
y(r') = [l + (2 — 7Pk) T—T] y(7) (7.121)
! 39,2,2 dr
(1) = w(r) —Ar° By w7 (1) . (7.122)
Mit der logarithmischen Léingenskala
l=m’ a=% (7.123)
Te T

und der {iblichen Definition der reduzierten Steifigkeit
K := 8k (7.124)

lassen sich die Renormierungen auch schreiben als

d

d—ll’ 2 - nK)y (7.125)
K
dd—l = —4riy’K2. (7.126)

Dies sind die Kosterlitz-Rekursionsgleichungen der BKT-Theorie. Sie unterliegen den Anfangsbe-
dingungen

—2
y(1=0) = e PE- und  K(I=0) = & (7.127)
ksT
7.5.3 Ergebnisse der BKT-Theorie
Nun wollen wir die Kosterlitz-Rekursionsgleichungen auswerten. Man sieht leicht, dass
dC 2
— =0 fi =22 — — — . .
7 0 fir C =2r"y = In K (7.128)

C ist also invariant unter Renormierung, d.h. eine Erhaltungsgrife oder ein Integral des Differen-
tialgleichungs-Systems. Es folgt

2 /1 1 K
oy =2yl + = | = — — In — 12
m? =+ 2 (- ) g (7.129)

wobei yo und K die unrenormierten Parameter sind. Diese Gleichung gibt die exakten Renormie-
rungsgruppen-Fliisse an.
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Linie von Fixpunkten

2/ K

Renormierungsgruppen-Fliisse der BKT-Theorie. K ist die reduzierte Steifigkeit, die den Widerstand
des Systems gegen Drehungen der Spins beschreibt, und auch die Stirke der Vortex-Antivortex-
Wechselwirkung. y ist die Fugazitéit, die die Wahrscheinlichkeit der thermischen Erzeugung von
Vortizes angibt. Die renormierten Parameter lassen sich als Wechselwirkungsstérke bzw. Fugazitit
von Paaren der Groe 7 = r.e! interpretieren (genauer ist y? die Paar-Fugazitit). Die gestrichelte
Linie beschreibt die unrenormierten Parameter fiir ein spezielles System. Wir diskutieren nun die
Hoch- und die Tieftemperaturphase:

(a) Die Hochtemperaturphase wird durch den Fixpunkt y* = oo, K* = 0 charakterisiert. Alle
Startwerte oberhalb der Separatriz (= Attraktionsbereich des Fixpunktes y* = 0, K* = 2/7) flieflen
zum Hochtemperatur-Fixpunkt. Der Schnittpunkt der Kurve der unrenormierten Parameter und der
Separatrix definiert die Ubergangstemperatur Ts.

e y — oo: grofle Paare sind hiufig

e K — 0: die Wechselwirkung grofler Paare ist vollstéindig abgeschirmt — freie Vortizes
Formal divergiert die Vortexdichte, was im Widerspruch zur Annahme eines minimalen Abstandes
r. steht. Man bendtigt einen Abschneideparameter £ oder hthere Terme in den Rekursionsglei-

chungen. Mit Hilfe hoherer Terme lassen sich die folgenden Aussagen rigoros beweisen. Man wihlt
als ad hoc Kriterium fiir den Abschneideparameter z.B.

y(&) =1, (7.130)

da fiir y > 1 die renormierte Core-Energie negativ wire, was unphysikalisch ist. Paare der Grofle
r > &, werden als freie Vortizes angesehen. Thre Dichte ist offenbar

ng ~1/€4, (7.131)

da &, fiir die freien Vortizes die einzige Langenskala ist. £, 148t sich aus den Rekursionsgleichungen
ermitteln: fir t = (T — T,.) /T, < 1 ist

&y = roexp (b til/z) = Ngy ~ %2 exp (—Zb t*1/2) , (7.132)

wobei b eine nicht universelle Konstante ist. Fiir T < T, erwarten wir natiirlich ng, = 0. Es ist
offensichtlich, dass freie Vortizes die magnetische Ordnung stark storen. Da die freien Vortizes un-
korreliert sind, kann sich an der Stelle eines Vortex ebensogut ein Antivortex befinden. Die Korrela-
tionsfunktion der Spins ist also kurzreichweitig mit der Korrelationslinge £ ~ £,. Da £ fiir T — T,
exponentiell divergiert, ist der kritische Exponent

v = o0. (7.133)

Wir betrachten noch die freie Energiedichte f(T'). Wir zerlegen f in eine Anteil f, von den ge-
bundenen Paaren (7 < £;) und einen Anteil fr von den freien Vortizes (1 > £;). Da K und y
fiir gegebene Paargrofie 7 glatte Funktionen der Temperatur sind, sollte f, ebenfalls glatt in T ist.
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Der Anteil fg fiir freie Vortizes muss andererseits proportional zu ng sein, das zwar eine essentielle
Singularitdt bei T = T, hat, aber beliebig oft differenzierbar ist. Speziell folgt, dass der kritische
Exponent der spezifischen Wirme

a=0 (7.134)

ist und allgemein:

Der Phaseniibergang des zweidimensionalen XY -Modells (BKT-Ubergang) ist
von der Ordnung unendlich, da alle Ableitungen der freien Energie nach ihrer
natiirlichen Variablen T stetig sind.

(b) Die Tieftemperaturphase ist durch eine Linie von Fizpunkten y* = 0, K* > 2/ charakterisiert.
Alle Startwerte auf oder unterhalb der Separatrix flieflen zu dieser Linie.

e y — 0: grofle Paare sind beliebig selten

e K » K(x)=Kpg >2/m, Kg < K(r.) = Ky: die Steifigkeit wird durch Renormierung kleiner,
bleibt aber endlich — abgeschwiichte, aber logarithmische Wechselwirkung grofler Paare (kosten
beliebig viel Energie)

Da jede Temperatur zu einem anderen Fixpunkt gehort, entspricht jeder Temperatur T' < T, ei-
gentlich eine eigene Phase. Das System ist fiir alle T < T, kritisch. Insbesondere erwartet man
temperaturabhingige kritische Exponenten. Beachte auch, dass fiir kleine Abweichungen § K von Kg
gilt d6K/dl = 0 = 6K = const ~ e*«! mit A = 0. K ist also marginal. Allgemein treten marginale
Felder auf, wenn Fixpunkte (nicht nulldimensionale) Mannigfaltigkeiten bilden.

Die renormierte Steifigkeit K fiir T — T, kann aus der Invarianten C' ermittelt werden. Man
stellt zunéchst fest, dass C(T,) = —1 — In(2/7) und C = C(T.) + C't fiir |t| < 1. Mit y — 0 folgt

2 2 2\°
Za T (KR - —> , (7.135)
™

2
C'tEC—C(TC)z—T—anR—{—l—l-In S -

TR
wo wir die rechte Seite nach Kr — 2/m = Kg — Kg(T.) entwickelt haben. Es folgt

2
Kp=—+/Bli (7.136)

mit einer nicht universellen Konstante B. Fiir T > T, ist Kg = 0. Allgemein ist Kg < K(r.) = Ko
und die unrenormierte Steifigkeit Ky = 752 JkBT ist

Ko~To—T (7.137)

fir T = Ty > T,. Insgesamt ergibt sich folgendes Bild:

K A E.A

QLRO

20T \'\\;\' """
SRO

Te T To T W2 1UKo~T

Links: Die renormierte Steifigkeit K gemifl der BKT-Theorie (dicke Kurve) sowie die unrenor-
mierte Steifigkeit K (gestrichelte Kurve). Rechts: Phasendiagramm gemifi der BKT-Theorie.

K, zeigt bei T, einen Sprung vom universellen Wert 2/ auf Null. Dieser Wert ist entscheidend
fiir den experimentellen Nachweis eines BKT-Uberganges. Da K < Ky, ergibt Ko(T) = 2/7 eine
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obere Schranke fiir die Ubergangstemperatur. Da Ko ~ Ty — T ist Ty — T und damit Ty — T}, i.A.
nicht klein gegeniiber Tj.

Nach der Definition eines Ordnungsparameters in 2.2 kann man sagen, dass Kg der Ordnungs-
parameter der BKT-Theorie ist. Kg ist jedoch keine Ableitung der freien Energie, da diese ja alle
stetig sind.

Nun werden die Vortex-Antivortex-Paare auch von Spinwellen polarisiert und verringern daher
deren Energie (Steifigkeit). Man nimmt an, dass die renormierte Steifigkeit K (7), die aus der Vortex-
Wechselwirkung berechnet wurde, auch fiir Spinwellen der Wellenldinge A = 7 gilt. Entsprechend
nimmt man fiir die Korrelationsfunktion fiir 7' < 7T, das Ergebnis der Gauf’schen N&herung aus

4.4.2 und ersetzt fiir grofle Lingenskalen K = 752/193T durch K = K(17 = 00):

—2

Dijiaus(X) ~ O |x|TFBT/2m197 = |x| 71/ Ko (7.138)

Dijmrr(x) ~ &y [x|72TR = 655 0x| 7" (7.139)
1

= . .14

= n 9nKn (7.140)

Wir sehen, dass der Exponent 7 temperaturabhiingig ist, wie oben vermutet. Speziell gilt
n(T,) == (7.141)

und 0 < 9(T) < 1/4fiir T < T,.. Fiir T, < T < Ty ist n = oo — Korrelationen fallen schneller ab als
jedes Potenzgesetz, in Ubereinstimmung mit dem obigen Argument fiir kurzreichweitige Ordnung.

Die BKT-Theorie 148t sich experimentell z.B. an supraleitenden Filmen tiiberpriifen, fiir die
niimlich die Spannung V und der Strom I gem#fl V ~ I't1/(20) = (47K zusammenhiingen. Die
BKT-Theorie wird i.A. gut bestitigt. Insbesondere gilt genau am Ubergang n = 1/4, also V ~ I®.
Fir T < T, ist der Exponent grofer und fir T > T, ist V ~ I', d.h. man findet Ohm’sches
Verhalten.

Weiter ist der Vergleich mit dem 6- Vertez-F-Modell moglich, das vermutlich zu derselben Univer-
salitdtsklasse wie das zweidimensionale XY -Modell gehort. Die Ergebnisse beziiglich des kritischen
Verhaltens stimmen {iberein — BKT-Theorie gilt hinreichend nahe bei T, wahrscheinlich exakt.
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Anhang A

Aufgaben

A.1 Kritische Exponenten eines zweidimensionalen Ferro-
magneten

Die Magnetisierung von zweidimensionalen, isotropen Ferromagneten héngt in komplizierter Weise
von Temperatur und Magnetfeld ab. Als einfaches Modell hierfiir betrachten wir folgende Zustands-
gleichung:

m H

mit einer Konstanten b. Skizziere das Phasendiagramm. Berechne die isotherme Suszeptibilitit

om
= - A2
Xr (6H) . (4-2)
und bestimme die kritischen Exponenten v und 4.

Losung: Der normale kritische Punkt des Ferromagneten ist nach 7, = 0, H. = 0 verschoben. Dass
es sich tatséchlich um einen kritischen Punkt handelt sieht man z.B. an der Suszeptibilitiit

b H b
XT Texp( bT) T fir H=0,T7 >0 (A.3)

Demnach ist v = 1. Die Magnetisierung fiir 7' =0 und H > 0 ist
m=mo~ H® = H'S, (A.4)

also 6 = oo.

A.2 Konstruktion von Landau-Theorien

A.2.1 Anisotroper Ferromagnet

Wir betrachten einen kubischen Ferromagneten. Aufgrund der Spin-Bahn-Wechselwirkung spiiren
die Spins die rdumliche Symmetrie, oder genauer den Mangel derselben.

(a) Wie lautet das thermodynamische Potential bis zur vierten Ordnung in der Magnetisie-
rung M fiir diesen Fall? Was dndert sich fiir einen tetragonalen Kristall? Fiir eine Monolage mit
Quadratgitter?

(b) Wie grof} ist jeweils die Entartung des Gleichgewichtszustands? Diskutiere auch die Richtung
von M fiir nicht verschwindendes dufleres Feld H.

A.2.2 Superfluides ‘He

In einem nicht wechselwirkenden Bose-Gas mit T' < T, befindet sich ein makroskopischer Anteil der
Teilchen im Grundzustand, die iibrigen besetzen angeregte Zustinde. Analog kann man ein Zwei-
Flissigkeits-Modell fiir *He aufstellen, das ein stark wechselwirkendes Bose-Gas ist. Dabei geht man
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davon aus, dass sich ein Teil der Heliumatome in demselben Quantenzustand befindet, dem Kon-
densat, das durch eine komplexe Einteilchen-Wellenfunktion ¢ (r) beschrieben wird. Experimentell
findet man, dass ¢ im Gleichgewicht raumlich konstant ist. Oberhalb des A-Ubergangs ist ¢ = 0,
darunter ist ¢ # 0. Demnach ist 1 ein geeigneter Ordnungsparameter.

(a) Gib die freie Enthalpie G von *He in der Nihe des Phaseniibergangs bis zur vierten Ordnung
in ¢ an. Beachte, dass in der Quantenmechanik die globale Phase einer Wellenfunktion unbeobacht-
bar ist.

(b) Diskutiere den Gleichgewichtszustand fiir T > T, und T < T, sowie das Verhalten des
Systems gegeniiber langwelligen Storungen des Ordnungsparameters.

(c) Betrachte die Dichte p,, der ,normalen“ Atome, die sich nicht im Kondensat befinden, als
sekundiiren Ordnungsparameter. Gib G unter Einschlufl von p,, an und bestimme p,,(T') nahe des
Phaseniibergangs. Zeige, dass sich die Symmetrie von G dadurch nicht &ndert (Hinweis: driicke p,
im Gleichgewicht durch v aus). Bestimme den Beitrag von p,, zur spezifischen Wirme.

A.2.3 Uniaxialer Ferromagnet mit Ubergang erster Ordnung

Betrachte einen uniaxialen Ferromagneten mit der freien Energie

F(T, M) = g(T —Ty) M2 + g M4y % MS (A.5)
(a>0,8<0,v>0). Die freie Enthalpie im Feld ist dann
G(T,H) = g(T ~To) M? + g M4+ % MS —HM. (A.6)

(a) Skizziere und Diskutiere das Phasendiagramm im Raum (7, H) unter Einschlufl der Ko-
existenzgebiete. Hinweis: betrachte zunfchst das Phasendiagramm fiir den ,normalen“ Fall g > 0,
v 2>0.

(b) Berechne die Entropie S(T") bei H = 0. Was sagt das Ergebnis iiber die Ordnung des
Phaseniibergangs?

(c) Berechne die Suszeptibilitit x7(7T") und die spezifischen Wirme Cy(T) bei H = 0 in der
Nihe des Phaseniibergangs. Ist es moglich und sinnvoll, fiir dieses Modell kritische Exponenten zu
definieren?

Losung: (a) Fiir das angegebene Potential G:

b

Vb

Die Punkte entsprechen kritischen Punkten. ,Schmetterlings-Katastrophe“ in der Sprache der Ka-

tastrophen-Theorie.
F
0 - (ow)
9 T

(b) Zu lssen:
= a(T —Tyo) M + M3 + yM>
= 0 = a(T —Ty)+BM?* +yM* oder M =0

- "y a(T—T,
Lo = PEVP 277‘1( 0 sder M =0 (A7)
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(nur Zeichen ,,+“ entspricht einem Minimum). M springt bei T, von der trivialen Losung auf eine

endliche Lésung.
oOF a .

Die Entropie hat ebenfalls einen Sprung bei T. um AS = aM?(T.)/2. Der Ubergang ist erster
Ordnung. Die latende Wérme ist

AQ =T.AS = ch M2(T.). (A.9)

(c) Suszeptibilitit: die Magnetisierung fiir kleine H ist M = M(H = 0) + xrH = Mo + xrH.
Daher:

0 = a(T—-Ty) M+ BM? +yM° - H
=~ a(T — To) Mo + BME + v ME + a(T — To) xrH + 38M2xrH + 5yMixrH
- H+ O(H?)
1
= XT = . (A.10)

a(T — To) + 38ME + 5y M

o fiir T < T, ist Mo(T) # 0; es tritt kein Pol auf, da a(T — Ty) + 33ME + 5yMy > a(T — Tp) +
BMEZ +~yMg =0

e fiir T > T¢ ist Mo(T') =0, also x7 = [a(T - To)]~! — scheinbar normales kritisches (Curie-)
Verhalten mit Ubergang bei Ty (nicht T¢.!) und Exponent v =1

e bei T = T, macht yr einen Sprung — man kénnte Exponenten definieren, hier y =+' =0

Allgemein kann einem Ubergang erster Ordnung nichttriviales kritisches Verhalten iiberlagert sein,
Exponenten enthalten dann durchaus Information.
Spezifische Wiarme: Zu berechnen ist

oS
Cw =T (a—T)H

_r8 (5M3>
2\ 'aT /,

a —4va

-T—
8y /B2 — 4va(T - Tp)

a2

N 2\/ﬁ2 4y a(T - To) (A1)

fir T < T.. Fiir T > T, ist Cg = 0. Bei T = T, ist die erste Lésung stetig und nicht Null —
Sprung in Cg, =4 =0.

Il

A.2.4 Landau-Theorie am trikritischen Punkt

Wir gehen vom ferroelektrischen Modell

B 4

G=G+ (T —To)p2+ pt+ 2ot (A.12)

(v > 0) aus. Es hat einen trikritischen Punkt bei 8 = 0. Bestimme die kritischen Exponenten 8 und
0 an diesem Punkt, vergleiche mit den normalen Ergebnissen der Landau-Theorie (8 = 1/2, 6 = 3).
Zur Erinnerung: p2 ~ (T, — T, E, ~ (p2)°.

A.3 BCS-Theorie der Supraleitung

(a) Zeige, dass die Quasiteilchen, die man aus der Bogoliubov-Valatin-Transformation

Yy = ukaT—kaT_k\L (A.13)

Yokp = UCoil + kOl (A.14)
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erhélt, der Fermi-Statistik gehorchen.
(b) Die BCS-Theorie ergibt (fiir s-Wellen-Symmetrie von A) die Gap-Gleichung

/BEk
Z Ui Ek - (A.15)

mit By = ([2t(cos kya + cos kya) — pu]? + A?)1/2. Da die Quasiteilchen eine Superposition von Elek-
tronen und Lochern darstellen, ist die Teilchenzahl im BCS-Grundzustand nicht scharf. Wie kann
man die BCS-Theorie bei konstanter Teilchenzahl N formulieren?

Lésung: (a) Berechne einfach den Antikommutator: Locher und Quasiteilchen sind auch Fermionen.
Anmerkung: Bosonen-,Locher” sind keine Bosonen.

(b) Wihle das chemische Potential p so, dass (N) = N (vorgegeben) gilt. Es ergibt sich eine
zweite Gleichung, die simultan mit der Gap-Gleichung erfiillt sein muss:

N =3 ({elyewr) + (ehigewd) = 3 [wd — o)Wl + (ud — v Wi 1) + 202 -
k k

(A.16)
Terme mit ty)! und ¢ fallen weg, da Eigenzustinde zu Hy,¢ eine wohldefinierte Quasiteilchenzahl
haben (¢4 vertauscht mit Hpe). Also muss gelten:

—22 2 ) Ek)+vk]: [2fEk—1+Zl—N Z [1—2fEk)]

(A.17)
Aus dieser Gleichung und der Gap-Gleichung lassen sich im Prinzip die beiden Unbekannten A und
p bestimmen. (Fiir den Normalleiter ergibt sich N =23, f(ex).)

A.4 Landau-Theorie mit inhomogenem Ordnungsparameter

A.4.1 Gradientenentwicklung

Wir wollen uns {iberzeugen, dass die in der Gradientenentwicklung vernachléssigten Terme hoherer
Ordnung die Ergebnisse nicht verdndern. Wir gehen von der freien Energie

FIT, ¢(x ]—/dd [O‘ )+ﬁ¢4() %V¢(x)-V¢(x)+... (A.18)

aus. Berechne und diskutiere jeweils die inverse Suszeptibilitét x ~— (x—x') im verschwindenden &ufie-
ren Feld sowie die Fourier-transformierte Suszeptibilitéit x(q), wenn folgende symmetrie-erlaubte

Terme zum Integranden von F' hinzugefiigt werden:
!

(a) T ¢(x) - V?$(x)

0
(b) 5 V26(x) V2(x)
€
(¢) 5 0%(x) V(%) - Vo(x)
Lésung: (a) Hat nach partieller Integration dieselbe Form wie der -Term, also ergibt sich nur eine

Verschiebung von +.
(b) Es ergibt sich

) = 52 F
XX T 56(x) 0p(x)
_ 4 a X' 3X/ X' A 2 X' 2
= 5500 (@06 +EEN) £V -V +529(x) V)
- % (ap(x') + B6° (x') — 7V2p(x') + 6V (%))
= (a+3B¢°(x) — V> +V*) §(x — x'). (A.19)
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Fourier-Transformation ergibt (V — iq) im Null-Feld

1
a+308¢% +7q¢* +5¢*

Fiir kleine q ist der neue Term vernachlissigbar. Fiir groflere q fillt x schneller ab. Als Faustregel
bestimmen bei der Fourier-Transformation die kleinen q das Verhalten bei grofien Lingenskalen.
Also dndert sich hier nichts, es sei denn v = 0.

(c) Es ergibt sich

x(a) = (A.20)

Clx) = g (a06) + 08 () + V() -

+e [p(x') Vo(x) - Vo(x) + 6 (x) Vo(x') - V] )
6 ! ! !
= a0 (@06) +868°() 1 V29(x)

+e[$0) VH(X) - VI(X) — 20(x) VH(x) - Vh(x!) ~4(x') V*p(x')])

= (a +300%(x) —7V? + e[ — VP(x) - V(%) — 26(x) V(x) - V — 26(x) V$(x)
— P (x) v?]) 8(x — x'). (A.21)
Nun ist im Gleichgewicht ¢ = const, V¢ = 0, also
x 1(x,x) = (a + 384 —yV? — €¢? V?) §(x — x'), (A.22)

wie man schon raten konnte. v wird also durch v + e¢? = v — ea/ ersetzt. Solange v > 0 und ||
nicht zu grof ist, ergibt sich nichts qualitativ neues. Nur fiir betragsmiiflig grofles, negatives € bricht
die Theorie schlieflich zusammen.

A.4.2 Ginzburg-Kriterium am trikritischen Punkt

Betrachte das durch die freie Energie
F:/dda: [%¢2+%¢6+%V¢-V¢ (A.23)

beschriebene ¢®-Modell. Die Landau-Theorie sagt voraus, dass der Phaseniibergang bei o = 0 an
einem trikritischen Punkt erfolgt. Bestimme die obere kritische Dimension d. fiir dieses Modell.

Losung: Zunichst berechnen wir die Korrelationsfunktion:
xH(x —x') = (a+ 5g9¢* —yV?)6(x — x'), (A.24)
also

1
xl@) = f9(a) = e

Der Gleichgewichtswert von ¢ ergibt sich durch Minimierung von F zu (¢) = (—a/g)'/*, also ist
fiir T < T,:

(A.25)

_ T 1 e
@ = e = T e

¢ = J/y/da. (A.27)

Dann unterscheidet sich {(6¢)?) aber nicht vom normalen Fall,
— AT
2\ _ d
((69)%) = g (A.28)
Andererseits ist {(¢)2 = \/|a|/g, also lautet das Ginzburg-Kriterium
AdTQd_2 |a|d/2—1 |a|1/2
~d/2 < gz

mit (A.26)

(A.29)

Wir lesen eine obere kritische Dimension von d. = 3 ab. Da der Ordnungsparameter fiir 7' < T,
schneller anwéchst, sind Fluktuationen weniger wichtig.
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A.5 Gaufy’sche Fluktuationen
Betrachte einen dreidimensionalen, uniaxialen Ferromagneten mit der Energie

E[T,m(x)] = /d3az [% m?(x) + gm‘l (x) + %Vm(x) - Vm(x) (A.30)
(Ising-Modell, ¢*-Modell).

(a) Zeige auf einfache Weise, dass die spontane Magnetisierung (m) unter Beriicksichtigung
Gaufy’scher Fluktuationen mit dem Resultat der Landau-Theorie tibereinstimmt. Somit dndert sich
der kritische Exponent 3 nicht (8 = 1/2).

(b) Bestimme den Erwartungswert (m?) unter Beriicksichtigung Gauf’scher Fluktuationen und
vergleiche mit dem Resultat der Landau-Theorie (wie lautet dieses?). Skizziere (m) und mypys :=
v/(m?) als Funktion von T'.

Losung: (a) Bei Beriicksichtigung ausschliefllich Gaufi’scher Fluktuationen entwickeln wir die Ener-
gie bis zur zweiten Ordnung um ihr Minimum. Die resultierende Energie ist symmetrisch in édm =
m — T, so dass der Mittelwert (dm) = 0 ist. Daher ist (m) = m.

(b) Landau-Theorie: (m?2) = m? = —a/f fiir T < T, sowie 0 fiir T > T..

Mit Gaufi’schen Fluktuationen ist

(m*) = (m(0)m(0)) = (m(0))” + Go(0,0)
= m?+kgT lim pE— e~ X/, (A.31)

Wir bendtigen einen Abschneideparameter fiir kleine Léngenskalen. Da diese groflen Wellenzahlen
entsprechen, setzen wir diesen als A~1:

(m®) =m? + % e /Mg, (A.32)

Fir T — T, wird £ = oo und der Korrekturterm ist endlich, wihrend m? — 0. Dies zeigt erneut,
dass Fluktuationen nahe bei T. wesentlich sind. Beachte auch: (m?) ist stetig und > 0 fiir alle
Temperaturen T'. Fiir T' — oo geht es exponentiell gegen Null.

A.6 Goldstone-Moden

Bestimme die Anzahl der Goldstone- und der massiven Fluktuationsmoden der durch die folgenden
freien Energien beschriebenen Modelle (Gradiententerme sind jeweils weggelassen). Identifiziere die
jeweiligen Moden. Welche Auswirkung hat die Ordnung des Phaseniibergangs auf das Auftreten
von Goldstone-Moden?

(a) Ordnungsparameter ¢,

F= —g(T —Tp) cos¢  (a>0). (A.33)

(b) Ordnungsparameter (¢1, ¢2),

B

F=2(T—To) (@ +8) - TG +8)+ 2@+ (a.87>0). (A.34)

(¢) Ordnungsparameter (¢1, P2, 1,v2),

F=lT-T) @+ G+ e+ 0 @+ + 0 @40 @ >0, (A39)
(d) Ordnungsparameter (¢1, ¢2),
B

F=ST-To)gids+5dl6t  (@.6>0). (A.36)
(e) Ordnungsparameter (¢1, $2),
2 2\2 2 2\4
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Hinweise zur Losung: In (d) hingt die freie Energie nur von ® := ¢;¢» ab. Fiir T > T und fiir
T < Tp hat man eine massive Mode, senkrecht zum Tal in F(¢1, ¢2), sowie eine masselose Mode
entlang des Tales. Beide Phasen haben gebrochene Symmetrie, da alle ¢y, ¢ mit ¢; > = ® entartet
sind, daher g = go = 0. Beide sind jedoch von einer ,verborgenen“ symmetrischen Phase mit g, = 1
abgeleitet, daher haben beide Phasen g, — g = g, — go = 1 Goldstone-Mode.

In (e) ergibt sich eine Goldstone-Mode in der Phase T' < Ty. Das entartete Minimum der freien
Energie hat hier die Form zweier sich beriihrender Kreise.

A.7 Quasi-langreichweitige Ordnung

Betrachte das XY-Modell mit dem Ordnungsparameter (¢, ¢2) in zwei Dimensionen. Fiir T' < T,
hat es in der Gaufi’schen Naherung die Korrelationsfunktion

Dij(x,x') ~ §i|x —x'|77 mit n= kBT/27rfy$2 (A.38)
auf groflen Langenskalen. Fiir T' > T, ist dagegen
D,’j (X, XI) ~ 5ij€7|x7xl‘/6, (A39)

ebenfalls fiir grofie |x — x'|. Die Korrelationslinge ist £ = \/v/a und divergiert fiir T — T.F.

(a) Welche Werte nimmt die Korrelationslénge fiir T' < T, an?

(b) Bestimme und skizziere n(T") und diskutiere das Verhalten fiir T — T,". Welchen Wert hat
1 bei T' = T,.? Vergleiche mit dem Landau-Resultat n = 0. Welchen Wert kann man 5 fir T > T,
zuschreiben?

(c) Betrachte ein endliches System der Grofle L. Gibt es fir T < T, bzw. T > T, bestimmte
Temperaturen, bei denen sich die Eigenschaften des Systems aufgrund seiner endlichen Gréfe qua-
litativ &indern? Schitze diese Temperaturen gegebenenfalls ab. Vergleiche die Ergebnisse mit dem
dreidimensionalen Fall.

A.8 Topologische Defekte

A.8.1 Windungszahl von Vortizes

Zeige, dass die Windungszahl von Vortizes gegeben ist durch
1
k=o / d’x'V x V4. (A.40)

Dazu muf} gezeigt werden, dass diese Gleichung fiir beliebige Formen von 6(yp) die richtige Win-
dungszahl ergibt! Hinweis: Betrachte zuniichst die einfache Form 6 = ko + 6y und diskutiere dann,
wie man von dieser zur allgemeinen Aussage gelangt.

Lésung: Der Satz von Stokes liefert fiir die rechte Seite
1
kr, = o i{ds - Vo, (A.41)

wobei sich das Linienintegral tiber den Rand des Systems erstreckt. Wir betrachten zunéchst die
Form 6 = ky + 6y. Hierfiir ist
1 ke, 1 k
- 22— — 9rRE = L. A.42
27 ds R 2w i R k ( )
Dies gilt offensichtlich unabhéngig von der Systemgréfie R. Ein beliebiger Vortex ergibt sich aus der
Addition der speziellen Form fiir 8 und einer beliebigen Funktion ohne Vortizes. Fiir letztere ist 6
iberall eindeutig und stetig und man kann 6 z.B. nach ebenen Wellen entwickeln. Eine solche hat
die Windungszahl

k2

1 .y 6 .
ko = — / A’z 'V x Vhel*> = — / d’z ik x ike’®** = Q. (A.43)
2r 2r
Die Anteil ohne Vortizes trigt also nichts bei, was wieder zeigt, dass stetige Verformungen die

Windungszahl nicht &ndern. Damit ist gezeigt, dass k¥ die Windungszahl fiir beliebige Realisationen
von Vortizes ist.
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A.8.2 Windungszahl von Hedgehogs

Wir betrachten eine Hegdehog-Defekt im dreidimensionalen Heisenberg-Modell mit der lokalen Ma-
gnetisierung m(x). Sei n(x) der Einheitsvektor parallel zu m, dann ist die Windungszahl eines
Hedgehogs definiert durch

1
k= 8_7T /dSz €ijk 1 - (an X an) (A44)

Uberpriife, dass diese Definition sinnvolle Ergebnisse liefert. Berechne dazu die Windungszahl fiir
folgende Konfigurationen:

(a) n=e, = l’;_| (A.45)
(b) n=e, (A.46)
(c) n=—e, = % (A.A47)
() p= L2 =25) (A.48)

z? + 23 + 2%

A.8.3 Homotopie-Theorie

(a) Zeige mit Hilfe der Homotopie-Theorie, dass fiir das XY-Modell in drei Dimensionen keine
punktformigen topologischen Defekte existieren.

(b) Betrachte ein Modell mit dreikomponentigem Ordnungsparameter, dessen Grundzustands-Man-
nigfaltigkeit My in der geordneten Phase die Form eines Torus aufweist. Zeige, dass dieses Modell
in zwei Dimensionen punktférmige und in drei Dimensionen linienférmige topologische Defekte hat.
Es unterscheidet sich damit vom ebenfalls dreikomponentigen Heisenberg-Modell.

A.8.4 Dominenwinde beim Antiferromagneten auf dem Dreiecksgitter

Betrachte ein antiferromagnetisches XY-Modell auf einem zweidimensionalen Dreiecksgitter. Deut-
lich unterhalb der Molekularfeld-Ubergangstemperatur Tg ist der Betrag der magnetischen Momente
in guter Ndherung konstant. Die Hamilton-Funktion laute dann

H=7) S;-8; (A.49)
(i)
mit J > 0, S; = (S¥,SY) und |S| = 1. Die Summe unfasst jede Bindung zwischen niichsten Nachbarn
genau einmal.

(a) Welche Konfigurationen nimmt das System im Grundzustand an? Wie sieht die Goldstone-
Mode aus? (Zusatzaufgabe: skizziere einen Vortex-Defekt!) Welche diskrete Symmetrie ist im ge-
ordneten Zustand gebrochen? Eine Skizze wire hilfreich.

(b) Diskutiere die Existenz und Struktur von Dom#nenwiinden in diesem System. Kénnen sich
an einem Punkt drei Winde treffen?

A.9 Skalengesetze

(a) Wir nehmen an, dass die Skalenhypothese gilt. Die Gibbs’sche freie Energie hat dann die Eigen-
schaft A\G(t, H) = G(A\*t, \*2 H). Beweise daraus die Skalenbeziehungen

a=ad und a+28+y=2. (A.50)
(b) Zeige, dass die Magnetisierung in der Nihe eines Phaseniibergangs die Skalenform
M = |t X, (H/|t|*) (A.51)

mit dem Exponenten A = 3+ v hat. Zeige, dass die Skalenfunktion X; i.A. fir T < T, und T > T,
verschieden ist.

Lésung: (a)

0*G(t,H)

o = —NUTITGEO (X, XU H) = XTI Og (A, N H). - (A.52)

CH(t,H) =-T
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Fiir H =0, ¢ > 0 und mit A = ¢t~/ folgt
Cu(t,0) = t1=20)/% 0y (41,0) ~ £~ (A.53)
und fiir ¢t < 0 mit A\ = (—t) "1/
Cr(t,0) = (—t)(1=2e)/ae 0y (—1,0) ~ t . (A.54)

Es folgt
' 2at -1
a:a:T:2—ﬁ(6+1) (A.55)
t

und mit der Skalenbeziehung 36 = v + 3 folgt

a+28+v=2. (A.56)
(b) Wir haben gesehen, dass
M(t, H) = \¥ "L\ (X%, \°F H). (A.57)
Wir setzen A = |t|~'/% und erhalten
M(t, H) = [t *m)/a M (L1, H|¢*7/0) = [¢1° M (£1, H/[t|*), (A.58)

da 8= (1 —ag)/a; und A = ag/a;. Wir erhalten keine Beziehung zwischen M (+1, H/|t|*) und
M(—1,H/|t|*). Also werden diese beiden Funktionen i.A. verschieden sein.

A.10 Renormierungsgruppen-Theorie

A.10.1 Irrelevante Felder

Betrachte ein irrelevantes Feld h,. Es verlq?ilt sich unter Renormierung wie h/, = b*=h,, mit A, < 0.
Zeige, dass die Antwort des Systems auf Anderungen von hy, d.h. die Suszeptibilitit x5 beziiglich
des Feldes h,, am Phaseniibergang beliebig klein wird.

Losung: (a) Wir hatten gesehen, dass die Gibbs’sche freie Energiedichte skaliert wie
g(t, ha) = b~ (Y t, b= hy). (A.59)
Mit der Wahl b = [¢|7” wird daraus
9(t,ha) = [t g(£1, halt| ") = [t X (halt|~2=). (A-60)

Die Suszeptibilitdt beziiglich des irrelevanten Feldes h,, ist

XT ~ —%- (A.61)
Sie hat daher die Skalenform
XSG = [t 728 Xy (hg [t 72%)  mit Ay = Agv. (A.62)
(Probe: fiir hy = h ist der Exponent
dv—2A=dv—2y—-23=-2y+ (dv—28) = -2y + vy = —v, (A.63)

wie in 7.1.1 und 7.2.3 angegeben. Beachte Av = (d—w)v =dv — (d—2+n)v/2 =dv - =~v+p.)
Danunv > 0und A, < 0ist dv—2A, > 0 und die Suszeptibilitit beziiglich des irrelevanten Feldes
veschwindet am kritischen Punkt.
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A.10.2 Kadanoff-Konstruktion fiir diskrete Spinwerte

Wir betrachten ein Gitter von Ising-Spins s; = +1. Die normale Kadanoff-Transformation bestiinde
darin, die Spins zu Zellen zu gruppieren und als neuen Blockspin den Mittelwert der alten Spins
einer Zelle zu nehmen. Dabei geht jedoch im allgemeinen die Nebenbedingung s; = +1 verloren, die
einerseits fiir das kritische Verhalten wesentlich sein kann und andererseits numerische Rechnungen
erleichtert. Eine niherungsweise Losung des Problems besteht in einer Trunkierung (Abschneiden)
der Spins, wobei man alle gemittelten Blockspins mit s; > 0 durch s; = +1 und alle s; < 0 durch
s; = —1 ersetzt. Dies entspricht gewissermaflen einem coarse graining im Spinraum zusitzlich zum
Ortsraum. Diskutiere, warum die Trunkierung eine geeignete Wahl der Zellen erfordert, und gib
geeignete Zellen fiir die folgenden Modelle an. Wie grof} ist jeweils der Skalierungsparameter b?

(a) Lineare Kette.

(b) Zweidimensionales Dreiecksgitter.

(¢) Zweidimensionales Quadratgitter.

(d) Dreidimensionales einfach kubisches Gitter.

Was muss man zusétzlich beachten, wenn man ein antiferromagnetisches System beschreiben will?

Losung: Die Zellen sollen so definiert sein, dass sie wiederum ein Gitter derselben Symmetrie bilden.
Zusitzlich soll jetzt der Mittelwert der diskreten Spins entweder positiv oder negativ sein, aber nicht
Null. Bei Null gibe es keine naheliegende Wahl des Blockspins +1.

(a) Jede Wahl mit ungerader Anzahl b von Spins pro Zelle ist geeignet. (b) Z.B. Zellen aus drei
Spins, die eine dreieckige Plaquette bilden, sind geeignet, dann ist b*> = 3, also b = /3. (c) Auch hier
bendtigt man eine ungerade Anzahl von Spins pro Zelle. Eine mogliche Wahl mit b% = 5, b = /5,
ist:

O @)

@) @)

(d) Wir benétigen eine ungerade Anzahl b von Spins pro Zelle. Die neue Gitterkonstante ist ba =
V/n? + nZ + n3 a, wobei n, ganze Zahlen sein miissen (beschreiben Gittereinheitsvektor (n1,n2,n3)a
des neuen Gitters). Es folgt die diophantische Gleichung (b%)? = (n? + n3 + n3)3 mit b* und n,
ganzzahlig.

Eine Losung ist b® = 27, (n1,n2,n3) = (2,2,1): 729 = (4 + 4 + 1)3. Die Gittereinheitsvektoren
des neuen Gitters sind (2,2,1)a und zwei darauf und aufeinander senkrechte Vektoren der gleichen
Linge, z.B. (2,2,1)a, (—2,1,2)a und (1, —2,2)a. Die Zelle enthilt 27 Gitterplitze oder Spins, von
denen keine zwei durch einen Gittervektor des neuen Gitters verbunden sein diirfen. Dafiir existieren
unendliche viele Moglichkeiten.

Fiir ein antiferromagnetisches Gitter sollten nur Spins aus demselben Untergitter zu Zellen
zusammengefaflt werden, da sich sonst die Magnetisierung herausmitteln wiirde.

A.10.3 Renormierungsgruppe und anisotropes Heisenberg-Modell

Wir betrachten ein Heisenberg-Modell in d < 4 Dimensionen mit kubischer Anisotropie. Der redu-
zierte Block-Hamiltonian enthilt einen zusdtzlichen Term
H,y

— % 4 4 4
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Die Renormierung im Impulsraum fiihrt auf die folgenden Renormierungsgruppen-Fliisse, projiziert
in den Raum (8, K4):

d<4

& ist an allen Fixpunkten relevant (was heifit das?). (a) Diskutiere die moglichen Phasen und
Phaseniibergéiinge unter der Annahme, & sei irrelevant. Dann kann man & vernachléssigen. (b)
Diskutiere die Phaseniibergéinge fiir den tatsichlichen Fall, in dem & relevant ist.

A.10.4 BKT-Theorie mit Termen héherer Ordnung

In den Kosterlitz-Rekursionsgleichungen kann man einen Term hoherer Ordnung in der Fugazitit
y auf heuristischem Weg erhalten, indem man die korrekte Abzihlung der Vortex-Antivortex-Paare
beriicksichtigt. Die Abzdhlung erfolgt nach folgender Regel: 1. der Vortex und der Antivortex mit
dem kleinsten vorkommenden Abstand bilden ein Paar. 2. Wiederhole den ersten Schritt fiir die
verbleibenden ungepaarten Vortizes und Antivortizes. Schliefit man Konfigurationen aus, die diese
Regel nicht erfiillen, so erhélt man die Rekursionsgleichungen

% = (2-7nK)y-2r%y? (A.65)
K
dd_l = -4y’ K2. (A.66)

Der zusétzliche Term ist negativ, die Fugazitit wird durch den Ausschlufl bestimmter Konfigura-
tionen reduziert.

(a) Skizziere und diskutiere die Renormierungsgruppen-Fliisse und Fixpunkte fiir die erweiterten
Gleichungen.

(b) Die Gesamtdichte von Paaren ist gegeben durch

oo

2
=T [ de 2y2(). (A.67)

ny, =
p 2
e Jo

Zeige, dass diese Dichte fiir alle Temperaturen endlich ist. Daher ist kein Abschneideparameter
notwendig.
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Anhang B

Verzeichnis von Lehrbiichern

B.1 Umfassende Darstellungen

e P.M. Chaikin und T.C. Lubensky, Principles of condensed matter physics (Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 1995): deckt trotz des Titels wesentliche Teile der Vorlesung ab, gutes
»Lesebuch“ mit niitzlichem Glossar und Aufgaben.

e H.E. Stanley, Introduction to Phase Transitions and Critical Phenomena (Clarendon Press,
Oxford, 1971): ein guter Klassiker aus der Zeit vor der Renormierungsgruppentheorie.

e W. Gebhardt und U. Krey, Phaseniiberginge und kritische Phinomene (Vieweg, Braunschweig,
1980): in deutscher Sprache.

e S-K. Ma, Modern Theory of Critical Phenomena (W.A. Benjamin, Reading, 1976): ein Klas-
siker mit guter Einfilhrung in die Renormierungsgruppen-Theorie, Schreibmaschinen-Schrift.

e D.I. Uzunov, Introduction to the Theory of Critical Phenomena (World Scientific, Singapur,
1993): ausfiihrlicher und moderner als Stanley, aber die Sprache wirkt etwas miihsam.

B.2 Darstellungen zu Teilbereichen

e W. Greiner, L. Neise und H. Stocker, Thermodynamik und Statistische Mechanik (Verlag Harry
Deutsch, Thun, 1987): eines von zahlreichen Lehrbiichern zum Stoff der Vorlesung , Theorie
der Wiarme“, kritische Phiinomene werden nur knapp behandelt.

e L.D. Landau und E.M. Lifshitz, Statistical Physics, Part I, 3..‘Auﬂage iiberarbeitet von E.M.
Lifshitz und L.P. Pitaevskii (Pergamon Press, Oxford, 1980): Uberarbeitetes klassisches Lehr-
buch im typischen Landau-Lifschitz-Stil, umfangreicher als Greiner.

e J.-C. Tolédano und P. Tolédano, The Landau Theory of Phase Transitions (World Scientific,
Singapur, 1987): detailierte Darstellung der Landau-Theorie, Anwendung der Gruppentheorie.

e D.A. Lavis und G.M. Bell, Statistical Mechanics of Lattice Systems, 2 Bd. (Springer, Berlin,
1989): gutes, ausfiihrliches Buch zu exakt 16sbaren Modellen und der Renormierungsgruppe.

e A. Auerbach, Interacting Electrons and Quantum Magnetism (Springer-Verlag, New York,
1994): hervorragende Darstellung quantenmechanischer Modelle fiir magnetische Systeme, mit
Diskussion moderner Bosonisierungs-Methoden.

e C. Domb and M.S. Green (Hrsg.), Phase Transitions and Critical Phenomena (Academic
Press, New York, 1976): Sammelwerk mit Beitrigen von Experten, definitiv kein Lehrbuch,
zum Nachlesen von Details.

e P. Minnhagen, Reviews of Modern Physics 59, 1001 (1987): ausfiihrlicher, guter Ubersichts-
artikel zur Berezinskii-Kosterlitz-Thouless-Theorie.

e C. Ttzykson und J.-M. Drouffe, Statistical Field Theory, 2 Bd. (Cambridge University Press,
Cambridge, 1989): gutes Buch zu feldtheoretischen Methoden usw.

e D.J. Amit, Field Theory, the Renormalization Group, and Critical Phenomena (McGraw-Hill,

New York, 1978): Blick auf Themen der Vorlesung aus der Sicht der Quantenfeldtheorie, knapp
und wenig padagogisch geschrieben.
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