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Kapitel 1
Einfiihrung

Es ist sicherlich nicht tibertrieben, die Vorlesung Quantentheorie 1 als zentralen Baustein des Physikstudiums
zu betrachten. Hier wird zum ersten Mal systematisch die moderne quantentheoretische Beschreibung von Pro-
zessen besprochen, und zwar zunéchst angewandt auf mechanische Systeme. Diese Beschreibung unterscheidet
sich fundamental von der aus der klassischen theoretischen Physik gewohnten. Das bezieht sich nicht in erster
Linie auf die mathematische Methodik, sondern auf die Verkniipfung der formalen Objekte mit der realen Welt.
Voraussagen in der Quantentheorie sind i. A. probabilistisch, d. h. Wahrscheinlichkeitsaussagen, im Gegensatz zu
den deterministischen Aussagen der klassischen Physik. Das gilt offenbar auch dann, wenn wir maximale Kenntnis
iiber den Zustand eines Systems haben. Ein bekanntes Beispiel ist die Zerfall instabiler Teilchen: Die Zerfalls-
zeiten fiir mehrere Teilchen derselben Sorte sind nicht alle gleich, sondern folgen einer Zufallsverteilung. Dieser
fundamentale Unterschied zur klassischen Physik provoziert Fragen nach der Deutung der Quantentheorie.

Ich mo6chte hier Jan Wiistemann, Bogusz Bujnowski und Georg Borner fiir die Erstellung verschiedener Ver-
sionen dieses Skriptes mit LaTeX sowie fiir die Erzeugung vieler Abbildungen danken. Auflerdem danke ich allen,
die mich auf Fehler und Unklarheiten aufmerksam gemacht haben, ganz besonders Herrn Dr. Jiirgen Wagner.

1.1 Ziele und Arbeitsweise der Quantentheorie

Die Quantentheorie ist sicherlich einer der weniger anschaulichen Zweige der Physik. Wir haben zunéchst keine
Intuition fiir Konzepte wie Wellenfunktionen, Operatoren und den Hilbert-Raum. In der klassischen Mechanik
ist das anders, z.B. beim schrigen Wurf: Wir kénnen einen geworfenen Ball fangen, ohne jemals etwas iiber
Physik gelernt zu haben. Das Verstdndnis der Flugbahn ist intuitiv. Es ist aber nicht verwunderlich, dass wir
fiir Prozesse, bei denen die Quantentheorie eine entscheidende Rolle spielt, keine solche Intuition besitzen. Im
Laufe der Evolution haben wir geistige Fihigkeiten entwickelt, die fiir das Uberleben in der gegebenen Umwelt
niitzlich waren. Quantenprozesse sind aber auf den unmittelbar beobachtbaren Lingen- und Zeitskalen weitgehend
unsichtbar. Es gab daher keinen Selektionsdruck, solche Prozesse in demselben Sinn voraussehen zu kénnen, wie
wir es fiir die Flugbahn eines makroskopischen Objekts kénnen. Zur Beruhigung: Die Erfahrung zeigt, dass der
Mensch in der Lage ist, auch fiir zunéchst unanschauliche Konzepte wie die der Quantenmechanik eine Intuition
zu entwickeln.

Das heif3t natiirlich nicht, dass Quantenprozesse fiir unser Leben unwichtig sind. In einem rein klassischen
Universum ginge gar nichts, zum Beispiel gébe es keine Energieproduktion in der Sonne. Selbst wenn die Sonne
dennoch schiene, wiirde auf der Erde keine Photosynthese stattfinden, so dass die Strahlungsenergie nicht von
Lebewesen genutzt werden konnte. Tatsdchlich gibe es gar keine Erde, geschweige denn Lebewesen, weil keine
stabilen Atome existieren wiirden. Auch fiir technische Anwendungen ist die Quantenmechanik von iiberragender
Bedeutung. Ohne Quantenmechanik kann man die Funktion von elektronischen Bauelementen wie Transistoren
nicht verstehen, um nur ein Beispiel zu nennen. Auflerdem ist die gesamte Chemie angewandte Quantenmechanik.

Die Quantenmechanik ist die Theorie der Dynamik von Teilchen. Sie betrifft damit im Prinzip dieselben
Systeme wie die klassische Mechanik, ist aber die umfassendere Theorie — die Quantenmechanik enthilt die
klassische Mechanik als Grenzfall. Das ist der Inhalt des wichtigen Korrespondenzprinzips. Die Quantenmechanik



ist ihrerseits in der Quantenfeldtheorie enthalten.

Quantenfeldtheorie

Quantenmechanik
Klassische
Mechanik

In dieser Vorlesung werden wir uns ausschliefilich mit der nichtrelativistischen Quantenmechanik beschéftigen.
Diese beschreibt Teilchen mit (Relativ-) Geschwindigkeiten v, die klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢
sind. Die nichtrelativistische Quantenmechanik ist die Ndherung fiir v < c einer relativistischen Quantenmechanik,
die in der relativistischen Quantenfeldtheorie enthalten ist. Auch diese Quantenfeldtheorie und ihre Anwendung
auf elementare Teilchen und Felder, also das Standardmodell, liefert noch keine vollstdndige Beschreibung der
Welt. Dazu muss zusétzlich die Gravitation beschrieben werden, was die Integration der Quantenfeldtheorie mit
der (bisher klassischen) Allgemeinen Relativitétstheorie erfordert. Es ist noch nicht klar, wie dies gelingen kann.
Die String-Theorie ist ein z. Zt. diskutierter Rahmen fiir eine solche Vereinheitlichung.

Ein Ziel der Quantenmechanik ist die quantitative Beschreibung von physikalischen Vorgéingen. Die Arbeits-
weise der Theoretischen Physik besteht in der Formulierung von Theorien, d. h. Beschreibungen von allgemeinen
GesetzméafBigkeiten. Aus einer brauchbaren Theorie lassen sich Voraussagen fiir Experimente herleiten, die es ge-
statten, die Theorie zu iiberpriifen. Wie der Naturphilosoph Sir Karl Popper sagte, kann man eine Theorie niemals
beweisen, aber im Prinzip leicht widerlegen (falsifizieren). Experimente, die mit den Vorhersagen einer Theorie
iibereinstimmen, stitzen diese, beweisen sie aber nicht. Fiir die Widerlegung reicht dagegen eine Beobachtung
aus, die der Theorie widerspricht. Das Experiment ist immer die letzte Instanz in der Physik. Wir kénnen uns
also auf den Standpunkt stellen, dass die Quantenmechanik so ist wie sie ist, weil umfangreiche Experimente
diese Theorie stiitzen und nicht irgendeine alternative Theorie. Manche Autoren belassen es dabei und halten
weitergehende Frage nach der Deutung der Quantenmechanik fiir wenig produktiv. Diese Haltung wurde mit dem
Aphorismus ,,shut up and calculate* charakterisiert, der offenbar auf N. D. Mermin zuriickgeht, der diese Haltung
im Ubrigen nicht teilt.

Einige weitere Bemerkungen in diesem Zusammenhang: 1. Man muss sich klarmachen, was Popper mit ,,be-
weisen“ meinte: Man kann eine Theorie iiber die reale Welt nicht in mathematischer Strenge beweisen, aber viele
physikalische Theorien sind im ,juristischen“ Sinne bewiesen, sie sind nédmlich ,,nach menschlichem Ermessen*
wahr. Die englische Formulierung ,,without reasonable doubt* ist noch treffender. 2. Die strikte Widerlegung einer
Theorie durch ein Experiment im Sinne Poppers ist auch eine idealisierte Vorstellung, da man nie absolut sicher
ist, dass ein Experiment wirklich zeigt, was man denkt, dass es zeigt. 3. Viele Theorien sind im Sinne Poppers
falsifiziert. Wie schon erwéhnt, versagt die nichtrelativistische Quantenmechanik bei hohen Teilchengeschwindig-
keiten nahe c. Das bedeutet nicht, dass diese Theorie nutzlos oder nur von historischem Interesse wire. Es ist gut
verstanden, unter welchen Bedingungen sie prézise Voraussagen macht. In diesen Fillen wire es unsinnig, die viel
kompliziertere Quantenfeldtheorie zu verwenden.

Die Theoretische Physik formuliert die zu Grunde liegenden Gesetzméfigkeiten in der Sprache der Mathematik,
weil diese fiir die Beschreibung quantitativer Zusammenhénge am besten geeignet ist. Wir werden daher zahlreiche
mathematische Methoden verwenden. Die Formulierung verwendet meist Begriffe der Analysis und der Linearen
Algebra, nicht selten aber auch solche der Gruppentheorie und Geometrie. Die in dieser Vorlesung notwendigen
mathematischen Hilfsmittel werden in der Vorlesung entwickelt oder wiederholt, soweit dies notwendig erscheint.

Die Quantentheorie, die in den letzten etwa hundert Jahren entwickelt wurde und sich gut bewéhrt hat,
unterscheidet sich wie gesagt in der Natur ihrer Vorhersagen fundamental von der klassischen theoretischen
Physik. Die Quantentheorie macht oft Wahrscheinlichkeitsaussagen der Art ,Ein Atomkern eines bestimmten
Isotops zerfillt mit einer Wahrscheinlichkeit von 83% innerhalb einer Sekunde®, selbst wenn der Ausgangszustand
des Systems vollstéindig bekannt ist. Nach der klassischen Theorie ist der Ausgang in einem solchen Fall dagegen
determiniert. Dieser fundamentale Unterschied ruft geradezu nach einer philosophischen Diskussion der Deutung



der Quantentheorie, die daher von Anfang an parallel zur methodologischen Entwicklung und Anwendung der
Quantentheorie gefithrt wurde.

1.2

Uberblick

Die Reihenfolge der Themen in dieser Vorlesung orientiert sich teilweise an der historischen Entwicklung. Dies
gestattet uns, den Prozess der Konstruktion der Quantentheorie zu verfolgen. Uns interessiert nicht nur, was
die moderne Quantentheorie aussagt, sondern auch, wie man darauf gekommen ist. Es ist ja nicht nur unsere
Aufgabe in der Wissenschaft, existierende Theorien zu bewahren, anzuwenden und weiterzugeben, sondern auch,
sie zu verbessern und letztlich zu iiberwinden. Die folgenden Themen sollen in der Vorlesung Quantentheorie 1
behandelt werden:

Grenzen der klassischen Physik

Die &ltere Quantentheorie

Die Schrodingersche Wellenmechanik
Anwendungen auf eindimensionale Systeme
Dirac-Formalismus

Quantentheorie des Drehimpulses
Zentralpotentiale

Naherungsmethoden

Der Dichteoperator

Konsequenzen und Deutungen der Quantenmechanik

Als Ausblick seien hier die typischen Themen der Vorlesung Quantentheorie 2 genannt:

Ununterscheidbare Teilchen und zweite Quantisierung
Relativistische Quantentheorie

Streutheorie

1.3 Lehrbiicher

Es existiert eine grofle Auswahl von Lehrbiichern zur Quantenmechanik. Wegen der zentralen Bedeutung des
Themas ist es eine gute Idee, zumindest ein Buch zu besitzen. Hier ist eine unvollstdndige Auswahl:

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 5/1: Quantenmechanik — Grundlagen, 7. Aufl. (Springer-
Verlag, 2009) und Band 5/2: Quantenmechanik — Methoden und Anwendungen, 6. Aufl. (Springer-Verlag,
2006): Die gesamte Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert. Beide Bénde werden fiir diese Vorlesung
benotigt. Nolting legt relativ grofies Gewicht auf das Einiiben der Formalismen und entsprechend weniger
auf die ausfiihrliche Diskussion des physikalischen Gehalts. Er fithrt Herleitungen oft im Detail vor, wo
andere Autoren nur das Ergebnis angeben. Die Darstellung ist fast immer klar. Die Biicher enthalten viele
gute Ubungsaufgaben mit Losungen und sehr hilfreiche Kontrollfragen.

A. Messiah, Quantenmechanik, Band 1, 2. Aufl. (de Gruyter, 1991) und Band 2, 3. Aufl. (de Gruyter, 1990):
Ein empfehlenswertes klassisches Lehrbuch in zwei Béanden. Umfasst den wesentlichen Stoff der Vorlesungen
Quantentheorie 1 und 2 und mehr, das Material wird aber in anderer Reihenfolge diskutiert und tw. etwas
verwirrend iiber verschiedene Kapitel verteilt. Mathematisch recht ausfiihrlich. Deutlich mehr Diskussion
als in Noltings Biichern, aber manchmal etwas wortreich und sprachlich nicht immer ganz exakt, evtl.
aufgrund der Ubersetzung ins Deutsche. Die Darstellung der Interpretation ist nicht ganz modern. Die
Biinde enthalten Ubungsaufgaben ohne Lésungen.



e D. J. Griffiths und D. F. Schroeter, Introduction to Quantum Mechanics, 3. Aufl. (Cambridge University
Press, 2018) [2. Aufl.: D. J. Griffiths (Pearson Prentice Hall, 2005)]: Urspriinglich amerikanisches Standard-
lehrbuch fiir undergraduate quantum mechanics. Eine deutsche Ubersetzung der zweiten Auflage existiert
ebenfalls bei Pearson Prentice Hall. Didaktisch und in Form und Sprache ansprechend (zumindest in der
englischen Ausgabe). Eher knapp in der Stoffauswahl, niedrigeres Niveau als Noltings und Messiahs Biicher,
deckt diese Vorlesung nicht vollstdndig ab und ist nicht sehr systematisch. Erwiahnt den Dirac-Formalismus
nur am Rande. Sorgfiltige und klare Diskussion der Punkte, die iiberhaupt diskutiert werden. Viele Ubungs-
aufgaben ohne Losungen.

e R. L. Liboff, Introductory Quantum Mechanics, 4. Aufl. (Addison Wesley, 2003): Ein anderes amerikanisches
undergraduate Lehrbuch. Hat Ahnlichkeiten im Stil mit Griffiths Buch, ist aber umfangreicher, enthélt z. B.
eine Darstellung der grundlegenden Experimente, eine kurze Einfithrung zum Pfadintegral und Kapitel zu
Anwendungen in der Atom-, Molekiil-, Kern- und Festkorperphysik. Deckt auch viel Material aus Quanten-
theorie 2 ab. Diskussionen sind eher knapper als bei Griffiths und vergleichbar mit Nolting. Enthélt mehr
zu modernen Themen wie Bellscher Ungleichung und Quanteninformation (ein ganzes Kapitel zu Quantum
Computing!) als andere Biicher, aber teilweise veraltete Bemerkungen zur Deutung. Viele Ubungsaufgaben,
z. T. mit Losungen.

e S. Weinberg, Lectures on Quantum Mechanics, 2. Aufl. (Cambridge University Press, 2015): Lehrbuch
fiir graduate students (Master-Niveau) vom Nobelpreistriger Steven Weinberg. Fiihrt extrem ziigig in die
Quantenmechanik ein, die Untersuchung des Zentralpotentials beginnt auf S. 32. Viele Themen werden
nicht oder im Voriibergehen behandelt, dafiir einige Themen aus der Quantentheorie 2. Keine Abbildungen!
Die Stiarke des Buches ist eine recht ausfiihrliche Einfithrung in die Interpretationsdebatte. Einige wenige
Ubungsaufgaben ohne Losungen.

e L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band 3: Quantenmechanik, 9. Aufl.
(Verlag Harri Deutsch, 1992): Teil der klassischen Reihe von russischen Lehrbiichern. Inzwischen altmodisch
in der Stoffauswahl und Darstellung. Eher knapp und anspruchsvoll. Zwischenschritte werden selten ange-
geben. Kann zum Nachschlagen niitzlich sein, wenn andere Biicher nicht weiter helfen. Die Biicher enthalten
recht schwierige Ubungsaufgaben ohne Lésungen.

e C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloé, Quantenmechanik, Band 1 und 2, 4. Aufl. (de Gruyter, 2010):
Ein sehr gutes klassisches Lehrbuch, umfangreich in der Stoffauswahl, die {iber die Quantentheorie 1 hinaus
geht, aber nicht die gesamte Quantentheorie 2 umfasst, und recht ausfiihrlich hinsichtlich der Herleitungen.
Fiir diese Vorlesung werden beiden Binde benétigt. Mit Ubungsaufgaben.

e R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, 2. Aufl., 3. Nachdruck (Springer-Verlag, 2008): Amerika-
nisches Lehrbuch fiir fortgeschrittene undergraduate Kurse und fiir graduate Studenten. Im Umfang geht
Shankars Buch deutlich iiber das von Griffiths hinaus und dhnelt eher Messiahs zwei Bénden, enthélt aber
zusétzlich eine Einfithrung zum Pfadintegral. Der Sprachstil ist informell, mehr noch als bei Griffiths, was
man mogen muss. Enthilt Ubungsaufgaben.

Folgende Biicher enthalten moderne Darstellungen zur Interpretation der Quantenmechanik:

e G. Auletta, Foundations and Interpretations of Quantum Mechanics (World Scientific, 2001): Beginnt mit
einer recht ausfiihrlichen, lehrbuchméfiigen Einfiihrung in die Quantenmechanik. Der Stil des gesamten
Buches dhnelt eher mathematischen Lehrbiichern, mit Definitionen und Satzen. Sehr umfangreiche Darstel-
lung der informationstheoretischen Grundlagen, der Deutungsdebatte der Quantenmechanik und neuerer
Ergebnisse (Bellsche Ungleichungen, Quanteninformation) mit zahlreichen Referenzen. Gut gegliedert, aber
teilweise in iiberraschender Reihenfolge. Sprache und Gestaltung etwas unprofessionell (kein Lektorat?).

e C. Friebe et al., Philosophie der Quantenphysik (Springer 2015): Erfolgreiches Ergebnis des Versuchs, ein
Lehrbuch der Philosophie der Quantenphysik zu schaffen. Mehrere bekannte deutschsprachige Physikphilo-
sophen haben Kapitel beigetragen. Gut verstdndlich. Die Kapitel sind relativ unabhéingig voneinander. Die
Konzepte der Quantentheorie, die philosophisch durchleuchtet werden sollen, werden zunéchst sorgfiltig
eingefiihrt. Aber auch in diesen einfithrenden Teilen ist das Buch erstaunlich textlastig.



e M. Esfeld (Hrsg.), Philosophie der Physik, 3. Aufl. (Suhrkamp, 2012): ein weiteres Sammelwerk, mit noch
mehr Kapiteln von mehr Autoren als das Buch von Friebe et al. Breiter in der Thematik, daher weniger
ausfithrlich in Bezug auf die Quantentheorie.

e J. Bub, Interpreting the Quantum Word (Cambridge University Press, 1997): Kein Lehrbuch, sondern ei-
ne Monographie, die einen Vorschlag zur Interpretation vorstellt. Dieser scheint in der Tradition der de
Broglie-Fiihrungswellen zu stehen und moderne informationstheoretische Ideen zu verarbeiten. Interessant
fiir die Vorlesung ist v. a. der Uberblick iiber andere Interpretation aus Sicht eines nicht deutschen Physik-
philosophen (in der Philosophie macht die nationale und sprachliche Tradition einen Unterschied). Deutlich
mehr mathematisches Material und auch Abbildungen als in den deutschen Biichern.

e S. Carroll, Something Deeply Hidden: Quantum Worlds and the Emergence of Spacetime (Oneworld Publi-
cations, 2021) [deutsch Was ist die Welt und wenn ja, wie viele: Wie die Quantenmechanik unser Weltbild
verdindert (Klett-Cotta, 2021)]: Carroll ist ein Anhénger der Viele-Welten-Interpretation der Quantentheo-
rie, die er in diesem Buch fiir eine breitere Offentlichkeit vertritt. Anregend und lesenswert, aber entspre-
chend der Zielgruppe technisch nicht sehr tiefgehend.
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Kapitel 2

Grenzen der klassischen Physik

In diesem Kapitel werden wir diskutieren, welche Experimente eine Erweiterung der Physik in der Richtung der
Quantentheorie notwendig gemacht haben. Dazu werden wir zunéchst den Stand der Physik gegen Ende des 19.
Jahrhunderts umreifen.

2.1 Das goldene Zeitalter der klassischen Physik

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts schien die Physik im Wesentlichen verstanden und vollstandig. Es gab zwar noch
offene Fragen, aber diese meinte man der mathematischen Schwierigkeit der Losung der Gleichungen zuschreiben
zu konnen. So riet der Miinchner Physik-Professor Philipp von Jolly bekanntlich Max Planck 1874 davon ab,
Physik zu studieren, weil nur noch Detailfragen zu kldren wéren.

Die damalige Physik unterschied zwei Kategorien von Objekten, ndmlich Materie (Teilchen) und Strahlung
(Felder):

Materie Strahlung

e besteht aus Teilchen, die zu jeder Zeit durch e besteht nicht aus lokalisierten Teilchen, son-
ihren Ort 7 und ihren Impuls p’ charakterisiert dern zeigt wellenartiges Verhalten

sind

e gehorcht den Gesetzen der klassischen Me- e gehorcht den Maxwellschen Gleichungen

chanik (Newton, Lagrange, Hamilton)

Die Atomstruktur der Materie konnte zwar noch nicht direkt nachgewiesen werden, war aber indirekt sehr
gut bestiitigt. Da typische Koérper offenbar aus sehr vielen Teilchen bestanden (1mol aus N = 6,022 - 1023
Teilchen), konnte man die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik nicht direkt 16sen. Aulerdem war die
individuelle Bewegung der Teilchen gar nicht interessant, da im Allgemeinen nicht beobachtbar, sondern es galt,
die gemittelten, makroskopischen Eigenschaften der Materie zu verstehen. Aus diesen Griinden entwickelten sich
die Thermodynamik und die Statistische Physik, die aber konzeptionell die klassische Physik noch nicht in Frage
stellten.

Es war natiirlich gut bekannt, dass Teilchensysteme wellenartige Phénomene zeigen konnten, z. B. beim Schall
oder bei Wasserwellen. Daher lag es nahe, auch fiir die elektromagnetischen Wellen einen materiellen Tréger zu
vermuten, der ,, Ather genannt wurde. Wenn diese Idee erfolgreich gewesen wiire, hiitte sie die Strahlung in der
obigen Tabelle auf die Materie zuriickgefiihrt und somit eine ,grofle Vereinheitlichung“ der klassischen Physik
bewirkt. Die Idee wurde aber durch die Experimente von Michelson und Morley (1887) widerlegt, wonach die
Lichtgeschwindigkeit unabhéngig von der Richtung relativ zur Bewegung der Erde und damit des Labors ist.
Das kann man nicht verstehen, wenn sich die Erde gegeniiber einem Ather bewegt. Damit schien zunichst klar,
dass Materie und elektromagnetische Strahlung zwei wesentlich verschiedene Kategorien waren. Aber mit einiger
Verzogerung fithrten die Experimente auch zum ersten grofien Umsturz der Physik am Anfang des 20. Jahrhun-
derts, ndmlich zur Formulierung der Speziellen Relativitéitstheorie. Wichtig fiir uns ist, dass auch die Spezielle
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(und die Allgemeine) Relativitdtstheorie nicht konzeptionell iiber das klassische Bild von genau lokalisierbaren
Teilchen und von wellenartiger Strahlung hinausgeht.

2.2 Der schwarze Korper

Ein schwarzer Kérper ist definiert als ein Korper, der die gesamte auftreffende Strahlung absorbiert. Es ist
eigentlich eine Fehlbezeichnung, da der Korper im thermischen Gleichgewicht mit dem elektromagnetischen Feld
genauso viel Energie emittiert wie absorbiert. Ein schwarzer Korper bei hohen Temperaturen ist also nicht schwarz,
sondern er gliiht.

Die Sonne verhélt sich in guter Ndherung wie ein schwarzer Korper, obwohl sie sicher nicht im thermischen
Gleichgewicht mit dem Aufenraum ist. Aber das Plasma, das wir tatséchlich sehen, die sogenannte Photosphére
der Sonne, ist ndherungsweise im Gleichgewicht mit den tieferen Schichten, die als Warmebad wirken. Das Emis-
sionspektrum entspricht daher ndherungsweise dem eines schwarzen Strahlers.

Eine sehr gute experimentelle Realisierung eines schwarzen Kérpers ist ein Hohlraum mit einer kleinen Offnung.
Fast das gesamte von auBen auf die Offnung treffende Licht wird absorbiert und fast das gesamte aus der Offnung
austretende Licht wurde von den Innenwénden emittiert.

Temperatur T

- L -

Im Rahmen der klassischen Physik lisst sich die Energieverteilung, die spektrale Energiedichte w(v), des
austretenden Lichts berechnen. Wir betrachten einen wiirfelférmigen, geerdeten, metallischen Hohlraum. Das
elektromagnetische Feld im Innern lédsst sich unter Vernachléssigung des Loches in stehende Wellen zerlegen. Es
sind nur solche stehenden Wellen mdoglich, fiir die die parallelen Komponenten E\I des elektrischen Feldes und die
Normalkomponente B des Induktionsfeldes auf der Oberfléche verschwinden.

In einer Dimension hétten wir die Bedingung

n%:L, n=123,... (2.1)

Also, mit der Wellenzahl k = 27/,



In einem wiirfelférmigen Hohlraum haben wir entsprechend fiir den Wellenvektor
N

k= Ny
ny

c k| c 5 5 5 C .
_c_dkl _ e /5 — Sl 2.4
X" ar Cap Vet =gl 24)

%, n=1,2,3,... (2.3)

Die Frequenz der Welle ist

Wie viele Feldmoden mit Frequenzen kleiner oder gleich v existieren?

nz;

ny

Ny

Fiir y/n2 +n2 4+n? > 1 oder L > X\ kénnen wir die Diskretheit der Punkte (n.,ny,n.) vernachlissigen. Dann

gibt es
1 ar (2L \® 8¢ L?
N(v) = 2 - —| = = — =} 2.
@) ~— 8 3(Cy> 3031/ (2:5)
Polarisationen ~~~"
nur ein Oktant = |7

(ng, ny,nz > 0)

Feldmoden mit Frequenzen kleiner oder gleich v. Die Anzahl der Moden mit Frequenzen im Interval [v, v + dv]
ist dN = (dN/dv) dv mit
3
Z—ZZ =8r % V2 (2.6)
Nach dem Gleichverteilungssatz (siehe Vorlesung Thermodynamik und Statistische Physik) enthilt im Gleichge-
wicht jede Mode die mittlere Energie kT, dazu tragen das E- und das B-Feld jeweils kT /2 bei. Die spektrale
Energiedichte pro Volumen ist dann

1 dN v?
= — — kT =81 — kpT. 2.7
w(v) 3 dv P T B (2.7)
Das ist das sogenannte Rayleigh-Jeans-Gesetz. Es ist im Rahmen der klassischen Physik exakt. Wir sehen aber
sofort, dass sie nicht stimmen kann: die gesamte Energiedichte ist

w:/duw(u) :8#%/6[1/1/2, (2.8)
¢
0 0

was bei groBen Frequenzen divergiert (Ultraviolett-Katastrophe). Auch im Vergleich zum Experiment versagt die
klassische Theorie:
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w(Vv)
,~ Rayleigh—Jeans—Gesetz

experimentell

exponentieller
Abfall

Vinax ~ kg T v
Wiensches Gesetz

Zur Losung des Problems nahm Planck im Jahr 1900 an, dass die stehenden elektromagnetischen Wellen in
Resonanz mit gewissen (nicht ndher charakterisierten) Oszillatoren in der Innenwand des Hohlraums stiinden
und dass diese nur in Zustdnden mit bestimmten diskreten Energien F,, = ne, n = 0,1, 2, ... existieren konnen.
Das ist bemerkenswert, da es der Entwicklung der Quantentheorie um mehrere Jahre voraus ging; Niels Bohr
verdffentlichte sein Atommodell erst 1913. Man zeigt in der Statistischen Physik, dass die Wahrscheinlich fiir das
Auftreten der Energie FE,, proportional zu e En/ksT — ¢—ne/ksT (genannt Boltzmann-Faktor) ist. Daher ist die
mittlere Energie eines solchen Oszillators

0e"0/kBT 4 ge=e/kBT 4 9ce=2/kT = 30 ‘neene/ksT

b= e~ O/kpT 4 g—e/kpT 4 g—2¢/ksT 4 S ene/kET (2.9)

Dies konnen wir auch schreiben als
> ne e~ "Pe
I n=0

E = 2.10
Dm0 € "PE (2.10)
mit S = 1/kpT. Die unendlichen Reihen lassen sich mittels der folgenden Umschreibung aufsummieren:
_ d . d 1
E= T ln;e*nﬁs =7 In P (geometrische Reihe)
d ce~Pe
- _ o Bey =
dﬂln(l e )_1—6*55
= ° (2.11)

TP 1 e/keT 1

Die Experimente zeigten, dass € proportional zur Frequenz v sein muss. Die Proportionalitétskonstante nennen
wir das Plancksche Wirkungsquantum h. Also schreiben wir

e = hu. (2.12)

Planck ersetzte dann die mittlere Energie kT im Rayleigh-Jeans-Gesetz durch £ und erhielt so die Plancksche
Strahlungsformel
V3 h

w(v) = 8w B ShlhaT 1

(2.13)
Sie geht fiir hv < kT in die Rayleigh-Jeans-Formel iiber (da e*/#8T — 1 = hy/kpT) und sagt fiir hv > kT
einen exponentiellen Abfall voraus. Beachte, dass Planck diskrete Energieniveaus fiir die Oszillatoren in der
Wand angenommen hat. Wir wissen heute, dass die Strahlungsformel tatséchlich von der diskreten Besetzung der
Feldmoden, d. h. von der Teilchennatur des Lichts, herriihrt. Die Wand hat nur die Funktion eines Wérmebades
mit der Temperatur 7.
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2.3 Der Photoeffekt

Heinrich Hertz beobachtete 1887, dass bei Bestrahlung mit (UV-) Licht Elektronen aus Metalloberflichen austre-
ten. Dieser sogenannte Photoeffekt oder lichtelektrische Effekt wurde von Wilhelm Hallwachs (1893-1922 Professor
an der damaligen TH Dresden, 1921-1922 deren Rektor) im Detail experimentell untersucht. Hertz und Hallwachs
machten folgende Beobachtungen:

1.
2.

4.
5.

Der Photoeffekt tritt nur auf, wenn die Lichtfrequenz v eine materialabhéngige Grenzfrequenz v, iibersteigt.
Die (kinetische) Energie der austretenden Photoelektronen ist proportional zu v — vg:

1
3 mv? ~ v -, fir v >y, (2.14)

Sie ist unabhéngig von der Lichtintensitéit, d.h. der transportierten Energie pro Zeit pro Fliche senkrecht
zur Ausbreitungsrichtung,

1
I= §c50E§. (2.15)
Hier ist Fy ist die Amplitude des elektrischen Feldes der elektromagnetischen Lichtwelle.
Die Anzahl der pro Zeit emittierten Photoelektronen, also der Strom, ist proportional zur Intensitéit I.

Die Emission erfolgt ohne messbare Verzogerung, selbst bei sehr geringer Lichtintensitét.

Aus der klassischen Elektrodynamik war bekannt, dass elektromagnetische Wellen Energie tragen, beschrieben
durch die Intensitdt I. Es schien plausibel, dass diese Energie bei Absorption an einer Metalloberfliche auf
Elektronen iibertragen wird und diese so herauslosen kann. Was sagt die klassische Physik fiir die Photoelektronen
voraus? Wir betrachten zwei Grenzfille:

1.

Falls die auf ein Elektron pro Periode 7 der Lichtwelle iibertragene Energie sehr klein im Vergleich zu seiner
Bindungsenergie im Metall (der Austrittsarbeit W) ist, sollte es iiber viele Perioden immer mehr Energie
aufnehmen, bis es schliellich genug Energie hat, um das Metall zu verlassen.

V(2)

07 R
[AVAV_ 2 |
AVAV_2 |
AVAV_ 2 |
YAV W,
AVAV_ 2 |
AVAV_2 |
AVAV_ 2 |

V
Metall Vakuum z

Die Energie der Photoelektronen sollte dann gering sein, denn sie haben ja gerade genug Energie, um das
Metall zu verlassen. Insbesondere sollte die Elektronenenergie nicht von der Lichtfrequenz abhéngen. Dies
steht im Widerspruch zum Experiment. Aulerdem sollte es bei geringer Lichtintensitéit eine Verzégerung
bis zum Austritt der Photoelektronen geben, ebenfalls im Widerspruch zum Experiment.

Falls die Dauer der Energieiibertragung bis zum Austritt klein im Vergleich zur Periode 7 ist, sollte ein
Kraftstof§ proportional zur Feldamplitude Fy auf die Elektronen wirken (die Kraft ist F = —eE). Waren
sie vorher in Ruhe, sollten sie auf Geschwindigkeiten vy (M fiir ,Metall“) proportional zu Ey beschleunigt
werden. Thre Energie relativ zum Grundzustand im Metall sollte dann

1

3 mvy ~ B3 ~ 1 (2.16)
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sein, also proportional zur Lichtintensitét I, ebenfalls im Widerspruch zum Experiment. (Nach dem Austritt
aus dem Metall sollte die kinetische Energie (1/2)mv? = ol — W, mit einer Konstanten o betragen.)

V(2)

04

2 2
vy, |~ E0~ 1

Metall | Vakuum z

Der Photoeffekt wurde 1905 korrekt von Albert Einstein erklirt, wofiir er 1922 den Physik-Nobelpreis (fiir das
Jahr 1921) erhielt. Einstein machte den Schritt, den Planck noch vermieden hatte, und postulierte, dass die elek-
tromagnetische Strahlung selbst (und nicht gewisse Oszillatoren in festen Korpern wie bei Planck) aus Paketen
mit der Energie E = hr besteht. Deren Anzahl pro Zeit und Querschnittsfliche muss dann proportional zur
Intensitat sein. Nach Einstein kann Energie zwischen dem Licht und den Metallelektronen nur durch Absorption
oder Emission ganzer Pakete ausgetauscht werden (Lichtquantenhypothese). Diese Pakete (Lichtquanten) verhal-
ten sich also wie Teilchen, deren Anzahl aber im Unterschied z. B. zu Elektronen nicht erhalten ist. Diese Teilchen
nennen wir heute Photonen.

Absorbiert ein Elektron mit der Bindungsenergie (Austrittsarbeit) W4 ein Photon der Energie hv, so bleibt
ihm die kinetische Energie

1
3 mv? = hv — W. (2.17)
V(Z) 1 2
—my
2
°1 7
e ?
Wa
l
V
Metall | Vakuum Z

Damit (1/2)mwv? > 0 ist, muss hv > Wy gelten, was fiir die Grenzfrequenz
v, = —2 (2.18)

impliziert, in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment. Weiter ist der Photoelektronenstrom propor-
tional zur Zahl der absorbierten Photonen pro Zeit und damit zur Intensitdt. Alle Ergebnisse der Theorie sind
experimentell sehr gut bestétigt.

Da die Photonen die Geschwindigkeit ¢ haben, sind sie nach der Speziellen Relativitéitstheorie (SRT) masselos.
Die SRT ergibt dann fiir ihren Impuls p:

h
E? =p?’P +m?ct =p?c® = p=—== -~ = (2.19)
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Mit der Kreisfrequenz w = 27v und der Wellenzahl k = 27/ findet man die hiufig verwendeten Beziehungen

hk

hw
E = o und p= 5 (2.20)
Man definiert die Abkiirzung
h
h:=-— =1,055-10"" 2.21
o ,055 Js (2.21)
und erhélt
E=hw und p=hk. (2.22)

2.4 Der Compton-Effekt

Der Compton-Effekt ist die elastische Streuung von Licht an freien oder zumindest schwach gebundenen Elektro-
nen. Er konnte nicht mehr zum Umsturz der klassischen Physik beitragen, da er erst 1924 entdeckt wurde, hat
aber Einsteins Teilchenbild der elektromagnetischen Strahlung bestétigt. Experimental fand Arthur H. Compton,
dass sich die Wellenldnge von Licht bei der Streuung um

50

h
AN = 47 — sin” — 2.2
A T s sin 5 (2.23)

verschiebt, wobei ¥ der Ablenkungswinkel (Streuwinkel) des Lichts ist.

24

Detektor

Elektronen

A ist insbesondere unabhéngig von der Wellenldnge A der einfallenden Strahlung und damit von ihrer Frequenz.
Klassisch wiirde man eine kontinuierliche Energieiibertragung von Licht an die anfangs ruhenden Elektronen
erwarten und damit eine Verteilung von A\ fiir gegebene Raumrichtung, nicht einen scharfen Wert fiir A\.

Im Rahmen des Photonenbildes kann man das Experiment dagegen als elastischen Stofl zwischen einem Photon
und einem anfangs ruhenden Elektron verstehen. Beim elastischen Stofl miissen Impuls und Energie erhalten
bleiben:

Photon

Photon

Elektron
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pP+0=p +P, (2.24)
pe+mc? = ple+ /(P22 + m2ch . (2.25)

(relativistische Energie-Impuls-Beziehung)

Aus der Impulserhaltung folgt
P=j-p = (PP=p+0)-277

=p* + (p)? = 2pp’ cos V. (2.26)
Eingesetzt in die Energieerhaltung ergibt sich
pe+me® =pe+/p? + (p')2 — 2pp’ cos ¥ + m2c2 ¢ (2.27)
= p—p +mec= \/p2 + (p')? — 2pp’ cos ¥ + m2c? (2.28)
= P+ (P P — 2pp + 2pme — 2p'me = pE + (pIF — 2pp’ cos 9 + m . (2.29)

Also mit p = h/\,
2h?  2mhc B 2mhe 2h?

_ = — 3 2.
%Y + 1 Y oV cos v (2.30)
= —1+%X—%A:—cosz9 (2.31)
= AA:,\’—Azi(1—cosz9):2i sin2 Y —an P n2? (2.32)
mc mc 2 mc 2

Das ist die beobachtete Verschiebung. Ao := h/mc = 2,426 - 10~ 2 m nennt man die Compton- Wellenlinge des
Elektrons und X¢ := i/mc die reduzierte Compton- Wellenlinge.

2.5 Welle oder Teilchen?

Die bisher besprochenen Experimente lassen sich auf natiirliche Weise nur im Teilchenbild des Lichts erkléren.
Fiir Materie erschien das Teilchenbild ohnehin als gesichert. Es hat eine lange Geschichte, wichtig waren z. B. die
Experimente von Thomson, Townsend und Wilson von 1896 zum elementaren Charakter des Elektrons und zu
seiner Ladung und Masse. In diesem Abschnitt besprechen wir kurz Experimente, die zeigen, dass das Teilchenbild
nicht ausreicht.

2.5.1 Welle-Teilchen-Dualitit des Lichts

Die schon lange bekannten Beugungs- und Interferenzerscheinungen des Lichts werden sehr erfolgreich durch das
Wellenbild erklért. Z.B. finden wir beim Doppelspaltexperiment ungefiihr fdquidistante Maxima (und Minima),
die auftreten, wenn der Wegunterschied As zwischen den beiden Spalten und einem Punkt auf dem weit entfernten
Schirm As =nX (bzw. A = (n+1/2) A) mit n =0,£1,£2, ... betrégt.

_~
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Man beobachtet dasselbe Interferenzmuster, wenn man die Lichtintensitit so weit verringert, dass praktisch sicher
immer nur ein einzelnes Photon zur Zeit den Doppelspalt passiert. Im klassischen Teilchenbild erwartet man, dass,
wenn das Photon durch den rechten Spalt fliegt, die Position des linken Spalts keine Rolle spielt und umgekehrt.
Das Bild auf dem Schirm sollte also einfach die Uberlagerung der von den beiden Spalten erzeugten Bilder sein. Das
beobachtet man aber offenbar nicht. Man ist also gezwungen anzunehmen, dass jedes einzelne Photon beide Spalte
sieht, obwohl diese einen makroskopischen Abstand voneinander haben. Das ist mit klassischen Teilchenbahnen
nicht vereinbar.

Die Schlussfolgerung ist, dass sich Licht in manchen Situationen wie eine Welle und in anderen wie eine
Ansammlung von Teilchen verhélt. Dies wurde Welle-Teilchen-Dualitit genannt, aber zunéchst nicht verstanden.

2.5.2 Welle-Teilchen-Dualitat der Materie

In den Jahren 1927/28 wiesen mehrere Experimente unabhéingig voneinander nach, dass auch Materiestrahlen
Beugung und Inteferenz zeigen. Dabei wurden die Reflexion und Transmission von Elektronenstrahlen an Kris-
tallen untersucht. Die aus den Experimenten ermittelte Wellenldnge der Elektronenwellen betrug
h h
A= — = — (2.33)
P mu
(de Broglie- Wellenlinge). Beachte, dass diese immer grofler als die Compton-Wellenlénge ist und sich ihr im

relativistischen Limes ann&hert:
A= Trse byl (2.34)
mu me
In diesem Fall ging die theoretische Voraussage (de Broglie 1923) dem Nachweis voraus.
Die Experimente zeigen also, dass sich auch Elektronen manchmal wie Wellen und manchmal wie Teilchen
verhalten. Spédter wurde dies auch fiir andere Teilchen gezeigt, fiir Neutronen ist es z. B. inzwischen eine Stan-

dardtechnik fiir die Strukturbestimmung von Kristallen und die Bestimmung von magnetischer Ordnung.

2.6 Das Versagen des Rutherfordschen Atommodells

Ernest Rutherford untersuchte in den Jahren 1906 bis 1913 die Streuung von a-Teilchen (aus radioaktivem Zerfall)
in Transmission durch diinne Goldfolien. Die gemessene Haufigkeit der Ablenkung in ein Raumwinkelelement df)
unter einem Winkel 9 gegeniiber der Einfallsrichtung ldsst sich sehr gut klassisch beschreiben. Dabei muss man
annehmen, dass fast die gesamte Atommasse in einem sehr kleinen Kern der Ladung +Ze vereinigt ist. Dann
ergibt sich die Rutherfordsche Streuformel

(2.35)

Die Ubereinstimmung mit der klassischen Streuformel mit dem Experiment scheint zuniichst die klassische Physik
(Mechanik und Elektrodynamik) glinzend zu bestétigen. (In diesem Fall ergibt eine quantenmechanische Betrach-
tung jedoch dieselbe Streuformel, siche Vorlesung Quantentheorie 2.) Die Experimente untergraben die klassische
Physik aber an anderer Stelle, ndmlich beim Verstdndnis des Rutherfordschen Atommodells.
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2.6.1 Stabilitat der Atome

Nach Rutherford bestehen Atome aus Elektronen (leichten Teilchen der Ladung —e) und Kernen (schweren
Teilchen der Ladung +Ze). Die Elektronen laufen gemifl der Gesetze der klassischen Mechanik auf Bahnen um
den Kern. Da das Coulomb-Potential von der Form V (7*) ~ —1/r und anziehend ist, handelt es sich um ein Kepler-
Problem; die Bahnen miissen im klassischen Bild Ellipsen sein. Nun findet man in der klassischen Elektrodynamik,
dass beschleunigte Ladungen elektromagnetische Wellen abstrahlen. Elektronen auf Ellipsenbahnen sind natiirlich
beschleunigt,

F _ ¢E 1z e?
m  om  m dwegrd

7= 7 # 0. (2.36)
Die Abstrahlung reduziert die Energie des Elektrons. Da seine kinetische Energie nicht negativ werden kann, muss
die potentielle Energie immer kleiner werden, d. h. das Elektron fillt in den Potentialtopf des Kerns. Mann kann
die moglichen Elektronenbahnen im Rahmen der klassischen Physik berechnen. Man findet, dass ein Elektron
innerhalb einer Zeit von der Gréflenordnung 107 !!'s von einer Bahn mit einem typischen Atomradius (1071 m)
in den Kern fiillt. (Was im Kern mit dem Elektron passiert, kann die klassische Physik nicht beantworten. Ist die
Kernladung iiber das Kernvolumen ausgeschmiert, gibt es aber zumindest keine Divergenz der Elektronenenergie
nach —o0.)

Die klassische Physik sagt also voraus, dass das Rutherford-Atom auf einer typischen Zeit von 10~!!s kol-
labiert. Atome sollten unter Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen in kleine, elektrisch neutrale Partikel
(Kerne mit darin gefangenen Elektronen) iibergehen, im Widerspruch zu allen Beobachtungen. In diesem Bild
gibe es nichts, was den Abstand der Kerne in Festkorpern und Fliissigkeiten bei etwa 1071% m stabilisieren wiirde.
Es géibe damit insbesondere keine Erde.

2.6.2 Atomspektren

Sollte das Rutherford-Atom durch unbekannte Mechanismen den Kollaps vermeiden, so sollte es jedenfalls be-
liebige Betrége von Energie aufnehmen und abgeben kénnen, zumindest bis zu einem gewissen Maximum. Beim
klassischen Kepler-Problem gibt es ndmlich keinen Grund, warum bestimmte Werte der Bindungsnergie vor an-
deren ausgezeichnet sein sollten.

Balmer beobachtete nun 1885, dass ein durch Stofle mit Elektronen angeregtes verdiinntes Wasserstoffgas nur
Licht mit bestimmten, diskreten Wellenlédngen abstrahlte. Spater wurden noch weitere Emissionslinien bei UV-
und IR-Wellenldngen beobachtet. Alle beobachteten Wellenldngen gehorchten der empirischen Rydberg-Formel

vl 11
cARQﬂQ (2.37)

m

mit natiirlichen Zahlen m > n und einem Faktor R von der Dimension einer inversen Lange. Aulerdem fand man,
dass offenbar alle dadurch vorhergesagten Linien im beobachtbarem Spektrum tatséichlich vorkamen. Fiir feste n
ergeben sich Serien von Spektrallinien mit m=n+1,n+2,n+3,...:

n =1 | Lyman-Serie
n = 2 | Balmer-Serie
n = 3 | Paschen-Serie
n = 4 | Bracket-Serie
n =5 | Pfund-Serie

Dasselbe Verhalten, nur mit anderem Vorfaktor, erhilt man fiir die wasserstoffihnlichen Ionen He™, Li2t usw.,
die alle genau ein Elektron enthalten. Bei komplizierteren Atomen und Ionen findet man ebenfalls Serien, die aber
nicht einer einfachen Formel gehorchen. Es gilt jedoch auch hier das Ritzsche Kombinationsprinzip: Die Summe
und die Differenz zweier Frequenzen im Spektrum sind oft wieder Frequenzen im Spektrum.
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Wir kommen im néchsten Kapitel 3 auf die Deutung der Spektren im Rahmen der , dlteren Quantentheorie*
(Bohr, Sommerfeld) zuriick. Im Vorgriff darauf ist es nach Einsteins Lichtquantenhypothese naheliegend, das
Spektrum durch Emission einzelner Photonen der Energie hv zu interpretieren. Dann ist es natiirlich,

11 Er Eg

=: ER

unter Beriicksichtigung der Energieerhaltung so zu deuten, dass das Wasserstoffatom bei der Emission einen
Ubergang zwischen zwei Zustinden mit den Energien —FEg/n? und —EgR/m? ausfiihrt. Er = 13,6eV heifit
Rydberg-Energie oder, als Einheit der Energie aufgefasst, Rydberg, d.h. 1R = 13,6 eV. Das Argument fiihrt zu
dem Schluss, dass das Wasserstoffatom nur diskrete Energiewerte —Eg/n?, n = 1,2, ... haben kann.

2.6.3 Der Zeeman-Effekt

Die Spektren von Atomen zeigen in einem angelegten Magnetfeld B eine zu |§ | proportionale Aufspaltung in eine
ganze Zahl von Linien. Dies beobachtete Zeeman 1896.

v
0 1|
Der lineare Zusammenhang deutet auf die Energie Ez = —[i - B eines magnetischen Dipolmoments im B-Feld

hin. Im Rahmen des Rutherfordschen Atommodells ist im Prinzip versténdlich, dass die Elektronenbahnen im
Atom mit einem magnetischen Dipolmoment verbunden sind. Ein auf einer Kepler-Bahn umlaufenden Elektron
realisiert einen Kreisstrom. Dieser erzeugt nach den Gesetzen der Elektrodynamik ein magnetisches Dipolmoment
senkrecht zur Bahnebene. Im Photonenbild ist es naheliegend, die Verschiebung der Frequenz im Feld als

AEZ - _ANZB

A: =
Y= h

(2.39)

mit B = Bé, zu deuten. Die Diskretheit der Linien zeigt dann, dass sich die z-Komponente des Dipolmoments nur
um diskrete Werte d&ndern kann, im Einklang mit dem spéteren Stern-Gerlach-Experiment, sieche Abschnitt 2.7.

2.6.4 Der Franck-Hertz-Versuch

Die Vorstellung diskreter Energiezustdnde der Atome wurde 1914 durch Franck und Hertz bestétigt. Sie unter-
suchten die Streuung von monoenergetischen Elektronen an Atomen.

-+
O O

Elektron
s 4.

g Atom
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Die Messung der (kinetischen) Energie der Elektronen nach der Streuung ergab, dass die Energiedifferenz
AE = Evorher - Enachher (240)

nur diskrete Werte 0 < AFE; < AFy < ... annehmen konnte. War insbesondere Eyoner < AFE7, so betrug
die Energiedifferenz AE = 0, da schon die kleinste nicht verschwindende Energieinderung AE = AFE; wegen
Erachher = Fvorher — AE7 < 0 nicht moglich war. Es trat dann also nur elastische Streuung auf.

Die diskreten Energien AFjq,... nimmt offenbar das Atom auf. Es liegt nahe, sie als Differenzen zwischen
diskreten atomaren Energiezustéinden zu deuten. Man beobachtet dieselben Energien wie im optischen Spektrum.
Fiir das Wasserstoffatom ist z. B.

Er Er 3
E E 8

2.7 Der Stern-Gerlach-Versuch

Dauermagneten sind seit der Antike bekannt. Experimente von Oersted zeigten 1819, dass elektrische Strome
Magnetfelder hervorrufen. Es lag daher nahe, das Magnetfeld von Dauermagneten durch elektrische Stréme in
ihrem Inneren zu erkldren. Das Rutherfordsche Atommodell lieferte eine offensichtliche Erkldrung fiir Strome im
Inneren der einzelnen Atome durch die Bahnbewegung geladener Elektronen. Diese Strome sollten magnetische
Dipolmomente erzeugen. Otto Stern und Walther Gerlach wollten 1921/22 das magnetische Dipolmoment einzel-
ner Atome untersuchen und schickten dazu einen Strahl von Silberatomen durch ein inhomogenes Magnetfeld.
Die Energie eines magnetischen Dipolmoments ji in einem B-Feld ist

Echman == *ﬁ : E (243)
Wir legen die z-Achse entlang é, dann ist
E7ceman = _,J' 2B = _/JZB (244)

(wir bezeichnen Einheitsvektoren durch ein Dach iiber dem Symbol). Aufgrund dieser potentiellen Energie wirkt
auf den Dipol die Kraft . . .
F = —VFEzeeman = p:VB. (2.45)

Diese Kraft ist offensichtlich nur in einem inhomogenen Feld von Null verschieden.

Z
Lx l

Ag_ [
Ofen ]

Blende Schirm

Querschnitt: / \ B
°
Strahl
i
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Wir berechnen die Ablenkung der Atome unter der Annahme, dass sie sich nur sehr kurz im Bereich des B-Feldes
aufhalten. Dann erfahren sie einen Kraftstof3

Ap=FAt mit A=t (2.46)
v

Hier ist v die Geschwindigkeit des einlaufenden Atoms. Die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung ist vor
dem B-Feld-Bereich Null und dahinter

F. 298
v, =Pz ol apHEa b (2.47)
m m m v
Der Ablenkwinkel ¢ erfiillt
2 2 [ OB
tang = P2 = — U (2.48)

Vg v muv2 0z

Wir nehmen an, dass die Silberatome ein Dipolmoment vom Betrag p > 0 haben. Beim Eintritt in das B-Feld
sollte die Richtung des Dipolmoments der Atome beliebig verteilt (isotrop) sein, daher sollte die z-Komponente
1, eine kontinuierliche Verteilung zwischen —u und p zeigen. Entsprechend sollte man auf dem Schirm eine breite
Verteilung zwischen den Winkeln —@.x und @pax mit

[ 0B

mo? 9z 1 (2.49)

tan Pmax —

erwarten.

Haufigkeit

|
T

—tan @, 0 tan @, . tan @

tan ¢ sollte sogar gleichverteilt sein, denn tany ~ p, = ji- 2 = pcos6 (0 ist der Polarwinkel des Dipolmoments
in Kugelkoordinaten) und die Verteilungsfunktion von cos ist

27 ™
1
P(cosf) = o /dd)//dG’ sin @' §(cos O — cos ")
m
0 0

/d9' sin 0’ 6(cos § — cos 6) Substitution u’ = cos 6§’

N

0
1
1 ) 1
=3 du' §(cos —u') = 3= const (2.50)
21

fiir cos @ € [-1,1].
Das beobachtet man aber nicht. Stattdessen findet man zwei ziemlich schmale Maxima in der Haufigkeit, die
die gleiche Hohe haben.
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Haufigkeit

—tan @, 0 tan @ . tan @

Die Verbreiterung beruht auf der endlichen Auflésung des Experiments und ist nicht fundamentaler Natur. Die
zwei beobachteten Ablenkungswinkel entsprechen in guter Niherung

eh
2me

py = tpup ==+ (2.51)
mit der Elektronenmasse m. (nicht der Masse der Silberatome). Die z-Komponente des Dipolmoments kann
offenbar nur zwei diskrete Werte +up (up ist das Bohr-Magneton) annehmen. Das ist klassisch nicht versténdlich.
Wir werden die in den Versuchen von Stern und Gerlach sowie Zeeman beobachtete Diskretheit spéter aus den
quantenmechanischen Eigenschaften des Drehimpulses erkléren.

Fiir Ag*-Tonen beobachtet man keine Aufspaltung. Sie haben also kein magnetisches Dipolmoment. Man kann
das beobachtete Moment demnach dem im neutralen Atom aber nicht im Ion vorhandenen (Leucht-) Elektron in
der #ufleren Schale zuschreiben.
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Kapitel 3

Die altere Quantentheorie

Die heute so genannte dltere Quantentheorie wurde von Niels Bohr und anderen ab 1913 entwickelt, um die offenbar
diskreten Energiewerte von Atomen zu beschreiben und die Berechnung der Atomspektren zu erméglichen. Sie
beruht auf der Annahme, dass die klassische Physik die Dynamik von Teilchensystemen im Prinzip beschreibt, dass
aber nur bestimmte Teilchenbahnen tatséchlich realisiert sind. Welche dies sind, ergibt sich aus ad hoc eingefiihrten
Quantisierungsregeln. Wir werden sehen, dass die Bohrsche Quantentheorie nur etwas iiber geschlossene Bahnen
aussagt.

3.1 Die Bohrschen Postulate

Die Annahme, dass nur bestimmte Bahnen vorkommen, widerspricht offensichtlich der klassischen Physik, die fiir
geladene Teilchen eine kontinuierliche Energieabnahme durch Abstrahlung elektromagnetischer Wellen voraussagt.
Diese Abstrahlung muss durch einen (von Bohr nicht erklirten) Mechanismus verhindert werden. Andererseits
wurde ja eine Abstrahlung beobachtet, aber nur bei diskreten Frequenzen. Bohr formulierte seine Annahmen in
der Form von zwei Postulaten:

1. Periodische Bewegungen kénnen nur mit bestimmten diskreten Energien FEj, FEs, ... erfolgen. Sie sind
strahlungslos.

2. Ubergiinge zwischen erlaubten periodischen Bahnen der Energien E,, und E,, erfolgen unter Emission oder
Absorption von elektromagnetischer Strahlung mit einer Frequenz der Form

_ E,—E,

. (3.1)

14

Hieraus folgt noch nicht, dass ein System mit periodischen Bahnen, z.B. ein Atom, einen Grundzustand nied-
rigster Energie haben muss. (Das folgt selbst dann nicht, wenn die Energie wie iiblich nach unten beschrinkt
ist. Gegenbeispiel: E,, = E1/n,n = 1,2,...) In physikalisch relevanten Fillen existiert aber ein Grundzustand.
Ist ein Atom im Grundzustand, so kann es keine Energie mehr abstrahlen und bleibt daher in diesem Zustand,
bis es durch eine duflere Storung angeregt wird. Die Frequenz v = (F,, — E,;,)/h konnen wir im Teilchenbild des
Lichts leicht deuten. Mit der Planck-Beziehung € = hv ergibt sich, dass bei einem Ubergang zwischen erlaubten
Bahnen ein Photon emittiert oder absorbiert wird. Beachte, dass das Photon in moderner Sprechweise “virtuell”
sein kann, d. h. es kann unmittelbar von einem anderen Teilchen emittiert oder absorbiert werden, z. B. von einem
freien Elektron beim Franck-Hertz-Versuch.

3.2 Die Quantisierungsregeln von Bohr und Sommerfeld

Die Bohrschen Postulate sagen noch nichts dariiber, welche der klassischen periodischen Bahnen erlaubt sind.
Wir diskutieren dies, wie Bohr, zun#chst fiir das Wasserstoffatom und dann allgemeiner.
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3.2.1 Das Wasserstoffatom

In der klassischen Mechanik fiithrt die anziehende Coulomb-Wechselwirkung zwischen Proton und Elektron auf
ein Kepler-Problem. Fiir alle negativen Energien E < 0 findet man elliptische (im Grenzfall kreisférmige) Bahnen
mit der Umlauffrequenz

1 14wy [2|EP

ahn — - 5 3.2
Viah TBabn 7T €2 m (3:2)
wobei m &~ m, die reduzierte Masse ist, und mit der groflen Halbachse
1 e 1
== — — 3.3
2 47T50 |E| ( )

Wie in Kap. 1 diskutiert, gilt die klassische Physik auf makroskopischen Lingenskalen sehr gut. Also erwarten
wir, dass die Quantentheorie im Grenzfall grofler Léngenskalen, also hier grofler a, mit der klassischen Physik
iibereinstimmt. Das ist die Anwendung des wichtigen Korrespondenzprinzips auf das Wasserstoffatom. Wir kom-
men darauf zuriick. Grofie a entsprechen nach Glg. (3.2) und (3.3) betragsméBig kleinen Energien |E| und kleinen
Frequenzen vgann.

Klassisch betrachtet, sollte ein Atom mit der gegebenen Energie E elektromagnetische Wellen mit der Fre-
quenz Vpahy und hoheren Harmonischen 2vgann, 3VBahn, - - - abstrahlen. (Hohere Harmonische treten auf, weil das
Elektron auf einer Ellipsenbahn keinen idealen schwingenden Dipol darstellt.) Die Bohrschen Postulate behaup-
ten, dass das Atom Wellen mit Frequenzen der Form (FE,, — E,,)/h abstrahlt. Gem&8 des Korrespondenzprinzips

fordern wir nun, dass fiir kleine Energie |E| = |E,| die kleinste klassisch mégliche Frequenz vpan, (die Grundfre-
quenz) gleich der kleinsten quantenmechanisch méglichen Frequenz ist,
E,—FE,_
VBahn = V = h ! . (34)

Da F,, mit n anwichst — so zéhlen wir die erlaubten Energien — und E,, negativ ist, entsprechen kleine | E,,| grofien
Quantenzahlen n. Wenn F,, — E,,_1 < |E,| gilt, was wir nachtréglich {iberpriifen sollten, kdnnen wir schreiben

1 dE,
h dn’
Diese Beziehung gilt geméfl des Korrespondenzprinzips fiir grofie n. Bohr forderte nun, dass sie fiir alle n gelten
soll. Die Gleichung

(3.5)

VBahn =

1 dE,
7 = ahn En .
5 — VBann(En) (3.6)
ist dann eine Differentialgleichung fiir F,, als Funktion von n. Trennung der Variablen ergibt
dE,
——— =hdn 3.7
VBahn(En) ( )
und
ToaE
R N = {n + ’]’LC h,’ 3.8
/ VBahn(E;L) ( ) ( )
—oo

wobei n. eine (Integrations-) Konstante ist. Fiir das Wasserstoffatom erhalten wir

ETI,
dEl dE/
e)h = —_—. 3.9
(n+n ) / 1 4meqg \/m 460\/7/ E' 3/2 ( )

—00 7 e2

Fiir F,, < 0 konnen wir das Integral auswerten,

e? m 1
Jh=— /=2 —
(n+ne) 15 V2 —

n|_

e? m 1
=—\ T 3.10
2e9 2 v—FE, ( )
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Dies ergibt

e*m 1

= . 3.11

" 8e2h? (n +n.)? (3.11)
Die Konstante n, bekommt man nicht aus dem Korrespondenzprinzip. Vergleich mit dem beobachteten Spektrum
ergibt n, =0, wenn n = 1,2,3,... Dann ist

Er
B, = — n2 (3.12)
mit )
e4m 62 m
Er=—— =272 — =1 ) 1
gz " (47750) pr = 130V (313)

Die Differenzen dieser quantisierten Energien ergeben genau die Frequenzen der beobachteten Spektrallinien iiber
v =(E, — En)/h. Das war ein grofler Erfolg des Bohrschen Atommodells.

De Broglie hat eine anschauliche Begriindung fiir die diskreten Energiewerte formuliert. Die Idee ist, die auf
Kreisbahnen umlaufenden Elektronen als Wellen aufzufassen. Eine stabile Welle sollte nur moglich sein, wenn der
Bahnumfang ein ganzzahliges Vielfaches der (de Broglie-) Wellenlénge ist, denn sonst fithrt destruktive Interferenz
zu einer mittleren Amplitude von Null. Also sollte gelten:

h
2nr=nA=n—, n=1,2.3,... (3.14)
p

Nun gilt
e 1
V=- — 3.15
dmeg T ( )
und nach dem Virialsatz fiir die kinetische Energie
\%4 1 e 1
T _ L - Z 3.16
2 +2 dmeg T ( )
Damit ist der Impuls
e 1
=2 = = 3.17
p mn m47reo r ( )
Gleichung (3.14) ergibt also
h nh 47eg
—p 3.18
r=mn » = o2 VT ( )
h 47eg
= r = 7m 762 n (3.19)
h? 4meq
—N = — 3.20
= (3.20)



und fiir die Energie folgt

62

—_

E=T+V =—

1

54’/T607’
1 2 \’m 1
5 m) 72 n2

N *mo1
= —2m — 5, n=12... (3.21)

4dmeg ) h2 n?’

Wir finden also dieselben diskreten Energiewerte wie nach der Bohrschen Quantisierungsregel. Interessant ist auch
Gl. (3.20): Der Bahnradius wird fiir groie n viel groBer als fiir den Grundzustand, in dem r = r; ~ 1A =107%m
gilt. Fiir grofe n sollten wir den klassischen Grenzfall erreichen, also sollte Gl. (3.20) dann ein verniinftige
Abschéitzung der Grofie von Atomen ergeben. Solche vergleichsweise riesigen Atome mit grofien n nennt man
Rydberg-Atome. Da sie durch Sto8e leicht abgeregt oder ionisert werden, existieren sie fiir experimentell relevante
Zeiten nur in stark verdiinnten Gasen, entweder im Labor oder im interstellaren Raum.

3.2.2 Phasenraumquantisierung

Die bisherige Betrachtung schrénkt zwar die groflie Halbachse a der Bahn und die Energie auf diskrete Werte ein,
aber nicht die kleine Halbachse b. Demnach miisste es fiir jede Energie unendlich viele verschiedene Bahnen mit
unterschiedlichen b geben. Das ist noch nicht richtig. Fiir die Lésung des Problems und die Behandlung anderer
Potentiale benttigen wir eine systematische Theorie der Quantisierung von Phasenraumbahnen, die in diesem
Abschnitt vorgestellt wird.

Wir formulieren nun die Ideen von Bohr als Quantisierung periodischer Bahnen (¢, p)(t) im Phasenraum. Diese
Formulierung geht v. a. auf Wilson und Sommerfeld zuriick. Zunéchst betrachten wir periodische Bewegungen in
Systemen mit einem Freiheitsgrad. In diesem Fall ist der Phasenraum zweidimensional und wird durch ¢,p
parametrisiert. Die Quantisierungsbedingung schreiben wir jetzt als

Ey
dE!
_ T (n+n)h, 3.22
E/ VBahn (Eil) ( ) ( )

wobei die Grenze E;, beriicksichtigt, dass die klassische Energie fiir andere als das Coulomb-Potential nach
unten beschrénkt sein kann. Die linke Seite konnen wir als Integral im Phasenraum umschreiben (wir schreiben
die Energie jetzt als Hamilton-Funktion H):

E, E, TBann(H)

OH  OH
9¢ 0
Q/ V /‘deng /ndH (/ !/ dq dp £ J (3.23)
Bahn a5
Emin Enin Enin H(q,p) < En op

Jacobi-Determinante

Nach den kanonischen Gleichungen der Hamilton-Mechanik ist

‘%I;I %% B 3? Z?’ _‘ dp ot dg (’%‘_ ot dg Ot dp
at ot at ot | 4t Op  dt 9a|  |og dt
o & & & dt Op dt Oq Jq dt 8p dt

Wir betrachten nun ¢t = #(q,p) als Funktion von ¢ und p. Wenn nun ¢ und p ihrerseits von einer Variablen x

abhéngen, gilt nach der Kettenregel
dt 0t dqg Ot dp

dr " ogdr T opar (3.24)
Hier setzen wir jetzt © = ¢ und erhalten mit der vorigen Gleichung
oH  9H
|g Z‘ ’ (3.25)
dq op
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Damit folgt
E

J ity ] o -

Emin H(q,p) < Ep

Dies ist offenbar die Fldche im Phasenraum, die von der Bahn zur Energie ¥ = F,, eingeschlossen wird.

’ (i)

Diesen Ausdruck schreiben wir mit Hilfe des Gaufischen Satzes in zwei Dimensionen als Linienintegral um:

H<p4[Endqdp_ //d p(aq 8p) <g>
Ga:m% ]{ (—dp, dq) - <>

j{ (pdq — qdp)
H=E, H=E

:% ?f pdq_ll fd(qp) - pdq]: fpdq. (3.27)
H

H=FE, =FE, H=E, =En

MM—*

[\

o |(qo,po) _
- (40.p0)

Wir erhalten also eine kompakte Formulierung der Quantisierungsregel im Phasenraum:

pdg=(n+mnc)h, n=12,... (3.28)
H(qvp):En

Die von der Bahn eingeschlossene Flidche im Phasenraum, die auch fiir generalisierte Koordinaten immer die
Dimension einer Wirkung (Energie mal Zeit) hat, muss nach Bohr und Sommerfeld bis auf die Korrektur n.h,
die die kleinst mogliche Bahn bestimmt, ein ganzzahliges Vielfaches des Planckschen Wirkungsquantums sein.
Man erkennt auch sofort, dass die Regel nur fiir periodische Phasenraumbahnen anwendbar ist, also z. B. nicht
fiir Streubahnen.

Als Beispiel betrachten wir den harmonischen Ostzillator. Hier ist

P 1 2 2

Fiir H = E = const ist das eine Ellipsengleichung mit den Halbachsen

2F
max — 9 max — 2mkE. 3.30
q mag P m (3.30)
Damit ist die Fldche der Ellipse
2k
j{ pdq = // dqdp = T Gmax Pmax = % ; (n + TLC) h. (331)
0

H=E H<E
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Es folgt

E, = hwy (n + ne). (3.32)
Die Abstéinde der Energieniveaus kommen korrekt heraus, wie wir sehen werden. Die Konstante bekommen wir
nicht aus der Bohr-Sommerfeld-Quantisierung. Die Schrédinger-Quantenmechanik zeigt, dass wir n, = —1/2 fiir
n =1,2,3,... wihlen miissen, oder dquivalent (und iiblicher) n. = +1/2 fir n =0,1,2,...

Auf mehrere Freiheitsgrade lisst sich die Quantisierungsregel iibertragen, wenn sich generalisierte Koordinaten
(¢, p) finden lassen, so dass die Bewegungsgleichungen fiir verschiedene Freiheitsgrade entkoppeln. Die Bewegung
von (g;,p;) ist dann unabhéngig von (g;,p;) fiir ¢ # j. Dies ist insbesondere fiir sogenannte Wirkungs-Winkel-
Variablen der Fall. Nicht alle mechanischen Systeme erlauben dies. Dafiir ist notwendig und hinreichend, dass das
System integrabel ist, siche Vorlesung Theoretische Mechanik.

Ist diese Entkopplung moglich, muss zusitzlich die Phasenraumbahn in jedem Paar (g;,p;) periodisch sein,
evtl. mit nicht identischen Umlaufzeiten bzw. Frequenzen. In diesem Fall lauten die Quantisierungsbedingungen,
nach Wilson und Sommerfeld,

%p,;dq,;:(qunf)h, n; =1,2,3,... (3.33)

Wir wenden dies auf das Wasserstoffatom an, wobei wir zundchst die Korrekturen n§ auler Acht lassen.
Da die Kepler-Bahnen eben sind, handelt es sich um ein zweidimensionales Problem. Geeignete generalisierte
Koordinaten und konjugierte Impulse sind die Polarkoordinaten r, ¢ und p, sowie p, = L. Es ist

1 ([, L2 e 1
= — T+ — ] - —. 3.34
2m(7+r2) dmeg r (3:34)
—_—
T %

Aufgrund der Erhaltung von Energie und Drehimpuls hiingt, fiir gegebene Energie H = F = const und gegebenen
Drehimpuls L = const, p, bis auf das Vorzeichen nur von r, aber nicht von ¢ ab:

1 ([, L2 e? 1
— — | - -=F. 3.35
2m(’"+r2> dmeg r (3:35)

Andererseits hingt p, nur von ¢ ab (in trivialer Weise: p,, ist eine konstante Funktion von ¢):
P, = L = const. (3.36)

Die beiden Freiheitsgrade sind also entkoppelt. Die letzte Beziehung fiithrt auf die Quantisierung

f Ppodp = 2rL = n,h (3.37)

= L=n,h, n,=1,2,3,... (3.38)

Gleichung (3.35) ist etwas komplizierter und fiithrt nach einiger Rechnung auf

e2 [ m |
fprdr:Qﬂ' e\ 2B —2rL =n.h, n,=1,2,... (3.39)

Definieren wir die Drehimpulsquantenzahl | := n, = 1,2,... und die Hauptquantenzahl n := n, +n, = 2,3,.. .,
so erhalten wir

Er

n?’

L=hl und E=- (3.40)

Das stimmt insoweit mit dem Ergebnis der modernen Quantenmechanik {iberein, wie wir sehen werden, aber
die Quantenzahlen durchlaufen in Wirklichkeit die Werte n = 1,2,3,... und [ = 0,1,...,n — 1. Wir wussten
schon, dass Konstanten n{ nicht bestimmt werden konnen, also auch nicht der Startwert der ganzen Zahlen.
Die Tatsache, dass die Drehimpulsquantenzahl [ auch nach oben beschrankt ist, kommt aber unerwartet. Wieder
kann die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel die erlaubten Quantenzahlen nicht bestimmen und macht ad-hoc-
Annahmen notwendig.
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Der Vollstéandigkeit halber geben wir die Halbachsen der klassischen Ellipsenbahnen an:

e 1 h*dmey
— _ 2 Zre
dmweg |[E| m €2

1
== A1

siehe GL. (3.20), und

l
= —aq. 42
b ~a (3.42)

Beachte, dass fiir [ = 0, d.h. Drehimpuls L = 0, die Ellipse zu einer linearen Schwingbahn durch den Kern
entartet, was man wegen der Singularitit von V(F) bei ¥ = 0 nicht gut verstehen kann. Aber die Realitit wird
ohnehin nicht gut durch die klassischen Kepler-Bahnen beschrieben.

3.2.3 Das Korrespondenzprinzip

Als allgemeinste Formulierung der &lteren Quantentheorie haben wir gefunden, dass sich die Wirkung

S = Z j{pi dgi (3.43)

von mechanischen Systemen nur um ganzzahlige Vielfache eines Wirkungsquantums h &ndern kann. Dies haben wir
zumindest fiir periodische Bewegungen gesehen. Wir erwarten daher, dass sich das Verhalten eines mechanischen
Systems deutlich vom klassischen Ergebnis unterscheidet, wenn seine Wirkung S von der Gréflenordnung von h
ist. Andererseits sollte die Diskretheit der Wirkung keine groflen Auswirkungen haben, wenn S > h gilt. Das
ist der Inhalt des Korrespondenzprinzips: Die Quantenmechanik enthélt die klassische Mechanik als Grenzfall fiir
S > h. Mathematisch sollten wir die Gesetze der klassischen Mechanik aus denen der Quantenmechanik erhalten,
indem wir in geeigneter Weise den Grenziibergang h — 0 ausfiihren. Dies sollte auf der Ebene von Observablen
geschehen. Ein Beispiel ist die Plancksche Strahlungsformel aus 2.2:

v3 h h=0 v3 h v?

87— kpT . (3.44)

W) =87 G e =1 S ST @ kT @

Im klassischen Grenzfall ergibt sich, wie schon gesehen, das Rayleigh-Jeans-Gesetz.

3.3 Schwierigkeiten der dlteren Quantentheorie

Die altere Quantentheorie erlaubt, unter Hinzunahme eines empirischen Wertes fiir die kleinste erlaubte Bahn,
eine quantitative Beschreibung der Spektren des Wasserstoffatoms und einer ganzen Reihe weiterer Systeme. Das
Prinzip der Quantisierung der Phasenraumbahn ist so niitzlich, dass es auch heute noch angewendet wird, um
Quantenkorrekturen fiir (periodische) Bewegungen zu untersuchen, die sich klassisch viel leichter als quantenme-
chanisch berechnen lassen. Jedoch liefert die &ltere Theorie keine befriedigende fundamentale Beschreibung und
ist dariiber hinaus unvollstandig:

e Empirische Zusatzannahmen iiber die erlaubten Werte von Quantenzahlen sind erforderlich (Konstanten n$
und evtl. Verbot gewisser Werte, wie beim Drehimpuls).

Die Beschreibung klassisch ungebundener Bewegungen, z. B. in Streuprozessen, ist nicht moglich.

Die Beschreibung klassisch gebundener, aber aperiodischer Bewegungen ist ebenfalls nicht moglich.

Die Beschreibung von Bewegungen durch klassisch verbotene Bereiche (Tunneleffekt) ist nicht méglich, da
es in diesen Bereichen offensichtlich keine klassische Phasenraumbahn gibt, die quantisiert werden kénnte.

Der Spin und damit der von ihm abhéngige anomale Zeeman-Effekt wird nicht beschrieben.
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e Die Theorie macht inkonsistente Voraussagen. Zum Beispiel miisste beim Wasserstoffatom jede Drehimpuls-
komponente die Quantisierungsbedingung L/h = 0,1,2,... erfiillen, also

aull

e

=0,1,2,... (3.45)

~|

fiir alle Einheitsvektoren é. (Dies folgt aus der Isotropie des Raumes.) Dann muss aber L=0 gelten.

e Der wichtigste Kritikpunkt ist, dass die Theorie keine Begriindung oder Rechtfertigung der ad-hoc Quanti-
sierungsregel versucht. Die Theorie erkldrt nichts. Im Gegenteil steht die Idee klassischer Bahnen im Konflikt
zu unstetigen Ubergéngen. Die dltere Quantentheorie liefert keinen Hinweis darauf, was hier , wirklich pas-
siert“.

Aufgrund der genannten Probleme ist die &dltere Quantentheorie noch keine befriedigende Theorie von Quan-
tenphénomenen. Die Probleme werden weitgehend durch die moderne Quantenmechanik nach Schrodinger, Hei-
senberg u.a. behoben.
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Kapitel 4

Urspriinge der Wellenmechanik

Die moderne Quantenmechanik kann in verschiedener Weise formuliert werden. Fiir die Beschreibung rdumlicher
Bewegungen von Teilchen ist die Wellenmechanik besonders giinstig. Thre Grundgleichung ist die Schrédinger-
Gleichung fiir die Wellenfunktion. In diesem Kapitel versuchen wir zunéchst, die Form der Schrédinger-Gleichung
plausibel zu machen. Im folgenden Kapitel formulieren wir die Wellenmechanik dann mathematisch sorgfiiltiger.

4.1 Materiewellen

Louis de Broglie war 1923 klar, dass das Licht sowohl Wellen-Charakter (Beugung) als auch Teilchen-Charakter
(Photoeffekt) hat. Er schlug nun vor, dass die Konstituenten der Materie ebenfalls eine solche Welle-Teilchen-
Dualitdt aufweisen. Diese gewagt erscheinende Idee wurde ab 1927 durch Beugungsexperimente mit Elektronen-
strahlen direkt bestétigt. Sie gestattete eine sehr elegante Deutung der Quantisierung geschlossener Bahnen, z. B.
im Wasserstoffatom, wie wir in Abschnitt 3.2.1 gesehen haben: Auf einer geschlossenen Bahn erhalten wir sta-
tiondre Wellen nur, wenn der Umfang ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlénge ist. Das ist ein allgemeines
Konzept fiir Wellen oder allgemein fiir Felder und nicht beschrinkt auf die Quantentheorie. Beispiele aus der
klassischen Physik sind die mechanischen Eigenmoden einer Saite und die elektromagnetischen Eigenmoden eines
Hohlraumresonators.

Es stellt sich nun die Frage, welche Bewegungsgleichung die Materiewellen beschreibt. Der wichtigste Anhalts-
punkt bei ihrer Konstruktion ist wieder, dass sie im klassischen Grenzfall mit der klassischen Mechanik vertréglich
sein muss (Korrespondenzprinzip).

4.2 Induktive Begriindung der Schrédinger-Gleichung: Wellenpakete

Wenn wir Materie durch Wellen beschreiben wollen, miissen wir uns klarmachen, wie wir das erfolgreiche Teil-
chenbild wieder gewinnen. Eine naheliegende Idee ist, Teilchen als Wellenpakete zu beschreiben, die im Ort und
im Impuls moglichst schmal sind. Dabei kénnen wir ein Wellenpaket nicht im Ort und im Impuls beliebig scharf
lokalisieren: Sei w(lg, t) ein Wellenpaket im Ortsraum, dann beschreibt die Fourier-Transformierte

-

Dk t) = / d3r e FT (7, 1) (4.1)

die zugehorige Verteilung im Impulsraum (E—Raum). Ist nun (7, ¢) schmal, dann ist 9 (k,t) notwendigerweise
breit, und ist z/; schmal, dann ist 1) breit. Wir skizzieren die Begriindung fiir den Fall, dass der mittlere Ort 7 und
der mittlere Wellenvektor k verschwinden. Im Vorgriff auf die Schrodingersche Wellenmechanik nehmen wir als
Gewichtsfunktionen |1|? und \1/;\2 anstelle von ¢ und v. Die mittleren quadratischen Abweichungen von Ort und
Wellenvektor sind dann

o St

A= B R

(4.2)
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3k k2 2
ff(2(7;dk | lé |) . (4.3)

AK? =
Wir nehmen auflerdem an, dass i normiert ist:

/f|w HE=1. (4.4)

/(gjjg (K, t)[? _/ &k /dgrelkrw /d3’ R

_ / d3rd3r’5(F—F’)¢*(F, B (1)

Dann gilt auch

= /d3r|1/)(7’*', )2 = 1. (4.5)
Damit erhalten wir
Ar? = /d3rr2 [ (7, )%, (4.6)
3
AR? = / LN (@7)
(2m)?

Wir betrachten die Hilfsgrofle

I(\) == /d?’r\ﬁp(ﬁ ) + AVY(7, 1) 2, (4.8)

die offensichtlich fiir alle A nicht negativ ist. Wir formen das Integral um:
1) = [ e v AT ATE) P+ AT AT
patiell /d% (07 720+ A TV = AV - (7)) - A2 VR
= Ar?— )\/d3r¢* (V7)) — AQ/d3r¢* V2
=3

Ar? —3) — \? /d% V* V2. (4.9)

Im letzten Term ist

— 3 dgkd?’kl —ik T T (T 12y ik F T3
—/dr/’@ﬂﬁe G ) (—K) TR 1)

31. 43 1./ - o~ o 2\ 7/
= [ @n 8~ By (R (k) D0

(2m)°
Bk
= K2 [k, )]? = —AK2. (4.10)
[ i
Es folgt
IN\) = Ar? —3XA+ A2 Ak? >0 (4.11)
= Arf>-A2AE* 430 YA (4.12)
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Da dies fiir alle A gilt, gilt es auch fiir das A, das die rechte Seite maximiert. Diesen Wert von A erhalten wir aus

dii (A2 AK% +3)) = 2\ Ak* +3 =0 (4.13)
3
Wir folgern
9 1 9 1 9 1
A 2 > - — = — 4.1
TETIAR T2AR T 1AR (4.15)
= Ar?AK* > 2 (4.16)
~ ArAk> g (4.17)

Man kann sich iiberzeugen, dass der Faktor 3 im Zahler die drei Raumdimensionen widerspiegelt.
Wenn wir Teilchen durch Wellenpakete repréisentieren, liegt es nahe, den Ort des Teilchens mit dem Schwer-
punkt oder mittleren Ort

7 /d%w(ﬁ )2 (4.18)

des Wellenpakets zu identifizieren. Unsere Aufgabe besteht nun darin, eine Gleichung fiir die Dynamik der Welle
(7, t) zu finden, so dass der mittlere Ort 7 im klassischen Grenzfall der klassischen Mechanik gehorcht.

Die Wellenlénge einer ebenen Materiewelle ist nach de Broglies spéter bestétigter Vorhersage, siehe Abschnitt
2.5, A = h/p. Daraus folgt fiir die Wellenzahl

2T 2w P
k=—=—p== 4.1
=R P (4.19)
also
p = hk. (4.20)
Der natiirliche Ansatz fiir die entsprechenden Vektoren ist dann
7= hk. (4.21)
Der mittlere Impuls eines Wellenpaketes ist daher
- = Bk - - Bk -, - -
p = hk =h[| ——klkt)) =h “k
3k o
— / /dST d3 zk rw ( ) —ik-T 1/)(F/,t)
d3k = ik = ik
= / /d3r a3y etk T (7, 1) (z Ve kT ) (7' t) V' wirkt nur auf e= "
artie dsk A oy ﬂ
pattiell / oy / & & R () e T (i V) (7, 1)
= —ih / &Prd®r' 5(F — ) v (F,t) V(i 1)
= —ih/d3rw* Wl
3 * h =
= d’ry* — V. (4.22)
i

Wir ﬁnden damit eine heuristische Regel: Der Impuls ist in der Ortsdarstellung der ,,Mittelwert* des Differential-
operators hy. Analoge Ergebnisse erhalten wir fiir gemittelte Funktionen des Impulses, z. B.

F:hﬁ:rﬂ/ Ak SR = —hQ/d?’rw* v%:/d%w* (’Z ﬁ) Y. (4.23)
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Wir vermuten, dass wir iiberall in Integralen iiber den Ortsraum den Impuls durch % V ersetzen sollen. Dann ist
z.B. die gemittelte Hamilton-Funktion

HFp) = /d3r w*H(F, ? 6) . (4.24)

Unsere Aufgabe ist also, eine Bewegungsgleichung fiir (7, ¢) so zu konstruieren, dass der mittlere Ort 7 und der
mittlere Impuls p die klassischen Bewegungsgleichungen eines Teilchens erfiillen. Wir betrachten zunéchst den
dreidimensionalen harmonischen Oszillator. Die klassische Hamilton-Funktion lautet

2

1
LA——3 (4.25)

HD) = 50 T3

Die kanonischen (Hamiltonschen) Bewegungsgleichungen sind

. OH _p
_ g _ P 4.2
F=g =L (1.26)
. OH
D — —— — — _a_ 4.2
P=—ps =K (4.27)
Es soll also gelten B
d:‘_ 3 Ik = * = ] _l 3 *E = _E
G7= [ (s wid) = o [ 2O0= T (4.28)
und
d - 3 e * hs s 3 * = =
wP= d’r zb*sz—i—l/) ;V@[J =—k [ &’rY" T = —kKT. (4.29)
Wir schreiben beide Gleichungen um:
3 k= * = 1 * 1 hg
d’r | P TY + YT T — %;VQ/} =0, (4.30)
3 ] h = * ho - * =
d’r (¢ va—'_d} ;Vw—i-il) kT ) = 0. (4.31)

Wir suchen wie gesagt eine Bewegungsgleichung fiir ¢. Es ist sicherlich sinnvoll, eine méglichst einfache Gleichung
zu konstruieren — wir kénnen sie immer noch verwerfen, wenn sie sich nicht bewéahrt. Daher versuchen wir zunéchst,
eine lineare Gleichung erster Ordnung in der Zeit zu finden, also

b =Gy, (4.32)

wobei G ein noch unbekannter Differentialoperator ist; G kann Funktionen von 7 und ¢ sowie Ableitungen nach
7 (aber nicht ) enthalten. Einsetzen ergibt

/ dr [(G W) P Gy gt w] 0, (4.33)
/ dPr [(G )" ’; Vi + " ? VG +y* m?w] = 0. (4.34)

Es gibt keinen systematischen Losungsweg, man kommt also nicht ohne intelligentes Herumprobieren weiter. Wir
machen den Ansatz, dass G eine Summe von zwei Termen ist, von denen einer nur vom Nabla-Operator V und
der andere nur von 7 abhéngt:

—

G =G1(V) + Ga(7). (4.35)
Dann erhalten wir, mit partieller Integration fiir die G1-Terme,
- - 1 ho
/d3rw* [G*{(—V) 7+ G5(F) T+ 7G1(V)+T7Ga(F) — — Viy =0, (4.36)
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/d3r¢ [G* V)= V+G2()hﬁ+§§G1(ﬁ)+§ﬁG2(f‘)+nF ¥ = 0.

Dies legt nahe, zu setzen

denn dann folgt
r . - 1 A =
[ v |-G 7 - GatrT 76 (9) 42 —mv}w

1 hs
:/d%w —Glwal—.v)w:o,
m 1

. W he he = he-
/d3rw* GV — Gal) £ ¥+ 5 GHY) + ¢ V(i) +

h= ho
:/d37"¢* <—G2iv+iVGQ+m?)1/):0~

(4.40)

(4.41)

Die iibrig bleibenden Terme mit G; und G5 verschwinden nicht, da V und 7 nicht aneinander vorbei gezogen

werden konnen. Die weitere Strategie erldutern wir kurz anhand von Gs:

1. Eine Konstante 16st Gl. (4.41) offensichtlich nicht:

Gy=1ic, ceR = /d3r V* kT =0, falsch!

2. Eine lineare Funktion hilft auch nicht:

3

=

Gy=ic-T7, Ce€
3 * L= —»h_' h
= d°r —z(c~r) V + = Vi(C-7) + k7| ¢
= /d?"rz/)* (;ﬁer hé + Ble-7V + /w_') ¥ =0, falsch!

3. Eine quadratische Funktion
Gy = icr2, ceR

16st das Problem:

/d?’rw ( icr fV—G—thcr —i—m“) :/dgrw*<77%c"r/2€+h02 \If_/—l—M—i—ﬁf’)w

=7

= /dgrw* (2hic+ k) P = 0.

Dies erfordert ¢ = —k/2h, also .
i K
G2 = _ﬁ 5 7'2.
Analog findet man
1
Gy =ih—V?
m
und somit die Bewegungsgleichung
_ih o 1K .2
v= 2m VY- ne’ v

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)



Etwas umgeschrieben lautet sie

il = (—thM“r?)w (4.50)

U 2m 2 ' ’
Das ist die Schridinger-Gleichung fiir den (dreidimensionalen) harmonischen Oszillator. Dieses Beispiel enthilt
offenbar auch das freie Teilchen als Spezialfall fiir k = 0. Wir haben tatsdchlich mehr geschafft, als zu erwarten
war: 7 und p erfiillen fiir den harmonischen Oszillator immer die klassischen Bewegungsgleichungen. Unser Ziel
war dagegen nur, dass alles im klassischen Grenzfall gelten sollte. Versucht man denselben Lésungsweg fiir ir-
gendein anderes Potential, so findet man, wie wir noch sehen werden, keine Bewegungsgleichung fiir v, die immer
die klassische Bewegung von 7 und § ergibt. Es ist sinnvoll, per Analogie fiir ein beliebiges Potential V() die
Schrodinger-Gleichung

i = (—271; V24 V(F)) P (4.51)

zu postulieren. Das ist sicherlich richtig, wenn die Bewegung in der Nihe eines normalen Minimums von V(7)
erfolgt, so dass man V' (7) bis zur zweiten Ordnung um dieses Minimum entwickeln kann. Gilt es aber auch im
klassischen Grenzfall? Darunter verstehen wir hier den Fall eines schmalen Wellenpakets im Ort und im Wellen-
vektor. Wir konnen das Wellenpaket als schmal im Ort ansehen, wenn sich V() (die einzige andere ortsabhéingige
Funktion im Problem) auf der Lingenskala der Breite Ar des Pakets nur schwach éndert. Aber dann diirfen wir
lokal V (7) wieder bis zur zweiten Ordnung entwickeln und Gl. (4.51) ist gerechtfertigt. (Fiir die kinetische Ener-
gie finden wir analog, dass sie im klassischen Grenzfall annédhernd quadratisch in p sein soll, aber das hatten wir
ohnehin angenommen.)

Wir haben die Schrédinger-Gleichung nicht hergeleitet, sondern bestenfalls plausibel gemacht. Eine Herleitung
aus der klassischen Mechanik kann auch gar nicht moglich sein, weil die Quantenmechanik die allgemeinere Theorie
ist, die die klassische Mechanik als Grenzfall einschlief3t.

4.3 Induktive Begriindung der Schrédinger-Gleichung: Hamilton-Ja-
cobi-Theorie

In diesem Abschnitt besprechen wir eine alternative induktive Begriindung der Wellenmechanik. Dazu werden
wir zunéchst einige Konzepte aus der klassischen Elektrodynamik und Mechanik wiederholen.

4.3.1 Die Eikonal-Gleichung
Die Wellengleichung lautet bekanntlich
1 0°F
V2F — Z 5z =0 (4.52)

wobei in der Elektrodynamik F z. B. eine Komponente des E- oder B-Feldes ist. Fiir konstante (Licht-) Geschwin-
digkeit ¢ wird die Gleichung durch ebene Wellen

F(7,t) = Fy BT = F giFm=het) (4.53)
gelost. Wenn die Geschwindigkeit nicht rdumlich konstant ist, lautet die Wellengleichung

2 2
2 n*(r) 0°F
V F - 02 W = 07 (454)

n(7) ist der Brechungsindex. Uns interessiert hier der Fall, dass sich n(7) rdumlich langsam #ndert, wobei ,lang-
sam® nur im Vergleich zur Wellenldnge A gemeint sein kann: |Vn|/n < 1/X = k/27. Wir machen den Ansatz

P = By exp (i |20 ] ). (455)

c
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Hier nennt man L(7) den Lichtweg oder das Fikonal. Einsetzen in die Wellengleichung ergibt

—

Vi % (VL) exp <iw E - t]) - :—22 % (—iw) exp <iw E - tD =0 (4.56)
S T o :

w

(VLY expl +

C

2
o exply = 0 (4.57)
= (VL2 =n2+ %VQL. (4.58)

Wir sehen, dass L i. A. komplex sein muss, was nicht mit der Interpretation als Lichtweg vereinbar ist. Das
Problem resultiert daraus, dass wir die Amplitude Fy als konstant angesetzt haben.
Wir haben aber noch nicht ausgenutzt, dass sich n rdumlich nur langsam #ndert. Fiir konstantes n wird GL
(4.58) durch lineare Funktionen
L=Ly+né-7 (4.59)

mit beliebigen, festen Einheitsvektoren é gelost. Als nicht lineare partielle Differentialgleichung wird Gl. (4.58)
i. A. noch weitere Losungen haben. Die linearen Funktionen sind aber fiir n = const die physikalisch korrekten
Losungen, sie ergeben namlich

S . [Lotneée-T _ . iwLo/c i(k-7—wt)
F(7,t) = Fy exp <zw {c t}) =Fpe e (4.60)
= const
mit k = (wn/c)é. Fiir diese Losungen gilt
VL=V -né=0. (4.61)

Fiir konstantes n verschwindet also der letzte Term in Gl. (4.58). Ist n schwach rdumlich verdnderlich, so sollten
V2L und damit der letzte Terme immerhin klein sein. Dann kénnen wir diesen Term gegeniiber n? vernachlissigen
und erhalten die Eikonal-Gleichung

(VL)? = n?. (4.62)
Wie gesagt gilt sie im Grenzfall rdumlich langsam verénderlicher Geschwindigkeit. Dies ist gerade der Giiltigkeits-
bereich der geometrischen Optik oder Strahlenoptik (sie lisst sich auch fiir sprunghafte Anderungen anwenden,
was darauf hinaus lduft, Losungen in Bereichen mit langsamen Anderungen an den Spriingen mit Hilfe von
Stetigkeitsbedingungen aneinander anzuschliefien).

Gleichungen der Form L(7) = const beschreiben Flichen im Raum. Die Bedingung konstanter Phase,
w(L/c —t) = const, beschreibt dagegen die Wellenfronten der elektromagnetischen Welle. Offenbar durchlau-
fen die Wellenfronten im Laufe der Zeit die Schar der Fldchen L(7) = const. Die Strahlen der geometrischen
Optik stehen iiberall senkrecht auf den Flichen L(7) = const und damit auch auf den Wellenfronten.

4.3.2 Erinnerung an die Hamilton-Jacobi-Theorie

Die Grundidee der Hamilton-Jacobi-Theorie der klassischen Mechanik ist, eine Transformation von den gegebenen
kanonischen Variablen (¢, p) auf neue Variable (@, ﬁ) zu finden, die die transformierte Hamilton-Funktion trivial
macht. Man wihlt dazu eine Erzeugende vom Typ F5(q, ]3,15) (siehe Vorlesung Theoretische Mechanik), die in
diesem Zusammenhang mit dem Symbol S bezeichnet wird, also

0S8
P= 5 (463)
oS
Q= 55 (4:64)
oS
H=H+ 5" (4.65)

S soll so gewihlt werden, das alle neuen Koordinaten @Q; zyklisch sind, also in der transformierten Hamilton-
Funktion H gar nicht vorkommen. Dann sind wegen

oM
Qi

P, = (4.66)
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alle neuen Impulse P; erhalten. Da die @); in H nicht vorkommen und die P; in H zwar i. A. vorkommen, aber
erhalten sind, ist die einzige mégliche Zeitabhingigkeit von H explizit. Gleichung (4.65) zeigt, dass wir zu irgend-
einem S, das die @; zyklisch macht, eine nur von ¢ abhéngige Funktion addieren kénnen, so dass H nicht mehr
von t abhéngt und sogar identisch verschwindet: H = 0.

Die Bestimmungsgleichung fiir die Erzeugende mit den gewiinschten Eigenschaften, also die Hamilton-Jacobi-
Gleichung, erhalten wir aus H = 0 sowie Glg. (4.63) und (4.65):

oS 89S > 05

Hq,. . g, .. 22 g
<Q17 qs, 8q13 78q57 + ot

0, (4.67)

wobei s die Zahl der Freiheitsgrade ist. Es ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung fiir S als Funktion
von ¢ und t, die aber i. A. nicht linear in den 05/dq; ist. Die Lsungen fiir S nennt man Wirkungswellen, aus
Griinden, die spéter klar werden. Da wir Materie als Feld beschreiben wollen (Materiewellen!), haben wir einen
wichtigen ersten Schritt getan: Die Hamilton-Jacobi-Theorie ist eine Feldtheorie der klassischen Mechanik, ndmlich
fiir das Feld S.

Wie in der Vorlesung Theoretische Mechanik diskutiert, hat die Hamilton-Jacobi-Theorie ein Problem, das oft
unter den Teppich gekehrt wird: Nach der Transformation haben wir s erhaltene Impulse P;. Da dies kanonische
Impulse sind, erfiillen sie die Relation

{P,,P;} =0 (4.68)

0A 0B 0A 0B
A = — e |- 4.
{ 7B} Z (3%’ Op; Op; 3qz') ( 69)

i

mit der Poisson-Klammer

Man sagt, die P; stehen in Involution. Also finden wir s Erhaltungsgrofien in Involution. Aber die Zahl der
Erhaltungsgrofien in Involution ist unabhéingig von der Wahl der kanonischen Variablen und #ndert sich also
insbesondere nicht bei der Transformation mit S. Weil nun aber nicht jedes mechanische System iiberhaupt s
Erhaltungsgrofien in Involution besitzt, kann es nicht allgemein moglich sein, eine Erzeugende S zu finden, so
dass H = 0 gilt. Systeme, die s Erhaltungsgroflen in Involution besitzen, nennt man integrabel.

Andererseits sieht die Hamilton-Jacobi-Gleichung ziemlich harmlos aus, unabhéngig von der Integrabilitit (die
man der Gleichung nicht leicht ansehen kann). Wir kénnen keinen Grund erkennen, warum sie nicht zumindest
fiir fast alle (g, P, t) 16sbar sein sollte. Die Auflssung des scheinbaren Paradoxons ist, dass man typischerweise fiir
nicht integrable Systeme keine Losungen finden kann, die zugleich iiberall eindeutig und stetig sind. Wir nehmen
jetzt an, dass die Losung zumindest im interessierenden Teilvolumen eindeutig und stetig ist.

Wir betrachten jetzt speziell den Fall einer nicht explizit zeitabhédngigen Hamilton-Funktion H. In diesem Fall
konnen wir die Zeitabhéingkeit von S abseparieren:

S(g,P,t) = W({, P) — Et. (4.70)

FEinsetzen in die Hamilton-Jacobi-Gleichung ergibt

=E. (4.71)

ow ow
H<Q17"'7qsa >

dq1" " 9gs
Da die P; konstant sind, definieren Gleichungen der Form W = const Flichen im Konfigurationsraum, also im

Raum der ¢. Fliachen mit S = const, d. h. Wellenfronten der Wirkungswellen .S, schieben sich mit der Zeit iiber
die stationdren Flachen W = const hinweg. Die Geschwindigkeit der Wellenfronten erhalten wir aus

S =const = OZdS:%-dCT—Edt, (4.72)
so dass gilt
ow
. i=E 4.73
5 (473)

mit 4(7) := dg/dt. Gleichung (4.73) bestimmt @ nicht eindeutig — es ist nur eine skalare Gleichung, aber @ hat s
Komponenten. Wir definieren # orthogonal zu den Flachen W = const und damit zu fester Zeit auch orthogonal
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zu den Wellenfronten S = const, da Bewegungen parallel dazu keine realen Anderungen von S beschreiben. Dann
ist die Wellengeschwindigkeit @ parallel zum Gradienten OW/9q. Wegen der Parallelitét folgt

WwN? .,
ow\> E?
(avy e s

Dies ist nur dann eine niitzliche Gleichung zur Bestimmung von W, wenn wir E? /u?(7) explizit angeben konnen.
Das ist nicht immer der Fall. Wir betrachten den Spezialfall

—

pp
H=—7—+4V 4.76
v, (476)
wobei H auch nicht explizit von der Zeit abhéngen soll. Diese Hamilton-Funktion beschreibt beliebig viele Teilchen
gleicher Masse und nicht relativistischer kinetischer Energie mit beliebigen Ein- und Mehrteilchenpotentialen. Fiir
diese Hamilton-Funktion folgt
p?=2m(H—-V)=2m(E-V). (4.77)
Nun ist der Gradient 0W/9q in Gl. (4.75) gerade der Vektor aller Impulse, p. Also kénnen wir diese Gleichung
umschreiben als )
ow
(ﬂ> =2m[FE — V(J)]. (4.78)
oq
Diese Gleichung und Gl. (4.75) haben dieselbe Form wie die Fikonal-Gleichung (4.62).
Die klassischen Teilchenbahnen sind die Strahlen der Wirkungswellen. Dies sind die Kurven im Konfigurati-
onsraum der ¢, die iiberall senkrecht auf den Flachen W = const stehen.

4.3.3 Die Wellengleichung der Quantenmechanik

Die Eikonal-Gleichung fiir elektromagnetische Wellen ergab sich im geometrisch-optischen Grenzfall aus der Wel-
lengleichung. Die zentrale Idee ist nun, die formal analoge Eikonal-Gleichung (4.75) der klassischen Mechanik,

oWw\?  E?

als geometrisch-optischen Grenzfall einer allgemeineren Mechanik, ndmlich der Quantenmechanik, zu verstehen.
Wie erwidhnt ergeben sich die klassischen Teilchenbahnen als Strahlen im Rahmen dieses Grenzfalls. Die Aufgabe
besteht also darin, eine Wellengleichung zu finden, die im geometrisch-optischen Grenzfall diese Eikonal-Gleichung
ergibt.

In Analogie zum Ansatz

F(F.t) = Fy exp (m [i - tD (4.80)

fiir elektromagnetische Wellen setzen wir die Wellenfunktion fiir Materiewellen als

P(q,t) = 1o exp (z \w’_// Fg — t} ) =1y exp <; W — Et]) = 1y /P (4.81)
= E/h

an. Die Konstante i von der Dimension einer Wirkung wird benétigt, um die Phase dimensionslos zu machen.
Aber nichts in der Eikonal-Gleichung (und der gesamten klassischen Physik) sagt uns, welchen Wert i annimmt.
Das ist analog dazu, dass die elektromagnetische Eikonal-Gleichung (ﬁL)2 = n? die Konstante ¢ nicht enthlt,
die fiir die Wellengleichung aber essentiell ist.
Welche Wellengleichung wird nun von ¢ erfiillt? Wir beachten, dass gilt
i OW

0
87§¢ =97 0, (4.82)
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B, i
5= Ev. (4.83)

Lassen wir nun eine operatorwertige Funktion G(¢,9/9q) der Koordinaten und der Ableitungen nach den Koor-
dinaten auf ¢ wirken, so holt jede Ableitung 9/9dq; einen Faktor (i/h) 9W/dq; vor die Exponentialfunktion. Aber
es passiert noch mehr, da die Ableitungen auf alles wirken, was dahinter steht: Produkte mit mehreren Faktoren
0/0q; erzeugen hohere Ableitungen von W. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

h 0 o 0
Hlgl 2= 2 =2 .2 4.84
(q’z’ 8@’) 2m 07 8q+V(_) (4.84)
Wir finden h 0 1 ow oW h g 0
H(ylw>¢:m8§w¢— 2771(6(] W)¢+V(®w (4.85)
H—/
:VEW

Andert sich nun V(@) nur langsam oder sprunghaft als Funktion von ¢, so kénnen wir mit derselben Begriindung
wie bei der Herleitung der elektromagnetischen Eikonal-Gleichung die zweiten Ableitungen von W weglassen. Im
geometrisch-optischen Grenzfall folgt also

H( ﬁf})w—l(aw) b+ V(). (4.86)

Fir die Hamilton-Funktion
mGn =27 v, (4.87)

das ist dieselbe Funktion H, aber mit anderen Argumenten, lautet die Hamilton-Jacobi-Gleichung

ow 1 /oW
H\| ¢, — — =F. 4.
(257 ) = 3 ( 85) V(@ (1.85)
Damit folgt im geometrisch-optischen Grenzfall
., 0% Gl (4.83) Gl. (4.88) L oW Gl. (4.86) h 0O
[ ) =" H ~— = H 4.89
it v 757 ) v 77 52) v (4.80)
Wir haben damit die Schrodinger-Gleichung
oY h 0
ih— = H 4.90
ot ( 1 8(}') v (4.90)

erhalten. Offenbar wurden in der Hamilton-Funktion die Impulse p; durch Ableitungen nach den Koordinaten
ersetzt, genauer durch (%/i) 9/0qg;.

Wenn wir die Argumentation nun riickwirts lesen, erhalten wir die Eikonal-Gleichung der klassischen Me-
chanik, und damit im wesentlichen deren Hamilton-Jacobi-Formulierung, als geometrisch-optischen Grenzfall der
durch die Schréodinger-Gleichung beschriebenen Dynamik von Materiewellen. Der induktive Schluss vom Spezi-
ellen (dem geometrisch-optischen Grenzfall) auf das Allgemeine ist natiirlich nicht zwingend, sondern hat den
Charakter eines Postulats. Schrodinger hat weiter postuliert, dass die Gleichung allgemein gilt, nicht nur fiir die
Form von Hamilton-Funktionen, die wir betrachtet haben.

4.4 Weitere Bemerkungen zu Schrodinger-Gleichung

Fiir ein massives Teilchen mit nichtrelativistischer kinetischer Energie und in Abwesenheit eines Magnetfeldes
lautet die Schrodinger-Gleichung
oY h2

_ 2
ih 5y = =5V + V(i) . (4.91)

42



Wir werden uns ausfiithrlich mit Lésungen dieser Gleichung beschéftigen. Es wurde schon erwahnt, dass die rechte
Seite der Gleichung bis auf die Wellenfunktion v aus der klassischen Hamilton-Funktion hervorgeht, indem der
Impuls p durch % V ersetzt wird. Fiir ein konservatives System, wie hier angenommen, ist die Hamilton-Funktion
gleich der Energie. Dies fiihrt auf die Idee, auf der linken Seit der Schrédinger-Gleichung ¢/ % als Darstellung der
Energie E aufzufassen. Die Ersetzungen

E — ih %, (4.92)
7 — —ihV (4.93)

sind aus Sicht der Relativitdtstheorie durchaus plausibel, denn sie kénnen zu der kovarianten Regel
p* — th o (4.94)

zusammengefasst werden. Dies ist kein sehr starkes Argument, da die Schrédinger-Theorie nicht kovariant ist.
Auf jeden Fall muss man sich klar machen, dass Glg. (4.92) und (4.93) nur eine Zusammenfassung des Ubergangs
zur Quantenmechanik darstellen, die allein durch das Korrespondenzprinzip (der klassische Grenzfall ergibt sich
korrekt) und Vergleich mit Experimenten gerechtfertigt wird.

Wir betrachten noch kurz den Fall mit verschwindenden Potential:

0y h?
ih 2 = "o V2ih, (4.95)
Die Losungen sind ebene Wellen: )
(7, 1) = o €' FTT), (4.96)
Einsetzen ergibt
h?k?
Pt = 4, (4.97)
also 22
hw = et (4.98)
Dies liefert die Dispersionsrelation
- hk?

-

von freien Materiewellen. (Vergleiche die Dispersionsrelation freier elektromagnetischer Wellen: w(k) = kc.) Unter

der Annahme der de Broglie-Postulate £ = fw und p = hk ist die Relation offensichtlich konsistent mit der

klassischen kinetischen Energie

p?
E=—. 4.100
2m ( )

Schrédinger hat {ibrigens zuerst eine Gleichung der Form
s B2 V2 4+ m2et ) w(Ft) =0 (4.101)
R — m-c r = .
2 o2 ’
hingeschrieben. Diese ergibt nicht die gewiinschte, quadratische Dispersion, sondern
2 4

m-c

h2

W (k) = k22 + (4.102)
Ubersetzt fiir Energie und Impuls erhalten wir

E? = p*c? + m2c, (4.103)

also die relativistische Energie-Impuls-Beziehung. Gleichung (4.101) ist die sogenannte Klein-Gordon-Gleichung,
die in der Tat eine relativistische Quantentheorie definiert, vgl. Vorlesung Quantentheorie 2. Schrédinger hat sie
verworfen, weil sie von zweiter Ordnung in der Zeit ist.
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Kapitel 5

Die Schrodingersche Wellenmechanik

5.1 Operatoren

Die Schrodinger-Gleichung
0 R _,
YN - . 1
ih 8t¢(r’t) o V(7 t) + V(F) (7, t) (5.1)

enthilt Terme, die durch Ableitungen der Wellenfunktion ¥ (7,t) oder durch ihre Multiplikation mit anderen
Funktionen entstehen. Diese Terme kénnen wir durch die Einfithrung des Begriffs des Operators vereinheitlichen.
Ein Operator A ist eine Abbildung von einem gewissen Raum R, hier einem Funktionenraum, in denselben Raum
R, also

. R — R

Y o Ag.
Beachte, dass man meistens fh/} und nicht A(¢) fiir das Bild schreibt. In dieser Vorlesung kennzeichnen wir

Operatoren iiblicherweise mit einem Dach (Zirkumflex). In der Quantentheorie interessieren uns ganz iiberwiegend
lineare Operatoren. Diese sind durch die Eigenschaft

(5.2)

AN 1+ Aathe) = M Ay + Ao Ay Vb, 0 € R und A, A €C (5.3)
definiert. Zwei Typen von linearen Operatoren sind in der Wellenmechanik besonders wichtig:

1. Differentialoperatoren, z. B.

0 R 0 .
8? : w(r,t) (g %w(r,t), (54)
2. Multiplikationsoperatoren, z. B. .
V() 67 0) o V) B, (5.5)

Operatoren konnen auch Vektorcharakter haben; ein Vektoroperator ist ein Vektor, dessen Komponenten Opera-
toren im obigen Sinne sind. Wichtige Beispiele sind

1. der Nabla-Operator

0/0x o /ox
Vi=[(8/0y|; V: @t — [oyp/oy], (5.6)
0/0z o/0z

2. die Multiplikation mit einem Vektor, z. B.

71 (P t) = FU(F ). (5.7)

Man zeigt leicht, dass fiir lineare Operatoren A, B folgendes gilt:
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1. ¢ A mit einer Zahl ¢ € C ist ein linearer Operator,

2. A+ B ist ein linearer Operator,

3. AB ist ein linearer Operator, wobei das Produkt als Hintereinanderausfithrung von rechts nach links definiert

ist:

AB (7, t) = A[By (7, 1)].
Es ist wichtig zu beachten, dass das Operatorprodukt i. A. nicht kommutativ ist. Beispiel:

A_a 5 9
A—a—x, B=uz x)=aza"

Dann ist

aber

EﬁwszxQZx-2x=2m2.
Ox

Man definiert den Kommutator o L o
[A,B] := AB — BA.

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Der Kommutator [/i, B] ist ebenfalls ein Operator auf demselben Raum wie A und B. Er driickt offenbar das
Mafl der Nichtkommutativitit aus. Aus der Definition folgen leicht eine Reihe von niitzlichen Rechenregeln:

1. Der Kommutator ist antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Argumente:
[B,A] = BA— AB = —(AB - BA) = —[A, B].

2. Der Kommutator ist additiv in jedem der beiden Argumente:

=
m)
_|_
g)
Il
E)
m)

(5.13)
(B, (), (5.14)
A, Q] (5.15)
(5.16)

Die Reihenfolge der Faktoren ist wichtig, da sie i. A. nicht vertauschen! Zusammen mit der Antisymmetrie

des Kommutators erhalten wir auch
[A, BC] = B[A,C] + [A, B|C.

Speziell, wenn einer der Operatoren die Multiplikation mit einer Zahl A € C ist, folgt

(5.17)

(5.18)

(5.19)

Zusammen mit Punkt 2 folgt, dass der Kommutator in jedem seiner Argumente linear ist.
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Beispiel: Fiir eine beliebige differenzierbare Funktion ¢ (x) gilt

1] 00) = g bl) 0 o 0la) = (0) + 0 ble) — 3 5 () = Ul (5:20)

T

Da dies fiir beliebige differenzierbare v gilt, konnen wir das Ergebnis als Operatoridentitdit

fo,x} =1 (5.21)

auf dem Raum der differenzierbaren Funktionen schreiben.
Die heuristische Begriindung in 4.2 und 4.3 hatte die folgenden Quantisierungsregeln nahegelegt:

P 7=, (5.22)
Fop= ’Zf V. (5.23)

Dies fithrt auf
[7i,p5] = [r?i}} :g [”’;«J = 7? {8(2]"”} = ihdi;. (5.24)

Diese Orts-Impuls-Vertauschungsrelation ist fundamental fiir die Quantentheorie.
Mittels der Quantisierungsregeln ergibt sich auch der Hamilton-Operator H aus der Hamilton-Funktion:

H(7,p) — H = H(F,p). (5.25)

Dies ist nicht immer eindeutig, weil Ort und Impuls nicht miteinander vertauschen. Enthélt die Hamilton-Funktion
z. B. einen Term der Form

Hi=crF-p=cp-7 (5.26)
mit ¢ = const, so ist nicht klar, welchen der folgenden Operatoren wir verwenden sollen:
TP,
H = ¢P7 (5.27)
. Tep4p-T
2

Oder ist der richtige Operator keiner der drei? Wir werden sehen, dass die letzte, symmetrisierte Form die richtige
ist. Letztlich handelt es sich aber um ein Scheinproblem. Die Quantenmechanik ist die umfassendere Theorie und
wir konnen daher nicht erwarten, sie eindeutig aus der klassischen Mechanik zu gewinnen.
Allgemeiner héngt die klassische Hamilton-Funktion von generalisierten Koordinaten ¢; und zugehorigen Im-
pulsen p; und evtl. der Zeit ab:
H:H(Q1,...,p1,...,t). (528)
Nach 4.3 wiirden wir die Quantisierungsregeln gern verallgemeinern zu

?

q; — g5 = qj,
? h 0
D= — — 5.29
Pj — Pj i dg ( )

Aber diese Regeln wiren widerspriichlich. Z. B. erhalten wir nicht denselben Hamilton-Operator, wenn wir die
Regeln fiir kartesische oder fiir sphérische Koordinaten verwenden. Vergleich mit dem Experiment und die
Uberlegung, dass die Koordinateneinheitsvektoren und damit die Quantisierungsregeln ortsunabhingig sein soll-
ten, ergeben, dass man kartesische Koordinaten verwenden muss, wie Dirac betont hat. Die Quantenmechanik
ldsst sich fiir generalisierte Koordinaten verallgemeinern, die Quantisierungsregeln fuflen aber immer auf der funda-
mentalen Orts-Impuls-Vertauschungsrelation in kartesischen Koordinaten. Die Quantenmechanik in Schrodingers
Formulierung wirft uns auf das Niveau der Newton-Mechanik zurtick, die ja auch primér mit kartesischen Koor-
dinaten formuliert ist.
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5.2 Die Schrodinger-Gleichung als partielle Differentialgleichung

Die allgemeine Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen lautet

0 N
ih o V() = Ho( ), (5.:30)
wobei H der Hamilton-Operator ist. H enthélt Ableitungen nach dem Ort, was die Schrédinger-Gleichung zu
einer partiellen Differentialgleichung macht. Wir besprechen nun kurz wichtige Eigenschaften der Gleichung und
deren Konsequenzen.

e Die Schrodinger-Gleichung ist linear. Daraus folgt das Superpositionsprinzip: Sind 1, und ¥y zwei Losungen
der Gleichung, so ist
Y =MY1+ Aathy (5.31)

mit beliebigen Konstanten A;, Ao € C ebenfalls eine Losung. Das ist nicht nur sehr wichtig fiir die prak-
tische Losung der Gleichung fiir spezielle Systeme — viele Losungsmethoden funktionieren nur fiir lineare
Gleichungen — sondern auch von iiberragender fundamentaler Bedeutung. Wir kommen bei der Diskussion
der Interpretation der Quantenmechanik darauf zuriick.

e Die Schrodinger-Gleichung ist von erster Ordnung in der Zeit. Daher legt fiir gegebenes H die Angabe von
W(T, o) fiir alle 7 und feste Zeit tg als Anfangsbedingung die Losung fiir alle Zeiten ¢ > ¢ (und auch ¢ < tg)
eindeutig fest.

e Wenn H zweite (oder hohere) Ableitungen nach dem Ort enthilt, z. B. fiir

2
2 p
H=_—+V(r), 5.32
Zv (5.32)
dann ist die Schrodinger-Gleichung sicher nicht kovariant, d.h. sie steht im Widerspruch zur Speziellen
Relativitidtstheorie. Denn um kovariant zu sein, miisste sie Ableitungen in der Form des Vierergradienten

(0u) = (i gtﬁ) (5.33)

enthalten. Da sie von erster Ordnung in der Zeit ist, miisste sie insbesondere auch von erster Ordnung im
Ort sein. Dirac ist es gelungen, eine solche kovariante Quantenmechanik zu konstruieren, vgl. die Vorlesung
Quantentheorie 2.

5.3 Wahrscheinlichkeitswellen

Wir haben noch nicht diskutiert, was die Wellenfunktion (7, t) eigentlich bedeutet. Nehmen wir ein Wellenpaket
als Anfangsbedingung, so finden wir im Allgemeinen, dass seine Breite Az mit der Zeit anwéchst. Der harmonische
Ostzillator bildet hier eine Ausnahme. Fiir allgemeine Potentiale zerflieft das Wellenpaket. Der Teilchencharakter
geht damit mehr und mehr verloren, wenn wir der semiklassischen Deutung von Wellenpaketen aus 4.2 folgen. Wir
beobachten jedoch nicht, dass Teilchen zerflieen — Streuexperimente zeigen z. B. dass Elektronen punktférmig
sind und bleiben. Auch bei der Beugung von Elektronen am Doppelspalt, bei der ja der Wellencharakter essentiell
ist (Interferenz!), werden immer punktférmige Elektronen nachgewiesen, wenn sie auf den Schirm treffen. Auch
nicht punktférmige zusammengesetzte Teilchen wie Atomkerne zerflieen nicht.

Wie kénnen wir den scheinbaren Widerspruch zwischen der Existenz lokalisierter Teilchen und dem Zerflielen
von Wellenpaketen auflésen? Einen Hinweis liefert die Feststellung, dass wir weder im Rahmen der Quantenmecha-
nik noch auf andere Weise vorhersagen kénnen, wo das néchste Teilchen beim Doppelspaltexperiment auftreffen
wird. Ebensowenig kénnen wir beim Stern-Gerlach-Versuch vorhersagen, ob das néchste Atom nach oben oder
nach unten abgelenkt werden wird. Dies legt eine statistische Interpretation der Wellenfunktion nahe: Die Wellen-
funktion (7, t) beschreibt demnach nicht, wie die Materie zur Zeit ¢ im Raum verteilt ist, sondern, mit welcher

47



Wahrscheinlichkeit das — an sich exakt oder ndherungsweise punktformige — Teilchen zur Zeit ¢ am Ort 7 zu
finden ist.

Wir miissen uns iiberlegen, wie ¥ (7,t) im Detail diese Wahrscheinlichkeit beschreibt. Eine naheliegende Idee
ist, dass 1 (7, t) die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, dass also ¥(7,t) d3r die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, ein Teilchen
im Volumenelement d®r zu finden. Aber das kann nicht stimmen, denn eine Wahrscheinlichkeitsdichte o(7,¢) muss

1. o(7,t) € R und o(7,t) > 0 V7 ¢ und
2. [d3ro(7,t) = 1Vt (die Gesamtwahrscheinlichkeit ist eins)

erfiillen. Wenn wir zu einem Zeitpunkt, z. B. ¢ = 0, eine Funktion ¢(7,¢ = 0) mit diesen Eigenschaften wihlen,
zeigt aber die Schrodinger-Gleichung, dass sie fiir spétere Zeiten i. A. nicht mehr gelten: Unter der Wirkung der
Schrédinger-Gleichung ist weder [ d3r(7,t) erhalten, noch ist (7, t) positiv semidefinit.

Andererseits fiithrt der Ansatz

Q(F’ t) = |¢(F’ t)|2 = 1/}*(7?7 t) ’(/}(Fv t) (5'34)

nicht zu Problemen. Bedingung 1 ist automatisch erfiillt. Aulerdem ist

& [erwaop= [ar | 5wl

oo

== / &r |- ¢+w*H¢] (5.35)

Hierbei ist fiir den Fall eines Teilchens

<I?rw>*[ () + VG ﬂ*

h?

— 5 VA (L) + V(YT (7 D) (5.36)

und damit

] B e

partiell

Oberflichenterm — = %/d‘o’ Vl/i ) (V ¢) - (ﬁw*) : (677/’)]

= 0. (5.37)

Die Oberfldchenterme verschwinden hier, wenn wir annehmen, dass ¢ (7, t) fiir [F] — oo hinreichend schnell abfillt.
Es folgt, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit [ d®r [1|* eine Erhaltungsgrofe ist. Fordern wir also [ d3r[y]? =1
im Anfangszustand, so gilt diese Normierung fiir alle Zeiten. (Der Ansatz p = |¢| wiirde zwar auch Bedingung 1
erfiillen, aber nicht Bedingung 2.)

Wir haben oben eine spezielle Form des Hamilton-Operators H angenommen. Es ist nach Gl. (5.35) klar, dass
Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit gilt, sofern allgemeiner

/d3r (Hip)*op = /d?’w*ﬁw (5.38)

erfiillt ist. Diese Eigenschaft des Operators H nennt man Hermitizitit. H muss also hermitesch sein, um [+|? als
Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren zu kénnen. (7, t) selbst nennt man Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Als Wellenfunktion fiir ein Teilchen kommen also solche Funktionen (7, t) in Frage, die die Normierungsbe-
dingung

/dSr (7, 1) = 1 (5.39)
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erfiillen. Etwas allgemeiner konnen wir auch nur fordern, dass
/d% [ (7, 1))* < oo (5.40)

ist, d.h., dass das Integral konvergiert. Dann kénnen wir ¢ (7,t) einfach durch Multiplikation mit einer Zahl
normieren. Funktionen, die Gleichung (5.40) erfiillen, heiflen quadratintegrabel.

5.3.1 Der Hilbert-Raum der quadratintegrablen Funktionen

Die Menge der quadratintegrablen Funktionen f : M — C bezeichnen wir mit Lo(M). In der Einteilchen-
Quantenmechanik interessiert uns also insbesondere Lo(R3). Diese Menge ausgestattet mit der gewohnlichen
Addition und der Multiplikation mit Zahlen aus C ist ein Vektorraum (linearer Raum) tiber C, denn mit ), ()
und 19(7) (wir unterdriicken das Zeitargument, das hier keine Rolle spielt) ist auch Ay 41 (F) + Az 102(7) mit
beliebigen A1, Ao € C quadratintegrabel. Beweis:

/ A1 (A1 1 (F) + Ao o (7)< / d®r (M Y1 (F)] + | A2 2 (7)])? ’Dreiecksungleichung
< [ [+ D2 a2 + (a6 (7] = e w2l
=2 [ & [P O + el a(P]
=20 [ @rfn @ + 2l [ P (5.41)

und dies ist endlich, da v; und ¥y quadratintegrabel sind. Es sei darauf hingewiesen, dass wir in diesem Ab-
schnitt den Integralbegriff nach Lebesgue bendtigen, der allgemeiner ist als der nach Riemann. Nicht ganz rigoros
formuliert ist eine Funktion f Lebesgue-integrierbar, wenn sie sich von einer Riemann- (d.h. im iiblichen Sinne)
integrierbaren Funktion f nur auf einer Menge vom Mafl Null unterscheidet, und das Lebesgue-Integral von f ist
dann gleich dem Riemann-Integral von f . Der Begriff ist erforderlich, um einige Beweise fithren zu kénnen, wir
beachten den Unterschied aber nicht weiter.

Fiir die Quantenmechanik wichtig ist, dass Ls(R3) nicht nur ein Vektorraum, sondern dariiber hinaus ein
separabler Hilbert-Raum ist. Hier miissen wir zundchst diesen Begriff definieren. Dazu bendtigen wir einige Vor-
bereitungen.

1. Ein Vektorraum V iiber dem Korper K erfiillt folgende Axiome:

(a) Es existiert eine Addition +: V ® V' — V| beziiglich der V eine abelsche Gruppe ist.

(b) Es existiert eine Multiplikation mit einem Skalar - : K ® V' — V (das Verkniipfungssymbol wird nicht
ausgeschrieben) mit den Eigenschaften

AMx+y)=Az+ Ay (Distributivitét), (5.42)
A+pz= ex+pzx (Distributivitét), (5.43)
(A) xz = A (ux) (Assoziativitét), (5.44)
lae =z, (5.45)

jeweils fiir alle moglichen A, u, x, y.

2. Ein Skalarprodukt zwischen Elementen eines Vektorraums V iiber dem Korper K = R oder C ist eine
Abbildung (e,e) : V ® V — K mit den folgenden Eigenschaften:

(a) (x,z) € R und (x,z) > 0, wobei (z,z) = 0 genau dann, wenn x = 0 (Nullelement von V).

(b) (x,y) = (y,x)*, wobei * die komplexe Konjugation bezeichnet (iiberfliissig fir K = R).
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(c)
<$,)\1 Y1 +)\2 y2> = )‘l (x,y1> +)‘2 (x,y2>, (546)

d.h. das Skalarprodukt ist linear im zweiten Argument (in der reinen Mathematik wird es oft als linear
im ersten Argument definiert). Daraus folgt mit (b), dass gilt

(A m1+ Ao w2, ) = AT (21,9) + A (22, 9), (5.47)
d.h. das Skalarprodukt fiir K = C ist antilinear (fiir K = R linear) im ersten Argument.
Zwei Elemente z,y € V, x,y # 0, heilen orthogonal, wenn gilt
(z,y) = 0. (5.48)
Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man eine Norm
]l := v/, z) (5.49)
auf V' definieren.

. Ein mit einem Skalarprodukt ausgestatteter Vektorraum heiit unitirer Raum. (Ein mit einer Norm ausge-
statteter Vektorraum heifit normierter Raum. Offenbar ist jeder unitire Raum auch normiert.) Lo(R3) mit
dem Skalarprodukt

(o) = [ (0 (5.50)
ist ein unitdrer Raum. Zum Beweis ist zu zeigen, dass (p, ) tatséchlich ein Skalarprodukt ist. Dies ist

einfach, wobei man aber vereinbaren muss, dass zwei Funktionen als gleich anzusehen sind, wenn sie sich
hochstens auf einer Menge vom Maf3 Null unterscheiden. Beispiel: Es sei

1 fir 7eZ3,
V() = { (5.51)
0 sonst.
Es ist
o= [ e =, (5.52)
Das Axiom (¢,1%) =0 < 1 = 0 ist nur erfiillt, wenn wir ¢ als identisch mit der Funktion
Y(F) =0 V7 (5.53)

ansehen.

Die nun folgenden Begriffe sind nur notwendig, weil der unitire Raum Lo(R?) keine endliche Dimension
hat.

. Eine Folge z,, von Elementen eines unitéiren (oder zumindest normierten) Vektorraums heifit Cauchy-Folge,
wenn zu jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass gilt

|zm — xn]| <€ VYm,n > N. (5.54)
Also konvergieren die Abstidnde gegen Null fiir grofie Indizes.

. Ein unitérer (oder normierter) Vektorraum V heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge x,, € V stark gegen
ein Element x € V konvergiert, d. h. wenn zu jedem ¢ > 0 ein N € N existiert, so dass gilt

lon —z|| <€ ¥Vn>N. (5.55)
Diese Bedingung kann man auch schreiben als

nhﬁ\rr;o l|zn — x| = 0. (5.56)
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Jede stark konvergierende Folge ist auch Cauchy-Folge, aber die Umkehrung gilt nicht automatisch und
man fithrt daher den zusétzlichen Begriff der Vollstéindigkeit ein. Er bedeutet, dass V' ,keine Locher hat*.
Zum Beispiel ist die Menge Q der rationalen Zahlen (Q ist zwar ein Vektorraum iiber sich selbst, aber nicht
iiber R oder C) nicht vollstiindig, denn die Cauchy-Folge

(O b0 @ Q) e

in Q konvergiert nicht gegen ein Element von Q. Die Folge konvergiert in R, ndmlich gegen e. Man kann
zeigen, dass ein endlichdimensionaler unitdrer Raum immer vollsténdig ist.

6. Ein vollstdndiger, unitdrer Raum heifit Hilbert-Raum. (Ein vollstdndiger, normierter Raum heifit Banach-
Raum. Das ist eine schwéchere Definition, jeder Hilbert-Raum ist also auch ein Banach-Raum, aber nicht
umgekehrt.)

Ly(R?) ist ein Hilbert-Raum. Zum Beweis muss man offenbar noch die Vollstindigkeit zeigen. Dies fithren
wir hier nicht durch. Der Lebesguesche Integralbegriff ist hier notwendig.

7. Fiir die Quantentheorie bendtigen wir noch eine weitere Eigenschaft: Nicht nur soll jede Cauchy-Folge
konvergieren (Vollsténdigkeit), sondern es soll auch eine Folge F' = {z,,} existieren, die jedem = € V beliebig
nahe kommt. Man sagt, diese Folge ist dicht in V. Man kann zeigen, dass diese Figenschaft dquivalent ist
zu der Aussage, dass fiir jedes x € V eine Teilfolge von F' existiert, die gegen x konvergiert. Existiert eine
in V dichte Folge, so nennt man V' separabel. Separabilitét ist eine zusiitzliche Forderung iiber die Hilbert-
Raum-Eigenschaften hinaus. In Physik-Lehrbiichern wird jedoch manchmal ein Hilbert-Raum strenger als
separabler, vollstdndiger, unitidrer Raum definiert.

Lo (R3) ist ein separabler Hilbert-Raum. Den Beweis der Separabilitét iibergehen wir wieder.

Die Separabilitdt des Hilbert-Raums V' ist wichtig, wie wir jetzt diskutieren werden. Zunéchst definieren wir ein
vollstindiges Orthonormalsystem in V als eine Menge M C V mit den Eigenschaften

1. ||z =1 Va € M (Normiertheit),
2. (z,y) =0 Va,y € M mit x # y (Orthogonalitét),

3. es gibt kein v € V, v # 0, so dass (v,z) =0 Va € M. (Vollstindigkeit von M — beachte, dass dies nicht
derselbe Begriff von Vollstéindigkeit ist, wie beim Hilbert-Raum V).

Separabilitéit bedeutet nun, dass eine Folge F' = {fi, fa2, ... } existiert, die jedem x € M beliebig nahe kommt. F
ist, wie jede Folge, abzdhlbar. Wir geben nun einen Beweis dafiir an, dass das vollstindige Orthonormalsystem
M ebenfalls abzéhlbar ist.

Beweis (reductio ad absurdum): Wir nehmen an, dass M iiberzahlbar ist. Fiir x,y € M, x # y, ist

lz -yl =V{(z—-y,z-y)
=V, z) + () — (z,y) — (y,2)
—_—— =~

=0

=0
= VIl + lyll? = V2. (5.58)
Zwei verschiedene Elemente von M haben also immer den Abstand v/2. Betrachte nun Kugeln
1 1
K(x,§> = {ZEV‘HZ—Q:H < 5}, (5.59)

zentriert bei den Elementen x € M C V. Da der Radius der Kugeln kleiner ist als der Abstand ihrer Mittelpunkte,
enthilt jede Kugel K(z,1/2) genau ein Element von M, nimlich z. Die Kugeln sind sogar disjunkt, denn giéibe
es ein z mit z € K(x,1/2) und z € K(y,1/2) mit z,y € M, x # y, so wire der Abstand der Mittelpunkte x, y
wegen der Dreiecksungleichung

lz =yl = li(z = 2) = (y = 2)|
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<z =zl + 1=y = 2)l = llz = 2l + [ly — 2|
1 1

=-4+-=1 .
sty =1 (5.60)

im Widerspruch zu Gl. (5.58). Anschaulich gesprochen: Der Radius der Kugeln ist kleiner als die Hélfte des
Abstands der Mittelpunkte.

Purﬂkte aus M

. . X PHI;]kte aus F

Da nun F dicht in V ist, enthilt jede Kugel mindestens ein Element f € F' (tatséichlich abzihlbar unendlich
viele). Es gibt genau eine Kugel fiir jedes * € M und diese sind disjunkt. Dann ist die Mé&chtigkeit von F'
nicht kleiner als die Méchtigkeit von M. M ist aber nach Voraussetzung iiberabzdhlbar. Dann ist F' ebenfalls
iiberabzéhlbar. Widerspruch!

Die Separabilitat garantiert also die Existenz eines abzéhlbaren Orthonormalsystems. Es sei noch daran erin-
nert, dass bei endlichdimensionalen Hilbert-Rdumen Vollstandigkeit und Separabilitéit automatisch gegeben sind.
Fiir endlichdimensionale Hilbert-Raume existiert auch immer ein endliches Orthonormalsystem.

5.3.2 Entwicklung nach Basisfunktionen

Wir haben gesehen, dass ein separabler Hilbert-Raum, insbesondere der Raum L (R3), abziihlbare, vollstindige
Orthonormalsysteme besitzt. Jedes davon kann als Orthonormalbasis B des Raumes dienen, d.h. man kann jede
Wellenfunktion ¢ € Ly(R?) nach den Basiselementen ¢, € B C La2(R) entwickeln. Da ein separabler Hilbert-
Raum eine abzdhlbare Basis besitzt, sagt man, seine Vektorraumdimension sei abzahlbar.

Es ist niitzlich, die Vollstédndigkeit der Basis durch die Vollstindigkeitsrelation

Y enl®) () = 8(7 — ) (5.61)

auszudriicken. Wir beweisen nun diese Relation.
Da 4 eine Distribution ist, sind beide Seiten der Relation unter einem Integral zu verstehen. Die Behauptung
lautet also: Fiir alle f € Lo(IR?) gilt

[ S enen ) = [ dor o) 1), (5.62)
Dies ist dquivalent zu
S on®) [ eI = 50, (5.63)

= (pn,f)

Wegen der Vollstindigkeit von Ly (R?) konvergiert die Summe (Reihe) auf der linken Seite. Es bleibt zu zeigen,
dass die Reihe gegen f(7) konvergiert. Das erfolgt wieder mittels reductio ad absurdum: Wir nehmen an, dass die
Reihe gegen eine andere Funktion g(7) konvergiert, also

D onl®) (o, f) — F(7) = g(F) £ 0. (5.64)
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Wegen der Abgeschlossenheit von Lo(R3) unter Addition liegt g in Lo(R?). Es folgt

Z <30m7 SOTL><§OTL7 f> - <§0m7 f> = <§0m; g> V@m eB (565)
= 6m1n
= (om: f) = (em, [) =0={pm,9) VYem € B. (5.66)

Aber dann ist g orthogonal zu allen ¢,,, B ist also kein vollstindiges Orthonormalsystem. Widerspruch!

Mit Hilfe der Vollstéindigkeitsrelation kénnen wir nun leicht eine beliebige Funktion ¢ € Lo(R3) entwickeln.
Die Methode, das ,,Einschieben der Eins®, ist sehr niitzlich und wird héufiger vorkommen. Es funktioniert wie
folgt:

v = [ @8- ) ()
- / &S on(Pen (7))
= Yol [ & o)

= {pn,¥)

= (n. ) (). (5.67)

n

Hier sind (p,,%) (i. A. komplexe) Zahlen. Sie sind die Entwicklungskoeffizienten von ¢ in der Basis B =
{onln=1,2,...}.

5.3.3 Uneigentliche (Dirac-) Zustinde

Es ist oft wiinschenswert, Funktionen zu betrachten, die nicht quadratintegrabel, also nicht Elemente von Lo (R?),
sind. So hat die Schrédingergleichung oft sinnvolle Lésungen, die nicht in Ly(R?) liegen. Die freie Schrodinger-
Gleichung

L 0 2
ih aif =3 V24 (5.68)

wird z. B. von ebenen Wellen L
P = 1 ! FTwt) (5.69)

gelost. Diese sind nicht quadratintegrabel:

/d% |2 = |w0\2/d3r1 ~ 0. (5.70)

Wenn wir den Funktionenraum um ebene Wellen und um alle moglichen Superpositionen erweitern, erhalten wir
wieder einen Vektorraum. Aber dessen Elemente haben nun i. A. keine endliche Norm. Wir kénnen daher keine
Cauchy-Folgen definieren und der Raum kann daher nicht vollstindig sein (also auch kein Hilbert-Raum) und
auch nicht separabel. Daher ist die Existenz einer abzéhlbaren Basis nicht garantiert. In der Tat existiert keine:
Die Funktionen v = 1)y e**"™ sind fiir unterschiedliche k linear unabhéngig. Es gibt aber iiberabzédhlbar viele E,
némlich alle ¥ € R3. Daher kann der Funktionenraum keine abzéhlbare Basis haben.

Man erweitert den Raum der zuldssigen ,,Funktionen“ sogar noch weiter, indem man Distributionen wie
o(r— E), R fest, hinzufiigt. Welche mathematischen Objekte sinnvoll sind, wird durch die physikalische Fragestel-
lung bestimmt. Den ,sinnvoll“ erweiterten Raum nennt man den Dirac-Raum. Man kann aber den Standpunkt
verteidigen, dass physikalische Zustéinde nur durch Wellenfunktionen in L (R?) beschrieben werden und alle an-
deren Funktionen nur mathematische Hilfsmittel darstellen, die Herleitungen und Rechnungen erleichtern. Da
der beobachtbare Teil des Universums endlich ist und seine quantentheoretische Beschreibung nicht vom unbe-
obachtbaren Teil abhéngen sollte, kann man sogar davon ausgehen, dass der relevante Hilbert-Raum abzéhlbar
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unendliche Dimension hat (sieche Abschnitt 6.2.2). Es wurde sogar argumentiert, seine Dimension sei endlich,
wenn auch riesig.

Als physikalisch sinnvoll erweisen sich meist solche nicht quadratintegrablen Funktionen und Distributionen,
die immerhin eine verallgemeinerte Orthonormalitétsbedingung und eine verallgemeinerte Vollstédndigkeitsrelation
zulassen. Ein iiberabzéhlbares Funktionensystem {¢, ()} mit o aus einer iiberabzdhlbaren Menge, z.B. o € R,
nennen wir ein Orthonormalsystem, wenn gilt

[ oatr) = s(a - 9). (5.71)
Weiter nennen wir das System vollstdndig, wenn gilt
/ dov pa(7) L (') = 6(7 — 7). (5.72)
Diese Bedingungen werden von ebenen Wellen erfiillt: Sei oz () = (%1)3 73 eikT , dann ist
1 T - o
3 * — 3,. —ik-r+ik’ -7

= (2m)3 5(k—k’)

Die hier verwendete Beziehung fiir das Integral {iber eine ebene Welle beruht auf der Identitét

/ T dpet o 5(k). (5.74)

— o0

Sie gilt ,,unter einem Integral“, d.h. es ist gemeint, dass fiir jede integrierbare Testfunktion f (k) gilt

/_oo dk f(k) /_OO dx e = 21 /_m dk f(k) (k) = 2w f(k = 0). (5.75)

Diese Beziehung kann man leicht verstehen: Unter geeigneten Konvergenzannahmen ist die linke Seite

/_O;dkf(k)/_ dx e™* —27r/ dx/ e (k)

= 271'/_ dx f(x) = 27r/_ dx e % f(x)
=2 f(k=0), (5.76)

wobei f(z) die Fourier-(Riick-) Transformierte von f(k) ist.
Weiter gilt analog zu Gl. (5.73)

(= 1 ik-F—ik-7’ > =
/d3k () () = P /d?’ke kr=ik ™ — §(7 — 7). (5.77)
N—— —
= (2m)3 §(F—7")

Die ebenen Wellen sind also in verallgemeinertem Sinn vollsténdig. Orthonormalitéit und Vollstéindigkeit gestatten
die Entwicklung nach einem Funktionensystem. Dies ist fiir ebene Wellen die bekannte Fourier—TTanSforrzlation.

Im Ortsraum lokalisierte d-Distributionen bilden ebenfalls ein Orthonormalsystem: Sei ¢ () = 6(7"— R), dann
ist

—

/d3r 0 (7) o (7) = /dSré(F— R)6(F— R')=6(R—R). (5.78)

Dieses Orthonormalsystem ist auch vollstandig:
/d3R () () = /d3R S(F— R) (" — B) = 6(7 — ). (5.79)
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5.3.4 Lokale Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Wir hatten gefordert, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit [ d®r || erhalten ist. Das ist ein globaler Erhaltungs-
satz. Die durch die Schrodinger-Gleichung beschriebene Dynamik fithrt jedoch auf eine noch strengere Erhaltung:
Fiir ein Teilchen im Potential V' (7) ist

slvor = ( é?t G ) VD + 000 5

(7 1)

1 A
= —— (HY)" + — o Hy ‘ da H hermitesch ist

h? h?
(-5 7 ) - GO+ (<5 V) + TR

(V2 ) — " V2]

71
1
ik
h
T 2mi
h

[
M[ ((Vuryw) = (Vo) - (Vo) = V- (V) + (Vi) - (Vo)
T [0 - (T (550)

also 9 5
2 = * = %
2 oo [tV — (Ve)w] =o. 5.81
o U2+ V- = [4Vy — (Vo) (5.81)
Da ¢ = |¢|? eine Dichte ist, liegt es nahe, den zweiten Term als Divergenz einer Stromdichte

) = W (F OV — (Ve (7)) v )| (5.82)

2mi

zu schreiben. 7'ist die Wahrscheinlichkeits-Stromdichte. Damit erhalten wir eine Kontinuitdtsgleichung
do

ot

wie in der Elektrodynamik, aber nun fiir die Wahrscheinlichkeit anstelle der Ladung. Sie beschreibt die lokale
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: ¢ kann sich nur dadurch dndern, dass Wahrscheinlichkeit zu- oder abflieft.

+V-7 (5.83)

5.3.5 Die Impulsdarstellung

Fiir quadratintegrable Funktionen und fiir die physikalisch relevanten uneigentlichen Zustédnde kénnen wir die
Fourier-Transformierte definieren. Wir driicken sie in der Quantenmechanik oft als Funktion des Impulses p' = hik
statt des Wellenvektors k aus:

_ / Br e~ (), (5.84)
Bp - &
vt = [ G i = [T ) (555)

Die asymmetrische Definition der Vor- und Riicktransformation ist in der Physik {iblich, ¢ und @Z enthalten
dieselbe Information. Jj(ﬁ, t) heifit Wellenfunktion im Impulsraum. Die Moglichkeit dquivalenter Darstellungen im
Orts- und Impulsraum ist schon in der klassischen Hamilton-Mechanik angelegt, in der generalisierte Koordinaten
und Impulse weitgehend gleichberechtigt auftreten. Ist (7, ¢) normiert,

/d% lo(7,t)]2 =1, (5.86)

so folgt (Satz von Plancherel)

[
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/(27T£)3/d3rezp-r/hw*( )/d3 ! 71pr /hd}(r ,t)

I . Ep_ iprryn
= [ &rd>r" (7 t) (7 t) e

= /d3r|w(7"", H* =1 (5.87)

Die Normierung bleibt unter Fourier-Transformation also erhalten. Da v normiert und \1;\2 natiirlich nichtnegativ
ist, liegt es nahe, 1 als Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum zu interpretieren.
Wir koénnen auch die Schrodinger-Gleichung in Impulsdarstellung schreiben:

w / d%e—w/hm / p th%/)( 0+ VB (5.88)

Durch zweimalige partielle Integration im Term der kinetischen Energie erhalten wir

= [@r [ g (= D) i) 4 Vi P )

2m
- / d&3r [ 5; eI (7 1) + V(iR YV 5) e PN z/;(m)]. (5.89)

Die letzte Identitét verstehen wir am besten, wenn wir V(7) in eine Potenzreihe entwickeln. Jede Potenz von if 65
bringt genau die gleiche Potenz von 7 aus dem Exponenten herunter. Jetzt kénnen wir die Integration ausfiihren,

das Ergebnis lautet
2

0 - e~ - -
ih —(p,t) = — Y(p,t h V5 D t). .
ih 5 0(B,t) = 5~ (1) + V(ih Vi) $(5)) (5.90)
In der Impulsdarstellung ist also der Impulsoperator einfach die Multiplikation mit dem Zahlenvektor p
F=7 (5.91)

Der Ortsoperator ist dagegen nun komplizierter, ndmlich i. W. der Gradient nach dem Impuls:
F e in (5.92)

Beachte die Analogie zum Impulsoperator in Ortsdarstellung, ]3' = —ihV.
Die Impulsdarstellung vereinfacht einerseits die Losung der Schrodinger-Gleichung fiir bestimmte Potentiale.
Zum Beispiel wird die freie Gleichung zu einer gewdhnlichen (nicht partiellen) Differentialgleichung:
dd p s
h—=— 5.93
it T 2m v (5:93)
Auch fiir gitterperiodische Potentiale (Kristallgitter) ist die Impulsdarstellung sehr niitzlich, was ihre breite An-
wendung in der Festkorperphysik begriindet. Andererseits erleichtert sie gewisse formale Herleitungen, wie auch
der folgende Abschnitt zeigt.

5.4 Erwartungswerte und Schwankungen
Da wir [1(7,t)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte identifiziert haben, kénnen wir sofort die Ausdriicke fiir die Erwar-

tungswerte (Mittelwerte) von nur ortsabhéngigen Groflen A(7) angeben. In der Quantenmechanik notieren wir
Erwartungswerte mit spitzen Klammern:

(A7) = / @B b7, 1)[2 AGF) = / @ (7. 1) A(F) (7 1), (5.94)
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Fiir nur impulsabhéngige Grofien gehen wir zur Impulsdarstellung iiber:

3 ~ 3, _
B0 = [ o WEOR B = [ Gt 0 04) B (5.0, (5.95)

Den Erwartungswert (p) hatten wir bereits in 4.2 ausgerechnet. In leicht verédnderter Notation:

3 ~ ~
0 = [ G VG059

Bp  imiih e o i ~
:/d3rd3r' (27Th)3ep o) (7 t)pe /ﬁq//(r’,t)

/ Erd’r’ ——— %h Z € PTIhR (7 ) (-’Z) Ve T t). (5.96)

Die wesentliche Idee hier war, den Impuls p durch den Gradienten der Exponentialfunktion darzustellen. Das wird
klarer, wenn man die Gleichungskette von hinten nach vorne liest. Mittels partieller Integration in 7/ iibertragen
wir nun den Gradienten auf den anderen von 7/ abhiingenden Faktor,

‘/n b

& ip- T — —ip-r
(p) :/d3rd3r’ (27r7§)3 TR (7 ) e V/’(/J( 7 t)

h = d3p P
_ 3 3 * (= — ip-(F—7 h
—/drdr’w (7,1) [iv'w(rct)]/(m)geﬂ %

/ P (7,) 5 Gl

/ @B (7, ) O ), (5.97)

mit dem Impulsoperator ﬁ = —ihV in Ortsdarstellung.
Analog findet man allgemeiner

@) = [ @ror @05 (59) 00 = [@roto 5o v, (5.98)
Ganz allgemein schreiben wir fiir Messgrofien C/(7, p):
3 * (= — h = N
(€)= [ d*r¢*(7t) C(r, Z v) W(7, 1) (5.99)
Beachte, dass in der Quantentheorie die Reihenfolge von Faktoren r; und p; in C' relevant ist, im Unterschied zur

klassischen Physik, siehe Abschnitt 5.1.
Mit der Impulsdarstellung erhalten wir auch

() = / Gt U B0 O3 9) D7) (5.100)

5.4.1 Hermitizitit

Da wir immer nur relle Werte fiir Messgroflen messen — es ist gar nicht klar, was es bedeuten wiirde, eine komplexe
Grofle zu messen — ist es sinnvoll, zu fordern, dass die Erwartungswerte von Messgroien ebenfalls reell sind. Welche
Eigenschaft muss der eine Messgrofie darstellende Operator C haben, um dies zu garantieren? Es ist

(C) = /d3r¢ Co(7,t), (5.101)
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woraus folgt

/df‘mprt [C (7. /d3 [C (7, 0)] " w(7 1) (5.102)

Die Forderung <C'>* = <C’> ergibt
/d3 (6 (7, 1)] /dgm/z 1) C (7. 1). (5.103)

Dies soll fiir alle quadratintegrablen (7, t) gelten. Ist diese Bedingung erfiillt, so nennt man den Operator C
hermitesch, wie wir schon fiir den Spezialfall des Hamilton-Operators gesehen hatten.
Als Beispiel betrachten wir den Impulsoperator (p) = % V. Es ist

[ [fown] ven = [ar(=3)] W*(f:t)} V()
partiell / Bl ¢( )
= [ Ve (5.104)

Der Impulsoperator ist also hermitesch. Hermizitét zeigt man auch leicht fiir den Hamilton-Operator H= p?/2m+

V(7).

5.4.2 Schwankungen

Ebenso wie Mittelwerte kénnen wir auch hohere Momente der Verteilung von Messwerten ausrechnen, insbesonde-
re deren Schwankungen. Wir werden sehen, dass in der Quantenmechanik solche Schwankungen oder Streuungen
von Messwerten aus prinzipiellen Griinden auftreten miissen, selbst fiir ideale Experimente, die keine zusétzlichen
Messfehler einfiihren. Als mittlere quadratische Schwankung einer Grofie C(7, p) definieren wir

AC = ((C ~ C>)2> = V(C? —20(C) + (C)?)
\/ ) —20NC) +(C)?
= > (5.105)

AC? nennt man das Schwankungsquadrat. Es ist zu beachten, dass (C2) nicht dasselbe ist wie (C)2. Nimmt C
z. B. mit gleichen Wahrscheinlichkeiten die Werte £1 an, so ist (C?) = (1) = 1, aber

(0)? = (; 1+ % : (—1))2 =0%=0. (5.106)

Beispiel: Gaufisches Wellenpaket in einer Dimension. Wir betrachten die Wellenfunktion, in der Ortsdarstel-
lung,

_ 2
w(l’,t = 0) = m eipox/h exp <—(aj4a_x20)> . (5107)

Uns interessiert hier nicht die Zeitentwicklung, daher wihlen wir eine feste Zeit, t = 0. Es ist

@) = —— exp (—“‘)) , (5.108)

- V270 202

die Wahrscheinlichkeitsdichte ist also eine auf eins normierte Gauf-Funktion um den Mittelwert xy und mit der
Breite 0. Das Schwankungsquadrat des Ortes ist

Az? = (Ax)* = ((z — (2))*) = (& — 20)*)



1 b (x — x0)?
= — d —20)? 20
o [00 x (x — xp)” exp ( 557
u=z—zo 1 * 2 u’ 2
=0 — duu® exp | — = o°. (5.109)

210 J— 202

Die Schwankung des Impulses kann man mit Hilfe des Impulsoperators in Ortsdarstellung ausrechnen oder unter
Verwendung der Wellenfunktion im Impulsraum. Wir wahlen hier den letzten Weg:

z/;(ﬁ) = /dme_ipz/hz/}(:n)

1 i (z — 20)®
- - i(p—po)z/h _
(2m) /D /o due P < 402
2 2
_ 23/47r1/4\/56*i(}7*130)zo/h exp (_0(7'%_2“’)), (5.110)

Die Fourier-Transformierte einer (normierten) Gaufi-Funktion ist wieder eine (normierte) Gauf-Funktion. Der
Mittelwert des Impulses ist offenbar py. Das Schwankungsquadrat ist

Ap® = {(p—po)?)

dp 20° (p—po)®
_ 53/2 2
=923/ ﬁa/2wh(p_p0) exp (— =

Y =p—po |2 a/ g 202 (p')? h?
r-p0 |20 _2omWw)T 111
w h dp’ ()" exp h2 402 (5.111)

Also ist die Fourier-Transformierte 1[)(p) umso breiter, je schmaler die urspriingliche Funktion () ist. Das ist
eine allgemeine Eigenschaft der Fouriertransformation. Konkret erhalten wir

h h
ArAp=0— = —. 112
T Ap 020 5 (5 )

Der spezielle Wert /2 beruht auf der Wahl einer Gaufi-Funktion fiir ¢(x).

5.5 Orts-Impuls-Unschérferelation

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass fiir Gau-Pakete AzAp = h/2 gilt. Wir wollen dieses Ergebnis jetzt
auf beliebige Wellenfunktionen verallgemeinern. Die Herleitung ist mathematisch etwas aufwendig und beginnt
mit der Definition einer Hilfsgrofle

100 = [ (o= @)ota) + M- Bt

— 00

:/ dx

Aufgrund des Betragsquadrats im Integranden ist I(\) > 0 YA. Wir formen das Integral um:

2

h o

(@ = @it + 3 (S50 = ) vl (.11

1= [~ @) - @)Put)
[ owr @ @nin (T - ) vle)

[ (<i5 - ) v @ - @)
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+ /_O; dz A K‘?aax _ <p>> w*(x)] A (?aax - <ﬁ>> Y(x)
iy [ v - @) (4 - 0)) vie)

—in [ s v (355 - ) o (ohote)

+ A2 /O; dz p* () (?ai - <ﬁ>)2w(1’)

:Aw2—|—i)\/_oo dx* (z)(z = ?a_@) ()

i [ dew @)l
m/m dz () (2 = = (5) ) $(x)
oo i 0x P
+ A2Ap?
= Az® — hA + Ap? M2 (5.114)
Also ist
Az? > —Ap*A2 + h) YA (5.115)

Da dies fiir alle A gilt, gilt es auch fiir das A, welches die rechte Seite maximiert. Diesen Wert von A erhalten wir
aus

d
a(pr%\2 +hA\) = —2Ap*A+h =0 (5.116)
h
A= AP (5.117)
Damit ist 2 . .
Az? > —Ap? = 11
r=Tep 4Apt + 2Ap?  4Ap? (5.118)
und
h2
Az?Ap* > T (5.119)
und schliellich 5
Ax Ap > 3 (5.120)

Dies ist die Heisenbergsche Orts-Impuls- Unschdrferelation. Aus dieser Relation folgt, dass es prinzipiell unméoglich
ist, den Ort und den Impuls eines Teilchens zugleich scharf zu messen. Denn dann wéiren Az = 0 und Ap = 0, im
Widerspruch zur Unschéirferelation. An der Proportionalitit von Ax Ap zu h erkennt man, dass es sich um eine
Folge der Quantenmechanik handelt — der klassische Grenzfall entspricht ja i — 0.

Wenn wir die Herleitung betrachten, sehen wir, dass das Ergebnis auf der Anwesenheit des Terms —A\ in
Gleichung (5.114) beruht. Dieser ergab sich aus der Differenz von

[ " dwy (@) (= — (@) (6 — (7)) b(a) (5.121)
und -
[ dz b (2) (b — () (& — () (z), (5.122)

d. h. daraus, dass Ort und Impuls nicht vertauschen. Es ist ndmlich, wie wir in 5.1 gesehen haben,

[, p] = ih. (5.123)
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Wir werden auf den Zusammenhang zwischen Kommutatoren und Unschérferelationen in Abschnitt 7.6.2 zuriick-
kommen. Dort wird auch eine elegantere, operatorbasierte Herleitung gegeben, die keine Wellenfunktionen ver-
wendet.

5.6 Messungen I

Die bisher entwickelte Schrodinger-Theorie ist statistischer Natur: Sie macht Aussagen iiber Wahrscheinlich-
keitsverteilungen. Die Verteilungsfunktionen kénnen nicht fiir alle Messgrofen beliebig scharf sein, wie die Orts-
Impuls-Unschérferelation zeigt. Wenn wir z. B. den Ort eines Teilchens sicher wissen, haben wir keine Information
iiber seinen Impuls. Der statistische Charakter ist also im Rahmen der Standard-Quantentheorie unvermeidbar.
Es stellt sich die Frage, ob diese Unbestimmtheit eine Eigenschaft der realen Welt ist oder eine Schwiche der
Standard-Quantentheorie. Mit anderen Worten, welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

e Die Wellenfunktion beschreibt den Ort und den Impuls eines Teilchens so genau wie moglich. Das Teilchen
hat also zumindest hinsichtlich Ort und Impuls keine Eigenschaften, die nicht durch die Wellenfunktion
ausgedriickt werden. Es hat insbesondere wirklich nicht zugleich einen scharfen Ort und einen scharfen
Impuls.

e Ein Teilchen hat in Wirklichkeit zu jeder Zeit einen scharfen Ort und einen scharfen Impuls. Die Wellen-
funktion enthilt also nur eine unvollstéindige Beschreibung des Teilchens. Da die Standard-Quantentheorie
aus Prinzip nicht Teilchen mit scharfem Ort und Impuls beschreiben kann, die aber real existieren, ist sie
unvollsténdig.

Diese Frage ist eng mit der Interpretation des Messprozesses verkniipft. Was passiert bei der Messung einer Ob-
servablen A an einem System mit gegebener Wellenfunktion 1? Nach der statistischen Interpretation ist | (7, ¢)|?
die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens im Ortsraum zur Zeit t. Angenommen, die Wellenfunktion vor der
Messung sei nicht perfekt lokalisiert. Zur Zeit ¢ = 0 messen wir nun z. B. den Ort des Teilchens mit einer idealen
Apparatur. Unmittelbar vor der Messung ist die Wahrscheinlichkeitsdichte [¢(7,0)|?. Unmittelbar nach der Mes-
sung, zur Zeit t = dt, wissen wir, wo das Teilchen ist. Sagen wir, wir beobachten das Teilchen am Ort R. Dann ist
die Wahrscheinlichkeitsdichte zur Zeit ¢t = dt nicht mehr | (7, 0)|2, denn [1(7,0)|? driickt aus, dass das Teilchen
auch an Orten 7 # R sein kann, was nicht zutrifft. Wir folgern, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichte und damit
die Wellenfunktion (7, t) bei der Messung sprunghaft dndern muss. Dies ist kein Artefakt der idealisiert scharfen
Messung. Wenn wir |¢(7,¢)|*> als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren, die unsere Kenntnis iiber das System
ausdriickt, muss jeder Anderung der Kenntnis, insbesondere jede erfolgreiche Messung, zu einer Anderung der
Wellenfunktion fithren.

Diese Folgerung fithrt auf die eingangs gestellte Frage zuriick: Hat die Messung dazu gefiihrt, dass das vorher
delokalisierte Teilchen am Ort R lokalisiert wird, oder hat sie nur den schon vorher vorhandenen, aber noch
unbekannten, Ort R des Teilchens enthiillt? Die zweite Interpretation ist sicherlich die natiirlichere aus Sicht der
klassischen Physik. Sie ist aber nicht haltbar, wie wir noch sehen werden.

Wir wenden uns nun der Messung einer beliebigen Observablen A zu. Wir schreiben einen Zirkumflex, da
Observable durch Operatoren dargestellt werden. (Ortsmessungen sind fiir die Diskussion des Messprozesses nicht
sehr giinstig, weil Wellenfunktionen mit scharfem Ort §-Distributionen und damit nicht quadratintegrabel sind.)
Unmittelbar vor der Messung sei die Wellenfunktion (7, 0). Bei der Messung von A finden wir einen Messwert
A (wir betrachten hier nur solche Messungen, die den Messwert eindeutig bestimmen, nicht nur einschrénken).
Durch die Messung muss sich die Wellenfunktion so geéindert haben, dass die Obervable A nun den scharfen Wert
A hat. Das bedeutet, dass der Mittelwert (A) mit A iibereinstimmen und die Schwankung A A verschwinden muss.

Der Mittelwert der Observablen ist (wir lassen das Zeitargument ¢ = dt weg)

) = [ @@ dvm L a (5.124)

Das Schwankungsquadrat ist

AA? = /d% *(7F) (A — A)2 (7). (5.125)
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Als Observable muss A hermitesch sein. Dann ist auch A — A hermitesch, weil die Multiplikation mit einer reellen
Konstanten A hermitesch ist. Also folgt

AA% = /dBT [(A—A) ()] (A—A) () = [|(A— A)p()]* = 0. (5.126)
Der letzte Ausdruck ist aber positiv semidefinit und Null genau dann, wenn gilt
(A—A)p(F) =0 V7, (5.127)
also wenn R
Ap(F) = AY(F) V7. (5.128)

Die Wellenfunktion muss also unmittelbar nach einer Messung mit dem Messwert A diese Gleichung erfiillen.
Die hergeleitete Gleichung fiir schwankungsfreie Wellenfunktionen,

Aa(F) = Ava(r), (5.129)
ist eine Eigenwertgleichung fiir den linearen Operator A auf Ly (R3). A ist der Eigenwert zur Eigenfunktion 14 (7).
Diese Begriffe hingen eng mit den Eigenvektoren und Eigenwerten von Matrizen zusammen. Wir schreiben den
Eigenwert A als Subskript von 14, um anzudeuten, dass diese Gleichung eben nur fiir die FEigenfunktion zum
Eigenwert A und nicht fiir beliebige Wellenfunktionen gilt. Als Ergebnis einer Messung koénnen sich nur Werte
ergeben, die verschwindende Schwankung A A zulassen, also Eigenwerte. Nach der Messung ist die Wellenfunktion
dann eine Eigenfunktion von A zum gemessenen Eigenwert.

Zusammengefasst haben wir folgendes gefunden:

e Bei der Messung einer Observablen A geht die Wellenfunktion sprunghaft in eine Eigenfunktion von A iiber
(,Kollaps der Wellenfunktion*).

e Der Messwert ist der zu dieser Eigenfunktion gehorende Eigenwert.

Diese Aussagen bilden das von Neumannsche Projektionspostulat. Es ist in der Tat ein zusétzliches Postulat, weil
es nicht aus der durch die Schrédinger-Gleichung beschriebenen Zeitentwicklung folgt, wie wir sehen werden.

Da Ly(R3) ein separabler Hilbert-Raum ist, existiert eine abzihlbare Orthonormalbasis. Es existieren sogar
unendlich viele solche Basen. Man kann nun zeigen, dass die Eigenfunktionen eines beliebigen hermiteschen
Operators A auf Ly (R?) eine solche Basis bilden. (Wir betrachten zun#chst nur den Fall, dass die Eigenwerte nicht
entartet sind, d. h., dass es zu einem A nicht mehrere Eigenfunktionen 14 gibt.) Das hat wichtige Konsequenzen.

Betrachten wir wieder den Erwartungswert von A:

@) = [ o @ Av. (5.130)
Die Vollsténdigkeit der Basis der Eigenfunktionen impliziert, dass gilt
D bal® Ui = 6(F = ). (5.131)
A
Einschieben dieser Vollsténdigkeitsrelation in Gl. (5.130) ergibt
() = [ drd v @) As(r - ) ()
- / dr d®r () A pa(@vs (7)) ‘ A wirkt nur auf 7
A
-3 / P (1) Apa(PORE ) | mit GL (5.129)
A

=S A [ @ @ua® [ & o)
> / . / 4
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= A, a)(tha, )

A
=" |wa. v)| A. (5.132)
A

Der Erwartungswert ist also das gewichtete Mittel der Eigenwerte A mit Gewichten |(t4, )2

Was ist die Bedeutung des Erwartungswertes fiir Messungen? Da als Messwerte nur Eigenwerte auftreten
konnen, der Erwartungswert aber kein Eigenwert sein muss (er liegt i. A. zwischen den diskreten Eigenwerten),
kann er allgemein nicht das ,erwartete Messergebnis“ beschreiben. Wenn wir die Interpretation von [t)|? als
Verteilungsfunktion ernst nehmen und wenn Gl. (5.130) fiir die Bestimmung von Erwartungswerten korrekt ist,
sollte <f1> den Mittelwert der Messwerte fiir wiederholte Messungen an gleich préaparierten Systemen darstellen.
Also: Fiithren wir N Messungen von A aus und erhalten jeweils die Messwerte A,,, so sollte gelten

A1+ A+ ...+ Ax

~ — (A)  fiir N = o0 (5.133)

mit Wahrscheinlichkeit eins. Dann ist <A) tatsdchlich der Erwartungswert der Messgrofie 121, wenn wir die Messung
als Zufallsexperiment auffassen. Die Bezeichnung ist dann gerechtfertigt. Ganz allgemein kénnen wir schreiben

(A)=>"paA, (5.134)
A

wobei pg mit >, pa = 1 die Wahrscheinlichkeit des Auftretens des Messergebnisses A ist. Vergleich mit Gl
(5.132) zeigt sofort, dass gilt

pa = |{Wa, ). (5.135)

Diese Beziehung nennt man die Bornsche Regel. Sie folgt aber weder aus der Schrodinger-Gleichung, noch aus
dem von Neumannschen Projektionspostulat. Letzteres sagt uns nur, welche Messwerte auftreten kénnen und
in welchem Zustand ein System nach der Messung ist. Die Bornsche Regel ist damit ein weiteres Postulat der
modernen Quantenmechanik. Konzeptionell sagt dieses Postulat aus, dass die Wahrscheinlichkeitsinterpretation
zutrifft und wie man Wahrscheinlichkeiten fiir Ergebnisse von Messungen ausrechnen soll.

Kann man die Bornsche Regel experimentell nachpriifen? Sicherlich nicht fiir eine einzelne Messung, da es
sich um eine statistische Aussage handelt. Aber zusammen mit der iiblichen frequentistischen Interpretation der
Wahrscheinlichkeit ergibt die Bornsche Regel eine Vorhersage fiir den Fall vieler Messungen: Angenommen, wir
fiihren N > 1 Messungen von A unter denselben Bedingungen durch und messen dabei N4-mal den Wert A.
Dann erwarten wir, dass der Anteil N4 /N von Messungen des Wertes A fiir grofie N gegen pa konvergiert:

i % —pa. (5.136)
Fiir die Interpretationsdebatte der Quantenmechanik ist aber wichtig, dass diese Aussagen auch nur , mit Wahr-
scheinlichkeit eins“ gilt. Es kann auch passieren, dass bei einer solchen Versuchsreihe N4 /N gegen einen anderen
Wert strebt, nur wird dies fiir wachsende N immer seltener passieren.

Die Bornsche Regel ist im beschriebenen Sinne sehr gut bestétigt. Tatséchlich gibt es ein Experiment, dass
mit bloBem Auge und ohne besondere Geréte funktioniert: Nach Born sind vier eng zusammenstehende Kerzen
in 200m Entfernung genauso hell wie eine Kerze in 100 m Entfernung. Im Detail: Wir kénnen, wie man in der
Feldtheorie sieht, das klassische elektromagnetische Feld als Wellenfunktion der Photonen interpretieren (genauer
ist es das Vierervektorpotential (A#)). Das Analogon zur Schrodinger-Gleichung ist die Wellengleichung fiir das
Feld. Fiir eine Punktquelle sagt sie voraus, dass die Amplitude des Feldes wie 1/r mit dem Abstand r abfillt.
Aus klassischer Sicht muss das so sein, weil dann die Intensitit mit 1/r? abfillt. Die Oberfliche von gedachten
Kugeln des Radius r um die Punktquelle nimmt natiirlich wie 2 zu. Daher ist der Energiefluss pro Zeit durch
solche Kugeloberflichen unabhiingig vom Radius, wie es aufgrund der Energieerhaltung sein muss.

Wie sieht es nun quantentheoretisch aus? Das Sehen ist eigentlich eine Ortsmessung von Photonen. Wir nehmen
Licht wahr, wenn ein Photon von einem Rezeptormolekiil in der Netzhaut des Auges absorbiert wird. Das geschieht
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p. Nach Born ist dieser Wahrscheinlichkeit proportional zum Betragsquadrat
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des Feldes und damit fiir eine Punktquelle zu 1/r2. Wiirden wir eine andere Abhingigkeit (einschlieBlich der
Mboglichkeit, dass p gar nicht von r abhéingt) beobachten, so wére die Bornsche Regel experimentell widerlegt.
Die Bornsche Regel sagt also voraus, dass die Wahrscheinlichkeit, Photonen einer Punktquelle wahrzunehmen,
um den Faktor 1/4 abnimmt, wenn die Quelle doppelt so weit entfernt ist. Die wesentliche Idee ist nun, dass
mehrere, sagen wir n, gleichartige Lichtquellen (etwa Kerzenflammen oder gleiche LEDs), die so nah benachbart
sind, dass das Auge sie nicht einzeln auflésen kann, wirken wie eine Lichtquelle, die n-mal so viele Photonen
aussendet. Wenn wir nun eine Punktquelle im Abstand [ betrachten und vergleichen mit vier nah benachbarte
Punktequellen derselben Art im Abstand 21, so sollten nach Born iiber hinreichend lange Zeit (N >> 1) im Mittel
gleich viele Photonen der beiden Anordnungen vom Auge wahrgenommen werden, d.h., sie sollten gleich hell
erscheinen. Dazu muss man nicht lange warten, weil sehr viele Photonen wahrgenommen werden.

5.7 Die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung

Wir beschrinken uns hier auf den Fall, dass der Hamilton-Operator nicht explizit von der Zeit abh#ingt. Dann
konnen wir die Schrédinger-Gleichung

ih % (7, t) = H (7, t) (5.137)
mittels eines Separationsansatzes in eine einfachere Form {iberfiihren. Wir machen den Ansatz
P(7, 1) = o(7) £(D). (5.138)
Dann folgt
d N
o) = (o) g0, (5.139)
Wir teilen durch (7, t) = (%) f(t): ’
LS Hy()
h—= = . .140
"0 T @ (o140

Wir sollten nachtriiglich priifen, was an Punkten mit ¢ (7,t) = 0 geschieht, an denen wir diese Division nicht
ausfithren kénnen. Nun hingt die linke Seite der Gleichung nicht von 7 ab und die rechte Seite nicht von ¢, aber
beide Seiten sind fiir alle 7 und ¢ gleich. Daher hiingt diese (gleiche) Grofie weder von # noch von ¢ ab, ist also
eine Konstante, die Separationskonstante genannt wird. Diese bezeichnen wir hier mit £. Dann gilt

ft)
h—==F, 5.141
o) o44)
H —
W) _ g, (5.142)
»(7)
Es folgen die Gleichungen
7}
ihd—‘i =Ef(t), (5.143)
Hi(F) = Ep(F). (5.144)
F hat offenbar die Dimension einer Energie. Gleichung (5.143) hat die einzige linear unabhéingige Losung e~ *#¢/7
und entsprechend die allgemeine Losung 4
f(t) = foe BUR, (5.145)

Dies gilt fiir jede vorgegebene komplexe Zahl E. Aus physikalischen Griinden muss F aber reell sein, da f(t) sonst
einen exponentiell anwachsenden oder abfallenden Faktor enthielte, was mit der fiir alle Zeiten t geforderten Nor-
mierungsbedingung f d®r || = 1 unvereinbar wire. Abgesehen davon, schrinkt Gleichung (5.143) die moglichen
Werte fiir E nicht ein. Gleichung (5.144) ist die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung:
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Dies ist eine Eigenwertgleichung fiir die Eigenwerte (hier Figenenergien) E,, der Hamilton-Operators H und die
zugehorigen Eigenfunktionen 4, (7). Da die Energie reell sein muss — einerseits als Messgrofie und andererseits,
damit die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung normierbar bleibt — ist es sinnvoll anzunehmen, dass
der Hamilton-Operator H hermitesch ist. (Nicht hermitesche Hamiltonians werden manchmal auch betrachtet,
z. B. fiir offene Systeme.) Es kommt oft vor, dass Eigenwerte entartet sind, d.h., dass ein Wert E in der Folge
E1, Es, ... mehrfach vorkommt.

Wie im letzten Abschnitt besprochen, kann man aus den Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators ei-
ne Orthonormalbasis bilden. Daher kénnen wir jede quadratintegrable Funktion nach diesen Eigenfunktionen
entwickeln. Das ist besonders niitzlich fiir die Losung der zeitabhdngigen Schrodinger-Gleichung: Die speziellen
Losungen dieser Gleichung konnen wir aus den Losungen der separierten Gleichungen fiir ¢(7) und f(t) zusam-
mensetzen, sie lauten

Y (Fy 1) = by (F) e Bt/ (5.147)
Die allgemeine Losung erhalten wir durch Superposition der speziellen Lésungen zu
= an o (F) e N (5.148)
n

mit beliebigen Koeflizienten a,, € C (wenn (7, ¢) normiert sein soll, stellt dies eine Bedingung an die ay,).

Eine typische Aufgabenstellung besteht darin, fiir ein gegebenes System, also bekannten Hamilton-Operator
H, Y(7,t) fiir t > 0 zu finden, wenn (7, 0) als Anfangsbedingung vorgegeben ist. Das System soll also zu einer Zeit
in einem bestimmten Zustand, beschrieben durch eine Wellenfunktion, prépariert werden und wir interessieren
uns fiir die zeitliche Entwicklung zu spéteren Zeiten. Zur Losung eines solchen Anfangswertproblems zerlegen wir
¥(7,0) in Eigenfunktionen von H:

= Zan U (7). (5.149)

Wir finden die Koeffizienten a,, unter Ausnutzung der Orthonormalitidt der Eigenfunktionen:

/d%/; (7) (7 Zan//d?’rw (7) s (F) = Zan/énn/—an, (5.150)

also

an = [ v 0 = (bl = 0). (5.151)
Die Losung fiir beliebige Zeiten ist also

Y(F 1) = an,w = 0)) tu(F) e~ t/m, (5.152)

Beachte, dass dieser im Prinzip einfache Losungsweg nur funktioniert, weil die Schrodinger-Gleichung linear ist.

Beispiel: Wir betrachten einen eindimensionalen Kasten der Lénge L mit undurchdringlichen Wéanden bei x = 0
und & = L. Es ist plausibel und wird spéter genauer begriindet, dass dann 1 (x,t) an den Ridndern verschwinden
muss. Das Potential V() verschwindet in diesem Fall im Inneren des Kastens und der Hamilton-Operator hat
die Form

N 2 d?
Zur Zeit t = 0 soll die Wellenfunktion .
Y(2,0) = ¢ sin® A (5.154)

vorgegeben sein, wobei ¢ eine Normierungskonstante ist (man berechnet ¢ = 4/v/5L). Die Funktion ¢ (z, 0) erfiillt
offenbar die Randbedingungen bei x =0 und z = L
Schritt 1: Eigenfunktionen ), () und Eigenenergien E,,. Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung lautet

52 d2
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mit 1, (0) = ¢, (L) = 0. Das kénnen wir auch schreiben als

I 2m

Yha) = 2 ().

Ansatz:
wn(‘r) _ Aeika: +B€7ikw
= (z) = —Ak%e* — BEk?em T = k%, (z)
2mE
2 o n
= k* = =
27.2
= E, = ﬁ
2m
Randbedingungen:
Y,(0)=A+B=0
und

Pn(L) = At + Bem™ =0

= B=-A und ¢,(L) = A(e*l — e ) = 2jAsinkL = 0

= kL =nm, neN.

Daher lauten die Eigenenergien

232
m™he
" omrz™ MEN
und die dazugehorigen Eigenfunktionen
Yn(x) = ¢p sin sz

¢, sind Normierungskonstanten. Wir finden

Wir wihlen ¢, = y/2/L, also

U (x) = \/g sin ?

Schritt 2: Entwicklung der Anfangsbedingung. Es gilt

L
i = / da 7 () (, 0)

—/de\/2 sin (—mm) 4 sin® 2
0 L L/ /5L L
3L

— firn=1
Tafel 4v/2 ' 8
V5L -3 fiirn =3
0 sonst
3
—_— firn=1
V10
= 1 .
——— firn=3
10
0 sonst.
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(5.166)
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(Das Integral kann auch leicht durch Darstellung der Sinus-Funktionen durch komplexe Exponentialfunktionen
ausgewertet werden.) Also ist

3 1
z,0) = — T)— — ). 5.171
Schritt 3: Zusammensetzen der Losung. Fiir alle ¢ folgt
3 m2h 1 9m2h
t) = — ) = —— —i—t
,l/}(x’ ) \/ﬁ wl(m) exp ( 1 szQ ) \/ﬁ ’ll)3(x) eXp ( 1 2mL2 >
3 . TX . w2k 1 . 3nx . 97%h
= \/ﬁ Sin f exp <_Z 2mL2 t> — \/57L Sin T exp <—'L W t) . (5172)

Hier ist |¢(z,t)|? fiir L = 1 dargestellt, wobei die Zeit ¢ von 0 (blau) bis m/4wh = m/2h (rot) fortschreitet:
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Kapitel 6

Quantensysteme in einer Dimension

In diesem Kapitel untersuchen wir die Bewegung eines Teilchens in einem &ufleren Potential in einer Dimension.
Dies ist auch fiir realistische Situationen in drei Dimensionen interessant, da sich viele (aber nicht alle) héherdi-
mensionale Probleme auf eindimensionale reduzieren lassen und da viele der allgemeinen Einsichten unabhéngig
von der Dimension sind.

6.1 Allgemeine Eigenschaften

Wir beginnen mit der Diskussion allgemeiner FEigenschaften der eindimensionalen zeitunabhingigen Schrédinger-
Gleichung fiir ein Teilchen in einem Potential,

— 5 o5 T V(@)¥(x) = Ey(x), (6.1)
mit der Nebenbedingung, dass |¢(x)|? fiir # € R beschréinkt ist. Diese Bedingung ist natiirlich schwiicher als
Quadratintegrabilitét, erlaubt aber die Behandlung von stationdren Streuzustdnden, die auf R nicht quadratin-
tegrabel sind. Da die hier untersuchte Schrodinger-Gleichung nur reelle Koeffizienten enthélt, reicht es aus, reelle
Losungen zu betrachten; alle komplexen Losungen ergeben sich bei Bedarf einfach durch Multiplikation mit belie-
bigen ¢ € C. Allerdings ist es manchmal, gerade bei Streuzusténden, niitzlich, komplexe Funktionen als Losungen
anzusetzen. (Die Schrodinger-Gleichung enthilt nicht mehr nur reelle Koeffizienten, wenn sich das Teilchen in
einem Magnetfeld bewegt.)

Die Resultate in diesem Abschnitt beruhen auf verschiedenen Sétzen aus der Theorie gewShnlicher Differenti-
algleichungen, die wir hier nicht im Detail besprechen oder beweisen. Fiir das Potential V' (z) nehmen wir zundchst
folgendes an:

1. V(x) sei beschrénkt von unten. Dies gestattete die Definition des Infimums Vj := inf V(z) des Potentials.
2. V(x) sei stiickweise stetig und alle Unstetigkeiten seien Spriinge.

3. limg—0o V() =: Vi und lim, o V(x) =: V_ existieren als reelle Zahlen oder +oo. Vi und V_ miissen
nicht gleich sein. Annahme 3 schliefit z. B. oszillierende Potentiale der Art V(z) = v cos kz aus.
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Vix)

Yo

X

Wir erwarten, dass ¢(z) zumindest stetig ist. Da V(x) stetig bis auf endliche Spriinge ist, gilt dies auch fiir

2m

V(@) = =23 [E= V(@) $(a). (62)

Daher ist ¢ integrierbar. Somit existiert 1’ und ist stetig. SchlieBlich existiert dann auch 1 und ist — wie
angenommen — stetig. Wir finden also, dass die Wellenfunktion und ihre erste rdumliche Ableitung unter den
gegebenen Vorausetzungen stetig sein miissen, insbesondere auch an den Spriingen von V(). Das gilt nicht mehr,
wenn ein Sprung unendlich hoch wird, wie wir sehen werden.

6.1.1 Klassisch verbotene und erlaubte Bereiche

In der klassischen Mechanik kann sich ein Teilchen nur in Bereichen befinden, in denen E > V(x) gilt. Denn fiir
E < V(z) wére die kinetische Energie T = F — V(x) < 0, was klassisch unmdoglich ist. Sind klassisch erlaubte
Bereiche durch klassisch verbotene Bereiche getrennt, so kann ein Teilchen klassisch betrachtet niemals von einem
erlaubten Bereich zum anderen gelangen.

In der Quantenmechanik ist die Situation anders. Fiir £ > V(z) (klassisch erlaubter Bereich) haben wir

V(@) = 2 [B - V()] $(z), (63)
—_————

<0
also ¢ (x) = 0 dann und nur dann, wenn ¢ (z) = 0, und sonst

') 2m

=——[E-V(2)] <0 6.4
=BV (6.4
(wie gesagt konnen wir reelle Losungen t(x) annehmen). Damit ist der Graph von ¢ (z) immer zur z-Achse hin
gekriimmt, typisch ist daher oszillierendes Verhalten.
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V()

Fir E < V(z) (klassisch verbotener Bereich) haben wir stattdessen

¥(a) =~ (B - V(@) ¥() (65)
>0

also wieder " (z) =0 < ¥(z) = 0, aber andernfalls nun

7’2)(%) _ 7277? B —V(2)] >0, (6.6)

Der Graph von ¢ (x) ist immer von der 2-Achse weg gekriimmt. Typisch sind zumindest ein Maximum des Betrages
|t)(x)| am Rand des Bereichs und, fiir ein unbeschrénktes Intervall, asymptotisch verschwindendes 1) (x).

W(x) V() V()

Insbesondere erhalten wir 1. A. auch in klassisch verbotenen Bereichen eine nicht verschwindende Wahrscheinlich-
keitsdichte [t/ (z)|2.

6.1.2 Das Spektrum

Wir untersuchen nun das Spektrum des Hamilton-Operators. Das Spektrum eines Operators ist definiert als
(typischerweise geordnete) Menge aller seiner Eigenwerte.

Zunichst betrachten wir das Verhalten der Losungen fiir £ — —oo, wenn diese x im klassisch verbotenen
Bereich liegen. Das ist der Fall fiir E < V_. Wir zeigen jetzt, dass, wenn 1 beschréinkt ist, sogar lim,_, 4+ () =0

gelten muss. Beweis: Sei V.= E';V’, so dass F < V_ < V_. Es existiert ein z_, so dass
V(z)>V.>E Vo<a_. (6.7)
Es folgt ,
fp((;)) - 72% - V(z)] = 2772”‘ V(z)— E] > % (V.—E)>0 Ve<ao (6.8)
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Wir fithren zur Abkiirzung

ci= 2 (.= B) >0 (6.9)
ein. Dann ist ()
o) >c>0 Vo<a_ (6.10)
Es gilt )
¥'(2) = 73 V(@) - E]u(a) (6.11)
mit
%[V(z)fE] >c>0 Ve<az_. (6.12)

Falls ¢(x) =0 Va < z_ gilt natiirlich lim,_, . ¥ (z) = 0. Ansonsten existiert ein z; < x_ mit (x1) # 0. Wir
nehmen o.B.d. A. ¥(z1) > 0 an. Wegen der Kriimmung von v (z) weg von der z-Achse muss gelten

P(z) > ¥(@1) + ¢ (21) (2 — 21) (6.13)

fiir < z_ und x # x4, solange ¥ (z) > 0 ist.

Y(x)

Ist nun ¢’ (z1) < 0, so divergiert 1 (x) fir x — —oo, im Widerspruch zum hier betrachteten Fall einer beschréinkten
Funktion ¢ (x). Fiir ¢'(z1) = 0 divergiert ¢ (x) fiir # — —oo ebenfalls, wegen ¢"(z) > cy(z) > c(x1) > 0
Va < 1. Es bleibt der Fall ¢/(x1) > 0.

V()

Angenommen, t(z) wird fiir © < x; irgendwo negativ, d.h. es gibt ein 3 < x; mit (x2) < 0. Es ist sicher
¥'(x2) > 0, denn andernfalls kénnte (nach einem analogen Argument wie oben), nicht ¢ (z1) > 0 sein. Aber dann
folgt (wieder analog), dass ¢ (z) fiir £ — —oo nach —oo divergiert, im Widerspruch zur Annahme. Daher muss
fiir beschrénktes ¢(z) gelten () > 0 Vz < 21 und damit ¢”(z) > 0. Es gilt dann auch ¢'(z) > 0 Vz < z,
denn sonst wire wieder lim,_, o, ¥(x) = co. Also ist ¥ fiir z < z; monoton wachsend.
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Da t(z) von unten beschrinkt und monoton wachsend ist, folgt mit der Vollstdndigkeit von R, dass ()
fir © — —oo konvergiert. (Namlich gegen das Infimum von ¢(z) auf & €] — oo, x1[.) Angenommen, t_ :=

limg o ¥(z) > 0. Dann existiert ein x3 < x1, so dass

P(z) > % Vo < 3. (6.14)
Es folgt
P"'x > cyp(z) > % >0 V<. (6.15)
Andererseit folgt aus der Konvergenz von (), dass
lim ¢"(z) = 0. (6.16)

r——00

Widerspruch! Analog zeigt man die Aussage fiir x — +o0.

Nun kénnen wir verschiedende Félle fiir die Energie F unterscheiden:

1. Fiir Energien E < Vj existieren keine beschrankten Losungen. Denn fiir £ < Vj gilt

V" (x) 2m 2m 2m
Nach dem eben bewiesenen Theorem ist
wgr_nool/)(m) =0 A xgrilooz/}(a:) =0. (6.18)

Wenn nicht ¢ = 0 gilt, existiert ein 27 mit ¥(z1) # 0, 0. B.d. A. (1) > 0. Dann ist " (z1) > 0. ¥(z) hat
Wendepunkte nur an Nullstellen (falls vorhanden). Daher ist ¢ (z) fir £ > 27 monoton wachsend oder fiir
2 < z1 monoton fallend. Die Aussage (6.18) ist dann nicht erfiillbar. Die einzige Losung ist ¢ = 0, so dass
Gl. (6.5) durch 0 = 0 trivial erfullt ist und man die Ungleichung (6.17) nicht herleiten kann. Dies ist keine
zuléssige Wellenfunktion.

. Fir Vy < E < V4, V_ miissen alle beschrinkten Losungen ebenfalls

lim ¢(z)=0 A xgr_irrlooz/}(x) =0 (6.19)

Tr—r—00
erfiillen. Nicht verschwindende Losungen konnen auftreten, weil wegen Vy < E mindestens ein Bereich mit
V" (z) /¢ (x) < 0 existiert.

Y(x)

]

y"hy >0 | y"'hy<0 | y'y>0 *

Aber die zwei Randbedingungen (6.19) fithren dazu, dass i. A. nur fiir eine diskrete Menge {E,} von Ei-
genenergien beschrinkte Losungen existieren. Dies wir durch das folgende, nicht rigorose, Argument unter-
mauert: Die Schrodinger-Gleichung ist linear und zweiter Ordnung und hat daher zwei linear unabhéngige
spezielle Losungen. Die allgemeine Losung lautet also

V(@) = M) + Apa(z), A, A2 €C (6.20)
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Fiir ¢ und 9 kénnen i. A. unbeschrinkte Funktionen gewahlt werden. Das ist plausibel, da die Graphen von
11 und 1)y fiir hinreichend grofie |z| von der z-Achse weg gekriimmt sind. Wir kénnen die unbeschrinkten
Losungen z. B. erhalten, indem wir fiir einen Punkt xy mit

V() >E Vax>uxo (6.21)

(existiert wegen lim, o V(z) = V4 > E) Randbedingungen (a) 1(zo) = 1o > 0 A Yi(x0) = ¥) > 0
sowie (b) ¥a(x) = o > 0 A h(zo) = —1py < 0 fordern. 91 ist dann fiir  — oo unbeschrinkt. ¢ ist i. A.
ebenfalls unbeschrénkt und falls nicht, ersetzen wir 1o durch s + 11, was unbeschrinkt und weiterhin
linear unabhéngig ist. Fiir x — —oo sind 7 und 9 generisch unbeschrankt und wenn nicht, kénnen wir
i.A. wieder durch Superposition beide unbeschréinkt machen.
Die Randbedingung

lim ¢(z)=0 (6.22)

T—r—00

erfordert, da v, und v fiir x — —oo unbeschriankt sind, dass

. Y1 ()
i o (6.23)
existiert und A P1(x)
2 g 1\
. xEIPOO L (6.24)

ist. Dies reduziert die Zahl der freien Parameter auf einen, sagen wir A;:

w) = [iato) = (Jim ) v (6.25)

@' o0 Yo (7’)

A1 hat offenbar die Bedeutung eines Normierungsfaktors. Es muss Ay # 0 gelten, um eine nichttriviale
Losung zu bekommen. Die zweite Randbedingung

Tim () =0 (6.26)
ergibt _— {%(I) B (zgmm %g) s (x)} ~0 (6.27)
"2 i [ - (im0 vae)| 0. (6.29)

Diese Bedingung hat keine Auswirkung auf A\;! Also kann Gl. (6.26) nicht durch geeignete Wahl von \;
erfiilllt werden. Der Grenzwert in der letzten Gleichung ist nun eine Funktion des Parameters E in der
Schrodinger-Gleichung. Da es eine reelle Gleichung fiir eine reelle Gréfle E ist, erwarten wir generisch eine
diskrete Losungsmenge {E,}.

Wir haben damit gefunden, dass fiir Vo < E < V4, V_ generisch ein diskretes Spektrum existiert. Es kann
auch leer sein. Die Eigenfunktionen gehen fiir x £+ co gegen Null und beschreiben daher Zusténde, die
gebunden sind. (Man kann zeigen, dass die Losungen sogar quadratintegrabel sind.)

. Fir min(V4,V_) < E < max(V4, V_) gehen beschrénkte Losungen entweder fir  — —oo (falls Vo > V)
oder fiir x — +oo (falls V_ < V) gegen Null. Dies ergibt eine Randbedingung, die einen der Koeffizienten
A1, Ao festlegt.

In der anderen Richtung, o.B.d. A. fiir x — oo, ist die Energie grofer als das Potential V(z) (klassisch
erlaubter Bereich). Genauer existiert ein x1, so dass gilt

E>V(x) Yz> . (6.29)
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Nun konvergiert V(z) fiir # — oo nach Voraussetzung gegen V. Fiir ,natiirliche Potentiale V() geht
dann V'(z) fiir © — oo gegen Null und V' (z) ist fiir hinreichend grofie  langsam verénderlich. Dann sind
die Voraussetzungen der geometrischen Optik erfiillt und (x) sollte fiir groBe = gut durch die Loésungen
der mechanischen Eikonal-Gleichung genéhert werden:

(o) = dexp (7 [V (e) - £4)) (6.30)
mit )
(‘g) — om[E - V(). (6.31)
vgl. Abschnitt 4.3. Es folgt
% = /2m[E = V()] (6.32)
= W(z) = /w dx’ \/2m[E — V (2')] (6.33)

(= 0) ~ o exp <h / e m) (6.34)

1
Wir sind hier an rellen Lésungen interessiert. Diese erfiillen

T
P(z,t = 0) ~ J1hp| sin (a + % / dx’ \/2m[E — V(x’)]) (6.35)
1
mit einer konstanten Phase a. 1(x) ist also insbesondere beschrinkt fiir x — oo (aber nicht konvergent).
Die Forderung der Beschrianktheit liefert also keine weitere Bedingung, die die moglichen Eigenenergien
einschrénken konnte. Fiir jede Energie E mit min(Vy,V_) < E < max(V,,V_) existiert also eine linear
unabhéingige Losung. Das Spektrum ist kontinuierlich und nicht entartet. Dieser Fall tritt natiirlich nur auf,
wenn V, # V_ ist.

4. Fir E > max(V,;,V_) haben wir keine Randbedingungen fiir ¢(z) fiir  — +oo. Analog zu 3. erwartet
man, dass ¢(z) fir + — +oo fiir gutartige V(z) automatisch beschrinkt ist. Wir erhalten also keine
Einschrankung der freien Parameter in der allgemeinen Losung. Es gibt daher fiir jede Energie F in diesem
Bereich zwei linear unabhéngige Losungen. Das Spektrum ist kontinuierlich und zweifach entartet. Dieser
Fall tritt natiirlich nur auf, wenn V,,V_ < oo sind.

E

Vix)

kontinuierlich, zweifach

} kontinuierlich, einfach

} diskret

Fiir Potentiale mit den angenommenen Eigenschaften ist das kontinuierliche Spektrum, falls es existiert,
liickenlos. Es ist also das Intervall | min(V4, V_), 4o00[. Das gilt nicht mehr, wenn lim,_, 1o V(2) nicht existiert,
z. B. weil V (x) periodisch ist. In diesem Fall kann es Liicken im kontinuierlichen Spektrum geben (,, Bandliicken®).
Ein wichtiges Beispiel sind Elektronen im periodischen Potential der Atomkerne in Kristallen. In den Bandliicken
konnen diskrete Eigenenergien existieren.

74



6.2 Rechteckpotentiale

Wir betrachten als Beispiel zunéchst Potentiale, die bis auf Spriinge konstant sind, sogenannte Rechteckpotentiale.
Fiir diese kénnen wir die Schrodinger-Gleichung im Prinzip einfach 16sen: in den einzelnen Bereichen n = 1,2, ...
mit konstantem Potential ist die Schrodinger-Gleichung von der Form

P"(x) = cnip(a) (6.36)

mit Konstanten ¢, und an den Spriingen sind ¢ und ¢’ stetig (siehe den Anfang von Abschnitt 6.1), also gelten
die Anschlussbedingungen

P(r—e)=9Y(x+e) fire— 0T, (6.37)
P (x—e) = (v+e) fire—0t. (6.38)

6.2.1 Kasten endlicher Tiefe

Sei

0 fir —
Vi >0 sonst.

L< <L
Zcr< 2
2= 2

V() = (6.39)

Esist Vi = V_ = V4 und Vj = 0. Daher existiert nach Abschnitt 6.1.2 ein zweifach entartetes kontinuierliches
Spektrum fiir £ > V; und evtl. ein diskretes Spektrum im Bereich 0 < F < V;. Wir betrachten zunichst den
letzteren Fall.

V(x)
I 1I III
‘/1*
S B R R
_L 0 L X
2 2

Es liegen drei Bereiche I, II, III vor, wobei Bereiche I und III klassisch verboten sind. In I und IIT gilt

2m

V(@) = —=5 [B = Vi] () = K* (), (6.40)
>0

wobei k = /2m(V; — E)/h ist. Allgemeine Losung:

Yr(x) = Are™ + Bre™ "™, (6.41)
Yui(z) = A e™ + Brre” . (6.42)
Damit 9 (z) beschriinkt bleibt, muss
Bi = Ay = 0 (6.43)
gelten.
In IT (klassisch erlaubt) gilt
2m
V(x) = =S5 B (@) = =k () (6.44)
0
<
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mit der gewShnlichen Wellenzahl k = v2mE /h. Allgemeine Losung:
tr1(z) = Cr cos kx + Dry sin ka.

Die Anschlussbedingungen ergeben
!
Ur(—L/2) = Are™"F/? =y (—L/2)
L . kL
= C' cos 5 Diy sin =0
!
Yi(=L/2) = Aire™ "% = iy (—L/2)
kL kL
— Chik sin — + Drrk cos —,
2 2
!
Yii(L/2) = Bre /2 = 4y (L/2)
kL

kL
= Chp cos > + Dry sin =

Ui (L/2) = —Buke ™/2 = {1 (L/2)

kL kL
= —CHk:siHT + Dqrk cos -5

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

Dies sind 4 lineare Gleichungen fiir die 4 Unbekannten Ay, Cry, Dir, Brr, jedoch sind sie nicht unabhéngig. Wir

finden durch Addition und Subtraktion
(Ap + Bur) e /2 = 2011 cos %,
(A1 — Bmr) e "L/2 = —2Dyy sin %L
(A1 — Bp) ke "L/?2 = 2Dy k cos %,
(A1 + Bip) ke /2 = 201 k sin %L

Es folgt, aus Gleichungen (6.50) und (6.53) bzw. (6.51) und (6.52),

kL kL
2 Crik cos 5 = % Crksin -5

kL kL
—7 Drik sin 5 = 7 Dyik cos -5

(6.50)
(6.51)
(6.52)

(6.53)

(6.54)

(6.55)

Nun kann nicht Cy; = Dyp = 0 gelten, da sonst auch Ay = By folgen wiirde und damit v = 0. Also muss

zumindest einer der Parameter C1y, Dy von Null verschieden sein.
Ist C11 # 0, so folgt
. kL
Sin 7 kL

EL - Mo T

und

LR
SIS
=
OM
+
o
=
|

o
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Ist dagegen Dy # 0, so folgt analog
k k

L
tan — = —— :
an = - (6.60)
und CH =0.
Somit existieren Losungen fiir alle E € [0, V4], die
V2mE L \/ Vi—-FE
= . 1
tan o B (6.61)

oder
V2mE L E
fan o = = (6.62)
2h Vi—FE

erfiillen. Diese Gleichungen sind nicht analytisch l6sbar, sondern nur numerisch oder graphisch. Dazu fithren wir

die Energieeinheit
2h?
(6.63)

mL?

ein und schreiben die Gleichungen als

B i _E E E
tan\/;:“ £ v £ bzw. tan\/z:f ﬁ (6.64)
£ 1> 1>

Wir zeichnen beide Seiten der beiden Gleichungen als Funktionen von /E/e und suchen die Schnittpunkte. Dabei
ist die mathematisch korrekte Losung E = 0 der zweiten Gleichung physikalisch nicht sinnvoll, da sie zu k = 0,

111 = 0 und damit schlieBlich zu ¢ = 0 fiihrt.

Vi/e =100
8 — — T T
-\ J ‘
| |
[ ] |
, ) |
! | |
6 ! | I 7
r ! | I
s I’ l |
|
[ I
4L | ) | B
L ! | |
/ I |
r ! | I
s /’ l !
/
2+ / ) / B
L / B ,
/ / /
L , ,
7 Ve 7
7// // // 7
0
oL i
0 10

Ele

Wir erkennen, dass die niedrigste Eigenenergie eine Losung der ersten Gleichung ist und fiir alle V3 /e > 0
existiert. Es gibt also immer mindestens einen gebundenen Zustand. Existiert mehr als eine Eigenenergie, so
wechseln sich Losungen der ersten und zweiten Gleichung ab. Diese entsprechen geraden (Dyr = 0) bzw. ungeraden
(Cr1 = 0) Funktionen (x). Die Lésungen in Bereichen I und III, d. h. die Koeffizienten A; und Bryy, ergeben sich

aus den Anschlussbedingungen. Die ersten beiden Eigenfunktionen sind hier skizziert:
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Fiir E > V; existiert ein kontinuierliches Spektrum und die Eigenzustéinde sind ungebunden. Diese diskutieren
wir unten in 6.2.3 im Zusammenhang mit dem Tunneleffekt.

6.2.2 Kasten mit unendlich hohen Wianden

Im Grenzfall V3 — oo lassen sich die Eigenenergien und Eigenfunktionen geschlossen ausrechnen. Dazu miissen
wir zunéichst verstehen, was in diesem Fall aus den Anschlussbedingungen wird.

V(x)

L L X
2 2
Fiir beliebige endliche Energie E > 0 ist K = y/2m (V4 — E)/h — oo und damit ¢;(x) = Aje™ — 0 fiir « < —L/2
und"wm(x) = Be " — 0 fiir ¢ > L/2. Stetigkeit erfordert dann ¢(+L/2) = 0.
Uber die Ableitung v1;(£L/2) kénnen wir aber nichts schlielen: Am Anfang des Kapitels hatten wir gesehen,

dass aus
2m

V(@) = —75 [B = V(@) $() (6.65)
fiir ein bis auf endliche Spriinge stetiges Potential V() folgt, dass 1" (z) ebenfalls stetig bis auf endliche Spriinge
ist. Aber jetzt divergieren die Spriinge in V() fiir V; — oo. Zwar geht v (z) an diesen Spriingen gegen Null, wir
kénnen aber nicht ausschlieBen, dass 1" () divergierende Spriinge enthilt. An diesen kann das Integral ¢’ (x) von
" (x) unstetig sein.

Wir koénnen das Problem demnach mathematisch wie folgt formulieren (siche auch Abschnitt 5.7):

2m . L L
"' (z) = 77 Ey(x) fir z€ {—2, 2} (6.66)
mit den Randbedingungen ¢11(£L/2) = 0.
Zur Losung definieren wir zuniichst wieder k := v/2mE /h. Damit ist die Differentialgleichung
W (x) = —k* ¢(z) (6.67)
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zu losen. Ansatz:

Y(x) = Ccoskx + Dsinkx (6.68)
= ¢"(x) = —Ck?coskx — Dk?sinkx = —k*¢(z), (6.69)
der Ansatz erfiillt die Schréodinger-Gleichung fiir alle C, D. Die Randbedingungen lauten
kL kL
W(=L/2) = C’cos? —Dsin7 =0, (6.70)
kL kL
P(L/2) = C’cos? —l—Dsin? =0. (6.71)
Daraus folgt
kL kL
= C’cos7:O A Dsin7:0. (6.72)
C = D = 0 ist keine physikalisch sinnvolle Losung. Sei nun C' # 0, dann folgt
kL kL 1
cos—=0 = —=|(j+=]|nm firj=0,1,2,... (6.73)
2 2 2
kL
= sin77é0 = D=0. (6.74)
Ist dagegen D # 0, so folgt
kL k
sin7:0 = 7:jﬂ' fir j =1,2,3,... (6.75)
kL
= cos77§0 = (C=0. (6.76)

Wir finden also wieder zwei Klassen von Losungen mit geraden bzw. ungeraden Eigenfunktionen. Eigenenergien
sind alle F,, mit (beachte k = v2mE/h)

2mE, L n . B
T = 571' mit n = 1,2,37... (677)
w2h? )
= n= 5T n mitn =1,2,3,... (6.78)
Die Eigenfunktionen sind:
(a) fiir ungerades n (D = 0)
Yn(z) = Ccoskx, k=+/2mE,/h. (6.79)
Normierung:
L/2 L/2 CQL \
/ dx [, (x)]? = / dx C? cos® kx = =1 (6.80)
—L/2 —L/2 2
Wiéhle C = /2/L, also
2 V2mE, 2
‘Z’”(m):‘/f COS%:VZ cos?. (6.81)
(b) fiir gerades n (C = 0):
Yn(x) = Dsinkz, k=+/2mE,/h. (6.82)
Analog:
[2  2mE, 2
Yn(x) = I sin% =\ sin ? (6.83)
Zusammengefasst erhalten wir
V2mkE;, .
5 cos% firn=1,3,5,...
(z) =1/ 2 6.84
Un () I\ vanEx (6.84)
smT fir n =2,4,6,...
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E3= 9E17777

/\ W, (x)
E,=4E, [ \/

6.2.3 Rechteckige Potentialbarriere: Tunneleffekt
Wir untersuchen nun die Potentialbarriere
0 fir |z| > L/2

Vi@ = { Vi>0 fiir o] < L/2. (6.85)

V(%)
1 11 11
Vi
_L 0 L X
2 2

Es gilt V. = V_ = Vi = 0. Das System hat daher ein zweifach entartetes kontinuierliches Spektrum, d.h. es
existieren nur ungebundene Zustinde. Wir betrachten o. B.d. A. den Fall eines von links einlaufenden Stroms von
Teilchen der Energie E > 0. Die Losung fiir einen von rechts einlaufenden Strom bei derselben Energie ist analog
und ergibt den anderen der beiden entarteten Zusténde.

Klassisch wiirden fiir £ < Vj alle Teilchen reflektiert und fiir £ > V; alle transmittiert. Wie sieht das in der
Quantenmechanik aus? Wir machen einen Ansatz durch ebene Wellen,

Y1(x) = A e’ + Bye ™, (6.86)
Yr(z) = Ay e + Byre ™7, (6.87)
Yri(z) = A e + Bpe™ %, (6.88)
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mit
k=v2mE/h und k=+/2m(E—V;)/h. (6.89)

k wird imaginér, falls F < V; ist. Dann besteht v aus exponentiell abfallenden und anwachsenden Anteilen.
Wenn der Teilchenstrom von links einlduft, kommen keine Teilchen von rechts, also existiert im Bereich III keine
linkslaufende Welle. Fiithren wir voriibergehend die Zeitabhéingigkeit wieder ein,

1;[}111(17775) — AIII eisziEt/h +BIII efik:vfiEt/ﬁ, (690)

rechtslaufend linkslaufend

so sehen wir, dass By = 0 sein muss.
Die Wellenfunktion ist nicht quadratintegrabel, aber beschrinkt. Die Wahl des Vorfaktors ist willkiirlich, es
ist aber praktisch, die Amplitude der einlaufenden Welle zu 1 zu wéahlen. Also setzen wir

_ ikx —ikx
Pi(z) = e +re ) (6.91)
einlaufend  reflektiert
Yri(w) = Aei® 4 Beine, (6.92)
Yrr(x) = e (6.93)

transmittiert

mit noch unbekannten Koeffizienten r,t, A, B.
Der Ansatz erfiillt die Schrodinger-Gleichung. Wir miiflen noch die Anschlussbedingungen beriicksichtigen:

1/}1(7[//2) _ efikL/2 + T’eikL/Q

L ir(—L/2) = Ae~iRL/2 | BeirL/2, 69
YH(—L/2) = ike FL/2 _ jreitl/?

= Y (—L/2) = ikAe "FL/2 _ i BeirL/2, 695
Yr(L)2) = tet*h/?

L pu(L/2) = AeL/2 4 Beint/2, (6.96)
Vi (L)2) = ikte™L/?

T — o

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir r, ¢, A und B (inhomogen aufgrund des Terms von der
einlaufenden Welle, der keine der Unbekannten enthiilt). Die Losung ist elementar, aber etwas miihsam.
Wir betrachten nun die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

) = g |00 010 - (9@ vt

= omi
h * !/ !/ *
= 5 [0 @)Y (@) - @) (). (6.99)
Man kann zeigen, dass j(z) auf ganz R rdumlich konstant ist: Die Kontinuitéitsgleichung fiir dieses eindimensionale
System lautet

9o  9j _
En + D 0. (6.99)
Fiir die Eigenfunktion ), ist jedoch
oz, t) = [n (@) /M2 = Jih () (6.100)

und somit dp/0t = 0. Es folgt 9j/0x = 0.
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Der Strom links der Barriere (im Bereich I) ist

h

]I(x) —_ % [(e—ikz + ’I“* eik$) (Zk' eik’r _ ’I“Zk‘ e—ikr) _ (—Zk e—ikz 4 T*Zk eikm) (eikx + re—ikz)]
hk . ) ) .
=9 1 — T BT | BT |2 ] g s T 2T r?]
hk
=—(1-|r?. 6.101
— (=% ( )
Er besteht aus dem einlaufenden Strom -
)i = — 6.102
i) == (6.102)
und dem reflektierten Strom -
. 2
r =—— , 6.103
Jrlz) == ] (6.103)

der negativ ist, da er nach links flieft. Der Strom rechts der Barriere (im Bereich IIT) ist der transmittierte Strom

R

Jm(x) = ji(x) = —

_ , e hk
[t e R tik e 4 trik e R LR = — |t (6.104)
2mi m

Man definiert die Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeiten (oder -koeffizienten) als

_dr

R = , (6.105)
Ji
7= (6.106)
Ji
Es folgt fiir die hier betrachtete Barriere
R=r|? (6.107)
T = |t|*. (6.108)

Es ist wichtig, die Koeffizienten iiber die Stromdichten zu bestimmen, nicht direkt iiber die Amplituden. Der
Weg {iber die Stromdichten gewihrleistet automatisch die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit und funktioniert fiir
beliebige Potentiale V' (z), sofern diese iiberhaupt ungebundene Zustéinde erlauben.

Da der Gesamtstrom konstant ist, muss ji(z) = ji(x) gelten, also

1—|r)? =t~ (6.109)
Die explizite Losung fiir r, ¢, A und B erfiillt dies natiirlich. Es folgt

1-R=T (6.110)
= R+T=1 (6.111)

Das ist verniinftig — jedes Teilchen wird sicher entweder reflektiert oder transmittiert, die Summe der beiden
Wahrscheinlichkeiten ist eins.
Die Losung des Gleichungssystems ergibt, hier ohne Details,

16E(E — V1)

T=t = - ; 112
|t| 16E(E _ V‘l) _ V12(ean _ efuiL)Z (6 )

mit k = \/2m(E — V1) /h. Dieser Ausdruck gilt sowohl fiir £ > V} als auch fiir 0 < F < Vj.

Wir konnen auch schreiben
4E(E — W)

4E(FE —V;) + V2 sin? kL’

T = (6.113)
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was allgemein richtig, aber besonders fiir £ > Vi, also fiir reelles &, niitzlich ist. Liegt die Energie oberhalb der
Barriere, finden wir also, dass sich die Transmissionswahrscheinlichkeit T' periodisch mit der Dicke L der Barriere
dndert. Insbesondere ist T'= 1 fiir L = nw/k, n = 0,1,2, ... Diese nicht monotone Abhéngigkeit der Transmission
von L beruht auf der Interferenz zwischen den an den beiden Spriingen reflektierten Anteilen der Welle. Beachte
auch, dass wir, anders als im klassischen Fall, auch fiir £ > V; im Allgemeinen keine vollsténdige Transmission

erhalten.

E>V,

alx T
o
~
98]
=

0

Die Herleitung hat nie benutzt, dass V; > 0 ist. Wir erhalten fiir den Potentialtopf endlicher Tiefe, V; < 0,
also dieselbe Formel. Damit konnten wir nun auch die Streuzustinde des oben behandelten Kastens endlicher

Tiefe angeben.
Wir kommen nun zum Fall £ < V4 (mit V3 > 0). Gleichung (6.113) ist allgemein richtig. Fiir E < V; ist

allerdings x imaginar. Mit

: e —e 1 :
sinz = ———— =~ sinh iz = isinh(—iz) (6.114)
i i
koénnen wir dann schreiben
T o 4E(E — V)
AE(E —Vy) — V2 sinh?(—ixL)
B 4E(V; — E)
"~ 4E(Vy — E) 4+ VZsinh?(—ixL)
_ 4E(Vi — E) . (6.115)
V2m(Vi — E) L
4E(Vy — E) + V{? sinh? vemi—E)L

R

Auch dieser Ausdruck ist allgemein richtig. Er ist besonders niitzlich fiir £ < V;. Liegt die Energie also unterhalb
der Barrierenhohe, finden wir quantenmechanisch dennoch eine nichtverschwindende Transmissionswahrschein-
lichkeit. Das ist der quantenmechanische Tunneleffekt. Er ist zum Beispiel wichtig fiir a-Zerfille von Atomkernen,
fiir die Kernfusion und auch fiir die Funktion eines Rastertunnelmikroskops (scanning tunneling microscope,
STM). Wir sehen, dass T fiir wachsende Dicke L monoton abnimmt.
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0

SchlieBlich skizzieren wir noch 7" als Funktion der Energie F fiir verschiedene Dicken L:

1

0.8
| L klein
0.6~
& L
04+
: — emv)"Lin=1 |
— 2 |
0.2 i
L grof 8 |
0 ! ‘ ! !
0 1 2 3 4

EIV,

Die Tatsache, dass T' > 0 fiir E/V; < 1 gilt, ist der Tunneleffekt. Wir sehen auflerdem, dass T fiir E/V; > 1
oszilliert, was wieder ein Interferenzeffekt ist. Fiir £ — oo finden wir T' — 1, also vollstdndige Transmission.

6.3 Der harmonische Oszillator 1

Der harmonischer Oszillator, beschrieben durch den Hamilton-Operator

H=———+ -mw°x”, (6.116)

ist eines der wichtigsten Modelle in der Physik. So kann man kompliziertere Potentiale V' (z) in der Nihe , generi-
scher” Minima in eine Taylor-Reihe entwickeln und durch den konstanten und den quadratischen Term annéhern,
was einen harmonischen Oszillator ergibt. Aulerdem wird in der Quantenfeldtheorie jede Mode (vgl. den Abschnitt
2.2 zum Begriff der Mode) des Feldes durch einen harmonischer Oszillator beschrieben. Die zeitunabhéngige
Schrodinger-Gleichung ,

I

" 1 2.2 _
~ 5 " (x) + o MW P(z) = Ey(x) (6.117)
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lasst sich durch die Ersetzungen

mw
€= 5 (6.118)
2F
K = T (6.119)
vereinfachen zu
Y€)= (& = K) (&) (6.120)

Hier ist 1(§) nicht dieselbe Funktion wie 1(x), sondern es gilt ¢(x) = ¢¥(§ = /mw/k z). Wie in der Physik
iiblich, verwenden wir dasselbe Symbol, da es sich um dieselbe physikalische Grifle handelt. Da das Potential fiir
x — +o0o (§ = +o0) divergiert, Vi = V_ = oo, existiert nur ein diskretes Spektrum mit gebundenen Zustéinden.
Die Eigenfunktionen miissen also quadratintegrabel sein und fiir £ — £oo verschwinden.

Wir betrachten zunéchst das asymptotische Verhalten der Losungen fiir grofie |£| — dies ist eine allgemein
niitzliche Methode fiir die Losung von Differentialgleichungen. Dann lautet die Gleichung

AESE L) (6.121)
mit der asymptotischen Losung
b Ae €24 B2, (6.122)
Hier muss B = 0 sein, damit lim¢_, + ., ¢ = 0 gilt. Es ist niitzlich, die asymptotische Abhéngigkeit abzuspalten,
V(€)= (&) e/, (6.123)
und Losungen fiir A(&) zu suchen. Mit
O = (I —¢h)e ¢/, (6.124)
W' = [0 =26 + (€2 — 1)h] e=¢/2 (6.125)
finden wir
h" —2¢h' + (K —1)h = 0. (6.126)

Diese Gleichung ist linear, homogen und von zweiter Ordnung, aber nicht einfach, weil der Koeffizient des Terms b’
nicht konstant ist. Eine sinnvolle Methode fiir die Losung ist die Darstellung von k(&) als Potenzreihe (Frobenius-
Methode):

h(€) = a;& (6.127)
=0
mit noch unbekannten a;. Dann ist
W) =Y ja; @t = (i +1)ané (6.128)
j=1 =0
und - -
W& =30+ e =D [+ 1) +2)a; 8. (6.129)
j=1 =0
Einsetzen in die Gleichung ergibt
[+ 1)+ 2)ay12 — 2ja; + (K — Lay] & = 0. (6.130)
=0

Die beiden Seiten miissen in jeder Ordnung in £ gleich sein, weil die &/ linear unabhingig sind, also

G+ 1)+ 2)ajp2 — 2ja; + (K —1)a; =0 Vj. (6.131)

85



Dies ergibt die Rekursionsformel

Ajro = % aj. (6.132)
Die Losung hat offenbar die Form
h(f) = hgerade(g) + hungerade (f), (6'133)
wobei
hgerade(§) = ao + a2é® + as&t + ... (6.134)
nur von ag abhingt und
hungerade(€) = a1€ + az€® + as€® + .. (6.135)

nur von a; abhéingt. Wir haben also zwei freie Parameter ag und a; in der Losung, wie fiir eine Gleichung zweiter
Ordnung auch zu erwarten war. Jedoch sind nicht alle so erhaltenen Losungen quadratintegrabel. Es ist zunéichst
iiberraschend, dass es iiberhaupt beschriinkte Losungen gibt: Fiir grofie 5 wird Gleichung (6.132) némlich zu

2
Aj42 ~ Eaj (6136)
mit der Losung ‘o
(%)' fiir gerade 7,
a; ~ c (6.137)

@11)! fiir ungerade j

mit Konstanten ¢y und ¢;. Der Beweis ist einfach: Es folgt

(3)! 1 ) ‘

- = - ~ - fiir gerade j,
j+2 (% + 1)! 3+l J

i

a]‘ (;)l B N
(J’+1)' FES i

2/ 2

[\)

(6.138)

fiir ungerade j.

._.
<o

Dann ist

h(f) ~ Co Z i&] +c Z j_ll ) é-j

J
j gerade (5)' j ungerade (7) '
= 1 = 1
_ 2n 2n+1
=co Z ] "+ a Z ﬁf
n=0 n=0
—cpet +er e = (co + c1€) e (6.139)

Aber damit wird , ,
$(€) = h(§) e~ (co + r€) e /2, (6.140)

was fiir £ — 400 divergiert. Der einzige Ausweg ist, dass die Iteration, Gl. (6.132), abbrechen kann. Dies geschieht
fir K =2n+1mit n=20,1,2,..., dann gilt ndmlich

n+1-K 0
Apio = a, = a, =0 6.141
2T+ 1)(n+2) (n+1)(n+2) (6.141)
unabhéingig von a,,, und dann natiirlich auch an44 = anig = - - = 0. Dann ist h(£) ein Polynom und h(&)e=¢/2
verschwindet fiir &€ — £oo. Fiir K = 2n + 1 nimmt die Rekursionsformel die Form
2(5 —
R et (6.142)

G+DG+2) 7

an. Die ersten paar Losungen sind:
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2(0-0
as = (1 < 2 ) ag = O, (6143)
withle a; = 0, dann ist ag = a5 = - - - = 0 (sonst wiirde die Folge a,, nicht abbrechen und die Lésungsfunktion
wire nicht quadratintegrabel) und es folgt
ho (f) = ap (6144)
= (&) =age t/? (6.145)
(ap erhalten wir aus der Normierung).
n=l 2(1—1)
as = 2% 3 a; = 0, (6146)
wéhle ag = 0, dann ist ag = a4 = --- = 0 und es folgt
hi(§) = a1 € (6.147)
= (&) =age €2 (6.148)
n =2
2
g = (1 B) ) ag = —2(1(), (6149)
22-2)
=0 6.150
Gy 3% 4 ’ ( )
wiithle a; = 0, dann folgt
ha(€) = a0 — 2a0€? = ao (1 — 26) (6.151)
= ¥2(8) (1—2€%)e /2 (6.152)
n=3
(1-3) 2
= —— 1
as 2% 3 ai 3(117 (6 53)
3-3)
= 154
5 Ax5 B 0, (6.154)
wihle ag = 0, dann folgt
2 2
h3(§) = a1€ — 3 a1’ = ay <§ - 3§3> (6.155)
2
= P3(&) = (g -3 §3> e €72, (6.156)
Ohne Beweis geben wir an, dass die allgemeine, normierte Losung lautet
mw\1/4 1 2 mw
— (I —€7/2 it e =,/
() (ﬂ'h) \/QTMH"(ﬁ)e ' mit £ 5w @
mw\1/4 1 [mw mw o
wobei H,,(€) die Hermite-Polynome sind. Die ersten Hermite-Polynome lauten
Hy (&) 1, (6.158)
Hi(§) = 2, (6.159)
Hy(§) = 4¢° -2, (6.160)
Hy(€) = 86 —12¢, (6.161)
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Vix) ¥ (x)

Die Skizze legt die Vermutung nahe, dass n die Anzahl der Nullstellen von ), (z) angibt. Das ist tatséchlich fiir
alle n korrekt.
Die Eigenenergien lauten
hw 1
o 2n+1)=hw <n + 2) . (6.162)

Insbesondere ist die Grundzustandsenergie Fy = hw/2 und damit grofier als die minimale klassische Energie,
Exlassisch — min V(z) = 0. Die Differenz nennt man Nullpunktsenergie oder, im Zusammenhang mit der Quanten-
feldtheorie, auch Vakuumenergie. Thr Auftreten ist ein fundamental quantenmechanisches Phanomen. Wir werden
im Rahmen des Dirac-Formalismus eine elegantere Beschreibung des harmonischen Oszillators kennenlernen.

6.4 Paritit und Knotenzahl

Bei der Betrachtung der gebundenen Loésungen fiir den Kasten endlicher Tiefe und fiir den harmonischen Oszil-
lator fallen mehrere Gemeinsamkeiten auf: Fiir beide Potentiale sind die Eigenfunktionen entweder gerade oder
ungerade Funktionen von z und ihre Paritit — die Eigenschaft, gerade oder ungerade zu sein — wechselt sich fiir
aufsteigende Eigenenergie ab. Der Grundzustand ist gerade. Aulerdem haben die Eigenfunktionen fiir aufsteigen-

de Energie 0, 1,2, ... Nullstellen (Knoten). Hier wollen wir diese Eigenschaften fiir allgemeine Potentiale V' (z) in
einer Dimension untersuchen. Dafiir ist die Definition der Wronski- Determinante von zwei Funktionen ¢ (z), o(x)
niitzlich:
P(x)  p(z) / /
W, p;x) == =yY(z z) — p(x ). 6.163

Seien v, und 1, zwei Eigenfunktionen des Hamiltonians H zu den Eigenenergien F,, und E,. Dann gilt:

I 2m

Ui (e) = 28 V(@) ~ Bl Y (2), (6.164
Ui@) = 22 V(@) = B tne), (6.165)
Es folgt
100, () V() — U (0) ()] = U0 @) i (0) — () Y]
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- 2}% (VAE) — B — VAT) + En] o (@) n ()

= 22 B~ B in(x) Y () (6.166)

und daher

x2

W(wmvwn§x2) - W(Z/}ma Un; xl) = W(¢m7¢n; {E) -
= [ (@) Py, () = Pn(2) ¥ (@)]

[ (&) n (&) — Y, (@) o (2)] 2
_ / [ (@) ) — 4 () ()]

1

2 2m
— [ a2 (B B ()00 0)
z1
2m 2
= F(Em—En) ) dx P () Yn (). (6.167)
Fiir quadratintegrable ¢, (¢ = m,n) gilt lim; 100 ¥y(r) = 0 und lim; 10 ¢p(r) = 0 und damit
limy s 400 W (¥, ¥n; ) = 0. Wir erhalten dann

W (o, 05 2) = IV (o, i —00) = 20 (B — ) / 02’ (&) U (). (6.168)
=0 B
Betrachten wir den Fall E,, = E,,. Dann folgt
W (Y, n;2) =0 vV, (6.169)
also
Y () 1y () — (@) Uy, (2) = 0 (6.170)
= V() ¥ (2) = ¥n(@) Pr, (2). (6.171)

Hieraus folgt fiir alle x, aufler an isolierten Nullstellen von ,, und ,,

nl@) _ (@)

= 6.172
bnl®) ~ () (6:172)
d d
= In ¢, (x) = e In ¢, (x) (6.173)
= I 4 (2) = In ¢ () + C (6.174)
mit einer Konstanten C. Damit erhalten wir
Un(x) = e Yy (). (6.175)

Also sind ,,, und 9, linear abhéingig. Es folgt, dass fiir eine gegebene Energie nur eine linear unabhéingige Losung
existieren kann. Die Eigenenergien der gebundenen Zustédnde sind also nicht entartet.
Eine weitere Aussage ergibt sich fiir E,, # E,,. Wir schicken = nach +o0o und erhalten aus Gl. (6.168)

0 = W (®¥m,Pn; 00) = W(thm, Pn; —00) = % (Em — En) /_OO dz Y () Y () (6.176)
PP 0 [ i@ vale) = [ At @) ale) = (). (6.177)

Verschiedene gebundene Eigenzusténde sind also orthogonal. Das hatten wir zwar schon behauptet, aber noch
nicht gezeigt.
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6.4.1 Knotenzahl

Wir beweisen nun zwei Aussagen iiber die Nullstellen (Knoten) der Eigenfunktionen fiir gebundene Zustéinde.
Die zweite Aussage schlieft die erste ein und ist etwas schwieriger zu zeigen. Wir ordnen die Eigenzustéinde
n=20,1,2,... so, dass gilt £y < E1 < FEy < ... Die Zahl der Eigenwerte im diskreten Spektrum kann endlich
oder (abzéhlbar) unendlich sein. Es ist hier wichtig, dass wir mit n = 0 beginnen, nicht mit n = 1.

Sei nun n > m, also F,, > E,,. Seien 21 und x3, 21 < 2, zwei benachbarte Nullstellen von 1), (z). Wir lassen

auch Werte r1 = —oo und z2 = 0o zu, mit offensichtlicher Bedeutung. O.B. d. A. nehmen wir
UVm(z) >0 Ve>x Az < xo (6.178)
an. Gleichung (6.167) ergibt dann
2m *2
W (o i zz) = Wm0 00) = 35 (B = Bu) [ da (o) 00 (2) (6179)
1

O (B = Ba) [ ()60 (0) = gon(0) 01(52) — ha(2) U 02) — o (0) W1 00) + 1) ¥ (01)
T N—— N—_——

1

=0 -0
= —Yn(x2) U, (22) + V(1) Yy (1) (6.180)
2}1775 (En — En) /wz dx Yo () Y (x) = P (22) 1/’;,1@2) — Yy (x1) ?/J;n(iﬁ) (6.181)

Nehmen wir nun an, dass 1, (x) auf |1, 22 das Vorzeichen nicht wechselt. Sei 0.B.d. A. ¢, () > 0 YV > x;
Ax < x9. Dann ist die linke Seite von Gl. (6.181) positiv. Die rechte Seite ist aber

P (2) Y, (22) = Y (1) Yy, (1) <O. (6.182)
>0 <0 >0 >0

Widerspruch! Also muss 4, (x) zwischen den Nullstellen von t,,(z) — einschliefllich der ,,asymptotischen® Null-
stellen fiir x — 0o — mindestens einmal das Vorzeichen wechseln. Daraus folgt sofort, dass ¢, (x) fir E, > E,,
mehr Nullstellen hat als ., (z).

Wir begriinden nun nicht rigoros, dass die Zahl der Nullstellen (fiir endliche x) gegeben ist durch n. Das ist
die Aussage des Knotensatzes. Die Beweisidee ist konzeptionell #hnlich zu M. Moriconi, arXiv:quant-ph/0702260:
Wir definieren eine Schar von Potentialfunktionen:

Va(z) =« % mwaz® 4+ (1 — a)V(x). (6.183)

Fiir « = 1 erhalten wir den harmonischen Ostzillator, fiir den wir die Giiltigkeit des Knotensatzes bereits explizit
gezeigt haben. Fiir a = 0 ist V,, mit dem betrachteten Potential V' identisch. Zumindest fiir hinreichend gutartige
V hingen die Eigenwerte E' und Eigenfunktionen wfla)(a:) stetig von « € [0,1] ab. Dann kénnte sich die Zahl
der Knoten von w%a) nur dadurch dndern, dass fiir einen gewissen kritischen Wert o = a. entweder

(a) ein Extremum von = — 1/)7([1)(:10) durch Null geschoben wird,

() ()

-

oder
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(b) eine Nullstelle in drei aufgespalten wird oder umgekehrt.

In beiden Féllen existiert ein ., so dass bei a = «, gilt
) (z) =0 A ) (z,) =0 (6.184)

Da die Schrodinger-Gleichung linear und von zweiter Ordnung ist, ist die Losung durch die Angabe der Funktion
und ihrer Ableitung an einem Punkt eindeutig bestimmt. Da 1 = 0 offensichtlich eine Losung ist, ist dies dann
auch die einzige Losung. Aber dies ist keine Eigenfunktion. Also verschwindet die n-te Losung aus dem diskreten
Spektrum fiir « = «,, im Widerspruch zur Erwartung, dass das Spektrum stetig von « abhéngt. Es ist hier
wichtig zu beachten, dass fiir @ > 0 gilt lim,_, 1o, V() = 00, so dass kein kontinuierliches Spektrum existiert. Das
Verschwinden einer Losung fiir o, > 0 kann also nicht darauf beruhen, dass eine diskrete Losung ins kontinuierliche
Spektrum eintaucht. Insgesamt finden wir fiir gutartige Potentiale, dass sich die Zahl der Knoten von wﬁf‘)(x) als
Funktion von a € [0,1] nicht &ndert. Andererseits konnen sich Eigenwerte auch nicht schneiden, da Entartung
bereits ausgeschlossen wurde. Damit bleiben die Eigenenergien Eff‘) aufsteigend geordnet und wir finden, dass
w,(f‘)(x) mit geordneten E,(f‘) dieselbe Zahl von Knoten hat wir fiir den harmonischen Oszillator, also n.

Eine Bemerkung ist noch notwendig: V(x) muss nicht lim,_, 1o, V(x) = oo erfiillen und hat dann i. A. nicht
unendlich viele diskrete Eigenenergien. Da die hier betrachteten Potentiale keine Liicken im kontinuierlichen
Spektrum haben und da sich Eigenwerte fiir a > 0 nicht schneiden, miissen dann alle Zustdnde mit n > nqgis, Nqis
ist die Méchtigkeit des diskreten Spektrums, ins kontinuierliche Spektrum iibergehen.

6.4.2 Paritit

Der Knotensatz gilt unabhiingig von der Symmetrie des Potentials V(z). Die Beispiele des Kastenpotentials und
des harmonischen Oszillators betrafen Potentiale mit der speziellen Eigenschaft

V(—z) =V(x). (6.185)
Fiir diese geraden Funktionen finden wir
h? d*i,
oV (@)(a) = Butae) (6.156)
w=—z h? d d
= _% ( - %) ( - %)wn(_u) + V(—U) wn(_u) = En"/}n(_u) (6187)
=V (u)
n?  d?
5 T2 U (—u) + V(u)thn(—u) = Epthy,(—u) (6.188)
und mit Umbenennung v — z:
h?  d?
~ o (=) + V(@a(~2) = Enon(~) (6.189)
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Yn(—x) erfiillt also dieselbe Schrédinger-Gleichung wie 9, (). Da die diskreten Eigenenergien nicht entartet sind,
folgt, dass sich ¢, (—x) und %, (x) nur um einen Faktor unterscheiden. Fordern wir Normiertheit und Realitéit, so
kann nur gelten

Die Eigenfunktionen sind also entweder gerade oder ungerade.

Gerade (ungerade) Funktionen kénnen nur eine gerade (ungerade) Zahl von Nullstellen haben. Mit dem
Knotensatz folgt, dass die 1, (x) fiir aufsteigend geordnete Eigenenergien E,, abwechselnd gerade und ungerade
sind. Die Grundzustandswellenfunktion (n = 0) ist gerade.
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Kapitel 7
Dirac-Formalismus

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, dass wir die Dynamik eines Teilchens dquivalent in der Orts- und Impuls-
darstellung beschreiben kénnen. Das legt nahe, dass dies nur zwei spezielle Darstellungen einer fundamentaleren
Theorie sind. Von welcher Art kann diese sein? Die Wellenmechanik fiihrte bereits auf Operatoren und deren
Eigenwerte sowie auf das Superpositionsprinzip. Wir kénnen also eine lineare Algebra von Operatoren als fun-
damentale Theorie erwarten. In diesem Kapitel wird diese Theorie, P. Dirac folgend, axiomatisch aufgebaut. Es
wird sich zeigen, dass sie sogar noch allgemeiner ist als gedacht, sie beschreibt ndmlich auch Systeme, die sich in
der Schrodingerschen Wellenmechanik nicht beschreiben lassen, z. B. Spins.

7.1 Zustande

Es ist naheliegend, den Zustand eines Systems durch Angabe eines minimalen Satzes von Grélen zu beschreiben,
der ausreicht, alle Eigenschaften festzulegen. In der klassischen Mechanik wird ein Zustand demnach durch die
Angabe der Koordinaten ¢; und Impulse p; aller Teilchen charakterisiert. Wir kénnen einen solchen Zustand
préiparieren, indem wir alle unabhéingigen Groflen ¢;, p; messen und das Experiment nur dann weiterfithren, wenn
sie die gewiinschten Werte haben.

7.1.1 Quantenmechanische Zustinde

Wie sieht das in der Quantenmechanik aus? Wir wollen im Prinzip ebenso vorgehen, wissen aber schon, dass
gewisse Groflen, wie z. B. Ort und Impuls eines Teilchens, nicht gleichzeitig scharf messbar sind. Wir sagen, diese
Grofen sind nicht vertrdglich. Wir wollen also zur Préaparation eines Quantenzustands eine hinreichend grofie Zahl
von vertraglichen Groflen messen. Einen so préparierten sogenannten ,reinen Zustand“ bezeichnen wir abstrakt
durch das Symbol | ...), z. B. |¢) oder |n), genannt Ket-Vektor. Die Wellenfunktion im Ortsraum, (7, t), und im
Impulsraum, (5, t), sind zwei spezielle Darstellungen des Zustands 1) eines Einteilchensystems.

7.1.2 Der Hilbert-Raum

Da die quadratintegrablen Wellenfunktionen einen separablen Hilbert-Raum iiber C bilden, postulieren wir, dass
dies auch fiir die Zustandsvektoren [¢) in der allgemeinen Formulierung gilt. Die Eigenschaften eines separablen
Hilbert-Raums hatten wir bereits in 5.3.1 besprochen. So existiert fiir Elemente eines Hilbert-Raums H ein
Skalarprodukt, das wir jetzt als

(0,0) : H®H —=C (7.1)

notieren, und das folgende Eigenschaften hat:

1. (¢]) € R und (|¢) > 0, wobei (1)) = 0 genau dann, wenn |¢p) = 0. Wir schreiben das Nullelement von
H als 0 und niemals als |0), da |0) oft zur Bezeichnung des Grundzustandes, d.h. des Eigenzustandes des
Hamilton-Operators mit der kleinsten Energie, verwendet wird.
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2. (Ylp) = (ply)*.
3. (Y[Ap1 + dapa) = M (W|p1) + A (1]pz), woraus folgt (A1th1 + Aatalw) = AT (¥1]w) + A5 (¥2]p).

Man kann das Skalarprodukt auch als Produkt eines Elements (¢| aus dem Dualraum H* zum Hilbertraum H und
eines Elements |¢) € H auffassen. (| € H* nennt man einen Bra-Vektor. Das Skalarprodukt (1|¢) ist dann ein
Bra(c)ket. Die zusiitzliche Nomenklatur mit Einfiihrung des Dualraums ist jedoch nicht erforderlich, der Begriff
des Skalarprodukts auf H ist ausreichend.

Zwei Vektoren |¢), |¢) # 0 nennt man orthogonal, wenn (1|p) = 0 ist. Als Norm von [¢) € H definieren wir

191 := V(I (7.2)

Da H ein separabler Hilbert-Raum ist, existiert eine endliche oder abzdhlbar unendliche Orthonormalbasis. Ist
{|¢n)} eine solche Orthonormalbasis, so kénnen wir einen beliebigen Zustandsvektor |i) entwickeln:

Y) = ch|50n>- (7.3)

Die Koeffizienten c,, erhalten wir aus

(pmlv) = ch wmlsan = Cm.- (7.4)

5 mn

Es folgt
) = (@nlt))lon) = Zm (nlt))- (7.5)

Weil dies fiir alle |¢) € H gilt, konnen wir als Operatoridentitiit schreiben

Z lon)(pnl = 1, (7.6)
wobei 1 der identische (Eins-) Operator ist. Dies ist die Vollstindigkeitsrelation fiir die Basis {|on)}.

7.1.3 Produktriume

Oft interessieren uns zusammengesetzte Systeme, z. B. mehrere Teilchen. Was ist der Zustandsraum fiir zusam-
mengesetzte Systeme? Angenommen, zwei Teilsysteme werden durch Zusténde in den beiden Hilbert-Riéumen #1
und Hso beschrieben. Der einfachste Fall ist, dass die moglichen Zusténde fiir Teilsystem 1 durch das Vorhandensein
von Teilsystem 2 weder eingeschrénkt noch erweitert werden. Dies schliefit nicht aus, dass die Teilsysteme wech-
selwirken, d.h., dass der Hamilton-Operator Terme enthélt, die irreduzibel von beiden Teilsystemen abhiéingen.
Dasselbe soll fiir Teilsystem 2 aufgrund von Teilsystem 1 gelten. Diese Annahmen stellen ein weiteres Postu-
lat dar, das nicht immer erfiillt ist. Zum Beispiel konnen zwei ununterscheidbare Fermionen nicht in demselben
Zustand sein (Pauli-Prinzip, siche Vorlesung Quantentheorie 2). Gilt das Postulat, so ist der Zustandsraum des
zusammengesetzten Systems das Tensorprodukt H = Hi @ Ha. Ist {|m)1} eine Basis von H; und {|n)2} eine Basis
von Hs, so bilden

|m,n) :=|m)q|n)a (man schreibt auch |m); ® |n)s2) (7.7)

eine (Produkt-) Basis von H. Die Dimension von H ist demnach das Produkt der Dimensionen von H; und Ha,
wobei die Dimension von H abzahlbar unendlich ist, wenn die Dimension von H; oder Ho abzéihlbar unendlich
ist. Physikalisch ist die Produktbasis sinnvoll: Wir miissen die Quantenzahlen m und n fiir beide Teilsysteme
angeben, um den Zustand vollstdndig zu beschreiben.
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7.1.4 Der Dirac-Raum

Wie schon fiir Funktionenrdume diskutiert, ist es oft praktisch, auch nicht normierbare Zustandsvektoren, genannt
uneigentliche oder Dirac-Zustinde, zu erlauben. Dadurch wird der Zustandsraum zum Dirac-Raum erweitert, der
wegen der fehlenden Normierbarkeit kein Hilbert-Raum ist. Die Dimension des Dirac-Raums muss nicht endlich
oder abzéhlbar unendlich sein und ist tatsdchlich meist iiberabzahlbar. Es stellt sich heraus, dass in physika-
lisch relevanten Fillen ein verallgemeinertes Orthonormalsystem existiert. Wegen der iiberabzéahlbaren Dimension
konnen seine Elemente |¢(a)) nur durch kontinuierliche Quantenzahlen a, o. B.d. A. aus R, unterschieden werden.
Es gilt eine verallgemeinerte Orthonormalitédtsbedingung,

(pla)lp(a)) = 0(a = o) (7.8)

und eine verallgemeinerte Vollstandigkeitsrelation

/ dor () {ip(e)] = 1. (7.9)

Die Entwicklung in Dirac-Basisvektoren hat dann die Form

) = / do f(0)]p(a)). (7.10)

Wie in Abschnitt 5.3.3 erwéhnt, ist die Fourier-Transformation von dieser Form.

Manchmal treten auch Orthonormalsysteme auf, die sowohl abzéhlbare als auch iiberabzéahlbare Anteile enthal-
ten. Das ist z. B. der Fall fiir gebundene und ungebundene Eigenzustinde eines Hamilton-Operators mit diskretem
und kontinuierlichem Spektrum. Die obigen Beziehungen lauten dann:

e Orthonormalitét:

(Pnlen) = bnn, (7.11)
(e(@)lp(a)) = d(a = o), (7.12)
(enle(@)) = (p(a)lpn) = 0. (7.13)

e Vollstandigkeit:

S lenienl + [ dalot@)e(@] =1 (7.14

e Entwicklung:

) =3 calon) + / dov f ()] p(a). (7.15)

7.2 Lineare Operatoren

Wir hatten in der Wellenmechanik gesehen, dass Messgréfien (,,Observable“) durch lineare Operatoren auf dem
Raum der Wellenfunktionen dargestellt werden. In der allgemeinen Formulierung haben wir es also mit linearen
Operatoren auf dem Hilbert-Raum zu tun (wir gehen jetzt wieder von einem Hilbert-Raum, nicht einem Dirac-
Raum, aus, um die entsprechenden mathematischen Eigenschaften zur Verfiigung zu haben). Sei z. B. A ein
linearer Operator auf dem Raum H:

~ DA — H
. ! 7.16
) = Al), (7.16)
wobei D ; C H der Definitionsbereich von A ist. Linearitit bedeutet
A1) + Xaltha)) = M Alibr) + Ao Alghn) VA1, Ap €C, 1), [1h2) € D g (7.17)
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Wir betrachten, wie {iblich in der Physik, den Fall, dass D ; dicht in H liegt. Zur Erinnerung: ,,dicht® bedeutet,
dass zu jedem [1)) € H und € € R ein |p) € D ; existiert, so dass gilt |[¢) — ¢|| < e. In Worten: Zu jedem [1)) € H
existieren beliebig nah benachbarte |p) € D ;. Das schlieft die Moglichkeit ein, dass D ; = H ist. Wir erlauben
hier aber D ; C H, um einen wichtigen mathematischen Punkt diskutieren zu koénnen.

Zu jedem linearen Operator Amit D 4 dicht in H definiert man den adjungierten oder hermitesch konjugierten
Operator At (gesprochen A Kreuz® oder ,A dagger”) gemifl

(WIAT o) = (pl ) (7.18)

fir alle [¢)) € D 4. Es scheint plausibel, als Definitionsbereich D 4; € H von AT die Menge aller Vektoren |¢) € H
zu definieren, fiir die die rechte Seite von Gl. (7.18) fiir alle |¢)) € D existiert. Dies wére &quivalent zu der

Bedingung, dass (@|A]y) fiir alle [1)) € D ; existiert, also
Dy = {lo) e ‘ (el Al) existiert fir alle [9) € Dy }. (7.19)

In dieser Definition liegt A|¢)) im Hilbert-Raum H, wegen |) € D ;. AuBerdem ist |¢) € H. Da H ein unitédrer
Raum ist, existiert das Skalarprodukt (¢|(A[¢)) = (p|AJ¢). Die Bedingung in der Definition ist also automatisch

erfiillt und es folgt
D =H. (7.20)

Fiir Hilbert-Rdume endlicher Dimension wiirde dies ausreichen. Fiir unendliche Dimension ist jedoch mit der
Definition in Gl. (7.19) nicht garantiert, dass der Operator At auf D 4+ = H wohldefiniert ist. Die geeignete
Definition ist hier

Dy = {|<p> cH ‘ ) > (| Aw) ist stetig auf DA}. (7.21)

Unter dieser stiirkeren Bedingung kann die Abbildung |¢) — (¢|A[¢)) nach dem Darstellungssatz von Fréchet-
Riesz in der Form [¢) — (x|v¢) geschrieben werden, vgl. D. Werner, Funktionalanalysis, 8. Aufl. (Springer, Berlin,
2018). Man kann weiter zeigen, dass (x| und damit auch |x) eindeutig bestimmt sind, wenn D ; dicht in #H liegt.
In diesem Fall schreiben wir R

x) = Aflp) (7.22)

mit dem zu A adjungierten Operator AT,
Man kann auflerdem zeigen, dass auf den jeweiligen Definitionsbereichen folgende Identitédten gelten:

AuBerdem ist der zu Aly) fiir |¢) € D i gehdrende Bra-Vektor (1h| AT,

7.2.1 Hermitesche und selbstadjungierte Operatoren

Es gibt nun eine Reihe von Begriffen im Zusammenhang mit der Hermitizitéat von Operatoren, die in der Literatur
nicht einheitlich definiert werden. Insbesondere unterscheidet sich die Verwendung zwischen der Mathematik,
speziell der Funktionalanalysis, und der Physik. In der Physik werden die Unterschiede oft génzlich verschwiegen.
Wir besprechen hier nur einige wichtige Ideen, fiir eine umfassendere Darstellung siehe z. B. das schon genannte
Lehrbuch D. Werner, Funktionalanalysis, 8. Aufl. (Springer, Berlin, 2018).

Wir definieren zunéchst den Begriff der Beschrénktheit von linearen Operatoren: Ein linearer Operator A ist
beschrdinkt, wenn eine Zahl M € R existiert, so dass gilt

1Ag|| < MlJy| V) € Dy. (7.27)

Beispiele:
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1. Die Multiplikation mit einer Konstanten ¢ € C ist beschrinkt:

ey || = /{evlew) = v/ere (Ylw) = el (7.28)

wir kénnen also M = |c| wihlen.

2. Die Multiplikation mit x ist auf H = Lo(R) gar kein linearer Operator, da fiir ) € Lo(R) nicht notwendig
x1p € La(R) gilt. Gegenbeispiel:
Ve

)= s 7.29
3. Die Multiplikation mit z ist fiir
D; = {¢ € La(R)[ay) € Ly(R) }, (7.30)

also die Menge aller quadratintegrablen Funktionen, die mit  multipliziert ebenfalls quadratintegrabel sind,
ein linearer Operator. Er ist aber nicht beschrankt. Denn z. B. hat

£/2 .
P(x) = 2 mit £ >0 (7.31)
die Norm
Il = \/ | deva \/ | ot = VAR (7.82)
Aber

]| = \// dx x292(z \// +§2 =\/7/2¢ (7.33)

= [lzgll = &l (7.34)
¢ kann beliebig grof} sein, also existiert kein M, so dass ||z¢|| < M ||| fiir alle €.

Sei nun A ein linearer Operator mit in £ dichtem Definitionsbereich D 4 und sei AT der zugehorige adjungierte
Operator. Dann fiithrt man folgende Begriffe ein:

1. Wenn gilt . .
(VA = (plA[)" V), |e) € Dy, (7.35)

so heiBt A hermitesch (in der Mathematik, speziell der Funktionalanalysis, oft symmetrisch genannt). Mit
der Definition (7.18) gilt dann

(W|Alp) = (W|AT|p) V[¥),|p) € Dy (7.36)

Das bedeutet aber nicht, dass A und AT als Operatoren gleich sind, denn Gl. (7.36) beinhaltet nur die
Gleichheit der Matrixelemente auf der Teilmenge D ; C H. A kann wirklich nur auf |¢) € D 4 angewendet
werden, aber in Gl. (7.36) wenden wir auch At nur auf |p) € D ; an. Der Definitionsbereich D ;; von Af,
definiert in Gl. (7.21), kann jedoch gréfler sein als D 4. D ;; kann nicht kleiner sein als D 4, da die linke
Seite von Gl. (7.36) nach Definition der Hermitizitét existiert. Damit gilt

D; C Dy (7.37)
Wir werden gleich ein Beispiel betrachten.
Mit der offensichtlichen Notation A R
|A) = Alp) (7.38)
und (Ay| = (| A" fiir den zugehérigen Bra-Vektor (s.o.) ist die Definition dquivalent zu
(Wldg) = (pldy)" = (AYle)  YIv)le) € Dy (7.39)
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2. Wenn gilt R .
A= Af, (7.40)

dann heifit A selbstadjungiert. Dies erfordert insbesondere, dass D ; = DL ist. Offenbar folgt aus Selbstad-
jungiertheit Hermitizitét, aber nicht umgekehrt. Selbstadjungiertheit ist der strengere Begriff.

Ist A hermitesch und gilt D5 = H, so ist A auch selbstadjungiert, da dann D ; = D 4; = H gelten muss.

Beispiel: Wir betrachten den Ortsoperator & in einer Dimension. Der Definitionsbereich D; =
{v € Ly(R) |z € Ly(R)} ist nicht der gesamte Hilbert-Raum # = Ly(R) (die Bedingung in Dj; ist nicht au-
tomatisch erfiillt), aber er ist dicht in H = Lo(R). Beweis: Es reicht hin, zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € Ly(R) eine
Cauchy-Folge in D; existiert, die gegen 1 konvergiert. Jedes ¢ € Lo(R) ldsst sich aber in Eigenfunktionen des
harmonischen Ostzillators entwickeln:

1[}(1’) = Z cn@n(x)~ (741)
n=0
Die Eigenfunktionen ¢,, sind (Hermite-) Polynome multipliziert mit einer Gauf-Funktion und liegen daher in D;.
Das gilt auch fiir jede endliche Teilsumme Zy]:]:o ¢n@n(x). Die Teilsummen fiir verschiedene N bilden die gesuchte
Cauchy-Folge. & ist hermitesch: Es ist

oo

wiale) = [ dww@epo) = | [~ arew xw(mr — (ol (7.42)

— 00 — 00

& ist aber nicht selbstadjungiert: Der Definitionsbereich von &1 ist
Dyt = {(p e LQ(R)W s (p|E[) st stetig auf D@}

= {go € LQ(R)‘Q/} — /OO dz o* (z) z(x) ist stetig auf ¥ € Di}. (7.43)

— 00

Aber D+ ist echt grofler als Dy, denn die Funktion

o) = —YE (7.44)

liegt nicht in Dj;, aber ¢ ist quadratintegrabel und es gilt

/_ dz o* () zY(x) = /_ dx\/ﬁ\@iwmw(x) = \/E/_ dx \/%Tez/}(x) (7.45)
AufBlerdem folgt aus ¢ € D3, dass
/ da z2 % () (7.46)

konvergiert. Daher fillt z2?(x) fiir * — +oo schneller als 1/|z| ab, ¢?(z) fillt schneller als 1/|z|> ab und (z)
fillt schneller als 1/|z|3/2 ab. Da der Faktor z/1/22 4 £2 im Integranden beschrinkt ist, konvergiert das Integral
in GL (7.45). Man kann auch zeigen, dass dann die Abbildung in Gl. (7.43) auBerdem stetig ist. ¢ liegt also in
Dy, aber nicht in D;. Damit ist

Dyt # D (7.47)

(namlich D+ D D) und damit 2f # 4.

Mit dhnlichen Argumenten kann man zeigen, dass man fiir ¢(x) jede quadratintegrable Funktion withlen kann,
d.h. Dgi =H.

Fiir beschrinkte Operatoren mit dichtem Definitionsbereich sind Hermitizitit und Selbstadjungiertheit i. W.
dquivalent. Man kann némlich zeigen (Hellinger-Toeplitz-Theorem), dass man dann einen hermiteschen Operator
A auf eindeutige Weise so erweitern kann, dass D 4 = H ist. Dann muss D 4; 2 D ; auch gleich H sein.

Fiir unbeschrinkte Operatoren ist die Unterscheidung aber wichtig. Die Existenz eines vollstindigen Ortho-
normalsystems von Eigenzustédnden ist némlich nur fiir selbstadjungierte Operatoren gesichert. Beispiel: Der
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hermitesche, aber nicht selbstadjungierte Ortsoperator Z hat iiberhaupt keine Eigenfunktionen in seinem Defini-
tionsbereich, denn fiir diese miisste gelten

0=A2>={(z— (z))*) = / dx (x — (x))* 2 (z). (7.48)

O.B.d. A. sei (x) =0 (sonst fithren wir eine Substitution u = x — (z) durch), dann folgt

0= / b dx x2? (z) (7.49)
= P@) =0 VYo #£0 (7.50)
= / dx 9 ( (Lebesgue-Integral). (7.51)

Also kann v¢(z) keine Eigenfunktion sein. Verallgemeinerte Eigenfunktionen von & existieren, némlich die 6-
Distributionen

Yo (x) = 6(z — 20) (7.52)
mit
Ty () = 20(x — 20) = xo §(x — 0) = To VYa, (), (7.53)
aber diese liegen nicht in Ls(R) und damit auch sicher nicht in Dj.

In der Physik spricht man meistens — korrekt — von hermiteschen Operatoren. Der Ortsoperator 7%’, der Im-

pulsoperator p und der Hamiltonian
%
H= 2— + V(") (7.54)

sind alle hermitesch. Aber 7 und ﬁ sind nicht selbstadjungiert. H ist nur selbstadjungiert, wenn lim, o, V(rit) = 0o
fiir alle Einheitsvektoren 7 gilt, dann hat H nur ein diskretes Spektrum. Die Entwicklung nach einem abzéhlbaren
Satz von Eigenzustédnden funktioniert nur fiir selbstadjungierte Operatoren. Fiir hermitesche, aber nicht selbst-
adjungierte Operatoren ist meist eine Entwicklung nach einem iiberabzéhlbaren Satz von verallgemeinerten Fi-
genzustinden moglich. Diese spannen den Dirac-Raum auf. Diese Entwicklung steht auf mathematisch weniger
festem Grund.

Oft findet man in Lehrbiichern der Quantentheorie fiir Hermitizitéat die Bedingung

A= AT, (7.55)
die eigentlich Selbstadjungiertheit bedeutet. Hermitizitat liegt vor, wenn die schwéchere Bedingung
A=A auf D (7.56)

erfiillt ist. Es ist also iiblich, den Definitionsbereich zu unterdriicken.
Wichtig sind insbesondere die Eigenwerte und Eigenvektoren der Operatoren. |a) ist ein Figenvektor (Eigen-
zustand) zum FEigenwert a des Operators A, wenn die Eigenwertgleichung

Ala) = ala) (7.57)
erfiillt ist. Wir gegen nun einige wichtige Eigenschaften hermitescher bzw. selbstadjungierter Operatoren an.

1. Fiir hermitesche Operatoren sind alle Eigenwerte reell. Beweis:
(alAla) = (alala) = al|a||* (7.58)

und

(alAT|a) = (alala)* = a*|al . (7.59)
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Da A = At auf D 4 gilt, folgt a = a*, also ist a € R. Allgemeiner sind sogar alle Erwartungswerte reell: Fiir
beliebiges |a) € D ; ist

(alAf|a) = (o] AJa)* (7.60)
und andererseits, wegen A=At auf D A

(a| Af|a) = (| A]), (7.61)
also . R

(a]Ala) = {(a|Ala)™. (7.62)

Da alle bekannten MessgroBen (Observable) nur reelle Messwerte zeigen, liegt es nahe, Observable nicht
durch irgendwelche linearen Operatoren darzustellen, sondern durch hermitesche. Dann sind alle Erwar-
tungswerte garantiert reell.

2. Ist A sogar selbstadjungiert, so existiert ein wvollstindiges Orthonormalsystem (eine Orthonormalbasis) von
Eigenzusténden. D.h. es existiert eine Basis {]a;)} mit

(ai\aj) = (Sij (763)

und der Vollstédndigkeitsrelation

> lag){ail = 1. (7.64)

i

Lassen wir A auf einen Zustand |a) wirken, so erhalten wir
Ay =Y Alai)(a|o)
= Z aila;){a;|a). (7.65)
i
Da dies fiir alle |a) € D gilt, folgt die Spektraldarstellung des Operators,

A= Zai|ai><ai|- (7.66)

3. Zwei selbstadjungierte Operatoren /L B sind genau dann vertauschbar, [1217 B] = 0, wenn sie ein gemeinsames
vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden besitzen.

7.2.2 Unitdre Operatoren
Wir definieren zunéchst den zu A inversen Operator: Ist die Abbildung
ja) = Ala) = [5) (7.67)
bijektiv, so ist der zu A inverse Operator A~! definiert durch
A7B) = |a). (7.68)
Es gilt dann auf den jeweiligen Definitionsbereichen

AT'A=AA" =1 (7.69)

und
(AN~ = (A" Hi. (7.70)

SchlieBlich definieren wir noch unitdre Operatoren U durch

U'v=00"=1 (7.71)



oder dquivalent . .
Ul =v"% (7.72)

Auf ganz H definierte unitdre Operatoren, Dy = Dp; = H, haben, wie selbstadjungierte Operatoren, ein
vollsténdiges Orthonormalsystem von Eigenzustédnden. Ihre Eigenwerte sind jedoch komplex mit dem Betrag
eins, denn fiir einen normierten Eigenzustand |u;) gilt

1= (uglus) = (ui|UTU us) = (ug| U s i) = w (ug| U ) = wa ((ug| U |wi))* = wiwd (ug|ug) = |u|?. (7.73)
Unter einer unitdren Transformation versteht man die gleichzeitige Transformation von Zusténden geméf
la) = Ula), (o] = (a|Uf (7.74)

und von Operatoren geméf . o
A — UAUT. (7.75)
Die Relevanz der unitdren Transformationen besteht darin, dass alle experimentell zuginglichen Gréflen bei

solchen Transformationen unveréndert bleiben. Genauer sind alle Skalarprodukte und Matrixelemente invariant
unter unitiren Transformationen:

(@lB) = (a|UTT|B) = (alB) (7.76)
und
(@A) = (a|UTTATTU|B) = (a|A|B). (7.77)

7.3 Zeitentwicklung

Ein quantenmechanisches System kann in einem beliebigen Zustand [¢) prépariert werden. Die eigentlich in-
teressante Frage ist, wie es sich danach mit fortschreitender Zeit entwickelt. Wir interessieren uns also fiir die
Dynamik. Die naheliegende Verallgemeinerung der Schrédinger-Gleichung aus der Wellenmechanik ist (Postulat!)

L d 5
ih = 1) = H[Y). (7.78)

Gesucht ist [¢(t)), t > to, fiir gegebenes |1 (tg)).
Wir machen den Ansatz

(1)) = U(t, to) [¥(to)). (7.79)

U(t,to) heiit Zeitentwicklungsoperator. Die Gleichung sagt zunéchst nichts weiter aus, als dass der Zustand zur
Zf)it t durch den Zustand zur Zeit tg bestimmt ist. Wir haben das Problem natiirlich nur auf die Bestimmung von

U(t,to) abgewiilzt. Der Zeitentwicklungsoperator muss folgende Eigenschaften haben:

1. U(t,to) ist linear. Da die Schrédinger-Gleichung linear ist, erfiillen ihre Losungen das Superpositionsprinzip.
Das ist aber nur sichergestellt, wenn U (¢, o) linear ist.

2. U(t,tg) muss die Norm erhalten:
(W®(@)) = (¥(to)[¥(to))- (7.80)
Es folgt
(ko) UL (t0)) = (¥ (to) (ko). (7:81)
Da das fiir alle |1(to)) gelten muss, folgt UTU = 1. U ist also unitir.
3. Offensichtlich ist U(to,to) = 1.

4. U(t,to) = U, t)U(t',to) Vt' € [to, 1], dies folgt aus der Definition.

5. Ist H zeitunabhéingig, was wir hier zunéchst annehmen, so ist die Wahl des Nullpunktes der Zeitmessung
beliebig und U (t,tp) kann daher nur von der Zeitdifferenz abhéngen:

Ult,to) = Ut —to). (7.82)
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Aber wie sieht U(t, to) explizit aus? Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung ergibt

m% Ult,to) [v(te)) = HU(, to) [1b(to)) (7.83)

fiir alle |¢(to)). Es folgt eine Differentialgleichung fiir eine operatorwertige Funktion,

ih% Ult,to) = HU(t,to). (7.84)

Die Anfangsbedingung lautet U(t, tg) = 1.
Wir machen denselben Ansatz wie fiir die entsprechende Gleichung fiir zahlenwertige Funktionen:

Ult, to) = exp (—’g (t — t0)> : (7.85)

Probe: . R
L od o o d iH 5 iH A
zhi Ul(t,to) = zhﬁ exp <_h (t— t0)> = Hexp <_h (t— t0)> = HU(t,tp). (7.86)

Aber konnen wir mit Operatoren einfach so rechnen? Funktionen von Operatoren lassen sich sauber iiber Potenz-
reihenentwicklungen definieren, also z. B. fiir einen Operator A:

R 0 1 .
ehi=y A (7.87)
n=0

n:

was die Definition auf positiv-ganzzahlige Potenzen von Operatoren zuriickfiihrt. Diese sind aber wohldefiniert:
AP =1, A' = A, A% = AA, A3 = AAA, ... Also behaupten wir eigentlich

. > 1 i\" .
t,tg) = — | —= H™(t —tg)". .
Ot to) Z_%n,< h) (t — to) (7.:88)
Es folgt
miﬁ(tt)—il R (7.89)
dt” T 2l Uh 0 '

und mit m=n—1

o mi (m;ﬂ)' (_;>mﬁm+l (A1)t =S = (—;)mﬁ’"@ —to)"™

m=0

>

= HU(t,to). (7.90)

Die Losung ist also korrekt. Die Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt:

exp (—“;I (to — t0)> =exp(01) = 1. (7.91)

Der Zeitentwicklungsoperator erfiillt die oben geforderten Bedingungen, insbesondere ist er unitér:

. i .
Ot 1)1 0 (¢, to) = [exp (f (t - m)] exp (f (t - m)

HT iH(t —to) \ A'=H auf D,
= exp <+Zh (t— t0)> exp <_Z(h0)> Fi=HantDa (7.92)
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wobei wir die Identitét

o0 T o0
(eA)t = ( ;,A"> -3 %(AT)” Y (7.93)

n=0 n=0

und die Hermitizitit von H ausgenutzt haben. Nur fiir hermitesches H ist der Zeitentwicklungsoperator unitér.
Nun konnen wir die Zeitabhéngigkeit von uns interessierenden Groflen ausrechnen, z. B. von Erwartungswerten
wie
(A) (1) = (WO AJ(1) = ($(t0)|U (L, o) AU (t, 1) 3 (t0))- (7.94)
Wir haben hier ohne weitere Diskussion die Zeitentwicklung den Zusténden zugeordnet, wihrend die Observable
keine Zeitabhéngigkeit (es sei denn eine explizite) haben. Dies bezeichnet man als Schridinger-Bild. Es ist jedoch
nur eine von mehreren moglichen Betrachtungsweisen, wie wir sehen werden.

7.3.1 Zeitentwicklung fiir zeitabhingige Hamiltonians

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass der Hamilton-Operator H (t) explizit von der Zeit abhéingt. Die hier
entwickelte Methode ist in der Vielteilchentheorie und Feldtheorie von grofler Bedeutung. Die Eigenschaften 1-4
des Zeitentwicklungsoperators U (t, to) sind davon nicht betroffen. Dagegen gilt i. A. nicht mehr U (¢, to) = U(t—tq).
Fiir den Zeitentwicklungsoperator haben wir nun die Differentialgleichung

ih % Ult,to) = H(t)U(t, to) (7.95)
mit der Anfangsbedingung U(to, tg) = 1.

Fiir zeitabhingiges H (t) ist eine andere Losungsmethode als oben sinnvoll, ndmlich Iteration. Wir integrieren
die Differentialgleichung zunéchst von tg bis ¢:

t d R t R R
ih / ity L0t 10 = [ dty F )0 (81, 80) (7.96)
b dh "
t
= ih[U(t,to)—U(to,to)} :/ dty H(t)U(ty, to) (7.97)
N—— to
1
.t
=  Ult,ty)=1- %/ dty H(t,)U (ty, to). (7.98)
to

Diese Gleichung scheint nicht sehr hilfreich zu sein — wir haben die urspriingliche Differentialgleichung fiir U(t, to)
in eine Integralgleichung tibersetzt. Der Nutzen besteht jedoch darin, dass wir diese Gleichung leicht iterieren
konnen: wir setzen das Ergebnis fiir U(¢,to) rechts wieder ein und erhalten

- t
Ult,to) =1 — %/ dty H(t))
t

1— %/ 1 dts ﬁ(ﬁz)ﬁ(t%to)]

0 to

i [t . in2 [t t . . .

- 1_7/ dty H (1) + () / dtl/ dty (6 E ()0t 1o). (7.99)
h to h’ to to

Wir wiederholen die Prozedur:

. - A C o gt t . .
Ult,to) =1 — 3/ dty H(ty) + (—3) / dtl/ dty H (1) H (o)
h to h to t

+ (_;)3/t dir /t1 dt2 /t2 dts H (t:)H (t2) H (t3)U (ts, to) (7.100)

und erhalten nach weiterer Iteration die Losung

i t . iN2 t t1 N .
U(t,to):lff/ dty H (1) + (—) / dtl/ dts B () (t2)
h to h to to
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— dty [ dty | dts H(t1)H (t2)H(t3) + .. (7.101)
NI

Beachte, dass die Integrationsgrenzen dafiir sorgen, dass in jedem Term gilt
o< - <t3<ta <ty <. (7.102)

Wir benennen die Integrationsvariablen um, was die zeitliche Ordnung klarer macht:

Ot 1) _1—7/ ity B (1) —ﬁ) /dtg/ ity B (t2)F (1)

ts to .
— /dtg/ dtg/ dty H(ts)H(t)H(t) + .. ., (7.103)
to to to

to<t) <ty <tz3<---<t. (7.104)

wobei nun gilt

Wir sehen, dass die Argumente der Hamiltonians H (¢ (t;) von rechts nach links anwachsen. Beachte, dass die H(t (t:)
zu verschiedenen Zeiten i. A. nicht kommutieren. Wir diirfen diese Reihenfolge daher nicht einfach veréndern.

Die verschachtelten Integrationsgrenzen sind unpraktisch, es wire giinstiger, wenn alle Integrale von ¢¢ bis ¢
liefen. Das konnen wir tatséchlich so schreiben, miissen dann aber fiir die korrekte Zeitordnung sorgen und fiir
Mehrfachz&hlung korrigieren. Die Losung lautet

.t
U(t,to):]l—%/ dty H(ty)
to

inz 1 [t t . A
+ (—ﬁ) = /t dts /t dty TH(t2) H (t1)
31 [t t t . ) R
- 5 / dts / dts / dtq TH(tg)H(tg)H(tl) + ..., (7105)
. to to to

wobei T der von F. Dyson eingefiithrte Zeitordnungsoperator ist. Er bringt Operatoren in zeitlich von rechts nach
links aufsteigende Reihenfolge, also

A(B(t)  fiirt > ¢
/

BHA®t) it <t (7.106)

TAM)B(t) := {

und entsprechend fiir mehr Faktoren. Beachte, dass T kein Operator auf dem Hilbert-Raum ist. Die demnach
irrefithrende Bezeichnung als Zeitordnungsoperator ist aber iiblich.
Wir zeigen die Korrektheit von Gl. (7.105) fiir den Term dritter Ordnung:

ts to R
dtg/ dtg/ dt1 TH tg (tg / dt3/ dtg/ dtl t3 )H(tl)
to to
/ dtg/ dts dtl ( )ﬁ(tl)ﬁ(tg)—F/ dtg/ dtg/ dtq ﬁ(tl)g(tg)f{(tg)
t t
ts 0 0 t23 A
/dtg/ dtg/ dtl ﬁg t3 ) /dtg/ dtg/ dtl tg tl)H(tg)
oo [ [ htZQ]

—;[/dtg/ dtz/ dty H(ts)H (t2)H(ty) /dtg/ dtl/ dty H(ts)H(t2)H(t1)
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/ dts / dty / dts H (t3)H (t2)H (t1) / dts / dts / dty H(ts)H (t2)H (t1)

/dt / ity / dty () B (t2) ) /dt?, / it / dta Er(t) B (ta) (tﬁ]

1 t t3 to N td ta ~
= dtg/ dtQ/ dty H(ts)H (t2) H(ty) /dtg/ dtQ/ dty H(ts)H (t2) H (ty)

3' to to to to to to

. (insgesamt 6 identische Terme)

t3 to R
/ dts / dts / dty H(ts)H(t)H(th). (7.107)
to to to

Die Einfiihrung von 7 erlaubt es, die Reihendarstellung von U (t,tp) formal aufzusummieren:

N > 1 I\ T t N t .
U(t,to):z_%n!(—;) T/to dth(tn)---/tO dty H(ty)

_ Tﬁ% () [/j dt’ﬁ[(t’)] e (-2 /tt dt'ﬁ(t’)> (7.108)

Hier ist 7 angewandt auf jeden Term in der Potenzreihe der Exponentialfunktion zu verstehen. 7 exp(e) nennt
man zeitgeordnete Exponentialfunktion.

Offensichtlich ergibt sich das schon bekannte Ergebnis, wenn H (t) gar nicht zeitabhingig ist: Dann ist T
wirkungslos und kann weggelassen werden und es folgt

U(t,to) = exp (_; ‘/tt dr’ E[(ﬂ)) = exp (—lfi{ (t — to)) . (7109)

7.3.2 Heisenberg-Bild

Die Idee hinter dem Heisenberg-Bild ist, die Zeitentwicklung den Observablen zuzuordnen und stattdessen die
Zustinde zeitunabhéngig zu lassen. Anhand des Erwartungswertes (A)(t) ldsst sich dies gut darstellen:

(A)(t) = (p(t)] | ()
= (¥(to)|U(t, t0) TAU (¢, to) [ (t0))
H)

= (YglA H( Ny (7.110)

mit
[Wu) = [(to)) = U(t,to) U (t, o) [¥(to)) = U(t, o) [0 (1)), (7.111)
A (t) = Ul(t, to)TAU(t, to). (7.112)

Der Subskript H bezeichnet Groflen im Heisenberg-Bild. Groflen im Schrédinger-Bild lassen wir ohne Subskript.
Der Ubergang zwischen den beiden Bildern wird durch eine unitire Transformation mit dem inversen Zeitent-
wicklungsoperator U(t, o) vermittelt und &ndert daher die beobachtbaren GréBen nicht.

Im Heisenberg-Bild sind die Zustandsvektoren |¢p) konstant in der Zeit, es existiert also keine Schrédinger-
Gleichung, die ihre Zeitentwicklung beschreiben wiirde. Andererseits benétigen wir jetzt eine Bewegungsgleichung
fiir Observable A (t). Diese erhalten wir aus

%AH(@ jt [U(t to) AU(t,to)}
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% Ult, to ] AU (t,to) + U(t, 1)} %—f Ult,to) + U(t, to)t Adi Ult, to)
<~

Z

Ableitung nach expliziter Zeitabhiangigkeit

T N .
= HU(t,to ] A0t 10) + Ut t0) 22 01, 10) + U1 10)T A <—;) HU(t, to)

ot
i o i N . A
= ﬁ Ul(t, to)THAU (t,t) — - Ult, to)TAHU (t, to) + U(t, to)T o7 Ut to). (7.113)
Nun definieren wir . . .
oAy (04 NNR:).
= === — - t 114
= (5) vt Soe.n) (7110

(hier wird das Symbol O ey/0t definiert) und schieben in den anderen Termen eine eins ein:

4 Autr) = ﬁ £ 0t t0) O (0, 10)0 0, 10) AD 1 t0) — - 00, 00) A0 e 0000 0 10) O, 10) + 208
0Agy
h (HHAH AHHH) + ot (7.115)
Es folgt R
Ld o 0Apy
i Au(t) = [Au, Ha) +in =52 (7.116)

Dies ist die Heisenberg-Gleichung. Sie ist dquivalent zur Schrodinger-Gleichung in dem Sinne, dass sie zu denselben
Vorhersagen fiir beobachtbare GroBen fiihrt. Beachte die Ahnlichkeit zur Bewegungsgleichung fiir eine beliebige
Messgrofie A in der klassischen Mechanik: dA/dt = {A, H} + 0A/0t, wobei H hier die Hamilton- Funktion und
{e, e} die Poisson-Klammer ist. Diese Ahnlichkeit gibt Anlass zur Hoffnung, dass der klassische Grenzfall die
korrekten klassischen Bewegungsgleichungen ergibt.

Fiir nicht explizit zeitabhéingige Observable A vereinfacht sich die Heisenberg-Gleichung zu

m%AH(t) = [Ay, Hy). (7.117)

Wir sehen, dass eine nicht explizit zeitabhéngige Observable genau dann dAy /dt = 0 erfiillt, wenn [fl H, H u] =0
gilt. Solche Observablen heiflen Erhaltungsgrifien.
Wir merken noch an, dass fiir nicht explizit zeitabhéngige Hamilton-Operatoren gilt

u = Ut to) HU(t, 1)
= exp <Z§ (t— t0)> H exp (Z;{ (t— t0)>

= exp <“§ (t — t0)> exp (—“;I (t — t0)> H=H. (7.118)

=1

(Die Faktoren kommutieren, weil alle Terme in ihren Potenzreihenentwicklungen nur Potenzen des einen Operators
H enthalten.) Also ist H im Schrédinger- und im Heisenberg-Bild identisch.

7.3.3 Wechselwirkungs- oder Dirac-Bild

Es ist oft niitzlich, nur einen Teil der Zeitabhéngigkeit auf die Observablen zu iibertragen, ndmlich den einfacheren.
Das ist u.a. in der Stérungstheorie wichtig. Der Hamilton-Operator habe die Form

H = Hy+ Hy, (7.119)
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wobei Hy einfach in dem Sinne sein soll, dass wir die zugehorige Zeitentwicklung leicht ermitteln kénnen. H; sei
der , komplizierte “ Anteil. In der Stérungstheorie wird H 1 als klein angenommen, d. h. seine Matrixelemente in
den relevanten Eigenzustédnden von Hy sollen klein sein, aber in diesem Abschnitt miissen wir dies nicht annehmen.
Sei nun Ug(t,to) der zu H, gehorige Zeitentwicklungsoperator. Dann definieren wir das Wechselwirkungs- oder
Dirac-Bild durch die Transformationen

[¥p(t)) = Uo(t, to)[1(1)), (7.120)
Ap(t) := Up(t, to) T AUs(t, to). (7.121)

Die Observablen erhalten also die durch Hy bestimmte Zeitentwicklung. Die Zeitentwicklung des Zustands ergibt
sich aus

¥ () = Uo(t, to) U (¢, 1) (1)) = Un(t,to) U (¢, ¢)Uo (¥, o) [n(t')) =: Up(t,t")[dp(t')). (7.122)

InUp (t,t') taucht i. A. nicht nur H, auf, weil Hy und H; und daher auch Uy und U nicht miteinander vertauschen.
Die Bewegungsgleichungen fiir Ap(t) und [¢)p(t)) erhalten wir wie folgt: Aus Gl (7.121) folgt analog zum letzten
Abschnitt .
0Ap

ot
Diese Gleichung sieht aus wie die Heisenberg-Gleichung, enthilt aber nur Hyp, nicht den vollen Hamilton-
Operator. Ist Hy nicht explizit zeitabhingig, so gilt Hyp = H,.

Fiir den Zustand folgt aus Gl. (7.120)

ih%AD(t) - [AD(t),f{OD} + ik (7.123)

T
i 5 10p(0) = in | 5 ot t0)| 1000} + ittt i 5y 100}

.
— ik {Z HoUo(t, to)} [ (t)) + Uo(t, to) T H [1(t))

—To(t, to)t Ho [(t)) + Un (t, to) H [1(t))
Uo(t, to) Hy [(t))

>t

= Uo(t, to)TﬁlﬁO(t’tO) W}D(t»
Hip(t) [¢¥p(t)). (7.124)

Diese Gleichung hat die Form der Schrédinger-Gleichung, enthélt aber nur den ,,Stéroperator* H, p im Dirac-Bild.
Wegen der Transformation mit Uy hingt H;p auch von Hy ab.

7.4 Messungen II

In diesem Abschnitt tibertragen wir kurz das schon im Zusammenhang mit der Wellenmechanik zu Messun-
gen gesagte in den allgemeineren Dirac-Formalismus. Das von Neumannsche Projektionspostulat sagt aus, dass
als Konsequenz einer Messung das System in einem Eigenzustand [14) (d.h. schwankungsfrei) zur gemessenen
Observablen A ist, wobei der Messwert der zugehorige Eigenwert A ist. Es gilt also

Ala) = Algpa). (7.125)

Da das System i. A. vor der Messung nicht im Zustand |t 4) war, muss sich der Zustand bei der Messung sprunghaft
dndern (,,kollabieren*). Diese Art von Zeitentwicklung wird nicht durch die Schrédinger-Gleichung beschrieben,
d. h. sie ist nicht durch den Zeitentwicklungsoperator U (t,to) gegeben. Das sehen wir leicht wie folgt:

1. Die unitére Zeitentwicklung mit U (t,to) ist stetig und sogar differenzierbar, der Kollaps ist unstetig.
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2. Die unitéire Zeitentwicklung ist reversibel, da U(to,t) = U(t,to)~* = U(t,to)! existiert. Man kann also
immer auch vergangene Zusténde eindeutig bestimmen. Der Kollaps ist dagegen irreversibel. Denn ist z. B.

vor der Messung A g}
c1|A1) + c2|A2

[p(t=07)) = (7.126)
Vel + el
mit R
A‘An> = An|An>a (7127)
und nach der Messung von A
[t =07)) = A1), (7.128)

so ist Information verloren gegangen, néimlich iiber ¢; und co. Aus [¢(t = 07)) kann daher |1 (¢t = 07)) nicht
mehr rekonstruiert werden.

Es ist sehr wichtig, sich klarzumachen, dass die Eigenwertgleichung AW A) = Ala) nicht den Messprozess be-
schreibt. Sie ist nur eine Bestimmungsgleichung fiir die moglichen Messwerte und die zugehorigen Eigenzustéinde.
Der Prozess im Fall der Messung des Wertes A kann durch die Gleichung

0+)) = [Ya)(Palp(t =07))
[[a) (Yalo(t = 07))|

beschrieben werden. Hier projiziert |A)(A| den Zustand in den durch |A) aufgespannten eindimensionalen Un-
terraum (Strahl). Der Nenner sorgt einfach fiir die korrekte Normierung. Die Verallgemeinerung fiir entarte-
te Eigenwerte ist plausibel: Zu einem entarteten Eigenwert A gehoéren mehrere orthonormale Eigenvektoren
A1) |AR)Y . Diese spannen einen héherdimensionalen Unterraum auf. Der Projektionsoperator auf diesen
Unterraum ist

[p(t = (7.129)

Py = [ADY(AD] 1 |ADY AP 4. (7.130)
Durch die Messung des Eigenwertes A wird der Zustand in den zugehorigen Unterraum projiziert:
P t=0"
[p(t =01)) = Al D (7.131)
[Pali(t =07))]

Diese Projektion durch die Messung kann nicht durch eine unitére Transformation vom Zustand an Observablen
iibertragen werden. Auch im Heisenberg-Bild bleibt es beim Zustandskollaps.

Beachte, dass uns bisher nichts sagt, welcher Eigenwert A gemessen wird — mit der Einschrinkung, dass kein
Eigenwert gemessen werden kann, fiir den (Al(t = 07)) = 0 gilt, denn dann ist |A){A[(t = 07)) = 0 kein
Zustand. Also: Ein Eigenwert tritt nicht als moglicher Messwert auf, wenn der zugehérige Eigenvektor orthogonal
zum Anfangszustand ist.

Die iiber das von Neumannsche Postulat hinausgehende Wahrscheinlichkeitsdeutung sagt aus, dass der Mess-
wert (mit der eben besprochenen Ausnahme) aus Prinzip nicht sicher vorhergesagt werden kann. Die quantitative
Fassung ist die Bornsche Regel: Wie in 5.6 gezeigt, gilt

(Ay =" Al walw)|” (7.132)
A

und Born postuliert, dass (121> tatsdchlich der Mittelwert der Messwerte fiir viele Messungen an identisch
praparierten Systemen ist. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit p4 der Messung des Wertes A:

pa = |{®al¥)*. (7.133)

Die Wahrscheinlichkeitsdeutung des Messprozesses ist natiirlich auch nicht mit der unitdren Zeitentwicklung
vereinbar:

3. Die unitére Zeitentwicklung ist deterministisch, da U(t,to) eindeutig ist. Der Kollaps ist dagegen stochas-
tisch.

Anscheinend enthilt die Standard-Quantenmechanik zwei unterschiedliche Arten von Zeitentwicklung. Ein Pro-
blem ist sofort erkennbar: Wann ist ein Prozess eine Messung und fithrt zum Kollaps des Zustands und wann
nicht?
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7.5 Postulate der Quantenmechanik

Mit Hilfe des bisher eingefithrten Formalismus koénnen wir nun die der Quantenmechanik zugrundeliegenden
Postulate in moderner Form ausdriicken. Wie immer miissen sich solche Postulate durch Vergleich mit dem
Experiment bewé&hren.

1. Eine Observable wird durch einen hermiteschen Operator beschrieben. Die Observable ist dabei letztlich
durch die Messapparatur und den Messprozess charakterisiert.

2. Ein reiner Zustand wird durch einen Vektor oder préziser durch einen Strahl im Hilbert-Raum (bzw. Dirac-
Raum) beschrieben. Ein Strahl ist eine Menge {c|¢) | ¢ € C} fiir [¢) # 0, d.h. ein Zustandsvektor [¢)) ohne
Beachtung der Normierung. Ein Strahl ist ein eindimensionaler Unter-Hilbert-Raum.

3. Die freie Zeitentwicklung von Zusténden im Schrédinger-Bild gehorcht der Schridinger-Gleichung
m— [¥) = Hy), (7.134)

wobei H der Hamilton-Operator des Systems ist. Dies ist dquivalent zu einer unitédren Zeitentwicklung

() = U(t, to) 1 (to)) (7.135)
mit U(t,to) = exp(—iH (t — t)/h) fiir einen zeitunabhingigen Operator H.

4. Die freie Zeitentwicklung gilt nicht fiir Messprozesse. Eine Messung ist eine Wechselwirkung des Systems
mit einer Messapparatur, die durch die gemessene Observable A charakterisiert wird. Nach der Messung
wird das System durch einen Eigenzustand |a;) von A beschrieben, es gilt also

Ala;) = ailas), (7.136)

und der beobachtete Messwert ist der zugehorige Eigenwert a;. Der Zustand #dndert sich bei der Messung
also i. A. sprunghaft. Dies ist der Inhalt des von Neumannschen Projektionspostulats.

5. Das Ergebnis einer Messung kann im Rahmen der Quantenmechanik i. A. nicht sicher vorhergesagt werden.
Man kann jedoch die Wahrscheinlichkeit exakt angeben, am Anfangszustand |¢)) den Eigenwert a; zu messen
(hier unter Vernachlédssigung der Entartung): Diese betrigt

Pa; = |{as¥)? (7.137)
(Bornsche Regel).

7.6 Vertragliche und nicht vertrigliche Observable

Das Phénomen der Zustandsreduktion fiihrt in Verbindung mit nicht verschwindenden Kommutatoren [A, B] #0
zu Effekten, die kein klassisches Analogon haben. Wir hatten schon gesehen, dass nicht vertréigliche Observable
A B kein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzustéinden haben. Die Messung von B und
dann A fiihrt i. A. zu einem anderen Zustand als die Messung von A und dann B:
) L5 |b;) mit Wahrsch. |(b;|)[? -2+ |a;) mit Wahrsch. |(a;]b;)[? (7.158)
% |a;) mit Wahrsch. |{a; )2 25 [b;) mit Wahrsch. |(b;a;)[?
Da |a;) und |b;) nicht Elemente desselben vollstdndigen Orthonormalsystems sind, sind sie i. A. weder identisch
noch orthogonal. Die Messung von A zerstort (,,16scht®) die Préparation eines Eigenzustands [b;) von B durch die
vorherige Messung von B. Sind A und B hingegen vertraglich, so zerstort die Messung von A den préparierten
Eigenzustand nicht. In diesem Fall spielt die Reihenfolge der Messungen keine Rolle.
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Allgemein definieren wir einen vollstindigen Satz vertréglicher (kommutierender) Observabler A B, C, ...
dadurch, dass sie genau ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzustanden

|ai,bj,ck,...> (7139)

haben (bis auf Normierung). Dabei kénnen wir solche Observable ignorieren, die nur trivial zusammenhiingen,
z.B. kommutiert A2 := AA immer mit A.

Die Messung eines vollstandigen Satzes /L B, C’, ... liefert die maximal mdogliche Information iiber einen
Zustand. Sie prépariert zugleich einen Zustand charakterisiert durch die gemessenen Eigenwerte a;, b;, ¢y, ... Es

ist zu beachten, dass die Wahl des vollstédndigen Satzes A, B , C , ... nicht eindeutig ist. Es gibt also verschiedene
vollstéindige Sétze fiir dasselbe System. Beispiel: fiir ein Teilchen im dreidimensionalen Raum sind

{&1, 22, 23}, {P1, D2, D3}, { @1, 22, D3}, {&1 + T3, Do, 81 — T3}, .. (7.140)
vollsténdige Satze kommutierender Observabler, aber nicht
{i'h :%27 ‘%3uﬁ1}7 {'%17 ﬁjQuﬁZ}y {:i'QvﬁQ}a e (7141)

und auch nicht
{#1, &2}, ..., (7.142)

da 1 und o zwar kommutieren, aber keinen vollstdndigen Satz bilden. Weitere Beispiele werden wir bei der
Untersuchung des Drehimpulses sehen.

7.6.1 Schwankungen

Die Schwankung

AA =\ (] A21) — WIAR)? = 1A - wlA)2 1) (7.143)

der Observablen A im Zustand |¥)) hat einen wichtigen Zusammenhang mit den Eigenzustéinden von A: Es gilt
AA =0 genau dann, wenn |¢p) Eigenzustand von A ist. Beweis:

1. Ist |¢) = |a;) ein normierter Eigenzustand zum Eigenwert a;, so folgt
AA% = (| A1) — (I A]9)* = (@il Aaila;) — (ailaslai)® = ai(ai| Alai) — af (aila;)?
= a} ((aila;) — (aslai)) = 0. (7.144)

2. Ist umgekehrt AA? = 0, so folgt (mit |¢) 0. B.d. A. normiert)

0= W1A%1w) — (lA)? = (] (A - @lA)) 19) = 01 Y lagasl (A= (ld1) " 1)

—_——
=1

= WY lashas] (a5 = (WIAIY) 1) = 3 I(wlas)? (o — (wlAl))*. (7.145)

J

Hier wurde verwendet, dass (a;|A = (aj|a; gilt, was aus Gl. (7.57) folgt. Die Summanden sind alle nicht-
negativ. Daher miissen sie alle verschwinden:

) 2
[wla)l? (a5 = (lA)) =0 . (7.146)
Da die |a;) eine Basis bilden, muss ein j existieren mit (¢|a;) # 0. Es folgt

aj — (Y|AJp) =0 (7.147)
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= a; = (Y|A[). (7.148)

Damit folgt aber fiir alle aj, # a;, dass gilt

ar — (Y| Aly) # 0 (7.149)
= (Ylar) = 0. (7.150)

|1) ist also eine Linearkombination von hdchstens solchen |ay), fiir die ar = a; gilt, die also mit |a;) entartet
sind. Damit ist

W)= > crlax) (7.151)
= Ay = > crajlar) = agle) (7.152)

und |¢) ist also Eigenzustand von A.

Die bewiesene Aussage bedeutet, dass von allen Zusténden genau die Eigenzustédnde eine verschwindende Schwan-
kung haben, also scharf messbar sind. Ist das System nicht in einem Eigenzustand von /1, z. B. aufgrund einer
vorhergehenden Messung einer unvertréiglichen Observable B mit [A,B] # 0, so ist A nicht scharf messbar.
Wir finden also einen Zusammenhang zwischen der Unvertréiglichkeit von Observablen und deren Schwankungen.
Dieser wird im Folgenden exakt formuliert.

7.6.2 Allgemeine Unschirferelation

Wir betrachten zwei Observable (hermitesche Operatoren) A, B und einen normierten Zustandsvektor [v). Hilfs-
weise definieren wir die beiden Vektoren

o) 1= @) = (A = (Wl AW)) [v), (7.153)
|8) = b¢) = (B — (4| BY)) [¢) (7.154)
(beachte, dass hier é und b Operatoren sind). Die Schwarzsche Ungleichung fiir |a), |8) lautet
[P 111> = KalB)I* = {al8)(Ble). (7.155)
Da & und b wie A und B hermitesche Operatoren sind, gilt
lld? = (ala) = (] 8% 1) = (¥I(A — (¥|A]))*l) = AA%, (7.156)
hermitesch
18I1* = (B18) = <w|\132;¢> = (I(B — (W[B[v))*[) = AB. (7.157)
hermitesch

Die Skalarprodukte lassen sich schreiben als

+ ‘b)|w>=§<w|<a6+6a>w>+§<w|[a,6]|w>, (7.15%)

(a]B) = (¥lably) = (¥] (

(¥l[a, b] ). (7.159)

(Bla) = (wlbaly) = (vl (&b;b& -2 bé‘) [9) = 3 (@b -+ ba)ly) — 5

Es folgt

(@l3)(6l0) = (5 (vl(@b+ Ba)lv) + 5wl ) (Gvl(@b+ balv) - 5olla.llo) )
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= 2((wl(@b +ba)[))* — Z({wl[a, Blv))?

1 Lr o a 1 I
= ;((@l(@b+ba)y)* + L ((lila, b]|))*. (7.160)
Nun sind @b + ba und i[a, b] hermitesch:
(ab+ba)" = bta" + afol = ba+ ab=ab+b (7.161)
und R o R R . R o .
(i[a, b]))T = —i(ab — ba)" = —i(b'a’ — a'd") = —i(ba — ab) = i(ab — ba) = i[a, b] (7.162)
(beachte, dass der Kommutator [é,b] selbst nicht hermitesch ist, sondern antihermitesch: [a,b]T = —[a, ]). Die

Erwartungswerte hermitescher Operatoren sind reell und deren Quadrate sind dann ebenfalls reell und nicht-
negativ. Es folgt

(a18){8la) = 3 (] @+ ba) [9)” + (w118, ] [9))?
> L ((wlila, B )2
= Ll | da Brwarungswert reel
= 21,8 ) [ = 7 [(wITA, Bl ) (7163

Wir haben hier noch benutzt, dass die Zahlen (1| A|) und (1| B|)) mit jedem Operator kommutieren. Also folgt
insgesamt aus Glg. (7.155)—(7.157)

A4 AB? > 7|l (A Bl (7.164)

und schliellich
AAAB > - ‘<¢| A, B] |¢>‘ (7.165)

Dies ist die allgemeine Heisenbergsche Unschirferelation. Offensichtlich erhalten wir wegen [Z;,p;] = ik die be-
kannte Orts-Impuls-Unschérferelation als Spezialfall. (Beachte, dass |¢)) ein normierbarer Zustandsvektor sein
sollte, wir konnen hier also nicht |¢) als Eigenzustand von #; oder von p; wihlen und folgern, dass die rechte
Seite der Ungleichung Null ist.) Andererseits konnen wir jetzt fiir zwei beliebige Observable die Unschiirferelation
aufstellen. Insbesondere erhalten wir fiir vertrégliche Observable, d.h. fiir [/1, B] = 0, keine Einschrankung von
AA und AB. Es ist daher im Prinzip moglich, solche Observable scharf zu messen, ohne dass sich die Messungen
storen.

7.7 Ehrenfestsches Theorem

Es wire praktisch, Bewegungsgleichungen direkt fiir Grolen mit intuitiver physikalischer Bedeutung, insbesondere
fiir Erwartungswerte, zu formulieren, anstatt fiir abstrakte Zusténde und Operatoren. Bewegungsgleichungen fiir
beobachtbare Grofien sind in allen Bildern (Schrodinger, Heisenberg, Dirac) identisch, da es sich um dquivalente
Formulierungen derselben Theorie handelt. Inbesondere sind Erwartungswerte (A) bildunabhéngig. Wir betrach-
ten die Zeitableitung, im Schrédinger-Bild,

d o d .
ih < (A) = ih = () Al ()
= B[ (o) Al (0) + ih w0) o |¢< D+ CEIA T (), (7.166)

wobei GA/ Ot die Ableitung nach der expliziten Zeitabhiingigkeit von A ist. Aus der Schrodinger-Gleichung

m* [$(t) = Hlv(t)) (7.167)
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folgt die duale Gleichung (beachte, dass der zu BJy) duale Bra-Vektor (¢|B1 ist)

d .

— b ()] = WOU = ()|, (7.168)

Es folgt

(A) = —(WOHA(0) +ih <w(t)l%flw(t)> + (WA (1))

= WOI[A, ][00 + if (6] 2 10(0)
- 9A
= ([4, 1)) +in (5.

o (7.169)

(Im Heisenberg-Bild erhalten wir die analoge Beziehung sofort aus der Heisenberg-Gleichung.) Diese Beziehung
heiflt Ehrenfestsches Theorem. Sie erlaubt den Vergleich der Dynamik der Erwartungswerte und der entsprechen-
den klassischen Grofien. Dies sieht man am besten am Beispiel eines Teilchens in einer Dimension: Sei

H= % + V(). (7.170)
Dann gilt ;
. 1, » 1.
(&) = (&, H]) = —{p) (7.171)
und )
%(@ = %Hﬁ,ﬁ]) = <ZZ>- (7.172)

Beachte die Ahnlichkeit mit den Hamiltonschen Gleichungen. Mit der Kraft F(z) := —dV /da erhalten wir

d? 1d, . 1

@) = =20 = —(F(). (7.173)

Dies sieht natiirlich der Newtonschen Bewegungsgleichung sehr dhnlich, ist aber nicht dasselbe, da i. A.

(F(x)) # F((2)) (7.174)

gilt. Wir erhalten also nicht die klassische Dynamik fiir den Erwartungswert (). Wir kénnen uns fragen, wann
doch (F'(z)) = F({()) gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn F' eine lineare Funktion von Z ist,

F(&) = —ki + Fy. (7.175)

Dies schliefit insbesondere den harmonischen Oszillator und das freie Teilchen ein. Fiir diese Fille bewegt sich
der mittlere Ort (&) also wie der Ort eines klassischen Massenpunkts.

7.7.1 Energie-Zeit-Unschirferelation

Die Energie-Zeit-Unschérferelation, die oft zusammen mit der Orts-Impuls-Unschérferelation genannt wird, hat
eine davon verschiedene Interpretation. Das sieht man schon daran, dass die Zeit ¢ in der Quantenmechanik keine
Observable ist — es existiert kein ,,Zeit-Operator®. Sie ist vielmehr ein Parameter, der durch eine reelle Zahl
dargestellt wird und innerhalb der Quantenmechanik nicht weiter begriindet werden kann. Dennoch werden wir
im Folgenden eine Abschétzung fiir typische Zeitdauern und typische Energien finden.

Seien A eine Observable und H der Hamilton-Operator. Auflerdem soll A nicht mit H kommutieren. Dann
lautet die allgemeine Unschiirferelation, sieche Abschnitt 7.6.2,

AAAH > % ’<[A,ﬁ1]>‘ . (7.176)
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Falls A mit H kommutiert, lautet diese Ungleichung 0 > 0 und ist somit trivial erfiillt. In diesem Fall kann man
nichts weiter folgern.

Sei A nun nicht explizit zeitabhéingig. Dann folgt aus dem Ehrenfestschen Theorem
hld -
—|—(A
;|

AAAH >
dt

. (7.177)

Wir definieren At 4 qls die charakteristische Zeit fiir die Dynamik von /1, namlich als die mit der charakteristischen
Anderung AA von A verkniipfte Zeit:
AA d -
= |5

— . 1
Aty dt (7 78)

Dies ist die natiirliche Art, aus von A abgeleiteten GroBen eine Grofe mit der Dimension einer Zeit zu konstruieren.

Es folgt

hAA
P R .
AANH > o AL (7.179)

und, falls A im betrachteten Zustand nicht scharf messbar ist, also eine nicht verschwindende Schwankung AA
hat,

AH Aty > g (7.180)

Die muss aber fiir alle Observable gelten, die nicht mit H kommutieren. Wir kénnen daher den Subskript A
weglassen und erhalten die Energie-Zeit-Unschdrferelation

AH At >

l\D.\ St

(7.181)

Eine wichtige Konsistenzpriifung ist folgende: Ist das System in einem Eigenzustand zum Hamilton-Operator, so
ist AH = 0 und es folgt At = oco. Das ist verniinftig, weil solche Zustéinde ja gerade stationir sind, so dass alle
Messwerte zeitunabhéngig werden. Die Relation ist z. B. beim Teilchenzerfall wichtig, wo sie die Zerfallszeit mit
der Unschiirfe der Ruheenergie mc? der Teilchen in Beziehung setzt.

7.8 Orts- und Impulsdarstellung

Wir betrachten noch kurz, wie sich die Orts- und Impulsdarstellung der Schrédingerschen Wellenmechanik aus
dem allgemeinen Formalismus ergibt. Dazu schreiben wir die Eigenwertgleichungen fiir Ort und Impuls auf:

7|7 = 7|, (7.182)
P19 = 71p).- (7.183)

Die Eigenwerte 7 und p’ sind kontinuierliche Variable, d.h. die Operatoren 7 und ﬁ haben kontinuierliche,
iiberabzdhlbare Spektren. Daher sind |7) und |p) uneigentliche (Dirac-) Zustidnde. Sie bilden verallgemeinerte
vollstéindige Orthonormalsysteme, so dass wir jeden Zustand nach ihnen entwickeln kénnen:

) = / & |7 (F1) = / & (7)), (7.184)
) = / @p ) (F19) = / &p (1) ). (7.185)

Die Entwicklungskoeffizieten sind komplexe Funktionen von 7 und p; die wir als Wellenfunktionen im Orts- bzw.
Impulsraum bezeichnen:

t) = (lv()), (7.186)
(P, t) = (PlY(1)). (7.187)



Dies sind dieselben Wellenfunktionen, die wir in der Wellenmechanik kennengelernt hatten.
Wie sehen die Eigenzustéinde |#) und |p) in Orts- bzw. Impulsdarstellung konkret aus? Es gilt fiir den Ortsei-
genzustand |77):

Py = o(r — i), (7.188)
— 1 —ip-7!
<Zﬂ7‘/> - (27Th)3/2 e P /h? (7189)
und fiir den Impulseigenzustand [5”):
— 1 v’ -7
(Fp') = < /R, (7.190)
®lp") = o(p' - p"). (7.191)

Also ist die Wellenfunktion fiir den Ortseigenzustand in der Ortsdarstellung eine §-Funktion. Die Wellenfunktion
fiir den Impulseigenzustand ist in der Orstdarstellung eine ebene Welle, wie wir schon wussten.

7.9 Der harmonische Oszillator 11

In diesem Abschnitt untersuchen wir den harmonischen Oszillator — wie erwahnt vielleicht das wichtigste Modell
der theoretischen Physik — im Rahmen des Dirac-Formalismus. Der Hamilton-Operator lautet

22, (7.192)

Das Problem besteht darin, dass # und p nicht vertauschen und daher H die Summe zweier nicht vertauschbarer
Operatoren p?/2m und (1/2) mw &2 ist. Wir wollen H in eine einfachere Form bringen. Dazu fithren wir neue
Operatoren ein: Den Absteigeoperator

d:-(x/ﬂTwi’+ ! ﬁ) (7.193)

und den Aufsteigeoperator

al ::(\/m:z— : ﬁ). (7.194)

Da & und p hermitesch sind, ist ' offenbar tatsiichlich der adjungierte Operator zu a. @ und a' sind nicht
hermitesch. Der Kommutator von @ und a' ist

= % (mwlj/,ﬂi[i:,ﬁ] +1i[p, 2] + mle>
- 2ih (—iihi + i(—ih)) = % (Bt h) = 1. (7.195)

Das ist sicherlich der einfachste mogliche Kommutator abgesehen von Null.
Die Auflosung der Definitionsgleichungen nach & und p ergibt

h
A oA

=15 — (a+a'), (7.196)
p=—i h’;“ (a—af). (7.197)
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Durch Einsetzen in den Hamilton-Operator erhalten wir

. 1 hmw . 2 1 9 n AT\ 2
H= %(—I)T (a— a‘L) + P w— (a+ aT)
hw
= (+0% + aal + o= + aat + afata
hw hiw
=— (a'a+aa") = —(a'a+aal —a'a +afa)
2 2 ——
:[dﬂiﬂ:l
hw 1
=5 (2a'a +1) = hw (a*a + 2) . (7.198)

Wir haben das Problem also auf die Bestimmung der Eigenzustéinde und Eigenwerte von afa zuriickgefiihrt. Wir
definieren zuniichst den neuen Operator

n=ala. (7.199)
Wir schreiben die Eigenwertgleichung als
fln) = n|n). (7.200)
#i ist hermitesch per Konstruktion: (afa)" = a'a!t = afa. Die Eigenwerte n sind also reell. Wegen
(n|aln) = (nlataln) = ||an)||* > 0 (7.201)

sind sie auch nicht-negativ.
Wir untersuchen nun die Eigenschaften von 7, ¢ und . Wir werden nur einen Teil der Behauptungen beweisen.

1. Ist |n) Eigenzustand von 7 zum Eigenwert n, so ist af|n) Eigenzustand zum Eigenwert n + 1 und a|n)
Eigenzustand zum Eigenwert n — 1, falls af|n) # 0 bzw. aln) # 0.

Beweis:

natln) = ataa'|n) = a' (1 + a'a)|n) = a'n) + a'nln) = (n + 1)al|n) (7.202)

und
naln) = ataaln) = (=1 + aa’)aln) = —aln) + anln) = (n — 1)a|n). (7.203)
2. Die Eigenwerte von 7 sind nicht entartet (ohne Beweis). Damit folgt, dass Zahlen ¢, 41 und d,,—; existieren

mit
af|n) = cpy1 |n + 1), (7.204)
aln) = dp—1|n — 1). (7.205)

Die Koeffizienten erhalten wir aus der Norm:

lent1l? = (n+ 1, cnpr|n + 1) = (n|aa’|n) = (n|(1 +a'a)|n) =n +1, (7.206)

dp_1)|* = (n—1|d_ dp_1|n— 1) = (n|aTaln) = n, (7.207)

Die Phasen von ¢y41 und d,_; sind noch nicht bestimmt. Als Ansatz wéhlen wir ¢,11 und d,_1 reell und
nicht negativ, also ¢,+1 = v/n + 1 und d,,—1 = v/n. Dann ist

a'ln) = vn+1|n+1), (7.208)

aln) = v/nin—1). (7.209)

Die Wahl der Phasen ist konsistent, da

ataln) = a'v/nin —1) = vna'ln — 1) = njn). (7.210)
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3. Der kleinste Eigenwert von 7 ist Null.

Beweis: Die Eigenwertgleichung fiir den kleinsten Eigenwert sei
ﬁ|nmin> = nmin|nrﬂin>- (7211)

Waére nmin > 0, so wiirde aus 2. folgen, dass

1
|nmin - 1> = &|nmin> (7212)

ein normierter Eigenzustand zum Eigenwert n,i, — 1 wére. nyi, wére also nicht der kleinste Eigenwert im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Da npin < 0 ausgeschlossen ist, weil alle Eigenwerte nicht-negativ sind, folgt npyi, = 0,

Man nennt |0) den Vakuumzustand, er ist wegen H = hw (72 4 1/2) zugleich der Grundzustand des harmo-
nischen Osrzillators. Beachte, dass |0) = |n = 0) nicht der Null-Vektor 0 ist. Es gilt

al0) =0, (7.213)
denn sonst wére a|0) Eigenzustand von 7 zum Eigenwert —1.

4. Das Eigenwertspektrum von 7 ist nach oben unbeschréankt. Der Beweis ist dhnlich wie zu 3.

Es folgt, dass (zumindest) alle nicht-negativen ganzen Zahlen Eigenwerte von 7 sind und dass die zugehorigen
normierten Eigenzusténde

(ah)" o) (7.214)
sind.

5. Es existieren keine nicht-ganzzahligen Eigenwerte von 7. Gébe es ndmlich einen solchen, kime man durch
hinreichend hiufige Anwendung von a zu einem Eigenzustand mit negativem Eigenwert.

Damit erhalten wir das Spektrum des harmonischen Oszillators:

1
En:hw<n+2>, n=0,1,2,... (7.215)

Dies hatten wir schon in Abschnitt 6.3 gesehen. Die algebraische Herleitung in diesem Abschnitt wird sich in der
Vielteilchentheorie als niitzlich herausstellen, siehe Vorlesung Quantentheorie 2. Dort werden wir af und a als
Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren von Bosonen interpretieren. n ist dann der Teilchenzahloperator der
Bosonen.

Die Eigenfunktionen in Ortsdarstellung sind

() = (z|n). (7.216)
Konkret finden wir diese wie folgt: Wir substituieren zunéchst

£= /"2, (7.217)

dann vereinfachen sich @ und a' in Ortsdarstellung zu

L1 a i L (. d
“ﬁ(“df)’ o= 2(5 df) (7.218)

oder korrekter in Spektraldarstellung

a= [ale) 5 (§+j§) € at= [l («s—jg) (. (7.219)
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Der Grundzustand |0) erfiillt a|0) = 0, also

1
claoy = [ €le) 5 (e+ ) €0 = o5 (6+ 5 ) vol©) =0 (7.220)
(€lalo) (€l 7 (£'0) = 7 0
—5(5 &)
mit der normierten Losung
mw\1/4 _ .
— (I —€°/2
o (€) (m) 62, (7.221)
Die anderen Eigenfunktionen ergeben sich jetzt zu
1 ~t\n
Un(§) = (&ln) = <§|T(af) 0)
1
= g (6 ) o
1 mw 1/4 d\" _.
= — ——) e¢/2 7.222
N (wh) (5 dg) ¢ (7.222)
Dies ergibt dieselben Funktion wie in Abschnitt 6.3. Man definiert die Hermite-Polynome auch iiber diese Iteration,
2 " 2
H, (€)= et /? (g — ) e 82, (7.223)
d¢
Damit erhalten wir wieder
1 mw\ /4 o mw
— e —£7/2 it e = 1
Unle) = —=— (m) €2 HL(¢) mit € = (7.224)
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Kapitel 8

Quantentheorie des Drehimpulses

In diesem Kapitel untersuchen wir die Quantenmechanik von Drehimpulsen. Dieses Thema hat ein eigenes Kapitel
verdient, weil neue Konzepte auftreten, die iiber die Quantenmechanik der Teilchenbewegung in einer Dimension
hinausgehen. Auflerdem sind die Uberlegungen in diesem Kapitel wichtig fiir das Verstdndnis des Wasserstoff-
Atoms.

8.1 Korrespondenzprinzip fiir den Bahndrehimpuls

Der Bahndrehimpuls eines Teilchens, L=7x p, sollte nach den Quantisierungsregeln von Schrodinger in den
Operator

L=7xp (8.1)
mit den Komponenten
Li =) €ijrl;pr (8.2)
ik
iibergehen, wobei die Vertauschungsrelationen
[25, k] = ihdjk, (8.3)
(2, 2x] = [pj, D] = 0 (8.4)

gelten. L; enthiilt nur Produkte unterschiedlicher Orts- und Impulskomponenten, die also vertauschen. Daher
tritt keine Mehrdeutigkeit bei der Quantisierung nach Schrodinger auf. Auflerdem folgt daraus, dass gilt

LT = einl@ipn)t = eijnprdy = Y cijedipr = Li, (8.5)
Jk ik jk

f)i ist somit hermitesch. R
Die Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten L; ergeben sich aus den Gleichungen (8.3) und (8.4):

[Li, L) = Y [eintnir, € mnmn]

kimn

Z Eikl€jmn [‘%kﬁlv i'mﬁn]

klmn

Z Eikl€jmn (jk[ﬁh i‘mﬁn] + [jlw jmﬁn]ﬁl)

klmn

> ikiimn (Tt [Br, Bn] +Ek [Br, Em)] Pr + Em [Ex, Pn] P + [Ek, Em] Pridr)
—— —— —— ——

klmn

=0 = —ihdim = iRdkn =0
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=1h Z EiklEjmn(éknj;mﬁl - 5lm‘%kﬁn)

klmn
=1ih (Z Eikl€jmhk TmDl — Z Eiki€jin i’kl%)-
kim kin >~
= Ekli€kjm = €lik€linj
Nun gilt
Z Eabc€ade = 6bd5ce - 6beécd7
a
woraus folgt
[Li, L;] = ih < (010im — O1m0ij)TmPr — Z(5in5kj - 5ij5kn)i"kﬁn>
lm kn
—ih (567 h; — 0ij 1D — &5Pi +W)
1 k

= ih (Z;p; — &;P;).

Andererseits ist

E 87,]kLk - § €ijkEkim xlpm
——

klm
= EkijE€klm

—Z zléjm_ im jl)mlﬁm

= Zipj — T;Pi-

Es folgt, dass gilt

IAI L = th:E”kL]C

Also gilt insbesondere [I:m, IA/y} = ih L, usw., zyklisch.
Alternativ und einfacher kénnen wir die Vertauschungsrelation fiir L, und L, zeigen:
[La, Ly) = [9D= — 2Dy, 2P — @p2]
= [gﬁm 2 ] [ypm xpz] [éﬁya 21510] + [éﬁya i‘ﬁz]

=§[p=, 2] pe — 0= 0+ 2[2,P:] By
S~ S~
= —ih =1ih

= ih (&p, — §ps) = ih L..

Da die Benennung der Koordinatenachsen beliebig ist, folgt die allgemeine Relation (8.10).

Wir definieren auflerdem das Betragsquadrat des Drehimpulses,
L?=12+12+ 12

Es ist

(8.11)

(8.12)



= —ihLyL, —ihL.L, +ihL.L, +ihL,L. =0 (8.13)
und analog fiir die {ibrigen Komponenten, also
[L2,L;] =0 firi=ua,y,z. (8.14)

Also kommutiert das Betragsquadrat mit allen Komponenten des Drehimpulses, aber nicht diese untereinan-
der. Damit sind das Betragsquadrat und eine beliebige Komponente vertrigliche Observable, aber nicht (das
Betragsquadrat und) mehr als eine Komponente.

Wir kénnen auch feststellen, welche Eigenwerte L. haben kann. (Die Wahl der z-Komponente ist vollig beliebig;

wegen der Isotropie des Raumes miissen wir dieselben Eigenwerte fiir L, und [A/y und auch fiir é - L mit einem
beliebigen Einheitsvektor é finden.) Beachte dazu

IA/z = Aﬁy - gﬁx (8'15)
in Ortsdarstellung:
A h 0 0
L==|z——-y—|. 8.16
i (ac oy Y 6x> (8.16)
Nun ist es niitzlich, Kugelkoordinaten zu betrachten. Es ist
x = rsinf cos p, (8.17)
y = rsinfsin g, (8.18)
z =rcosf (8.19)
und daher
9 _0z 0 @Q—F%g——rsinﬁsin £+rsinﬁcos 24—0
dp Op dxr  Op dy Op 0z ¥ or w(f?y
0 0 0 0
- g2 2 L 8.20
Yor TTay " "oy Vs (8.20)
Also ist 5 9
L=<+ 8.21
i Oy (8:21)

in Ortsdarstellung. Dieser einfache Zusammenhang spiegelt wider, dass L, und ¢ in der klassischen Mechanik
kanonisch konjugierte Variablen sind. Die moglichen Eigenwerte Aim erhalten wir aus der Gleichung

h 0

Es ist iiblich, einen Faktor & abzuspalten, um m einheitenlos zu machen. Diese Gleichung kénnen wir mittels des
Separationsansatzes

¥(r,0,¢) = f(r,0) g(¥) (823)
l6sen: 1 d
9 _
: f dp mfg (8.24)
dg .
do img (8.25)
mit der Losung '
glp) = €%, (8.26)

Nun muss die Wellenfunktion v zweimal stetig differenzierbar also erst recht selbst stetig sein. Dies erfordert
g2m) =g(0) & "M =e"=1 & meZ (8.27)

Die Eigenwerte der z-Komponente des Bahndrehimpulses sind also ganzzahlige Vielfache von .
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8.2 Die Drehimpulsalgebra

In diesem Abschnitt werden wir die algebraischen Eigenschaften des Drehimpulsoperators untersuchen. Es erweist
sich als moglich und giinstig, dies allein ausgehend von den Kommutatorrelationen zu tun, ohne die konkrete Her-
leitung in Abschnitt 8.1 zu beachten. Wir werden sehen, dass die mathematische Struktur zusétzliche Losungen
erlaubt, die sich nicht aus der klassischen Mechanik mittels des Korrespondenzprinzips ergeben. Es ist bemer-
kenswert, dass diese zusétzlichen Losungen in dgr Natur tatséchlich realisiert sind, ndmlich als Spin.

Wir bezeichnen jetzt jeden Vektoroperator J_; der die Vertauschungsrelationen
[Ty, Jk] = ik e, (8.28)
1

[J2,J;] =0 (8.29)
erfiillt, als Drehimpuls. Wir definieren noch die Leiteroperatoren
Ji = J, +iJ,, (8.30)

die im Folgenden niitzlich sein werden. Diese Definitionen und auch die folgenden Herleitungen zeichnen eine
Drehimpulskomponente, némlich J,, vor den anderen aus. Das ist {iblich, aber vollig beliebig. Wir koénnten die
gesamte Diskussion z. B. auch fiir J, durchfiihren und wiirden dann J+ := Jy £ 4J, definieren.

Offenbar gilt J_ = JA_JL Die Leiteroperatoren erfiillen aulerdem die Vertauschungsrelationen
[y, J_] = 2RJ., (8.31)
[J.,Ji] = £hJs, (8.32)
[J2,J.] = 0. (8.33)

Wir betrachten nun das Eigenwertproblem fiir Drehimpulse. Wir hatten in GL (8.29) gefordert, dass J?2 und eine
Komponente, z. B. J,, vertriagliche Observable sind. Daher besitzen sie ein gemeinsames vollstdndiges Orthonor-
malsystem von Eigenvektoren (Eigenzustinden) |a, m) mit

J?|a,m) = B2a|a, m), (8.34)

J. |, m) = hm |, m). (8.35)
Da Drehimpulse dieselbe Dimension haben wie A, sind die Zahlen o und m dimensionslos. Aufgrund der
Vollstandigkeit spannen die |«, m) den Hilbert-Raum eines Drehimpulses auf.

Die Bestimmung der méglichen Eigenwerte 22 und Am #hnelt der algebraischen Losung des harmonischen
Ostzillators in Abschnitt 7.9. Wir konnen folgendes zeigen:

1. Mit |a, m) sind auch jﬂa,m) Eigenzustinde zu .J2 mit demselben Eigenwert i%2a und zu .J, mit den
Eigenwerten ii(m £ 1), falls Ji|a, m) # 0.

Beweis: . -
J2Jila,m) = JoJ?|a,m) = h2adi|a, m) (8.36)

und
J.Jxlo,m) = (jzji — Jid, +jijz) la,m) = (+ hJi + jihm)|a,m> = h(m £ 1)J1|a,m). (8.37)
v
=+hjy

Jy erhsht bzw. erniedrigt den Eigenwert von J. um eins, ldsst den Eigenwert von J? aber unveréindert.
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2. Es gilt —v/a <m < /a.
Beweis: )
(a,m|(f2 - j3)|oz,m> = (o, m| h? (o — m?) |a,m) = h? (a — m?) (8.38)
und andererseits

(a,m|(T? = J2)|a,m) = (a,m| (J2 + J2) |a,m) > 0, (8.39)

da alle Erwartunsgwerte von jzy reell und daher die von jgy reell und nichtnegativ sind. Es folgt

h? (a —m?) >0 (8.40)

= m’<a (8.41)

= —Ja<m<o (8.42)

3. Wir haben gesehen, dass die Eigenzustinde |a,m) fiir festes o Leitern mit m-Werten im Abstand 1 im

Intervall [—y/c, /a] bilden. Soviel wir bisher wissen, kénnte es aber mehr als eine solche Leiter geben. In
dieser Skizze z.B. zwei:

ﬁ
x x
L -1 0 1 J m .
or Vol
Weiter muss fiir m > /o — 1 gelten .
Jila,m) =0, (8.43)

denn wiire der resultierende Vektor nicht Null, so miisste er wegen Punkt 1 proportional zu |a, m + 1) sein.
Hierin wire aber m + 1 > /a, im Widerspruch zu Punkt 2. Entsprechend gilt

J_|a,m) =0 (8.44)

fir m < —/a+ 1.

Nun gilt wegen 1., dass Zahlen a4 («, m) existieren, die
Ji |, m) = ax(a,m)|a,m+1) (8.45)
erfiillen und die wir reell wihlen. Es folgt
(@, m| J_Jy |a,m) = (a,m| JLJy |a,m) = (a,m+ 1] a3 (a,m) |a,m + 1) = a3 (a,m). (8.46)

Andererseits zeigt man leicht, dass gilt

JoJ_=J%—J?+hJ., (8.47)
J gy =J%—J%*—hJ.. (8.48)
Also ist -
a? (a,m) = (a,m| (J2 —J2 - hJZ) |, m) = h?* (o — m? —m). (8.49)
Analog findet man
a® (a,m) = B2 (a —m? + m). (8.50)
Also kénnen wir
ar =hy/a—m(m+1) (8.51)
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wéahlen, d. h. A
Ji la,m) = hv/a—m(m£1)|a,m+£1). (8.52)

Wie oben gezeigt, muss fiir /a — 1 < m < \/a gelten, dass a, (a,m) = 0 ist. Dies ist der Fall, wenn gilt

a=m(m+1) (8.53)

1 /1 1 1
— = —— — 4/ = . .54
& om 2+ 4+a oder m 5 4—i—a (8.54)

Die zweite Losung liegt nicht im Interval ]\/a — 1,+/a] und ist daher irrelevant. Es existiert also nur ein
einziger Eigenwert m = —1/2 + /1/4 + a mit der Eigenschaft J|o,m) = 0. Analog findet man, dass nur

ein einziger Eigenwert m = 1/2—+/1/4 + a mit J_|a, m) = 0 existiert. Wir folgern, dass es nur eine einzige
Leiter von Zustédnden mit m im Abstand 1 gibt. Laut Gl. (8.53) erfiillt das maximale m die Gleichung

a = mmax(mmax + 1) (855)

und wir haben auch gefunden, dass fiir das minimale m gilt muyin = —Mmax. Wir nennen jetzt mmax = j
und entsprechend a = j(j + 1). Dann ist mpn = —J.

4. Da |a, Mmax) und |a, mmin) zu derselben Leiter gehoren, miissen sich mpayx = j und mpyin = —j um eine
nichtnegative ganze Zahl unterscheiden:

Mmax — Mmin = 07 17 2a ERR) (856)

woraus folgt
2j=0,1,2,... (8.57)

Damit ist j ganz- oder halbzahlig und j > 0. In dieser Vorlesung nennen wir j die Ldnge des Drehimpulses.

Wir folgen der iiblichen Konvention und bezeichnen die Eigenzusténde von nun an mit |7, m) oder auch |jm). Die
bisherigen Uberlegungen ergaben, dass j, m folgende Werte annehmen kénnen:

1 3
1 =0,-,1,=-,2,... .
J 0a27 19 ) (858)
m:_jv_j+1v'~~»j_17j~ (859)

Letzteres sind 25 + 1 verschiedene Werte fiir m. Sowohl das Betragsquadrat als auch die z- oder eine andere
Komponente des Drehimpulses kénnen in der Quantenmechanik also nur diskrete Eigenwerte A25(j + 1) bzw. im
annehmen. Dies unterscheidet den Drehimpuls z. B. vom linearen Impuls ﬁ, der ein kontinuierliches Spektrum
besitzt.

Das zweite bemerkenswerte Ergebnis ist, dass die Algebra, festgelegt durch die Kommutatorrelation [jj, jk} =
ih) 5ijkjl, auch Losungen mit halbzahligen Eigenwerten j und m zulédsst. Wir hatten oben gesehen, dass der
Eigenwert m und damit auch j fiir einen Bahndrehimpuls nur ganzzahlig sein kann. Dies wurde zuerst von Lucy
Mensing allgemein gezeigt, die auch die Eigenwerte A25(j + 1) hergeleitet hat [Z. Phys. 36, 814 (1926)].

Es stellt sich die Frage, ob die halbzahligen Losungen iiberhaupt physikalische Relevanz haben. Es zeigt
sich, dass das tatséchlich der Fall ist. Zum Beispiel zeigt das Stern-Gerlach-Experiment, dass Silber-Atome, und
letztlich Elektronen, einen Drehimpuls von j = 1/2 tragen, der offensichtlich kein Bahndrehimpuls sein kann. Er

wird als Figendrehimpuls oder Spin S bezeichnet und kann bei verschiedenen Teilchen halb- oder ganzzahlig sein.
Teilchen mit halbzahligem Spin nennt man Fermionen, Teilchen mit ganzzahligem Spin Bosonen. Beispiele

fiir elementare Fermionen sind die Leptonen (wie das Elektron) und Quarks und fiir Bosonen die Quanten der

Wechselwirkungsfelder (Photonen, W, Z, Gluonen, evtl. Gravitonen) sowie das Higgs-Boson.
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8.2.1 Matrixdarstellung

Wir kénnen jetzt die Matrixelemente der relevanten Operatoren in der Basis {|j, m)} bestimmen. Dies ist niitzlich
fiir praktische Rechnungen. Zunéchst gilt trivialerweise

Goml T m') = B 55+ 1) 558, (8.60)
(G, m| gz, m"y = hm 6,8 (8.61)
Aus Gl. (8.52) erhalten wir
(GymlJelf',m') = h/5' (5" + 1) = m/ (m! £ 1) 6556 mr 1 (8.62)
Aus Jy = J, + ijy folgt
Jp = J*;‘]‘ (8.63)
J, = % (8.64)
Daher ist
(Gym| Jolg',m'y = g Vi G+ 1) = m/(m! + 1) 61 + V3 (G4 1) = m/ (0 = 1) e 1] 655, (8.65)
Gomldyli'sm')y = 2—7"1 (V' G+ 1) = m/ (' + 1) G i1 = V3 G+ 1) = /(0 = 1) O 1] 8- (8.66)

Als Beispiel schreiben wir die Matrixdarstellung fiir j = j' = 3/2 explizit auf, wobei wir die Basisvektoren in der

Reihenfolge %,%), %,%), %,—%>, %,—%> nehmen:
0 V3/2 0 0
- [V3/2 0 1 0
Jo=h| " ) 0 VEal| (8.67)
0 0 Vv3/2 o0
0 —iv3/2 0 0
- |iv3)/2 0 —i 0
Jy=nh|""] ) 0 a2l (8.68)
0 0 iv3/2 0
3/2 0 0 0
- 0 1/2 0 0
L=hl o g 120 | (8.69)
0 0 0 —3/2
15/4 0 0 0
T2 =i 15/4 = 0 0 (8.70)

0 0 15/4

8.2.2 Spin 1/2

In der Vorlesung Quantentheorie 2 wird gezeigt, dass Teilchen mit dem Spin 1/2 die einfachste Moglichkeit
darstellen, wenn man folgendes fordert:

e Die Dynamik soll durch eine lineare Gleichung von erster Ordnung in der Zeit beschrieben werden.

e Die Beschreibung soll kovariant sein, d.h. mit der Speziellen Relativitédtstheorie vertréglich.
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Man findet auch, dass dieser Spin mit einem magnetischen Moment verkniipft ist. In diesem Abschnitt betrachten
wir den Fall j = s = 1/2 genauer. Er beschreibt nicht nur die wichtigsten fermionischen Elementarteilchen,
sondern ergibt auch das einfachste nichttriviale Quantensystem. Fiir s = 1/2 existieren nidmlich nur zwei linear
unabhiingige Zustéinde |s, m):

|3.5) =11 (8.71)
und

L1y = [4). (8.72)

Der Hilbert-Raum ist also zweidimensional. Zweikomponentige Vektoren nennt man Spinoren. Alle Operatoren
konnen als 2 x 2-Matrizen dargestellt werden. Durch Auswertung der Gleichungen (8.61), (8.65) und (8.66) findet

man A
Si = 5 O, (873)

wobei g1, 09 und o3 die sogenannten Pauli-Matrizen sind:

S (g’ é) : (8.74)
oy =0, = <? _OZ> , (8.75)
S ((1) _01> . (8.76)

2 2 1 1
th(o?+o§+o§)=%<1 0>=h22<+1>]1, (8.77)

Wir finden

518

4 4 \0 1 2

was den korrekten (zweifach entarteten) Eigenwert h2s(s + 1) mit s = 1/2 hat. Der Hamilton-Operator fiir einen
Spin 1/2 in einem Magnetfeld in z-Richtung lautet nun zum Beispiel

- = 5 A h(1 0
wobei g =~ 2 der g-Faktor und pp das Bohrsche Magneton sind. Ein Wert von g = 2 ergibt sich in der relativisti-
schen Dirac-Quantenmechanik, siche Vorlesung Quantentheorie 2.

8.2.3 Die Bloch-Kugel

Es stellt sich die Frage, wie der Zustandsvektor |1)) € H = C? eines Spins der Linge 1/2 mit der Richtung des
Spins im Realraum R? zusammenhiingt. Wir konnen Spins eine Richtung im Realraum zuordnen, weil sie an das
B-Feld koppeln. Die Richtung kann durch einen Einheitsvektor n (kein Operator!) beschrieben werden, den wir
durch sphérische Winkel ¢ € [0, 7], ¢ € [0, 27| parametrisieren: In kartesischen Koordinaten sei

sin ¥ cos ¢
A= | sindsingp | . (8.79)
cosv

Alle 7 bilden natiirlich eine Einheitskugel im R3, die Bloch-Kugel.
Wir betrachten nun Zustinde

U . U
|9, ) := cos B [1) 4 €*¥ sin 5 [1). (8.80)

Die Abbildung von Strahlen im zwei-dimensionalen Hilbert-Raum eines Spins der Linge 1/2 auf die Bloch-Kugel
ist bijektiv. Die Parametrisierung durch sphérische Winkel ist, wie iiblich, eindeutig aufler an den Polen der
Bloch-Kugel (¢ = 0 und ¢ = 7).
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Der Erwartungswert des Spin-Vektors in solchen Zustédnden ist

Oz

(8) = (0,131, 0) = 5 0ol | 0 | 16.) (3.81)
o
mit den Komponenten
<Sm> = g(cosg (T +e % sing (H) (? (1)) (cosg |1) + e*? sing |¢>)
= g (cos g e'? sin g + e sin g cos 5)
= hcos g sin g cos p = g sin ¢ cos @, (8.82)

h 9 ’ ) —i 9 ) 9
0:2@%2W+f”m2@06 J)@“2“+é%m2“)

I 9, 9 , 9
_he o Ui Ve OO
2( icos 5 € sing e sm2cos2)
A ho. .
= hcos Fsingsing =g sin 9 sin ¢, (8.83)
A I 9 , v 1 0 ) ; 9
_n v —ip gin 2 v i gin 2
(5) =5 (cosg v eesin g (1) () (cos gm0+ csin g 1)
_h 20U U\ h
=35 (cos 5 —sin 5) =5 cos . (8.84)
Also erhalten wir R "
(S) = 5 (8.85)

Der Zustand |9, ¢) beschreibt daher einen in der Richtung von 7 ausgerichteten Spin 1/2. Die Verallgemeinerung
auf Drehimpulse beliebiger Linge j ist moglich.

8.3 Drehoperatoren

Fiir einen Einheitsvektor 7 ist J - 7 die Drehimpulskomponente entlang 7 und hermitesch (und beschrinkt und
daher selbstadjungiert). Daher ist

Do (7)== exp (f% J ﬁa) mit o« € R (8.86)

unitér. ﬁa(ﬁ) ist ein Drehoperator, der einen Zustand um den Winkel ov um die Drehachse parallel zu 7 dreht.
Wir zeigen dies hier nicht allgemein, sondern iiberzeugen uns anhand des Falles j = s = 1/2, dass sich D, (/) wie
erwartet verhélt.

Fiir Drehungen um die z-Achse gilt

Do (2) = exp (f% Sza) = exp (7% &Zoz) = (e;a/Q eig/Q) . (8.87)

Die letzte Gleichheit gilt, da o, diagonal ist. Man kann sich leicht iiberzeugen, dass alle Matrixelemente gleich
sind. Alternativ zeigt man mit Hilfe der Potenzreihenentwicklung

exp (_% &Z) - ,;) % (‘%)n"? =2 %(_%)n (1(? (—2)71)

n=0
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e*ia/2 0
:( i emm)' (3.88)

a Ca
(cosQ—zsm2 0

Wir finden also

D, (2) = a) = COS% 1—isino 0. (8.89)

0 cos%+isin§ 2

Aber die z-Achse ist nicht ausgezeichnet. Wir erhalten daher analoge Ausdriicke fiir beliebige Richtungen 7:

Dao(f) = exp (ffﬁ.m) —cos 21— isine -, (8.90)
h 2 2
wobei
Oz
i:=|o, (8.91)
0z

der oft verwendete Vektor der Pauli-Matrizen ist.
Wir betrachten nun zunéchst die Drehung von |1) um 90° um die y-Achse:

[y = ﬂ/z( ) 1) = (cos%]l—zsm ory>|T> (\; \f )|T>

50050

Sy = oy = 1 (? (1)) = G) 57 (1) "o (3.93)

|1b) ist also ein Eigenzustand von S, mit dem (maximalen) Eigenwert //2, d.h. der Spin im Zustand |t zeigt in
die z-Richtung. Das erwarten wir auch, wenn wir |1) (zeigt in die z-Richtung) um 90° um die y-Achse drehen.

Nun ist

<

114

Was passiert, wenn wir |1) um 180° drehen? Dann erhalten wir

W) = Da(@)| 1) = (cos T L —isin Toy, )| 1)

——iot=(7 ) (3) = () =10 (394)

Der Spin zeigt in die negative z-Richtung, auch wie erwartet.
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Eine Drehung um 360° ergibt
") = Do (§)|1) = (cosw 1- isinway)|’r> =—|1). (8.95)

Das ist derselbe Zustand wie |1), der Spin zeigt also wie erwartet wieder in die z-Richtung. Aber in Systemen
mit mehr als einem Spin sind Phasenfaktoren relevant und speziell der Faktor —1 unter Rotationen um 360°
ist wesentlich. Er tritt allgemein bei halbzahligen Spins (also bei Fermionen) auf. Halbzahlige Spins muss man
zweimal umdrehen, um wieder zum urspriinglichen Vektor zuriick zu kommen. Mathematisch héingt dies damit
zusammen, dass die Abbildung zwischen der Symmetriegruppe SU(2) eines Quanten-Spins zur Symmetriegruppe
SO(3) fiir Rotationen im Realraum 2 : 1 und nicht 1 : 1 (bijektiv) ist. Physikalisch ergeben sich daraus, zusammen
mit der Spin-Bahnkopplung, zuséitzliche Symmetrieeigenschaften. Ein Beispiel sind vierfache Entartungen von
Energiebéndern in kubischen Kristallen.

Die Kommutatorrelationen fiir Drehoperatoren sind auch interessant. Fiir das Beispiel j = s = 1/2 finden wir

[Da(2), Ds()] = [exp (—% gza),exp (—% S’yb’”

[ Oy in @ 61 .. B }
= [ COS — — 181l — O4,COS — — 781N —
2 27 2 9 Ty

(]l kommutiert mit allen Matrizen)

a B
= —sin— sin= [04,0,]
2 2 — =

=0,0y—0y0; = 210,

.o . fB
= - sm§ sin — o,

2
= 2sin < sin 5 Dy (2). (8.96)
2 2
Also speziell fiir Drehungen um 90°: . . R

Interessant hieran ist, dass diese Vertauschungsrelationen im Unterschied zu [J,., J,] = ifi.J. (und auch zu [#;, p;] =
ihd;;) keinen Faktor i enthalten. Das resultiert daraus, dass die Nichtvertauschbarkeit von Drehungen kein genuin
quantenmechanisches Phédnomen ist, sondern ein geometrisches. Schon klassisch héngt das Ergebnis von zwei
Drehungen um unterschiedliche Achsen von ihrer Reihenfolge ab, vgl. Vorlesung Theoretische Mechanik.

Es sei noch angemerkt, dass die Quantentheorie des Drehimpulses auch umgekehrt aufgezogen werden kann:
Man startet von den Drehoperatoren und ihrer geometrischen Nichtvertauschbarkeit. DaI}n konstruiert man die

Drehimpulskomponenten als Generatoren der Drehungen im Sinne von Dy, (7)) = exp(—+ J - ha).

8.4 Addition von Drehimpulsen

Oft untersucht man Systeme mit mehreren gekoppelten Drehimpulsen. Dies kénnen Spin und Bahndrehimpuls
desselben Teilchens sein oder auch Drehimpulse verschiedener Teilchen. Ist das System insgesamt rotationsinva-

riant, so ist der Gesamtdrehimpuls J erhalten, also
[J.H] = 0. (8.98)

Die einzelnen Drehimpulse ﬁ, von Teilsystemen sind i. A. nicht erhalten. Der Zustandsraum fiir mehrere Drehim-
pulse ist nach 7.1.3 das Tensorprodukt der Hilbert-Rdume der einzelnen Drehimpulse 7;,:

H=H, OH® ... (8.99)

Es ist niitzlich, die Zustéinde des Gesamtdrehimpulses mit denen der einzelnen Drehimpulse in Beziehung zu
setzen. Dabei werden wir auch herausfinden, welche Gesamtdrehimpulse sich iiberhaupt ergeben kénnen. Wir
beschranken uns hier auf den Fall der Kombination zweier Drehimpulse. Mehr als zwei kann man im Prinzip
kombinieren, indem man konsekutiv jeweils einen hinzufiigt.
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8.4.1 Abzihlung der Zustéinde
Wir betrachten zwei Drehimpulse der Léngen j; und j2, d. h.

72 =h%1(h + 1) 125, 41, (8.100)
7% = W2ja(ja + 1) Loj, 41, (8.101)

wobei 1 die k X k-Einheitsmatrix ist. Die Hilbert-Rdume H; und Hs haben die Dimensionen 2j; + 1 bzw. 255 + 1.
Der Hilbert-Raum H des Gesamtsystems hat daher die Dimension (2j; +1)(2j2+1). Als Basen von H,,, n = 1,2,
nehmen wir die Eigenzustinde zu (j:’;f und) jnz, also {|jn, mn) |mpn = —jn, —Jn +1,...,jn}. Eine Basis von H ist
die Produktbasis bestehend aus den Vektoren

|71J2; mima)) := |51, m1)|j2, m2). (8.102)

Fiir den Gesamtdrehimpuls schreibt man meist

>

J= (8.103)

o

+

Sv

Aber diese Schreibweise ist nicht ganz sauber, weil 7J; 31 auf Hq, J j2 auf Hs, J aber auf H = H; ® Ho wirkt. Korrekter
miissen wir 77 und 75 auf H erweitern. Dabei soll 77 mit Drehimpuls 2 nichts tun und umgekehrt. Daher schreiben
wir korrekter

T=h®1? +10 g j, (8.104)

wobei 1(") jeweils der Einsoperator auf dem anderen Faktorraum ist. Im folgenden verwenden wir aber die
abgekiirzte Schreibweise aus Gl. (8.103). Man kann nachrechnen, dass gilt

[J;, J;] mze”ka, (8.105)

Ku

[J2.4] =0 (8.106)

fir ¢,j = z,y, 2. J ist also wirklich ein Drehimpuls. (Das ist nicht tr1v1al da die Vertauschungsrelatlonen nicht

linear sind. Zum Beispiel ist das negative —J eines Drehimpulses J kein Drehimpuls.) Daher haben J J2 und J,
Eigenwerte der iiblichen Art. Weiter zeigt man

72,77 =0, (8.107)
(72,0.] =0 (8.108)

fir n = 1,2. Es gibt also ein gemeinsames vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigenzustédnden zu j’l, 72, J 2
und J.. Dlese Eigenzusténde bezeichnen wir mit |j1j2, JM), wobei die Eigenwertgleichungen lauten

J1 Cgay IM) = 1251 (jr + 1) |jrj2, TM),
72|g1das IM) = B2 (jz + 1)|j1 a2, JM),
T2 jrga, IMY = B2I(J + 1)|jrja, JM),
J |71d2, JM) = hM |j1 72, JM).

Wir wollen die Eigenzusténde |j; j2, JM) mit den Produktzustidnden |j1j2; m1ma)) in Beziehung setzen. Wir haben

noch nicht gezeigt, dass ff, 532, J?2 und J, ein maximaler Satz vertréglicher Observabler ist. Im Prinzip kénnte es
also sein, dass wir in |j1j2, JM) noch weitere Quantenzahlen brauchen, um ein vollsténdiges Orthonormalsystem
zu erhalten. Mit anderen Worten, es konnte mehr als einen linear unabhéngigen Zustand mit denselben Werten
von J und M (und trivialerweise j1, j2) geben. Wir bezeichnen diesen Entartungsgrad mit g(J, M). Aus einem
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Zustand mit Quantenzahlen J, M koénnen wir durch Anwendung von ji immer eine ganze Leiter von 2J + 1
Zustinden mit M = —J, ..., J erzeugen. Daher hiingt der Entartungsgrad nur von .J ab: g(J, M) = g(J).
Nun ist |j172; mimse)) schon Eigenzustand zu J,, denn

Jolgrga; mama)) = (Giz + J2z)|g172; mima))
= (J1zl71, m1))|g2, ma2) + |j1, m1)J2z |52, m2)
= h(m1 + ma)|jij2; mams)). (8.113)

Der zugehorige Eigenwert ist offenbar M = mj +ma. Also ist |j1j2, JM) eine Linearkombination nur von solchen
|7172; mime)), die my + mg = M erfiillen. Die Zahl n(M) der Paare (my,ms), die dies erfiillen — und damit den
Entartungsgrad des Eigenwerts M — erhilt man mittels des folgenden Diagramms (hier fiir j; = 2 und jo = 3/2):

ny

\X\ \X\ N \X\ x

X X X X
— —— ; — .
X X X X
RS . . M+ my=const =M
X X X X X
Wir finden
0 fiir [M] > ji + o,
n(M) =< ji+j+1—|M| fiir |j;— o <|M|<j1+ ja, (8.114)

2min(j1,jo) +1  fiir 0 < [M| < [j1 — jal-

Andererseits erhalten wir fiir jeden erlaubten Wert von J > |M| gerade g(J) linear unabhiingige Zustéinde mit
der Quantenzahl M. Also gilt

n(M) =n(M|) = Y g(J), (8.115)

J>|M|
wobei wir g(J) = 0 setzen, wenn J gar nicht vorkommt. Es folgt

n(IMl) =n(M[+1) = > g(J)= > g(J)=g(IM]). (8.116)

J>|M| J>|M|
Das Argument |M| kénnen wir umbenennen:
g(J)=n(J) —n(J+1). (8.117)

Daraus folgt, mit Gl. (8.114),
0 fir J > j1 + jo,
g(J) =<1 fir|j —jo| <J <1+ jo, (8.118)
0 fﬁI‘J<|j1—j2|.
Also sind nur die Werte
J=1ljr = jals 71 = Jal + 1,1 + Ja (8.119)

erlaubt und es gibt keine weitere Entartung. Zu jedem J erhalten wir natiirlich

M=—J—J+1,...,J. (8.120)

131



Beispiel: Fiir die Kombination zweier Spins j; = jo = 1/2 erhalten wir die Zusténde
% %, 0 0> } Singulett,

33 1-1)

% %, 1 O> Triplett.
11
3311
Die drei Zustédnde des Tripletts sind entartet, wenn das System rotationsinvariant ist. Wird die Entartung aufge-
hoben, z. B. durch ein Magnetfeld, so spalten die Eigenenergien in drei Werte auf. Spektroskopisch erkennt man
dies typischerweise an der Aufspaltung einer Spektrallinie in drei Linien im Magnetfeld, daher die Bezeichnung

,, Triplett*.

8.4.2 Clebsch-Gordan-Koeflizienten

Wir haben gesehen, dass die Zustinde [j1j2, JM) eindeutig sind und sich als Linearkombinationen von
|7172; mime)) mit my + mo = M schreiben lassen miissen. Jetzt bestimmen wir die Koeffizienten in dieser Line-
arkombination. Es gilt

e, IM) = > |jidss mama) (1 mama| i ja, TM)
J1,3%,m1,me
= Z |7192; mime)) (41J2; mima|jij2, JM)
My = M
= Z {(7172s mimaljrgz, T M)|j152; mama)). (8.121)

my,mg
mi+mo =M

Die Koeffizienten nennt man Clebsch-Gordan-Koeffizienten und fiihrt das Symbol
(J1g2s mama| M) := ((j1j2; mameljvja, J M) (8.122)

ein. Sie hingen per Konstruktion nur von den Gréflen j1, jo, m1, mo und J ab (M = m; + my ist redundant), also
z. B. nicht davon, ob die beiden einzelnen Drehimpulse Spins oder Bahndrehimpulse oder selbst auch zusammen-
gesetzte Drehimpulse darstellen. Mit dieser Abkiirzung schreiben wir

g, IM) = (Grjas mama| TM) [jrja; mama)), (8.123)

my,ma

wobei wir die Summe iiber alle my, mo laufen lassen; fiir nicht vorkommende Terme ist einfach (j1j2; mime|J M) =
0. Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, dass gilt

(J1jesmame|JM) =0 fiir my +mg # M, (8.124)
<j1j2;m1m2‘JM>:0 fiir J < |j1—j2|0d€I'J>j1 + ja. (8125)

Um die Clebsch-Gordan-Koeffizienten eindeutig festzulegen, miissen wird die Phasen von |j1j2, JM) (relativ zu
denen von |j1j2; mims))) wihlen. Wir vereinbaren

o (juj2; 1 (J—j1)JJ) €RT,
M~ N——

e fiir alle anderen Koeffizienten ergibt sich die Phase durch Anwendung der Auf- und Absteigeoperatoren Jy
des Gesamtdrehimpulses mittels Gl. (8.52).
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Mann kann zeigen, dass dann alle Koeffizienten reell sind.

Da Gl. (8.123) eine unitére Transformation darstellt, sind die (j1jo; mima|JM) fiir feste j1, jo Komponenten
von unitiren Matrizen. Da sie alle reell sind, sind diese Matrizen auch orthogonal (d. h. sie erfiillen OTO = 00T =
1). Aus der Unitaritit bzw. Orthogonalitiit folgt

> (jrjasmama| JM) (jrja; myma| ' M') = 6558 pme, (8.126)
mimse
> (rga; mamal JM) (G ja; mymb | TM) = 6y, mt Sy - (8.127)
mimsa

Die Koeflizienten sind gleich eins, wenn die Linearkombination nur einen Term enthilt. Das ist der Fall, wenn
einer der Drehimpulse die Lange Null hat,

(05 m Oljm) = (05 0mljm) = 1, (8.128)
und fiir zwei parallel zur gemeinsamen Quantisierungsachse ausgerichtete Drehimpulse,
(Jrd2; 12l (Gi+i2) (iti2)) = (udes (—i1) (=d2)[(Ji+i2) (—ji—J2)) = 1. (8.129)

AuBerdem kann man unter Verwendung von J4 folgende Rekursionsformeln beweisen:

VI(J +1) = M(M + 1) (jijz; mama| JM) = \/j1(j1 + 1) — ma(ma + 1) (jija; (ma+1) ma|J (M+1))

+ V2 (j2 + 1) — ma(my + 1) (jujz; ma (ma+1)]J (M+1)),
(8.130)

VI(T +1) = M(M = 1) (jijzs mama| JM) = \/j1(j1 + 1) — mi(m1 — 1) (jija; (m1—1) ma|J (M—1))

+ VG2 + 1) = ma(my — 1) (jrjz; ma (ma—1)]J (M—1)).
(8.131)

Mit den angegebenen Beziehungen kénnen alle Koeffizienten bestimmt werden. In der Praxis entnimmt man sie
Tabellen. Beispiel: Fiir zwei Spins 1/2 erhélt man

Canoaw 1 1N BB - oD i - i
00 Ja a3 - vahE a2 % A

(8.132)

331 -1 =IO, (8.133)

,Hszmm%mm7 s

33,11) =11 (8.135)
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Kapitel 9
Symmetrien

In diesem Kapitel werden wir kurz einige Konzepte besprechen, die bei der Betrachtung von Symmetrien quanten-
mechanischer Systeme wichtig sind. Aus den Symmetrien eines Systems kann man — wie schon in der klassischen
Mechanik — viel iiber seine Eigenschaften lernen. In der Quantenmechanik erhélt man z. B. Informationen iiber
die Entartungen von Eigenwerten und iiber strikt verschwindende Matrixelemente, die zu Auswahlregeln fiir
Ubergiinge gestorter Systeme fithren. Wir kénnen hier nur die Grundlagen besprechen, auf die in weiterfiihrenden
Vorlesungen, z. B. zur Gruppentheorie in der Physik, aufgebaut wird.

9.1 Unitére Transformationen
Wir hatten in 7.2.2 gesehen, dass beobachtbare Groflen invariant sind unter unitdren Transformationen
@) = Ula),
U:{al — (o0, (9.1)
A — UAUT
Der Grund ist, dass U beliebige Matrixelemente (a|A|3) abbildet auf
U((alAlB)) = (UTTATU|B) = (o] A|B). (9.2)

Die Transformation U wird offenbar durch den unitédren Operator U charakterisiert, wobei U bis auf einen irre-
levanten Phasenfaktor eindeutig ist. (Ein Phasenfaktor ist irrelevant fiir Zustinde und hebt sich in der Transfor-
mation der Operatoren A heraus.) Die Eigenschaften von U ergeben sich oft aus der physikalischen Bedeutung
der jeweiligen Transformation. Als Beispiel betrachten wir die Raumspiegelung (Inversion) P, die durch den
Parititsoperator U = P vermittelt wird. Inversion kehrt alle Orts- und Impulskomponenten um:

PPt = —py,

Pp, Pt = —p,. (9.4)
Daraus folgt fiir den Bahndrehimpuls o .

PL;P" = +1,. (9-5)

Wir fordern hier, dass auch der Spin gerade unter Inversion ist; im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik
kann man dies zeigen:

Wie wirkt P auf Zustéinde? Zustéinde im Produktraum fiir Spin und riumliche Bewegung lassen sich als zwei-
komponentige (Spinor-) Wellenfunktionen

= (519) - (582)
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darstellen. Der zugehorige ,,Zeilenspinor* ist
(V1 (7), %} (7). (9:8)

Ein beliebiges Matrixelement von 7 lautet in Ortsdarstellung

(WIAlp) = / @B 1 (7) 7o)

= / dPr ot (F) Pt PFPT Po(P)

Analog lauten die Matrixelemente des Spins

& Po(F). (9.10)

Damit die Matrixelemente unter der unitdren Transformation mit P invariant sind, muss gelten

Po(7) = () (9.11)
und
PI (7 PY =t (=), (9.12)

denn dann ergibt sich

Widle) == [ drutnro-n "= - / Erol @) (e =+ [ Erdt e 019
und

(¥]Slp) = /d?’rwT F)fmp Tt /d%z/ﬁfg o(7). (9.14)

P kehrt also, wie erwartet, das Ortsargument der Wellenfunktion um, dndert aber nichts am Spinor. Insbesondere
wird der Spinor nicht invertiert. Auf dem Spin-1/2-Hilbert-Raum lisst sich P als 2 x 2-Einheitsmatrix 1 darstellen.

9.1.1 Transformationsgruppen

Die unitéren Transformationen auf einem Hilbert-Raum bilden eine Gruppe. Diese Aussage beruht auf folgenden
Erkenntnissen:

1. Das (Gruppen-) Produkt zweier Transformationen mit den unitéiren _Operatoren Uy und U, ist wieder eine
unitéire Transformation mit dem Operator U, Us,. Insbesondere ist Uy U unitér. Diese Gruppenmultiplikation
ist assoziativ, da die Multiplikation von Operatoren assoziativ ist.

2. Die identische Transformation mit U = 1 ist das neutrale Element der Gruppe.

3. Das Inverse einer Transformation ist durch den inversen Operator U=yt charakterisiert, der wegen der
Unitaritét von U immer existiert.

Die Gruppe ist i. A. nicht kommutativ, da verschiedene unitidre Operatoren nicht kommutieren miissen.

Fiir einen endlichdimensionalen Hilbert-Raum der Dimension N ist die vollstindige Transformationsgruppe
isomorph zur Gruppe U(NV) aller unitéiren N x N-Matrizen. Da ein skalarer Phasenfaktor e!® keine Konsequenzen
hat, kann man ihn festhalten, z. B. durch die Forderung det U = 1VU. Dies fithrt auf die Spezielle unitire Gruppe
SU(N) aller unitiren N x N-Matrizen mit Determinante 1. Oft interessiert man sich fiir Untergruppen der vollen
Transformationsgruppe.
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9.1.2 Symmetrien
Man sagt, eine Transformation lédsst eine Observable A invariant, wenn gilt
UAU' = A. (9.15)

Es ist wichtig, dass hier A fiir sich allein invariant unter der Anwendung von U ist. Das geht iiber die letztlich
triviale Invarianz von Matrixelementen unter simultaner unitéarer Transformation von Operatoren und Zustédnden
hinaus.

Beachte, dass die Gleichung dquivalent ist zu

UA=AU « AU-UA=0 <« [AU]=0. (9.16)

Eine Transformation lisst eine Observable also genau dann invariant, wenn der zugehorige unitdre Operator mit
der Observablen kommutiert.
Man kann nun leicht folgendes zeigen:

1. Lassen Ul und UQ eine Observable invariant, so gilt dies auch fiir Ul Ug.
2. Die Identitét 1 lisst jede Observable invariant (das ist natiirlich trivial).
3. Lisst U eine Observable invariant, so gilt dies auch fiir U-1=0".

Es folgt, dass die Transformationen (bzw. die unitéiren Operatoren), die eine Observable A invariant lassen, eine
Gruppe bilden. Diese nennen wir Symmetriegruppe von A. Sie ist offenbar eine Untergruppe der vollen Transfor-
mationsgruppe. Beispiel: Eine Komponente des Drehimpulses, o. B.d. A. jz, kommutiert mit Drehoperatoren um
die z-Achse, aber nicht mit Drehoperatoren um andere Achsen und auch nicht mit anderen unitéiren Operatoren.
Die Symmetriegruppe von J, ist daher {ba(é) ‘ a € [0, 27r[}. Der Bereich von « ist eingeschrénkt, da o = 27
dasselbe ergibt wie o = 0. Die Gruppe ist isomorph zu

U(1) = {e"* | e € [0,2n[}. (9.17)

(Fiir halbzahlige Spins ergibt sich eine Subtilitét aus Doy (2) = —1, auf die wir hier nicht eingehen.)
Besonders wichtig ist die Symmetriegruppe des Hamiltonians H, meist Symmetriegruppe des Systems oder
einfach Symmetriegruppe genannt. Sie umfasst alle Transformationen bzw. unitdren Operatoren U mit

UHUY = H (9.18)
oder dquivalent mit o
[H,U] =0. (9.19)
Nun kann man jeden unitidren Operator schreiben als
U =e8, (9.20)
wobei B hermitesch ist. Fiir GL. (9.19) ist hinreichend, dass
[H,B] =0 (9.21)

gilt; ist B also eine Erhaltungsgrofie, so folgt eine unitéire Symmetrie. (Manchmal bezeichnet man auch unitére
Operatoren, die mit H kommutieren, als Erhaltunsgrofien, obwohl sie keine Observablen darstellen.) Die Um-
kehrung gilt nicht allgemein. Zum Beispiel ist jedes System mit Drehimpuls ganzzahliger Lénge j trivialerweise
invariant unter

~ 2w oS
Do (i) = exp (—% J- n) =1, (9.22)

aber daraus folgt nicht, dass jede Drehimpulskomponente J - eine Erhaltungsgrofie ist. Dies folgt aber, wenn das
System invariant unter allen Drehungen um die Achse 7 ist. Denn dann ist es insbesondere invariant fiir beliebig
kleine Drehwinkel und wir kénnen entwickeln:

<~
>
Q

Do (R) = exp (—i I ﬁa)

1%

1- (9.23)

=
SRS
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und [H, Da(ﬁ)] = 0 impliziert dann [I:I, J- ﬁ] =0.

Die Wichtigkeit der Symmetriegruppe fiir Entartungen von Eigenenergien kann man leicht einsehen: Sei U
der unitéire Operator eines Elements der Symmetriegruppe und sei |¢) ein Eigenzustand von H zur Energie E.
Dann gilt

H|p) = Ely) (9.24)
= UH|Y) =UE) = EUY). (9.25)

Wegen der Symmetrie ist [ﬁ , m = 0, also folgt
HU) = EU). (9.26)

Damit ist U[¢)) ebenfalls ein Eigenzustand von H zur Energie E. Unterscheidet sich U[¢)) von [¢)) nur um einen
Phasenfaktor, so beschreiben U]t) und |¢) denselben Zustand. Andernfalls sind U|1) und |¢) linear unabhéingig
und beschreiben unterschiedliche Zusténde. Der Eigenwert F ist dann (mindestens zweifach) entartet. Das gilt
natiirlich fiir alle U aus der Symmetriegruppe. Ist der Eigenwert E n-fach entartet, so muss der entsprechende n-
dimensionale Unterraum des Hilbert-Raums invariant unter allen U aus der Symmetriegruppe sein. Die Existenz
und Dimension solcher invarianter Unterrdume untersucht man mittels der Darstellungen von Gruppen.

Beispiel: Der Drehimpuls J eines gewissen Atoms in einem Kristall sei durch den Hamilton-Operator
H=—kJ? (9.27)

beschrieben. Dies nennt man eine magnetokristalline Anisotropie, konkret fiir k > 0 eine ,leichte Achse“, weil
die Energie durch Ausrichtung des Drehimpulses entlang +Z minimiert wird. Die Symmetriegruppe enthélt be-
liebige Drehungen um die 2-Achse, D, (%) = exp (—% Jzoz), und dquivalent damit kommutiert H mit J, (und

auch mit J2). Die Zustéinde |5, m) aus der Standardbasis sind also Eigenzustéinde von H. Zusétzlich enthélt die
Symmetriegruppe aber auch Drehungen um 180° bzgl. beliebiger Achsen in der xy-Ebene,

A s, N

D () = exp (—f J- n), nlz. (9.28)

Wir zeigen dies fiir n = 2:

D (&) H DI(#) = —k Dr() JZ Di(#)
==k Y Dx(&)|j, m)(j,m|J2[j,m') (j,m/| D} (2)

==k > i, =m) (G mBm S 3, M) (5, =] |da Dx(&)[5,m) = |5, —m)

2—%27‘02 214, —m) (G, —m Z—KZHZ 2 |3, m) (G, m|

— A (9.29)
Da |j,m) Eigenzustand von H zum Eigenwert E,, = —xh®m? ist, so folgt, dass D (2)|j,m) = |j, —m) ebenfalls

Eigenzustand zu derselben Energie ist. Die beiden Zusténde sind linear unabhéngig genau dann, wenn m # 0
ist. Daher sind die Energien F,, fiir m # 0 zweifach entartet und Fy (existiert nur fiir ganzzahliges j) ist nicht
entartet. Bei diesem einfachen Beispiel kann man dies natiirlich direkt sehen.

9.2 Zeitumkehr

In der klassischen Physik diskutiert man die Zeitumkehr: Kann ein physikalischer Prozess auch riickwérts in
der Zeit ablaufen? Oder exakter ausgedriickt: Wenn ¢ — (g(t), p(t)) ein mit der Hamilton-Funktion konsistente
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Zeitentwicklung der kanonischen Variablen (g, p) ist, gilt dies auch fiir ¢ — (g(—t),5(—t))? In diesem Abschnitt
besprechen wir kurz die Zeitumkehr in der Quantenmechanik.
Wir schreiben die Zeitumkehrtransformation analog zu Abschnitt 9.1 als

@) = Tla),
T:{(a] ~— (aT7, (9.30)
A = TAT
Aus dem Korrespondenzprinzip erhalten wir
Ti Tt =7, (9.31)
TpT~" = —pi. (9.32)
Daraus folgt o R
TL,T™' =L, (9.33)

und wir fordern (oder entnehmen der relativistischen Quantenmechanik), dass analog fiir den Spin gilt
P81 = 8, (9.34)

Aber fiir den Kommutator konjugierter Orts- und Impulskomponenten finden wir dann

[Fi, pi] = ih (9.35)
= T[inp| T =TihT™" (9.36)
= T(’I‘,pz plTZ)T_l = T’IﬁiT_lfﬁiT_l — Tﬁif_lffif_l

= —Tipi + DiT

= — [, pi] = Tin T (9.37)
———
=1ih

= —ih=TihT™". (9.38)

Hier tritt ein unerwarteter Vorzeichenwechsel auf. Da ein negativer Wert von A keinen Sinn hat, folgt
TiT™ = —i. (9.39)

Aber unitdre Operatoren erfiillen dies nicht — fiir sie gilt UiU~' = 4. T ist damit nicht unitdr, und, da der
Operator die Komplexkonjugation enthélt, noch nicht einmal linear. Ein Operator X mit

X (Mlwor) + Aaftr2)) = AT X[w1) + A3 X [4ha) (9.40)
heiBt antilinear. Den zu X adjungierten Operator definiert man wie iiblich durch

(01X p) = (Xvlp) = (p|Xy)" = (o X[0))". (9.41)

Erfiillt ein antilinearer Operator
XXt =XxTXx =1, (9.42)
so heifit er antiunitir. Die obigen Eigenschaften von T legen nahe, dass T antiunitir ist. Dies kann man auch
formal zeigen. Wir schrieben daher jetzt T fiir 71,
Man kann auch an der Schrédinger-Gleichung in Ortsdarstellung sehen, dass Zeitumkehr etwas mit Komplex-
konjugation zu tun hat: Aus

ih % (7, t) = Hip(7,t) (9.43)
folgt durch Umbenennung ¢ — —t, dass gilt
N RPN
'Lh r_t) ﬂ}(?", 7t) = H'l/)('l", t), (944)
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wobei H zeitunabhingig angenommen wurde. Es folgt

—ih % (7, —t) = Hip(7, —t) komplex konjugieren (9.45)
= ih % O*(F, —t) = H** (7, —t). (9.46)

Also ist ¢*(7", —t) eine Loésung der Schrodinger-Gleichung zu H*. TIst H reell, so ist Y*(7,—t) Losung der
Schrodinger-Gleichung zu H, genau wie (7, t). In diesem Fall nennt man das System zeitumkehrinvariant. Nun

ist in Ortsdarstellung 7} = #; und
ho\" h 0
MF: —_—— :——7:—/\2', 9.47
b (Z (97"1> ) 87’1' p ( )

Komplexkonjugation in Ortsdarstellung tut also genau das, was wir von der Zeitumkehrtransformation erwarten.
Beispiel: Der Hamiltonian eines Teilchens mit der Ladung ¢ im Induktionsfeld B = V x A lautet (minimale
Kopplung)

[ (;3*—?/1’(;))2, (9.48)

“m c

hier in Gauflschen Einheiten. Ein dufleres homogenes B-Feld in z-Richtung wird z. B. durch

—

A =Bz (9.49)
realisiert: 5 5
= . . FyAZ — EAZ/ 0
B=VxA=|ZA,-2A |=|0]|=:B (9.50)
9 o
32 Ay — %Az B

Hier sind § und Z Koordinateneinheitsvektoren, keine Operatoren. Dann ist

. 1 s~ ¢B 2
H:7(~_7 ) . 9.51
o (7= 2wy (9-51)
Zeitumkehr liefert 1 B 2 1 B 2
TAT = (== Tag) = o (F+ L ap). (9.52)
2m c 2m c

Das System ist also nicht zeitumkehrinvariant, es sei denn, es ist B = 0 (oder ¢ = 0). Ganz allgemein bricht ein
duBeres Magnetfeld die Zeitumkehrsymmetrie.
Man kann folgendes zeigen, die Beweise sind meist elementar:

1. Sei B = {|t1), |12), ...} eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raums. Die Komplexkonjugation K beziiglich
der Basis B ist definiert durch

K caln) =) Kla) =Y chltn). (9.53)

K konjugiert also Koeffizienten und lisst die Basisvektoren unveréndert. K héngt von der Wahl der Basis
ab, da die Transformation von einer Basis zu einer anderen komplexe Koeflizienten enthalten kann. K
ist offensichtlich antiunitér und erfiillt K2 = 1, also K-! = KT = K. Im letzten Beispiel wurde die
Komplexkonjugation beziiglich der Ortsbasis betrachtet.

2. Jeder antiunitidre Operator T lisst sich schreiben als
T=KU=VK (9.54)
mit unitdren Operatoren U , V. (Da K von der Basis abhéngt, gilt dies auch fiir U , V)

3. Ganz allgemein gilt: Ist U unitéir und 7' antiunitér, so sind U7 und TU antiunitér.
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4. Fiir zwei antiunitdre Operatoren S, T gilt: ST und T'S sind unitér. (Im Allgemeinen ist ST + T8 .) Aus

U:=8T (U unitér) (9.55)

folgt o
S=0UT". (9.56)

Zwei antiunitire Operatoren unterscheiden sich also immer um einen unitéiren Faktor. Daher ist es ausrei-
chend, eine einzige antiunitdre Transformation zu betrachten. Oft wihlt man die Zeitumkehr. Alle anderen
moglichen antiunitdren Transformationen sind Produkte der ausgewéhlten antiunitéren Transformation und
unitérer Transformationen.

5. Das Quadrat des Zeitumkehroperators ist
7?2=1 oder T?%=-1. (9.57)
Beweis: Zweimalige Zeitumkehr fithrt auf den Ausgangszustand zuriick, daher ist 72 ein reiner Phasenfaktor:
T? = e 1. (9.58)

Nun existiert ein unitidrer Operator Ur, so dass gilt T =UrK. Es folgt

UTKUTK = UTU;« = 6ia 1. (959)
Daraus folgt sofort o o _
UrUpUrUs = e 1 = €2 1. (9.60)
Andererseits folgt mit komplexer Konjugation
UrUp =e 1 (9.61)
und daher o o o o
UrUrUrpUp = Upe* Uy = e"*UrpUsn = e e 1 = 1. (9.62)
Wir erhalten also
et =1 (9.63)
= =4l (9.64)

Also folgt T2 = +1, was zu zeigen war.

9.2.1 Zeitumkehr, Drehimpulse und das Kramers-Theorem
Wie wirkt Zeitumkehr auf Drehimpulsoperatoren in der Standardbasis {|j,m)}? Wir wissen schon, dass gilt
TJ,TH= -1, 1=, 2. (9.65)

Mit Hilfe der Basis {|7,m)} kénnen wir .J; schreiben als

ji = Z Z |.7a m><j7m|ji|jl7m/><jl>ml‘ = Z Z |j7m><j7m|ji‘j7m/><j7m/|7 (966)

Jsm g',m’ Jj m,m’
wobei (j, m|J;|j,m’) die Matrixelemente von J; aus 8.2.1 sind. Der Zeitumkehroperator liisst sich schreiben als
T=UrK, (9.67)
wobei K die Komplexkonjugation beziiglich der Basis {|j, m)} ist. Es folgt

t = U RIE0) = —Op RO

>

~»

Ji
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==Y > UrKljom) (G, mlJilj,m’) (i, m'| KUY
: ’ N—————
Jomm Zahl!

= =35 Urlg,m(Gomlilg ') G| OF- (0.68)

Jj mm/’

Nun haben wir in 8.2.1 gesehen, dass die Matrixelemente von J, und J, reell und die von jy imaginér sind. Es
folgt

I . . . - 1 firi =z, z,
—Z Z UT|.]7m><jvm|J7‘jvm/><‘77m/|U’} X {_1 o

fiiri = y.
Jj mm/ ue=y

o U i
Ur J; }x{ e s (9.69)

1 furi=y.

Wir suchen also einen unitdren Operator UT, der die - und z-Komponenten des Drehimpulses umkehrt und die
y-Komponente unveréndert lésst. Dies erfiillt gerade die Drehung um die y-Achse um 180°. Also ist

Ur = Dy (5) = exp (—%T jy). (9.70)

Der Zeitumkehroperator lésst sich auf dem Hilbert-Raum eines Drehimpulses also schreiben als
T = exp (—% jy)f( (9.71)
Speziell fiir einen Spin 1/2 ist

T = exp (—% S’y)f(:exp (—% oy)f(: (cosg 1 —isingay) K

= (—io,)K = (2 _01> K. (9.72)

Es folgt fiir den Spin 1/2 und analog fiir alle halbzahligen Drehimpulse

L V) L ) et V) [ V) B ) R
reell

Fiir ganzzahlige Drehimpulse findet man dagegen T2 = +1. .

Die Identitdt 72 = —1 fiir halbzahlige Drehimpulse hat eine wichtige Konsequenz: Sei der Hamiltonian H
eines Systems mit halbzahligem Drehimpuls zeitumkehrsymmetrisch und sei |¢) ein Eigenzustand von H. Dann
gilt:

Hy) = EJ) (9.74)

= THp) =TE[) (9.75)
= THIT'T|y) = ET|y) (9.76)
= HTW)=ET). (9.77)

Also ist T|¢> ebenfalls Eigenzustand von H zu derselben Eigenenergie. Nun ist aber T|z/1) linear unabhéngig von
|1h). Beweis: Angenommen, 7'|¢)) und |¢) sind linear abhiingig. Dann gibt es ein ¢ € C, ¢ # 0 mit T|¢) = ¢ih) =
T2|) = Telp) = ¢*T|Y) = c*ev) = |c|?[¢). Andererseits ist T2]y)) = —|tp). Widerspruch!

Es folgt, dass fiir Systeme mit halbzahligem Gesamtdrehimpuls und Zeitumkehrsymmetrie jeder Eigenwert von
H mindestens zweifach und allgemein geradzahlig entartet ist. Diese durch zu —1 quadrierende Zeitumkehrsym-
metrie erzwungene Entartung nennt man Kramers-Entartung. Die Aussage ist Inhalt des Kramers-Theorems. Es
ist z. B. wichtig fiir die Festkorperphysik: Wenn man die Elektronen in guter Ndherung als nicht wechselwirkende
Quasiteilchen beschreiben kann, ist ein Ein-Teilchen-Bild anwendbar. Das Theorem sagt dann fiir den Fall mit
Zeitumkehrsymmetrie eine zweifache Entartung aller Eigenenergien voraus, unabhéngig von anderen Symmetrien.
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Kapitel 10

Zentralpotentiale

In diesem Kapitel beschéiftigen wir uns mit der Quantenmechanik eines Teilchens in einem dreidimensionalen
Zentralpotential V() = V (r). Als wichtigste Anwendung besprechen wir dann das Wasserstoff-Atom.

10.1 Allgemeines Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen der Masse M im Zentralpotential V (r). Einen mdoglicherweise vorhandenen Spin
des Teilchens beachten wir hier nicht. V(r) ist zunéichst eine beliebige (hinreichend gutartige) Funktion. Der
Hamiltonoperator in Ortsdarstellung lautet
i B
H=— =—— V(r). 10.1
2M+V(F) QMV +V(r) (10.1)
Aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials V ist es giinstig, zu Kugelkoordinaten iiberzugehen. Dann ist
(siehe Skript zur Theoretischen Mechanik)

10,0 19 ) 1
2_ - Y[ 29 — | sing — . 10.2
Vi=aa (T 87“) * 2sing 90 (Sm ae) T 2sm?0 02 (10-2)

Der erste Term fiihrt auf die kinetische Energie der Radialbewegung, die beiden anderen auf die Energie der
Tangentialbewegung. Es liegt daher nahe, zu vermuten, dass letztere mit dem Bahndrehimpuls zusammenhéngen.
Diesen Zusammenhang leiten wir nun her. Der Nabla-Operator lautet in Kugelkoordinaten

-~ .0 09 ® 0
V_TE+¥@+rsm9%’

(10.3)

wobei 7, 6 und ¢ Koordinateneinheitsvektoren und keine Operatoren sind. Der Ortsvektor erfiillt trivialerweise
=7 (10.4)

Daraus folgt, in Ortsdarstellung,

/
(@(989— ,é 8). (10.5)



Damit ist

2y 22 o 0 o 06 0 6 o0 .0 6 0 6 0
2 . :_2 D— D) — — D — e - . — _ JE—
LP=L-L=-h <“’89 Y96 Y96 smfop sinddp Y96 sind 0p sind agp)'

(10.6)

Hier tritt als Komplikation auf, dass die Koordinateneinheitsvektoren 7, é, ¢ von den Koordinaten r, 8, ¢ abhéngen
(anders als fiir kartesische Koordinaten). Es ist némlich, ausgedriickt in kartesischen Komponenten,

sin 6 cos ¢
7= | sinfsingy |, (10.7)
cos 6
. cos 6 cos p
0= |cosOsing |, (10.8)
—sinf
—sing
o= cosp |. (10.9)
0
Es folgt
o0 —sinfcos g
0= —sinfsing | = —7, (10.10)
—cos 0
o0 —cosfsinp
FPe cosfcosp | =cosf, (10.11)
v 0
96
a—? —0, (10.12)
. —cos @
gj = | —sinp | =2 x . (10.13)
v 0

Daraus folgt fiir das Drehimpulsquadrat

[:;2:_712 8724_@ r g_gb.A
062 sinf dp ~~~ 00 sinf Jy

0? cost O 1 0?
= = — — . 10.14
h (6‘92 + sinf 00 + sin® 6 8¢2> (10.14)

Mit
1 9 . ,0 1 o o

= ey COS % W’ (1015)

sind 26 ° ™% 59
ergibt sich schliellich

~ 2
L= —h2(1 9 o2 + 12 0 ) (10.16)

sinf 00 96 sin? 6 Op?

Damit finden wir, dass gilt

V2o 1 0 <r2 a) _ 52, (10.17)
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also

R 19,0 12,
=it (7 ) * e VO (1018)

Da L nur auf die Winkel wirkt, folgt

A A 1 S5 a

[, L] = 75 [£%, L] =0, (10.19)
A D 1 56 S

[H,L*] = AT [L?,L*] = 0. (10.20)

Da natiirlich auch [L2, L.] = 0 ist, bilden H, L2, L. einen Satz vertréiglicher Observabler und haben ein ge-
meinsames vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden |E, [, m), die wir nun bestimmen werden. Wir
haben bisher nicht gezeigt, dass es auch ein vollstdndiger Satz vertriglicher Observabler ist, so dass keine weite-
ren Quantenzahlen zur eindeutigen Angabe der Eigenzustéinde |E, [, m) erforderlich sind, vgl. Abschnitt 7.6. Wir
werden sehen aber sehen, dass das tatséchlich der Fall ist — fiir gegebene F, [ und m finden wir hochstens eine
Losung.

Die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung lautet

R? 1 0 0 1 >
[_QM Lo ( 8T) o LV |6 = Bo (7). (10.21)

Wir suchen gebundene Zustéinde (ungebundene Zustéinde werden in der Vorlesung Quantentheorie 2 behandelt).

Fiir diese fordern wir wieder, dass ¢(7) quadratintegrabel ist. Da L2 nur Ableitungen nach den Winkeln 6, ¢
enthilt, ist der Separationsansatz

() = R(r)Y (0, ¢) (10.22)
vielversprechend. Es folgt
—-Y(0,9) 0 (208 + R(r) ! LY (0,9) + V(r)R(r)Y (6,9) = ER(r)Y (0, ¢) (10.23)
omrz or ' ar " on? ¥ THAT )= " o) '
also 2 5 oR
1 9 1 1 2 _
2Mr? R(r) Or (7" 67‘) + 2Mr2 Y (0, ) LY (0, 0)+V(r) = E. (10-24)

Wir multiplizieren mit 2M/72? und bringen alle winkelabhiingigen Terme auf eine Seite,

= (91’ 5 L2Y(0,0) = 2Mr2 [E — V(1)) + B2 RET) % <r2 %f) . (10.25)

Die linke Seite héngt nicht von r ab, die rechte nicht von 8, ¢. Da die Gleichung fiir alle r, 8, ¢ gelten soll, folgt,
dass beide Seiten gleich einer Konstanten sind. Die Eigenwerte des Bahndrehimpulsquadrats L2 kennen wir aber

schon: L2 und L. haben gemeinsame Eigenfunktionen zu den Eigenwerten A2[(I+1) und Am mit [ = 0,1,2,... und
m = —I,...,l. Diese Eigenfunktionen nennen wir jetzt Y, (6, p). Es bietet sich also an, die Separationskonstante
als h21(l + 1) zu schreiben. Dann gilt fiir den Winkelanteil

L2Yim(0,0) = Rl +1) Vim0, 9), 1=0,1,2,..., m=—l,...,1 (10.26)

Um die Funktionen Y}, (0, ¢) zu bestimmen, miissen wir die Differentialgleichung

Lo (. .0 1o
[ 0 (9935) + g e 09 = 10+ DY 00 0

explizit 16sen. Als Randbedingung gilt dabei, dass die Funktion Y;,, (0, ¢) auf der Kugeloberfliche stetig sein muss.
Die Losung erfolgt durch weitere Separation der Abhéngigkeiten von 6 and . Die @-Abhéngigkeit ist einfach eine
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komplexe Exponentialfunktion, da die Koeffizienten nicht von ¢ abhéngen. Wir fithren die Losung hier nicht
durch, sondern geben nur die ersten paar Losungen (mit konventioneller Normierung) fiir kleine { an:

1
Yoo(0, ) = s (10.28)
Y10(0, ) = %0050, (10.29)
3 +i
Yi401(0,0) = F[ o sinf e, (10.30)
)
Y20(0, @) = Ton (3cos?0 — 1), (10.31)
s
15 +i
You1(0,0) = F[ o sinfcosfe™™, (10.32)
T
15 +2i
Yoxa(0,90) =/ 55— sin® @ e, (10.33)
7T

Die Y}, heiflen Kugelflidchenfunktionen. Allgemein lassen sie sich durch die assoziierten Legendre-Polynome P/™(2)
ausdriicken:

l

—

1 (1 —m)!

P me. 10.34
T (cosf)e (10.34)

Yim(0,¢) =

—~

Die Polynome sind gegeben durch

_ 22 m/2 l+m
PP (z) = (—ym L2 (d) (22~ 1)

201 dz
= (—1)l+m % (CZ)HW (1—2%)L (10.35)

Die Radialgleichung, d.h. die Gleichung fiir R(r), lautet nun
2Mr? [E — V(r)] + h? % % (r2 ‘f) =R +1) (10.36)
= —QETQ % <r2 Cj;j) % R(r) + V(r)R(r) = ER(r). (10.37)

Wie sehen die Randbedingungen aus? Fiir r — oo muss R(r) schneller als 1/r3/2 abfallen, so dass () quadra-
tintegrabel ist. Das Normquadrat lautet ndmlich

|[|? = /d37"|1/1(77)|2 = /drdﬂdgorQ sin @ [ (7)|2. (10.38)

Fiir ¢(7) ~ R(r) ~ 1/r3/2 ist das radiale Integral

oo 2 o0
d
/ dr = = / a (10.39)
0 r o T
was fiir grofle r logarithmisch divergiert.

Fiir r» — 0 fordern wir, dass ¢(7) und damit R(r) beschrénkt bleibt. Ein Pol der Form 1/r* mit o < 3/2 wére

in drei Dimensionen zwar quadratintegrabel, aber die Schrodinger-Gleichung lésst sich damit nicht erfiillen, i. W.

weil die zweite Ableitung V2 den Pol ,,verschlimmert®. Mit anderen Worten, Funktionen mit einem Pol bei 7 = 0
liegen nicht im Definitionsbereich D . Aus der Beschranktheit von R(r) folgt

lim rR(r) =0 (10.40)

r—0
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als zweite Randbedingung.
Es ist niitzlich, eine neue Funktion

u(r) :=rR(r) (10.41)
einzufithren. Es gilt

Pu ddu d
dTZ == di;f = (R4 rR)=2R + R (10.42)

und andererseits

d [ 5 dR ;o arn d*u
el ) =2 =r—. 10.4
o (r dr) TR +r°R e (10.43)
In der Radialgleichung erhalten wir
R? d*u BRI+ 1) V(r) E
n? d? R+ 1
_ A RUE) u(r) + V(r)u(r) = Bu(r). (10.45)

2M dr? 2Mr?

Die Randbedingungen lauten nun «(0) = 0 und u(r) — 0 fiir » — oo, schneller als 1/4/r.
Wir sehen, dass die Radialgleichung (10.45) dieselbe Struktur hat wie die Schrodinger-Gleichung in einer
Dimension mit dem effektiven Potential

R+ 1)
2Mr?

Der zweite Term ist das aus der klassischen Mechanik bekannte Zentrifugalpotential. Wir nehmen realistischerweise
an, dass V(r) fiir r — 0 nicht wie 1/r% oder noch stiirker divergiert. Dann dominiert fiir r — 0 der abstofiende
Zentrifugalterm, aufler fiir [ = 0.

Die Radialgleichung hat i. A. gebundene Losungen u,(r) = rR,(r), die zum diskreten Spektrum von Eigen-
energien E,, gehoren. Gilt lim, ., V(r) = 0, so sind die Energien der gebundenen Zustinde negativ, E, < 0,
sieche Abschnitt 6.1. Da die Radialgleichung [ (aber nicht m) als Parameter enthélt, werden die Eigenenergien
und Radialfunktionen i. A. von ! abhéingen. Wir schreiben also die Losungen der Radialgleichung als u,,;(r) bzw.
R,i(r) zu Eigenenergien F,;. n zéhlt nun die Losungen zu demselben [ ab, falls es mehr als eine gibt. Die vollen
Eigenfunktionen erhalten wir, indem wir Radial- und Winkelanteil wieder zusammensetzen:

1/}nlm(r) = Ru (T) Yim (9, 90) (1047)

zu den Eigenenergien E,;. Beachte, dass der Winkelanteil ¥}, (6, ¢) unabhéngig von der spezifischen Form des
Zentralpotentials V(r) ist. Zur Bestimmung von R,;(r) und E,; bendtigen wir aber diese Form.

Vo (r) = V(1) + (10.46)

10.2 Anwendung auf das Wasserstoff-Atom

Wenn wir die Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt auf das Wasserstoff-Atom anwenden wollen, bemerken
wir zunéchst, dass dieses gar kein Ein-Teilchen-, sondern ein Zwei-Teilchen-System ist. Wir kénnen jedoch wie in
der klassischen Mechanik auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten transformieren. Fiir die Relativkoordinaten
erhalten wir ein effektives Ein-Teilchen-Problem mit der reduzierten Masse

M= . (10.48)
Me + My

Dieses Ein-Teilchen-Problem wollen wir nun 16sen.
Das Potential V (r) ist in diesem Fall das Coulomb-Potential des Kerns (Protons),

1 e
= — - 10.4
v(r) dmeg T (10.49)
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Wegen lim,_,, V() = 0 haben gebundene Zusténde negative Energien F,,; < 0. Wir verallgemeinern das Problem

ohne zusétzlichen Aufwand auf die wasserstoffihnlichen Tonen mit nur einem Elektron (He™, Lit™*, ...

wir
1 Ze?
dmeg T

Vir)y=-

schreiben. Z ist die Kernladungszahl. Die Radialgleichung lautet nun

h? d? Ze? R2(1+ 1)
4 _E —0.
2M dr?  Amwegr + 2Mr2 u(r) =0

= Verr (1)

Vetr

Effektives Potential fiir [ > 0.

Durch die Reskalierung der Léngen- und Energieeinheiten erhalten wir eine iibersichtlichere Form:

pi=2--,
ap
1 E
2.+
n°: 72 Ep >0
mit dem Bohr-Radius A .
TEQ
= — =0,529A
ap 62 M )
und der Rydberg-Energie
h2
Eg = = 13,605eV
= 2Ma% PR eYs

vgl. Abschnitt 3.2.1. Damit wird die Radialgleichung

a2 I(l+1
UED 2| =0

2 " p p?

mit den Randbedingungen

u(0) =0,
u(p) = 0 fiir p — oo schneller als 1//p.

), indem

(10.50)

(10.51)

(10.52)

(10.53)

(10.54)

(10.55)

(10.56)

(10.57)
(10.58)

Die Losung dieses mathematischen Problems erfolgt &hnlich wie die des harmonischen Oszillators in Abschnitt 6.3:
Zunichst wird das asymptotische Verhalten bestimmt und als Faktor abgespalten. Dann wird der iibrigbleibende
Faktor in eine Potenzreihe in p entwickelt und gezeigt, dass diese abbrechen muss, um eine normierbare Losung

zu erhalten. Wir geben hier nur einige wichtige Schritte an.
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1. Asymptotisches Verhalten fiir p — 0: Hier kénnen wir zunichst den Term —n? gegeniiber 2/p vernachlissi-
gen. Fiir [ = 0 erhalten wir

(220 o)

Die mit u(0) = 0 vertréigliche Losung ist eine Bessel-Funktion,

u(p) = /2p J1(2v/2p), (10.60)
die sich fiir kleine p verhélt wie

u(p) = \/2p/2p = 2p. (10.61)
Also ist das asymptotische Verhalten u ~ p fiir [ = 0.

Fiir [ > 1 kénnen wir auch den Term 2/p gegeniiber —I(I+1)/p? vernachlissigen. Die resultierende Gleichung

(;;)2 N l(l;g U) w(p) = 0 (10.62)

hat die mit «(0) = 0 vertriigliche Losung

u(p) = ptt. (10.63)
Also erhalten wir fiir alle [ =0,1,2,... die asymptotische Form
u~ ptl (10.64)

fir p — 0.

2. Asymptotisches Verhalten fiir p — oo: Hier kénnen wir 2/p und —I(I+1)/p? gegeniiber —n? vernachliissigen
und erhalten die Gleichung

A u(p) =0 (10.65)
Die normierbare Losung lautet
u(p) = e ", (10.66)
3. Wir schreiben also
u(p) = p'*e” " P(p) (10.67)

mit einer noch zu bestimmenden Funktion P(p). Einsetzen in die Gleichung (10.56) ergibt

l+1 1—-n(l+1
P"(p) +2 <p — 77) P'(p)+2 77;) P(p) =0. (10.68)
Der Potenzreihenansatz -
P(p)=>_ aup" (10.69)
pn=0

fithrt nur dann zu einer fiir p — oo abfallenden Lésung, wenn die Reihe abbricht (ohne Beweis, aber &hnlich
zu Abschnitt 6.3). Also muss ein po = 0,1,2, ... existieren, so dass gilt

oy #0 und  ayuy11 = oppp2 =...=0. (10.70)

Dann ist P(p) ein Polynom vom Grad pg. Einsetzen des Potenzreihenansatzes in die Differentialgleichung
(10.68) ergibt

_ l+1 _ 1—nl+1
E aup(p —1)ph 2 42 (p — n) E aupp Tt 42 77(p) g aupt =0. (10.71)
1 7 u
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Mit Umbenennung des Summationsindex p in einem Teil der Terme erhalten wir

S o (p+ Dp 4200+ Dy (i + 1) = 2nagp+ 2(1 = n(l + 1)) o] o

= Z [ (1) (p+2(0+ 1)) + 20, (1 —n(p+1+1)] p*~ =0. (10.72)

Da die Potenzfunktionen p*~! linear unabhingig sind, miissen ihre Koeffizienten einzeln verschwinden.
Daraus folgt die Rekursionsformel

n(p+l+1)—1
(n+1)(p+2(1+1))

Die Potenzreihe bricht nach dem Term der Ordnung p = o ab, wenn gilt

Quyr =2 Q. (10.73)

n(o+1+1)—1=0 (10.74)
1
= —. 10.75
! o +1+1 ( )
Die Quantenzahlen pg =0,1,2,...,1=0,1,2,... und m = —I[,...,[ zdhlen nun die diskreten, gebundenen

Eigenzusténde ab. Es ist aber iiblich, die Hauptquantenzahl

ni=p+1+1=123,... (10.76)
zu definieren und die Zusténde durch n, I, m abzuzdhlen. Wegen | = n — pup — 1 und po = 0,1,2,... ist [
beschrénkt auf die Werte

l=0,1,...,n—1. (10.77)
Also ist z. B. fiir n = 1 nur [ = 0 moglich. Die Eigenenergien sind nun
E=—-Z°Epn® = _(uoffjfl)? = —Z:QER =: E,. (10.78)

Sie hingen offenbar nur von n, aber nicht von [ ab, obwohl auch [ als Parameter in der Radialgleichung
auftritt. (Von m kénnen die Eigenenergien ohnehin nicht abhéngen, weil m in der Gleichung nicht vorkommt.
Das liegt an der Kugelsymmetrie des Problems: Das Auftreten von m wiirde eine Drehimpulskomponente,
némlich L., auszeichnen.) Die Energieniveaus des Wasserstoff-Atoms haben also eine héhere Entartung,

namlich
n—1

> @+1)=n? (10.79)
1=0
als aufgrund der Rotationssymmetrie zu erwarten (ndmlich 21+ 1). Dies gilt nur fiir das Coulomb-Potential,
nicht fiir andere Zentralpotentiale. Das Ergebnis fiir F,, ergab sich schon aus der dlteren Quantentheorie
nach Bohr und Sommerfeld.

Die zu den Quantenzahlen n und [ gehérende Losungsfunktion P(p) ist ein sogenanntes Laguerre- Polynom,

P(p) = L2 (2np), (10.80)
mit der Definition
L) = (-1 S -1y (v)” z (10.81)
b = (p—k— !k + p)lu!
Hieraus erhalten wir u(p) und schlieBlich die urspriingliche Radialfunktion
3/2
Bualr) = (ZB> / T (n@ Z+_z)!1)! (2nr)' ™" L (26r) (10.82)

Normierungsfaktor
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Z
K= . (10.83)
nap
Die ersten paar Losungen lauten
7 \3/2
Rio(r) =2 ( e~ 7rlen, (10.84)
ap
7 \*"? Zr
Roo(r) =2 — 1— ) e Zr/2as 10.85
20(7) (GB> ( 2aB> € ) ( )
1 Z\? 2r
R _ . 21 o=Zr/2ap 10.86
n) =z () Lozt (10.56)

Die Radialfunktionen haben pp =n — 1 —1 > 0 Nullstellen fiir > 0. Dies ergibt sich aus dem Knotensatz,
siehe Abschnitt 6.4.1. Sie haben eine weitere Nullstelle bei r = 0 genau dann, wenn [ > 0 ist. Wie aus der
Atomphysik bekannt, nennen wir die Zustéinde mit Drehimpulsquantenzahl [ = 0,1,2,... die s, p, d, f, g,
...-Orbitale des Atoms.

Die vollen Eigenfunktionen sind i, (7) = Rui(r) Yim (6, ¢). Abbildungen davon finden sich in fast allen Quan-
tenmechanik-Lehrbiichern. Es sei darauf hingewiesen, dass relativistische Effekte, die Wechselwirkung mit dem
Kernspin und die kleine aber endliche Ausdehnung des Kerns die Ergebnisse geringfiigig &ndern und insbesondere
dafiir sorgen, dass die Eigenenergien F,; auch schwach von [ abhéngen.
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Kapitel 11

Naherungsmethoden

In den vorausgegangenen Kapiteln haben wir eine ganze Reihe von Modellen exakt gelost, d.h. wir haben ge-
schlossene Ausdriicke fiir die Eigenwerte und Eigenzustinde des Hamilton-Operators gefunden. Dies vermittelt
den Eindruck, quantenmechanische Probleme seien typischerweise oder zumindest oft analytisch exakt l6sbar. Das
ist keineswegs der Fall. Die Kenntnis analytischer exakter Losungen ist die grole Ausnahme, v. a. fiir Systeme aus
mehreren wechselwirkenden Teilchen. Wenn sich keine exakte Losung analytisch finden lésst, bleiben i. W. zwei
konzeptionell verschiedene Zugénge:

e numerische Losung,
e Niherungsmethoden.

Numerische Losungen kénnen ausnutzen, dass man quantenmechanische Probleme oft in verschiedenen mathema-
tischen Sprachen formulieren kann. Die zeitunabhéngige Schridinger-Gleichung fiir Teilchen im Ortsraum lésst
sich einerseits als partielle Differentialgleichung oder System partieller Differentialgleichungen auffassen und an-
dererseits als Eigenwertproblem des linearen Hamilton-Operators auf dem Hilbert-Raum. Das Problem bei der
exakten numerischen Losung ist oft, dass die Dimension des Hilbert-Raumes sehr grof ist. Als Beispiel betrachten
wir ein Heisenberg-Modell von Spins der Linge 1/2 auf einem einfach kubischen Gitter. Der Hamiltonian lautet

ISI=—JZ§;~§]-. (11.1)
(i)

Hier ist J die Stirke der Wechselwirkung (hier ist J/h? die ,, Austauschenergie“, die in der Vorlesung Quantentheo-

rie 2 besprochen wird) und die S; sind Spins an Gitterpldtzen i des kubischen Gitters. Die Summe liuft iiber alle
Nachste-Nachbar-Bindungen. Fiir eine numerische Losung muss man die Dimension des Hilbert-Raums endlich
halten. Dazu beschrinkt man die Summe auf einen Wiirfel der Kantenlinge L (wir wihlen die Gitterkonstante
zu 1), iiblicherweise mit periodischen Randbedingungen. Der Hilbert-Raum eines Spins ist zweidimensional. Der
Gesamt-Hilbert-Raum ist ein Produktraum der Dimension 2° fiir die L3 Spins auf dem Gitter. Damit die Er-
gebnisse aussagekriftig fiir den eigentlich interessierenden thermodynamischen Limes L — oo sind, muss L > 1
gelten. Nehmen wir als Beispiel L = 10, was noch nicht sehr grof} ist. Dann ist die Dimension des Hilbert-Raums

9L® = 91000 1 7. 10301, (11.2)

Diese Zahl ist weitaus grofler als die Zahl der Elementarteilchen im beobachtbaren Universum. Man hat also keine
Chance, einen Eigenvektor abzuspeichern, geschweige denn, ihn auszurechnen. Numerische Methoden sind aber
fiir niedrigdimensionale Probleme sinnvoll, z. B. fiir ein Teilchen in einem komplizierten Potential V(7).

Andererseits haben Naherungsmethoden den offensichtlichen Nachteil, schon vom Prinzip her keine exak-
ten Ergebnisse zu liefern. Niitzlich ist, wenn man die Niéherung systematisch verbessern kann und ihren Fehler
abschitzen kann, dies sind Charakteristika fiir kontrollierte Niherungen. Ein Beispiel ist die Annéherung einer
Funktion durch die Partialsummen ihrer Taylor-Reihe.
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Naherungsmethoden kénnen auch Vorteile haben, die dariiber hinaus gehen, dass nichts anderes moglich ist.
Man gewinnt durch Nédherungen Einsicht in die Physik eines Modells, die numerische Verfahren zunéchst nicht
bieten, weil (a) Niherungsmethoden funktionale Abhéngigkeiten von Parametern liefern kénnen, nicht nur Zahlen
fiir bestimmte Parametersétze, und (b) der Erfolg bestimmter N#herungsmethoden etwas iiber den Charakter des
Systems aussagt. Wir werden in diesem Kapitel verschiedene Néherungsverfahren besprechen.

11.1 Variationsverfahren

Die Gleichungen der klassischen Mechanik kann man elegant aus Variationsprinzipien herleiten, insbesondere aus
dem Hamiltonschen Prinzip. Solche Prinzipien kann man auch in der Quantentheorie formulieren. Sie liefern nicht
nur eine alternative Betrachtung von Eigenwertgleichungen, z. B. der zeitunabhéngigen Schrédinger-Gleichung,
sondern fithren auch auf eine niitzliche Ndherungsmethode.

11.1.1 Das Variationsprinzip fiir Eigenvektoren

Sei A eine Observable. Ihr Erwartungswert in einem Zustand 1) ist

(| Alp)
W)

Dies konnen wir als Funktional von |¢) auffassen. In diesem Abschnitt lassen wir zu, dass |¢)) nicht normiert
(aber normierbar) ist. Daher miissen wir explizit durch das Normquadrat [|¢]|*> = (¢[¢)) teilen.
Die Variation von (A),, — in demselben Sinne wie in der klassischen Mechanik — ist

5(A)y — (O] A[p)) (Plv) — (PlAlY) (¢ [¢)

(A)y =

(11.3)

(Wlv)?
_S@WIAR)  (WIA[Y) §(ly)
W) (Wl)?
_ (OvlAR) + (IA[SY)  (A)y ((0v]e) + ([0v))
(1) (1)
_ OvI(A— D)) | (wI(A—(A)y)Iov)
(W) W)
_ (VI = (D)) | [(001(A = (A)y) )]
(W) (1)
_ 2Re W|§$|w><A>W>' (11.4)

Wir haben verwendet, dass A hermitesch ist (Observable!) und <A)¢ damit reell. Nun formulieren und beweisen
wir das Extremalprinzip fiir Eigenvektoren: A
Ein Vektor |¢) # 0 aus dem Hilbert-Raum ist Eigenvektor zur Observablen A genau dann, wenn gilt

5(A), = 0. (11.5)

Der zugehdrige Eigenwert ist dann (A),.

Beweis: §(A4), = 0 ist dquivalent zu

2Re (5] (A — (A)y) 1)

o) B (11-6)

und damit zu

Re (69| (A — (A)y)[y) = 0, (11.7)

152



fiir alle infinitesimalen Variationen (41| von Bra-Vektoren. Da mit (61| auch —i(61| eine mégliche Variation ist,
schliet Gl. (11.7) die Aussage

Re (=i (09|(A = (A)y) [1)) = Im (69| (A — (A)y)[¢)) = 0 (11.8)
mit ein. Also ist 0(A), = 0 dquivalent zu
(69 (A = (A)y)le) =0 (11.9)
fiir alle Variationen (d¢|. Dies ist wiederum dquivalent zu
(A= (Ay)[w) =0 & Ajp) = (A)ylp). (11.10)
Das ist gerade die Eigenwertgleichung fiir den Eigenvektor |¢) zum Eigenwert (A),. O

Wir haben damit gezeigt, dass der Erwartungswert (A)w genau fiir die Eigenvektoren von A stationdr wird.
Dieses Variationsprinzip unterscheidet nicht zwischen verschiedenen Eigenvektoren. Es folgt aber sofort, dass Ei-

genvektoren zum minimalen Eigenwert Ay den Erwartungswert (A),, minimieren: Das Minimum des Funktionals

(A)y von |¢) ist natiirlich ein spezieller stationérer Punkt, d.h. fir Grundzustandsvektoren v gilt
§(A)y, = 0. (11.11)
Es muss noch gezeigt werden, dass <A>¢ nicht kleiner werden kann als

(A)y, = Woldlvo) _ Ap. (11.12)

(tholtbo)

Beweis: Die Eigenwertgleichung fiir A laute A|1/)n> = Ap|t,) mit A, > Ag Vn. Es folgt

Ay, = AR _ 3 AR al)
YT T Wl )
Y W] Anln) ()
)

_ S Anl W)

Wl
o X Aol (ulw) 2
= W)
_ 4y Sulln) aly)

)

_ o, (W)
= 4 o) = Ap. (11.13)

11.1.2 Ritzsches Variationsverfahren

Die Niherungsmethode besteht nun darin, 6(A),, = 0 nicht fiir 1) aus dem gesamten Hilbert-Raum auszuwer-
ten, sondern fiir eine Teilmenge von Testzustinden. Sinnvollerweise wihlt man eine Teilmenge, auf der sich die
Erwartungswerte (A), leicht berechnen lassen. Die Losungen von §(A), = 0 auf der Teilmenge ergeben dann
N#herungen fiir die wahren Eigenzustéinde und Eigenwerte. Oft interessiert man sich fiir den kleinsten Eigenwert
oder einige wenige niedrig liegende Eigenwerte. Wendet man diese Ideen auf den Hamilton-Operator H an, so

spricht man vom Ritzschen Verfahren.
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Grundzustdnde des Hamiltonians minimieren den Erwartungswert (ﬁ )w, wie eben gesehen. Sei M C H eine
Menge von Testzustédnden (# ist der Hilbert-Raum) und |¢) € M. Dann gilt

> E,, (11.14)

wo Ej die exakte Grundzustandsenergie ist. Die Minimierung von (H )y auf M liefert damit eine obere Schranke
von Ey und zwar die optimale fur alle |¢) € M.

Wir nehmen an, dass |¢) differenzierbar von o. B. d. A. reellen Variationsparametern «;, . .., o, abhingt. Dann
erhalten wir alle stationdren Punkte durch Lésung von
0 (H)y =0 Vi=1 (11.15)
= i=1,...,n. .
60[1' P ) )

Gibt es mehrere Losungen, nehmen wir diejenige mit dem kleinsten (FI ). Diese entspricht dann dem globalen
Minimum von (H), auf M.
In der Praxis wihlt man |¢(aq,. .., ay)) natiirlich so, dass

e man (f[ ) effizient berechnen kann und

e die Testzustdnde beriicksichtigen, was man schon iiber die Losung weif3, z. B. aus Symmetrieiiberlegungen
oder dem Knotensatz.

Beispiel: Wir tun so, als hétten wir vergessen, dass die Grundzustandswellenfunktion des harmonischen Os-
zillators eine Gaufl-Funktion ist. Da es eine gerade Funktion ohne Nullstellen sein sollte, setzen wir eine Lorentz-
Funktion an:

1
o = . 11.16
Yal@) = (11.16)
Der Ansatz enthilt einen reellen Parameter . Es ist
. © dxy*(x)H T
(H)y = Li’é %f M40 (2) (11.17)
f_oo dx P, (m)onc (CC)
mit o o i
X Tafel 7T
Az (2) e () = o Takl T 11.18
/_oo T Vg () Ya(2) /_OO (22 + a?)? 203 ( )
und
o0 2 [ 1 d? 1 1 oo x?
dx ' (x)H, = —— d — - 2 drx ————
/_OO Ya(@)Ha(2) 2m J_o T2t a? di? 22+ a? * 2mw /_ x(z2+oz2)2
part. h2 > d 1 d 1 / J)Q
+2m (dm x? —|—a2) dz 22 + o? + e x2 + a?)?
1 Y x?
= — d _—
w2+a2 ) T /m @y
afe 2h
Tafel 207 T i w2 m
m 16a® 2a
T R T
= R 11.19
8ma’® 4 « ( )
Also ist
© h? s w 2
- 5 + T 1 A
H — 8 ma® 4 o _ 2,2 11.20
(), .- 1o+ g meta (11.20)
Das Minimum bestimmen wir mittels
d - K2
=—(H)y =— 2 11.21
da< i 2mas mwta ( )



2

— 5o +at =0 (11.22)
h? 1 A
= == a € R erfordert o > 0 (11.23)
2m2w? 2 mw

1 |/ h

Die Niherung fiir die Grundzustandsenergie ist damit

(H)y = 3‘% = \@% (11.25)

Dieser Wert ist offensichtlich grofer als die exakte Grundzustandsenergie fuww/2, aber immerhin von derselben
Groflenordnung. Die optimierte Néherung fiir die zugehorige Wellenfunktion, die Lorentz-Funktion, ist dagegen
fiir grofie |z| beliebig verschieden von der exakten Gauf-Funktion.

Die Abhéngigkeit von |1) von den Parametern «; kann im Prinzip beliebig sein, das Variationsproblem nimmt
aber eine besonders einfache Form an, wenn die Testzustédnde linear von den «; abhéngen:

¥) = ailgi), (11.26)
i=1

wobei |¢;) feste Hilbert-Raum-Vektoren sind, die nicht unbedingt normiert oder orthogonal zueinander sein
miissen. Dann ist

(Wlyp) = Z\%ak (@5len) (11.27)

Ik reell

0
= e (YY) = Z (50 + o0k (@5l 0n)
1 ]k

= arlpiler) + Y ailpiles)
k J

=23 a;Re(pjlpi) (11.28)
J
und analog
(GIH) = ajonles| Hlor) (11.29)
ik
0 - N
= (Y[H|p) =2 a;Re(p;|Hlpi). (11.30)

3ai

J
Die Bedingungen fiir stationdre Losungen lautet dann

0 oy _ 0 W)

0= 8ai< v 804@ W
10, (WIHW) O
B <w|w> Ba; HI) =10y Ba; VIV
(H),
<7/1|¢ 220@ Re ( ¢J|H|‘Pz> W) QZO‘J Re (p;]¢i) (11.31)
= Za (Re ( ¢J|H|%> (H)y Re (pjlpi)) =0 (11.32)
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= ZRG (ps1Hpi)ay = <ﬁ>wZRe (pjlpi)a. (11.33)

Mit den Definitionen

Hij := Re (p;|H|3), (11.34)
[ij = Re (pjles), (11.35)
Evar = (H)y, (11.36)

a
a:=|: (11.37)

an

konnen wir dies als Matrixgleichung _ ~

H& = By ld (11.38)

schreiben. Das ist eine verallgemeinerte Eigenwertgleichung (verallgemeinert wegen des Auftretens der Matrix I,
die nicht die Einheitsmatrix sein muss), wobei der Nidherungswert der Grundzustandsenergie, Fy,,, als Eigenwert
und der Vektor der Koeffizienten «; als Eigenvektor auftritt. Wir kénnen Gl. (11.38) als effektive Schrodinger-
Gleichung fiir die Ndherungslosung ansehen. Losungen mit & # 0 existieren fiir

det(H — Eyorl) = 0. (11.39)

Wenn wir fiir {|¢;)} ein vollstindiges Orthonormalsystem nehmen, ist H die Matrixdarstellung des Hamilto-
nians in dieser Basis und I = 1. Dann erhalten wir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung zuriick. Aber die
Motivation fiir die Ndherungsmethode ist natiirlich, dass wir die volle Schrodinger-Gleichung nicht 16sen kénnen.

Das Ritz-Verfahren kann auch zur Bestimmung angeregter Zustdnde verwendet werden. Dazu nutzt man aus,
dass Eigenzustédnde orthogonal sind. Um den ersten angeregten Zustand zu finden, kann man also die Menge M
der Testzusténde auf solche beschrianken, die orthogonal zum (vermutlich auch geniherten) Grundzustand |i¢)
sind. Alternativ implementiert man die Nebenbedingung (t|1)g) = 0 mittels eines Lagrange-Multiplikators bei
der Minimierung. Die Erweiterung auf hohere angeregte Zusténde ist offensichtlich.

Abschlieflend einige Bemerkungen zur Beurteilung des Ritz-Verfahrens:

e Es ist immer durchfithrbar und liefert garantiert eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie.

e Es stellt keine kontrollierte Ndherung dar; zwar kann man die Ndherung durch Vergroflerung der Menge
der Testzusténde potentiell verbessern, es gibt aber keine systematische Methode dafiir. Auch ist der Fehler
nicht systematisch abschatzbar.

e Oft ist die Ndherung fiir die Eigenzusténde deutlich schlechter als die fiir die Eigenwerte.

11.2 Zeitunabhingige Storungstheorie

Fiir viele — aber ldngst nicht alle — physikalischen Systeme kann man den Hamilton-Operator in zwei Teile zerlegen,
H = Hy+ Hy, (11.40)

wobei sich die Eigenenergien und Eigenzustinde von H, exakt bestimmen lassen und H; eine ,kleine Stoérung*
darstellt. Da H- 1 ein Operator ist, miissen wir sagen, was wir mit , klein“ meinen. Das geschieht letztlich a poste-
riori: Wir konnen H; als kleine Storung betrachten, wenn die Stérungstheorie verniinftige Resultate liefert. Das
ist typischerweise der Fall, wenn fiir die relevanten Eigenzusténde von Hy (meist diejenigen zu kleinen Energien)
die Matrixelemente von H; betragsmifig klein im Vergleich zur Energieskala von H, sind. Die zeitunabhingige
Storungstheorie ist sehr wichtig in der Physik. Zum Beispiel sind die prizisen Rechnungen fiir die g-Faktoren von
Elektron und Myon stérungstheoretischer Natur. Die stérungstheoretische Methode ist, &hnlich wie Variationsver-
fahren, nicht auf Eigenzustéinde des Hamilton-Operators beschriankt, diese stellen aber die wichtigste Anwendung
dar. Wir entwickeln die Methode zunéchst fiir den Fall nichtentartete Eigenzusténde von Hy.
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11.2.1 Storungstheorie fiir nichtentartete Energieniveaus

Wir suchen einen gewissen Eigenzustand |t,,) und den zugehorigen Eigenwert E,, des Hamilton-Operators H. Die
FEigenwertgleichung .
Hlin) = Enltn) (11.41)

kénnen wir i. A. nicht exakt 16sen. Wir kénnen aber
H=H,+ H, (11.42)

schreiben und die Eigenwertgleichung .
Holy)) = B [v ) (11.43)

fiir den ungestorten Hamiltonian Hy 16sen. Wir sortieren die Eigenwerte so, dass gilt

E, < E, fiir m < n, (11.44)
EO <EO  fiir m < n. (11.45)

In diesem Abschnitt bet;achten wir den Fall, dass Eflo ) fiir den untersuchten Zustand n nicht entartet ist. Die
iibrigen Eigenwerte von H| diirfen entartet sein; wir zéhlen sie trotzdem nur mit einem Index m ab — bei Entartung

stimmen dann manche E,(,?) iiberein. Die Eigenzusténde |z/;§£)> zu ﬁo wahlen wir orthonormal:

WS 1) = G- (11.46)

Natiirlich kénnten wir fiir die Eigenzustéinde [¢),,,) zu H ebenfalls Orthonormalitiit fordern, es wird sich aber als
niitzlich erweisen, den gesuchten Zustand |t),,) stattdessen durch

(@O |pn) =1 (11.47)

zu normieren. (Das funktioniert offenbar nicht, wenn [¢,) zu |¢7(Lo)> orthogonal ist. Dann ist aber die
Stérungstheorie ohnehin nicht anwendbar.) |¢,,) muss dann ggf. am Ende noch normiert werden. Wir versehen
nun die Stérung H; mit einem Vorfaktor A:

H = Hy + \H,. (11.48)

Natiirlich ist am Ende A = 1 zu setzen. Die Einfiihrung dieses Parameters gestattet uns aber, alle Grofien nach
Ordnungen von H; zu entwickeln, da dies dieselben Terme sind wie in der Entwicklung nach A. Wir vermeiden
damit, nicht wohldefinierte Taylor-Entwicklungen nach Operatoren untersuchen zu miissen. Wir schreiben

E,=E® £ \ELD £ N2E@) 4 (11.49)
[n) = [657) + Apl)) + NP + ... (11.50)

Der Superskript in Klammern gibt also immer die Ordnung in A bzw. H, an. Multiplikation der letzten Gleichung
mit <¢£LO)| von links ergibt

@D Nn) = @) + MO WD) + N @D + . (11.51)
= 1=1+2D ) + 2PV P) + ... (11.52)
= AP D) + X WP E) + - =0. (11.53)

Da die Potenzfunktionen A linear unabhéingig sind, folgt

WD)y =0 fir j > 1 (11.54)
und daher _
(W) = ;. (11.55)
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Einsetzen von Glg. (11.49) und (11.50) in die volle Schrédinger-Gleichung ergibt
Hlpn) = (Ho + M) ([9f7) + My (D) + 32[00) +..)

= Holo) + 3" N (Holw(®) + Hy|pE=Y)

| k=1

= En|wn>

= (BO + 2ED + X2ED 4 ) () + MpD) + A2 @) +...)
%) k

=BV + > N T ED ). (11.56)
k=1 =0

Wir verwendet wieder in lineare Unabhingigkeit der Potenzfunktionen A*. Daraus folgt Gleichheit fiir jede Ord-
nung separat. Es folgt fiir die Ordnung k& = 0:

Holp") = ED[p), (11.57)
also nicht Neues, und fiir £ > 1:
k
Holg) + HifpE=1) = > EP WD), (11.58)
1=0

Multiplikation von links mit <1p7(10)| ergibt mit Gl. (11.55)

W Holwl) - + (i [Hale ) ZE<” W) (11.59)
N—_———’ \—,_/

—<w<“>|E(°>|w"">>— =00,k—1

= EP = @0 [pF). (11.60)

Damit erhalten wir die Korrektur der Ordnung k zur Energie aus der Korrektur der Ordnung k& — 1 zum Zustand.
Besonders einfach ist die Energiekorrektur erster Ordnung:

EN = (O Hy[p). (11.61)

Sie ist also der Erwartungswert des Storungsoperators im ungestoérten Zustand.
Die Zustandskorrekturen mit & > 1 erhalten wir aus Gl. (11.58) durch Multiplikation von links mit (@./17(79)\ fiir
m # n:

k
(WO HolP) + (D1 Hy [y =" ED (0@ f0)
N—————

= B (i) [9n”) -
= Z EO Qi) | wegen (b 10i?) =0 (11.62)
A k—1
= (B - EQ) @) = —@QH ) + 3B R, (11.63)

wobei die [-Summe fiir £ — 1 = 0 wegzulassen ist. Da ET(LO) nicht entartet ist, gilt Ef,g) # ET(LO) und wir kénnen
durch Eﬁg) - E,(LO) teilen. Es folgt

WOk =

©) (k—1) )y, (k=1)
<¢m |H1|1/) > _ ZE” M (11.64)
=1

EY - ERY EY -ER
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Wir multiplizieren mit |1/J7(,?)>, summieren iiber m und nutzen die Vollstdndigkeit von {|w7(,?)>} aus:

B = > WD) @) E S D)
m m;én
(0) (k—1) 0) . (k=1)
) w |H1|¢ ZE D3 [y 1/} |¢ E(°>>' (11.65)
m#n "” =1 m#n m

Zusammen mit Gl. (11.60) haben wir gekoppelte Rekursionsgleichungen fiir die Energie- und Zustandskorrekturen
gefunden. Damit kénnen wir im Prinzip alle Ordnungen ausrechnen.
Storungstheorie erster Ordnung liefert fiir die Energie, wie schon erwéhnt,

BN = (O H|¢), (11.66)
und fiir den Zustand © ©
1/1 IH |vn )
D) = ZW’ 0)) 1E(O) ) (11.67)
m#n
Damit erhilt man fiir die zweite Ordnung
EY = (0| Hy|p0)
(n” | H ) (5 | L[5
= E(O) _ E(O)
K \le Nk
m#n m
und
(o) (1) (0) (1)
@)\ _ () | Hi[¢n 1) () [vn )
) = ; ) —E@_ oo~ B g [ E<0> 5O _ g0
wn9>|H1\w<°>>< LI R 0 oy (o L")
= > W) — (WO H o) Y ) e (11.69)
(0) (0) (0) EO (0)
m,q#n — Em )(E" _E‘J ) m#n ( 7Em)

Ganz allgemein lassen sich alle Korrekturterme durch die ungestorten Zustéinde und Energien sowie Matrixele-
mente der Stérung H, bzgl. der ungestorten Zusténde ausdriicken.

Beispiel: Wir betrachten ein eindimensionales Kastenpotential mit unendlich hohen Winden und als Stérung
ein quadratisches Potential: In Ortsdarstellung ist

h?  d?
1
H, = 3 mw? 2, (11.71)
L L
Die Randbedingungen lauten
L L
o(-B)=o(E) = o179
Die ungestorten Losungen kennen wir aus 6.2.2:
1/}(0)( - % cos *7* fiir n ungerade, (11.74)
% sin 7% fiir n gerade,
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2ﬁ2
pO _ T 2
" 2mL? n

Die Energiekorrekturen erster Ordnung sind

n=1,23,... (11.75)

L/2
I N
—L/2

21 L/2 cos? BTZ  fijr n ungerade,
2/ dz % x L

= —-—mw
L2 L2 sin? % fiir n gerade
272 212 _
Ta:felﬂ;'ZQ n7r2 6 |fﬁrallen:1,2,...
™ n
mw?L? 6
- Q%Q. (11.76)
Also ist speziell fiir den Grundzustand (hier n = 1):
2r2 6
g _ M 1— — 11.77
! 24 w2 (AL77)
2p? mw?L? 6
O g _ T 1—— ). 11.
D Y IV 2 (11.78)

Wir betrachten die Energiekorrekturen noch etwas genauer. Die Néherung fiir die Energie bis zur ersten
Ordnung ist . . .
E, = B + B = (| (Ho + H1) [0) = (0| H D). (11.79)

Speziell fiir den Grundzustand n = 0 hatten wir in 11.1 gesehen, dass (H), niemals kleiner als die exakte
Grundzustandsenergie sein kann. Damit ist Eéo) —|—Eél) eine obere Schranke fiir die exakte Grundzustandsenergie.

Die Korrektur zweiter Ordnung zur Grundzustandsenergie ist

Z' |H1|w N2 (O [ H ) 2

=y N 2w /L (11.80)
2 50 2 ED-£0

m>0
Dieser Ausdruck ist nichtpositiv und ist echt negativ, wenn nicht alle Matrixelemente (z/;(()o)|1:[ 1|1/J7(73)> fiir m >
0 verschwinden. Da die Niherung erster Ordnung eine obere Schranke liefert, besteht damit die Chance, die
Né#herung durch die zweite Ordnung zu verbessern. Allerdings stellen die Ndherungen ab einschliefilich der zweiten
Ordnung keine oberen Schranken der Grundzustandsenergie dar.

Die hier betrachtete Stérungstheorie wird auch als Schridingersche Stérungstheorie bezeichnet. Fiir sie sind
die Differenzen der ungestorten Energien E,(LO) im Nenner charakteristisch. Man kann zeigen, dass eine dhnliche
Storungsentwicklung, bei der fiir den betrachteten Zustand die volle Eigenenergie E,, im Nenner erscheint, eben-
falls gegen die exakte Losung konvergiert. Zum Beispiel lautet dann die Korrektur erster Ordnung zum Zustand

(Wi |H
Ui = 3 tofgy LRI (115)

m#n

Diese alternative Entwicklung nennt man Brillowin- Wignersche Stérungstheorie. Sie kann oft Probleme mit Ent-
artungen und daraus resultierenden verschwindenden Nennern vermeiden, erfordert fiir konkrete Rechnungen aber
i. A. Iteration, da die vollen Energien E,, ja a priori nicht bekannt sind. Welcher Zugang giinstiger ist, hingt vom
konkreten Fall ab.

11.2.2 Storungstheorie fiir entartete Energieniveaus

Wir hatten im vorigen Abschnitt vorausgesetzt, dass die ungestorte Energie E,(LO) nicht entartet ist. Die hergelei-

0)

teten Rekursionsgleichungen sind in der Tat nicht anwendbar, wenn E,(L entartet ist, da sie Energienenner der

Form Er(LO) — Ef,g) fiir m # n enthalten. Jetzt wollen wir Entartung von ET(LO) zulassen.
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(0)

Der Entartungsgrad der Energie Ey, " sei g,. Wir nummerieren nun die Eigenzustinde mit nund a = 1,..., g,.

Es gilt also
Holo{) = EP[wE), (11.82)
H|wna> = Ena|wna>- (11.83)

Die vollen Eigenenergien E,, miissen natiirlich nicht entartet sein, nur weil die ungestorten Energien E,(q,o) es

sind. Wir nehmen nun an, dass die F,, tatséchlich nicht entartet sind. Dann sind die zugehorigen Eigenvektoren
[thna) bis auf Zahlenfaktoren eindeutig bestimmt. Andererseits ist die Wahl der (orthonormierten) Eigenvektoren

|¢§f2> zu Hy im entarteten Unterraum beliebig; alle nicht verschwindenden Superpositionen
Z calb©)) (11.84)

sind ebenfalls Eigenvektoren. Daher ist irgendein |, ) auch fiir A — 0 i. A. nicht nah an einem |zZJ,(LOoz> aus einem
gegebenen Orthonormalsystem im entarteten Unterraum. Wir miissen also herausfinden, welches Orthonormal-
system in dieser Hinsicht das ,richtige® ist

Dazu fordern wir, dass die richtigen Eigenvektoren \1%32) so gewiihlt sind, dass weiterhin Gl. (11.58) zur ersten
Ordnung (k = 1) gilt: R o
Holuid) + Hi[92) = B [0(2) + ERI9)- (11.85)

Das ist der Beitrag erster Ordnung in A (und H 1) zur Schrodinger-Gleichung. Wir schreiben |1/~)7(,(2> als Linear-
kombination der Vektoren aus einer beliebigen Orthonormalbasis {|wgg>} des entarteten Unterraums:

Multiplikation der Gleichung (11.85) von links mit (¢£L()7)| ergibt

B +Zuaw | [4)) = EQ i) +E1>Zuaa i) (11.87)
\—,_/

- 5WB
= Z W) tas = Bty (11.88)
Sei Hy, die g, X g,-Matrix, genannt Stérmatriz, mit den Komponenten
Hinap = (WSH [45)), (11.89)

also die Matrixdarstellung des Stéroperators auf dem entarteten Unterraum bzgl. der Basis {|w§,(2>} Sei auflerdem
Uq der Spaltenvektor mit den Komponenten u,g. Dann ldsst sich Gl. (11.89) schreiben als

Hiy, o = EWY) ,. (11.90)

Die Koeffizienten ung in {|¢ >} ergeben sich also als Komponenten des Eigenvektor @, von Hi,, zum Eigenwert

ESJJ Die Losung des Eigenwertproblems fiir H;, liefert zugleich die richtige Basis des entarteten Unterraums

und die Korrekturen erster Ordnung zur Energie.
Fulls die Eigenwerte der Stérmatrix Hi,, nicht entartet sind, spaltet die Energie E), in erster Ordnung in g,
Niveaus auf. In der neuen Basis {|¢,(f2>} gilt

GO [05)) = E)dag, (11.91)
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insbesondere verschwinden alle Matrixelemente fiir o # S. Die Korrekturen héherer Ordnung lassen sich dann
herleiten. Die Herleitung ist nur teilweise analog zum nichtentarteten Fall. Wir betrachten hier nur die Zustands-
korrekturen erster Ordnung und die Energiekorrekturen zweiter Ordnung. Wir lassen die Tilde weg und schreiben

die neue Basis als {|¢,(L002>}
Aus der Forderung <z/;§£2 |thna) = 1 folgt wie oben

(SR = o (11.92)

Aus der Entwicklung nach A erhalten wir, fiir k£ > 1,
Holo) + Hil i) ZE(” (k). (11.93)

Multiplikation von links mit <1/),(l(2| ergibt
EE) = W [of). (11.94)

Fiir £ = 1 hatten wir dies schon vorher gefunden: Es ist EY) = ( Q) \H 1|1/J7(1(2> in der neuen Basis.

Da die ungestorten Eigenzustédnde ein vollstédndiges Orthonormalsystem bilden, kénnen wir schreiben

9m
ZZIw(O) PO =3 ST L) +Z|¢ VOll), (11.95)

m =1 m#n =1
fza

wobei in der letzten Summe der Term mit § = o wegen Gl. (11.92) nicht auftritt. Die erste Summe (iiber m # n)
erhalten wir wie folgt. Wir multiplizieren zunéchst Gl. (11.93) von links mit <1/)7(3)ﬁ|, m # n, fir k= 1:

E s |v) + WS Hnlw @) = BO ) + B (S 1w) (11.96)
=0
= (BY - BEO)@SMw®) = — (sl Hilw Q). (11.97)

Wegen m # n ist Ey(,?) — Ey(lo) # 0 und wir erhalten

(L i)

0) 1, (1)y _
<¢m,3|1/}no¢> =+ E»,(LO) B Ey(,?) : (1198)
Es folgt
|H1| o)
Z |,¢J(0) w£323|¢(1) Z W O) (11.99)
— Em
Fiir die zweite Summe multiplizieren wir Gl. (11.93) fiir kX = 2 von links mit (1/)205) :
0 0| 7 0 0
B 31050 + (g |9 = B LsG100) + B (w3 100d) + B2 (w3 10) (11.100)
———

=98a
Fiir |w,(302> setzen wir Gl. (11.95) ein:

S W) QW) + 3 @D H @y QD) = ED ST Q) (6 [p) + ER6s4
N—_——

oy o ————— "y
mn = 5055, =i

(11.101)
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= (BY) — EX) (1 - 0as) Qo) = EDas — S @D H 10D (00 |p). (11.102)

redundant m¥#n

Fiir a = B verschwindet die linke Seite und wir erhalten die Energiekorrekturen zweiter Ordnung:

B 0 0
EQ = > @I
m,f3
m#n
(0) (0)
Gl (11.98) 7/’ |H1W1 >|
Z E(O) (11.103)
m;ﬁn
Die Summe lduft iiber alle Zusténde, die mit dem betrachteten in nullter Ordnung nicht entartet sind.
Fiir a # 8 verschwindet andererseits der Term mit E7(m und wir erhalten
1 0)
(B - E) @Dl = = S @) Q). (11.104)
m¥#n
(0),,(1)
(0) . 1/’ |Hl|¢ >< Wna>
= (Weplvhd) =+ Z =0 :
m;ﬁn
(0) 0)y7,,(0) [ 77 1,,(0)
H m H no
Gl (11.98) Z | 1Ymy) (b | Hi [ thna) (11.105)

w E,&Q - BN (EY - EY)

Wir haben ausgenutzt, dass H, die Entartung vollstindig authebt. Wenn wir alle Ergebnisse einsetzen, erhalten

wir fiir die Zustandskorrektur nun aus Gl. (11.95)

wffj |y [ DS Hy [ ) (s | E 152
(1) Z W} IB E(O B; Z’Y W} ( 1 (1))( ( ) (O)) :
m o 5 TLOé np n m

(11.106)
m#n

Falls die Entartung in erster Ordnung nicht vollstindig aufgehoben wird, geht die Rechnung zwar bis zur Bestim-
mung der Energien zur zweiten Ordnung durch, aber das Ergebnis fiir die Zustandskorrektur zur ersten Ordnung
stimmt nicht mehr. Hier tritt ja eine Division durch E(l) E(lﬂ) auf, was nun fiir gewisse a #  Null ist. In diesem
Fall ist die Betrachtung der Storung zweiter oder noch héherer Ordnung notwendig, um zu entscheiden, welches
die ,richtige” Basis im entarteten Unterraum ist. Die Korrekturen miissen miihsam hergeleitet werden. Es gibt
aber eine elegante Formulierung der Storungstheorie, die i. W. die Resolvente G = (F — H )~! der Schrédinger-
Gleichung fiir kleine Stérungen H, entwickelt. Fiir diese Formulierung sei auf Lehrbiicher verwiesen, z. B. Nolting
Bd. 5/2.
Was sind die wesentlichen Merkmale der Stérungstheorie?

e Sie ist kontrolliert in dem Sinne, dass man systematisch zu héheren Ordnungen gehen kann. Der Aufwand
vergrofert sich allerdings betréchtlich in héheren Ordnungen.

e Eine Abschitzung des Fehlers ist aber nicht streng moglich.

e Die Storungsentwicklung versagt, wenn die Storung nicht klein ist. Es gibt aber Félle, in denen die Potenzrei-
he in A nicht konvergiert, die ersten paar Terme aber trotzdem gute Nidherungen darstellen (asymptotische
Reihe).

e Fs bringt oft keinen Vorteil, zu hoheren Ordnungen zu gehen: Ist die Storung klein, so gentigen die fiihrende
Ordnung oder einige wenige niedrige Ordnungen. Ist sie dagegen groff, versagt die Stérungstheorie. Die
einzige Situation, in der man hohe Ordnungen explizit berechnet, ist, wenn man an sehr prézisen Ergebnissen
fiir einen Fall mit kleiner Storung interessiert ist, z. B. bei der Berechnung des magnetischen Moments des
Elektrons.
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11.3 Die quasiklassische Niherung

Wir hatten schon diskutiert, dass sich die klassische Mechanik im geeignet definierten Limes i — 0 aus der
Quantenmechanik ergeben muss. Dies legt als weitere Nidherungsmethode eine Entwicklung in 7 als kleinem
Parameter nahe. Die nullte Ordnung entspricht dann dem klassischen Grenzfall und die Terme ab erster Ordnung
beschreiben die quantenmechanischen Korrekturen. Konkret hatten wir in 4.3.3 gesehen, dass sich die klassische
Mechanik in der Hamilton-Jacobi-Formulierung als klassischer Grenzfall der Schrédingerschen Wellenmechanik
ergibt (in 4.3.3 sind wir den umgekehrten Weg gegangen, um die Schrédinger-Gleichung induktiv zu begriinden).
Wir werden zuniichst die dort angestellten Uberlegungen zu einer mathematischen Theorie der Entwicklung nach
h ausbauen.

11.3.1 Entwicklung der Wirkung nach A

Wie in 4.3.3 setzen wir die zeitabhéngige Wellenfunktion eines Teilchens als

Y(7,t) = o exp (% S(F, t)) (11.107)

an. (Die Theorie kann ohne Miihe fiir allgemeine Koordinaten ¢ = (¢1, ¢z, ... ) formuliert werden. Wir schreiben
sie hier aber fiir den gewohnten Fall eines Teilchens in drei Raumdimensionen.)

h 7t
Sty = 1 LD (11.108)
i Yo
ist die i. A. komplexe Wirkungsfunktion. Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung
O o,
2 7 11.1
ih 5t o Vo + V (7, 1), (11.109)
in der das Potential v6llig beliebig ist und sogar von der Zeit abhéngen darf, ergibt
08 s 1 a2 s/ ooy is/n iS/h
08 isyn _ iS/h _ i i 11.11
a1 € 5 (VS)"e 5o (V28)e"™" + Ve ( 0)
oS 1 = 2 b
——=— (V) = —— VS + V. 11.111
= ot 2m ( ) 2m + ( )

Das ist offensichtlich eine nichtlineare partielle Differentialgleichung fiir S(7,¢). Nun entwickeln wir S in Potenzen
von A. Da A in der Schrédinger-Gleichung immer zusammen mit einem Faktor 4 erscheint, schreiben wir

o0

S(Ft) = (ih)" Su(F,1). (11.112)

n=0

Einsetzen ergibt

850 A 851 2852 - 1 = . = 2 2
(S +in st =2 ) = o (Vo +ih V81— 12VS; + ...
ih
- —;m (V2So +ihV>Sy — BPV2Sy +...) + V. (11.113)

Die Reihenentwicklungen auf beiden Seiten der Gleichung sollen dieselbe Funktion von A ergeben. Wegen der
linearen Unabhingigkeit von A" fiir verschiedene n folgt die Gleichheit der Koeffizienten. In den Ordnungen A°,
h' und h? erhalten wir

S, 1 =
_aTO =5 (VSo)? +V, (11.114)
—% = %ﬁso VS — % V25, (11.115)
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055 1 1 = = 1 _,
— = — : - — . 11.11
a5 = om (VS1)? + — VS - VS = 5~ V25 ( 6)
Beachte, dass alle Koeffizienten in den Gleichungen reell sind. Wir kénnten daher reelle Lésungen Sy, (7, t) erwarten.
In der Tat sind im klassisch erlaubten Bereich E > V(7) alle S, reell. Dann tragen die geraden Ordnungen zur
Phase und die ungeraden zum Betrag von ¢ (7, t) bei. Die Gleichung nullter Ordnung lisst sich umschreiben zu

H(7,VS,t) = _95% (11.117)
ot
mit
== 2 v 11.118
H(’I’,p, t) - 2m + (T>t)‘ ( . )

Gleichung (11.117) ist die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die klassische Hamilton-Funktion H. Der Limes i — 0
So beschreibt also wirklich den klassischen Grenzfall des Quantensystems.

Die Korrektur erster Ordnung hat auch einen klaren Ursprung, sie folgt ndmlich aus der Kontinuitétsgleichung,
wie wir nun fiir den klassisch erlaubten Bereich zeigen. Die Orts- und Zeitabhédngigkeit von Sy erzwingt einen
orts- und zeitabhéngigen Betrag von . Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist

p=v"Y
= o|? exp (—% (So — Sy — h28y + il®Ss + ... )) exp (% (So + ihSy — h28s — il®Ss + ... ))

= [to|? exp(—2S1 + 2h*S5 +...)
ol e, (11.119)

in fithrender Ordnung in f. Es folgt

apg 2,-251 (_9 85177%
s = olTem (=) E = -2 (11.120)
Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte ist, zur gleichen Ordnung,
J= % [w VQ/’ (Vo )w]
_ 2 _ 1 s B2 = 1 . B2
=5 Pl {exp ( =(So — ihSy — HSp + . ..))vexp (h(SO 4 ihS, — h2Sy + . ..))
R i _ i .
- (vexp ( — = (S0 — ihS) = K25 + ... ))) exp (ﬁ(so kS — RSy + ... ))}
1 j .
= % ‘w()lQ |:€Xp ( — %(SQ - ZhS1 - hQSQ —+ ... ))
% (VSo + ihV Sy — B2V Sy +...) exp (%(SO RSy — K28 + ... ))
+(VSy —ihV Sy — h*V Sy +...)
X exp ( — (S0 — ihS) — K8 +. ..)) exp (ﬁ(so +ihSy — RSy + ... ))]
1 - -
=— [1o|?(VSy — h*VSs + ... ) exp(—2S1 +...)
~ |w0‘2 (65 —25;
~ P01 (F5p)e 251, (11.121)

m

Daraus folgt

~ |T/)0| |¢0|

V. j (V2Sp)e™ 251 — (VSp - VSy)e 25
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1=y 2 . .
~ , . 11.122
m(v So)p m(VSO VS1)p ( )

und schlieBlich aus der Kontinuititsgleichung, zur Ordnung A°,

0 . 081 9 .
O=o, +V-J=-2—o"p+ E(V So)p — E(VSO'VSQP (11.123)
09, 1 —pe ley w.

Bt " am Y 0T, Voo VS =0. (1L124)

Das ist gerade die Gleichung fiir die Korrektur erster Ordnung.

Die Gleichungen fiir die Funktionen S, (7,t) sind offensichtlich rekursiv. Im Prinzip kénnen wir nun diese
Funktionen iterativ bestimmen. In héheren Ordnungen wird dies praktisch schwierig sein, da (a) die Gleichungen
immer komplizierter werden und (b) die daher i. A. notwendige numerische Losung zur Akkumulation von Fehlern
mit wachsender Ordnung fiihrt. Daher ist in der Praxis v. a. die erste Ordnung relevant.

11.3.2 Die WKB-Niherung

Die nach Wentzel, Kramers und Brillouin (1926) benannte WKB-Ndiherung besteht darin, die Entwicklung nach
h nach der ersten Ordnung abzubrechen. Sie bezieht sich auf zeitunabhéngige, effektiv eindimensionale Systeme.
Effektiv eindimensionale Probleme koénnen sich natiirlich durch Separationsansétze aus hoherdimensionalen erge-
ben, z. B. die Radialgleichung fiir Zentralpotentiale. Fiir zeitunabhéngige Hamiltonians kann die Zeitentwicklung
absepariert werden, was bekanntlich auf die zeitunabhéngige Schréodinger-Gleichung fiithrt. Wir betrachten hier
konkret die Gleichung

Wir schreiben diese in der Form
W (1) + k2 (@) () = 0, (11.126)
mit 9
m
k% (z) := = [E -V (z)]. (11.127)
Die zeitabhingige Wellenfunktion schreiben wir wie im vorigen Abschnitt als
P(x,t) = 1hg @O/, (11.128)
wobei fiir zeitunabhéngige Systeme gilt
S(z,t) = W(z) — Et, (11.129)

vgl. Abschnitt 4.3.2 und die entsprechende Beziehung in der Hamilton-Jacobi-Theorie. Damit wird
B(x,t) = hg eV @/ heTIER = () e 7L/ (11.130)

wobei 1(x) die zeitunabhéngige Wellenfunktion (Eigenfunktion zur Energie F) ist. Einsetzen in Gl. (11.126) ergibt

_ %(W/(x))QeiW(a:)/h + % W”((E) W @)/h k2(:1:)’g/10 W (@)/h _ (11.131)
= (W'(x))® —ihW" (x) = B*k*(x) = 2m [E — V(). (11.132)
Jetzt entwickeln wir W nach ih: -
W(z) =Y (ih)" Wy(x). (11.133)
n=0
Einsetzen ergibt
(Wi(x) + ihW] (x) — BPWh(z) +...)° — in(Wy (x) + ih W] (z) — PWy () + ... ) = h*k>(x). (11.134)
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Die niedrigsten Ordnungen in i kénnen wir direkt ablesen, wobei wir beachten miissen, dass h%2k? = 2m (E — V)
ein Term nullter und nicht zweiter Ordnung ist:

Wi(x))? = h2k (x), (11.135)
2W ()W (x) — Wi (z) =0, (11.136)
(W] (2))? + 2W§(2)Wi(x) — W' () =0, (11.137)

—~

Die Gleichung nullter Ordnung ist gerade die Eikonal-Gleichung der Klassischen Mechanik, sieche Abschnitt 4.3.2.
Sie lisst sich explizit 16sen: Zunéchst folgt

W{(x) = £hk(z) (11.138)
= Wy(z) = i/z dx’ hk(x')
" /m da' \/2m [E =V (@)], (11.139)

wobei x4 unbestimmt ist; es ist der erwartete freie Parameter in der Losung einer Differentialgleichung erster
Ordnung. Soweit ist die Rechnung rein klassisch.

Die Gleichung erster Ordnung kann leicht fiir Wi (z) gelost werden:
I W(e) 1 K(x) 1d d

SIS Wie) 2 k) 2 dp FW) = g V@) (11.140)

= Wi(z) =In\k(z)+C (11.141)

mit einer Integrationskonstanten C. In der WKB-Niherung werden die hoheren Ordnungen Wy (z), Ws(z), ...
vernachlassigt. Fiir die Wellenfunktion erhalten wir nun

Wi(x)

() = g exp (;(Wo + thQ) = 1)g exp (:I:i /j dx’ k(x’)) exp (— In /k(x) — C’)

— ¢Oec\/kl(7) exp <j:z' /Z d;ﬂk(:ﬂ)) . (11.142)

Der Faktor e~¢ kann offensichtlich in den Normierungsfaktor vy absorbiert werden. Die (geniherte) allgemeine
Losung der Schrodinger-Gleichung ergibt sich als Superposition der beiden Losungen mit Vorzeichen =+:

~ Yt exp | 4 ’ k(2 Y- exp | —i ’
v = p</x+d K )>+ = p< /

dm’k:(x’)> : (11.143)

wobei 14+ und x4 nicht unabhéngig sind; es gibt nur zwei unabhéngige Parameter, da die Schrédinger-Gleichung
zweiter Ordnung ist. Beachte, dass der Grenzfall eines konstanten Potentials exakt beschrieben wird: In diesem
Fall ist ik = \/2m (E — V') der konstante Impuls, die Integrale ergeben k (z — x4 ) und die Losung 1 (x) beschreibt
nach rechts und links laufende ebene Wellen. Es liegt nahe zu vermuten, dass die Naherung insbesondere dann
gut ist, wenn sich V(z) schwach rdumlich &ndert.
Nichts in der Herleitung verbietet uns die Auswertung von 1 (x) im klassisch verbotenen Bereich, wo E < V()
gilt. Hier wird k(z) imagindr. Wir schreiben
k(z) = ik(x) (11.144)

mit

k(x) = —+/2m[V(z) — E] € R. (11.145)
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Die WKB-Niherung fiir ¢(z) lautet dann

x gﬁex — zdx'/fx’ —_ ex mda:’mx’) 11.146
Wm"(L <>>+mp</z_ @) (11.146)

wobei komplexe Faktoren in 14 absorbiert wurden. Wenn sich ein klassisch verbotener Bereich bis 00 erstreckt,
schlieft die Forderung der Quadratintegrabilitit oder zumindest Beschréinktheit oft eine der beiden unabhéingigen
Losungen aus, weil sie exponentiell anwéichst.

An den klassischen Umkehrpunkten z* gilt £ = V(z*) und damit £k = 0 und x = 0. Dann versagt die
WKB-Niherung offensichtlich, da die Vorfaktoren 1/4/k(x*) und 1/4/k(x*) divergieren.

Re V()

klassisch erlaubt klassisch verboten

Auch in einer Umgebung der Umkehrpunkte ist die Wellenzahl k i. A. klein und ¢ (x) daher betragsmiflig zu
grofl. Unter welchen Bedingungen ist die WKB-Néaherung giiltig? Um dies zu beantworten, untersuchen wir, fiir
welches Potential die genéherte Wellenfunktion exakt wire. Es ist

> s N N d K (x) N
) 0 exp (ﬂ:z /Ii da’ k(z )) =Yt ar [%3/2(95) exp (iz /Ii dx’ k(x ))
+ iy k(x) exp (:I:i /m dz’k(ﬁ))]

_ K'(z)  3(K( /JU))Q Wi 2
=y [—%3/2( + PN x)/F/F K3/ (x)]

X exp (iz’ / dx’k(x’))

[ K  3(K(x)* » e
- [_%(z) MRTET —k (x)} \/ﬁ exp (j:z/xi dz’ k(x )) .

(11.147)
Die WKB-Néherung fiir 1(z) erfiillt also die Gleichung
1E"(x) 3 (K(2))?
" k? = -= = 11.14
o)+ |+ 5 =3 S L uw) —o, (11.118)
anstelle der eigentlich interessierenden (Schrédinger-) Gleichung
V" (x) + B (z)¢(x) = 0. (11.149)

Die Niherung ist gut, wenn die Zusatzterme in der ersten Gleichung klein im Vergleich zu k24 sind, d. h. fiir

‘1 K'(x) 3 (K(x))?
2 k3(z) 4 k*x)

< 1. (11.150)
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Generisch, d. h. ohne spezielle Wahl von V(z) und damit k(z), ist dies nur erfiillt, wenn beide Terme jeweils fiir
sich klein sind. Dann ist

(K (x))?
1 11.151
| <1, (11.151)
was dquivalent ist zu
K (x) d 1
=|— — 1 11.152
o0~ & | < (11:152)
und auch zu 4 o i
T
— | == 1 11.1
dx k(x) dx < (11.153)

mit der de Broglie-Wellenlénge A = 27/k. Die WKB-Niherung erfordert also, dass sich die de Broglie-Wellenlidnge
rdumlich nur langsam #dndert, also wie erwartet schwach veréinderliche Potentiale. An den klassischen Umkehr-
punkten wird aber k = 0 und A divergiert. In ihrer Umgebung ist die Bedingung |dA/dx| < 1 daher sicher nicht
erfiillt. Wegen der Divergenz von ¢(z) in der WKB-Niherung an Umkehrpunkten kann man dort auch nicht
Losungen in den beiden Bereichen (erlaubt, verboten) stetig oder differenzierbar aneinander anschliefen und so
einen Teil der freien Parameter festlegen. Beachte, dass kein solches Problem auftritt, wenn das Potential V()
bei z* einen Sprung von einem Wert weit unterhalb der Energie F auf einen Wert weit oberhalb von F hat. Dann
bleiben die Losungen fiir den erlaubten und den verbotenen Bereich bis zum Punkt x = z* giiltig und koénnen
aneinander angeschlossen werden.
Ein Ausweg fiir den Fall mit stetigem V(x) besteht darin, in der Umgebung des Umkehrpunktes =* das
Potential zu linearisieren:
Viz) 2V (z")+ V' (2*) (x — z¥). (11.154)

Damit kann die Schrodinger-Gleichung ezakt gelost werden. Man erhélt Losungen in den Bereichen:
e WKB-Niherung im erlaubten Bereich, hinreichend weit weg vom Umkehrpunkt x*,
e exakte Losung fiir linearisiertes Potential in einer Umgebung von x*,
e WKB-Niherung im verbotenen Bereich, hinreichend weit weg von x*.

Diese Losungen konnen stetig differenzierbar aneinander angeschlossen werden. Eine Weiterentwicklung dieser
Idee geht auf Rudolf E. Langer (1937) zuriick. Die Langer-Korrektur besteht darin, die WKB-Gleichungen so
abzuindern, dass sie weit weg vom Umkehrpunkt gegen die urspriinglichen WKB-Gleichungen gehen, aber fiir
x — z* zur vollen (nicht quasiklassischen) und exakt losbaren Schrodinger-Gleichung fiir linearisiertes Potential
dquivalent sind. Damit konnte Langer die freien Parameter der Losungen im klassisch erlaubten und verbotenen
Bereich direkt miteinander in Verbindung setzen. Der Bereich in der N&he der Umkehrpunkte und die Abénderung
der WKB-Gleichungen treten dann in der Praxis gar nicht mehr auf. Wir geben hier nur das Ergebnis an: Die
WKB-Néherung lautet

q}i(z ) cos (a(w) — g + gp) im klassisch erlaubten Bereich,
x
¥(z) = ; . (11.155)
ﬁ (2 cospe 2@ 4 ging elo‘(z)> im klassisch verbotenem Bereich.
x

Beachte, dass nur vor dem Kosinus-Term ein Faktor 1/2 steht. Hier ist ¢y eine Normierungskonstante und ¢ ist
eine konstante Phase, die sich aus Normierbarkeits- oder Randbedingungen ergibt. 1)y und ¢ nehmen im erlaubten
und im verbotenen Bereich dieselben Werte an. Weiter ist

/dx’k(x') fiir z* linksseitig,
o) ) (11.156)

/ dx’ k(z) fiir z* rechtsseitig.
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Linksseitig (rechtsseitig) bedeutet, dass x* am linken (rechten) Ende des klassisch erlaubten Bereichs liegt. Mit
der Langer-Methode kénnen nun z. B. Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir Tunnelbarrieren bestimmt
werden. Die WKB-Niherung fiir die Wellenfunktion ist in der Ndhe der Umkehrpunkte natiirlich immer noch
divergent und daher unbrauchbar.

Wir machen noch einige abschlieBende Bemerkungen zur WKB-N#herung:

e Sie gilt nur fiir langsam raumlich veridnderliche Potentiale und fiir Spriinge.

e Sie ist im Prinzip eine kontrollierte Ndherung, da man zu héheren Ordnungen in A gehen kann. In der Praxis
geschieht dies selten.

e Andererseits existiert wie in der Storungstheorie keine rigorose Fehlerabschiatzung.

e Sie versagt in der Nihe der klassischen Umkehrpunkte, jedenfalls fiir stetige Potentiale V' (x). Dies kann durch
hybride Methoden wie die Langer-Korrektur tw. behoben werden, die keine konsistenten Entwicklungen in
h darstellen.
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Kapitel 12

Der Dichteoperator

Das Ergebnis einer Messung ist in der Quantenmechanik i. A. nicht sicher vorhersagbar, selbst wenn der Zustand
des Systems vollstéindig bekannt ist. Die Bornsche Regel liefert die Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Ausgiéinge
der Messung: Fiir einen nicht entarteten Eigenwert A einer Observable A mit zugehorigem Eigenzustand |1 4) ist
die Wahrscheinlichkeit der Messung von A im Zustand |¢) gegeben durch W4 = [(¢4]))|?. Im Fall der Entartung
von A mit mehreren Eigenzustéinden |1 4,), ist die entsprechende Wahrscheinlichkeit

Wa = [($anl$)[*. (12.1)

Diese Unvorhersehbarkeit ist intrinsisch fiir die Quantentheorie. Oft tritt aber noch eine andere Form von Unbe-
stimmtheit auf, wenn wir ndmlich gar nicht sicher wissen, in welchem Zustand ein System vor der Messung ist.
Diese Unbestimmtheit hat zunéchst nichts mit Quantentheorie zu tun, sie tritt auch in der klassischen Physik auf.
In diesem kurzen Kapitel besprechen wir, wie beide Formen von Stochastik in einem einheitlichen Formalismus
beschrieben werden kénnen.

12.1 Projektionsoperatoren und Dichteoperatoren fiir reine Zustéin-
de

Wir definieren zunéchst den Begriff des Projektionsoperators: Ein Operator P ist ein Projektionsoperator, wenn
P (a) selbstadjungiert und (b) idempotent ist, d. h. wenn gilt P? = P.
Wenn |1) ein normierter Hilbert-Raum-Vektor ist, dann ist

Py =) (| (12.2)

ein Projektionsoperator, denn
Pl = () ()T = [) (0| = Py, (12.3)
P2 = |$) (0[e) (W] = Py, (12.4)

=1

Jedoch sind nicht alle Projektionsoperatoren von dieser Form.
Ein Projektionsoperator P kann nur die Eigenwerte 0 und 1 haben. Der Beweis ist einfach: Unter Verwendung
der Eigenbasis von P sehen wir, dass die Eigenwerte p? = p; erfiillen miissen, was nur fiir p; = 0,1 mdglich ist.
Was wir bisher einfach als Zustand bezeichnet haben, nennen wir jetzt einen reinen Zustand. Fiir einen reinen
Zustand, der durch den normierten Hilbert-Raum-Vektor |1)) beschrieben wird, definieren wir den Dichteoperator
(oder Statistischen Operator) durch

pi= Py =) (12.5)
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Er ist also gerade der Projektionsoperator auf |¢). Seine Spur ist

Spp = (Wnl)(®ln) =Y (Wltbn) Wnlt)) = @] [thn)(Wn| ) = (W) =1 (12.6)

n n

—_——
=1
mit einer beliebigen Orthonormalbasis {|¢,)}.

Man kann im Prinzip die gesamte Quantenmechanik unter Verwendung von Dichteoperatoren anstelle von
Zustandsvektoren formulieren. Gleichung (12.5) legt eine Bijektion zwischen Zustandsvektoren und Projektions-
operatoren auf diese Zustinde nahe. Diese gilt auch fast; nur ein Phasenfaktor in |¢)) ist in p nicht enthalten, weil
(1] den komplex konjugierten Faktor enthélt. Aber da die globale Phase ja keine physikalischen Konsequenzen hat,
ist es als Vorzug des Dichteoperator-Formalismus anzusehen, dass sie darin gar nicht vorkommt. Erwartungswerte
sind z. B.

WIA) =3I A[n) (Wult) = S (@n ) (Bl AEn) =Y (nlpAln) = Sp pA. (12.7)

n n n

Die Zeitentwicklung von p folgt natiirlich aus der Schrédinger-Gleichung fiir |1)):

& p= 1ol
— (1) Wi+ 1) 5
= AW - 9) o 1
- % [H,p] = 7% [p, H| (12.8)
= m% =—[p.H]. (12.9)

Dies ist die von Neumann-Gleichung fiir den Dichteoperator. Sie hat dieselbe Form wie die Heisenberg-Gleichung
bis auf ein Vorzeichen, aber wir arbeiten hier im Schridinger-, nicht im Heisenberg-Bild. Die Zeitentwicklung wird
daher von den Zusténden getragen, die nun durch den Dichteoperator reprisentiert werden. Im Heisenberg-Bild
ist p dagegen zeitunabhéngig.

Fiir reine Zusténde ist der Dichteoperator-Formalismus dquivalent zum Dirac-Formalismus und hat keine be-
sonderen Vorteile. Hochstens hat er die dsthetisch ansprechende Eigenschaft, dass nur eine Klasse von mathema-
tischen Objekten — nimlich Operatoren — betrachtet wird, und nicht zwei — Vektoren und Operatoren. Allerdings
wirkt es etwas unnatiirlich, Operatoren auf einem Hilbert-Raum zu untersuchen, ohne nach der physikalischen
Bedeutung der Vektoren in diesem Hilbert-Raum zu fragen.

12.2 Gemischte Zustiande

Die Stérke des Formalismus zeigt sich, wenn man kein vollstéindiges Wissen iiber den Zustand eines Systems
hat. Wir nehmen an, ein System sei mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten p; in Zusténden |¢;). Dabei sollen
die Vektoren |p;) normiert sein, aber verschiedene |¢p;) miissen nicht orthogonal und noch nicht einmal linear
unabhiingig sein. Die Gesamtheit der p; und |p;) beschreibt einen gemischten Zustand des Systems. Die Wahr-
scheinlichkeiten p; haben wie gesagt nicht unbedingt etwas mit der Quantenmechanik zu tun, sie beschreiben
einfach unsere unvollstindige Kenntnis des Systems. Der iibliche Dirac-Formalismus der Quantenmechanik auf
Basis von Zustandsvektoren reicht nicht aus, um die Unkenntnis auszudriicken.

Beispiel: Beim Stern-Gerlach-Experimente wurden Silber-Atome mit Spins der Linger 1/2 in einem Ofen
verdampft. Die Spins der Atome im Strahl sind vollstéindig unpolarisiert. Fiir ein individuelles Atom, dass auf die
Apparatur trifft, wissen wir nicht, in welchem Spin-Zustand es ist.

Im zweidimensionalen Hilbert-Raum des Spins der Linge 1/2 existiert aber kein normierter Vektor |¢), der
vollstédndige Unkenntnis des Zustandes beschreibt. Ein solcher miisste ndmlich

(W[Szl) = (]S, |) = ([S.|) =0 (12.10)
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erfiillen. Sei nun

[0 = alt) + 811 (12.11)
mit |a|? 4 [8]? = 1. Dann folgt
(WI8:10) = & (0 {11+ B*(U) o (alt) + A1) = & ("B + B%) = 0, (12.12)
(15,10 = 2 (0" (11 + 8 () 0, (alt) + BI0)) = & (~ia"B + i8"a) = (12.13)
(WI8.19) = 5 (0 (114 5 () 0. (alt) + BIY) = 5 (a*a — 5°6) = 0. (12.14)
Aus der letzten Gleichung folgt |a|? = |3|> und mit der Normierung
of? = |8]” = % (12.15)
Aus den anderen beiden Gleichungen folgt
Rea* = Ima*f =0 (12.16)
und daraus
a*B=0 = afa*B=0 = |a?|B*=0. (12.17)

Wir finden einen Widerspruch zu Gl. (12.15). Man kann auch mit Hilfe der Bloch-Kugel argumentieren: Jeder

Vektor im Spin-1/2-Hilbert-Raum beschreibt einen Spin der Léinge 1/2, der in eine bestimmte Richtung zeigt.
Die Unkenntnis kann aber mittels des Dichteoperators beschrieben werden, wie wir nun plausibel machen

werden. Der Erwartungswert einer Observablen A sollte nach den iiblichen Regeln der Stochastik gegeben sein

durch R A
(A) =3 pi (A, (12.18)

und die Quantenmechanik liefert dann

(A) = "pi (pil Algi). (12.19)
Einschieben einer Orthonormalbasis {|1),,)} ergibt

<A> = Zzpz <%\A|¢n><¢n|%>

= Z<¢n| Zpi |<Pz><§0z|121|’(/)n>
=5p (Y milealeild). (12.20)

Dies ist von derselben Form wie (A) = Sp ﬁA fiir einen reinen Zustand. Wir definieren daher nun den Dichteope-
rator fiir einen allgmeinen, evtl. gemischten Zustand durch

pi= sz‘ i) (@il (12.21)

Fiir einen reinen Zustand haben wir volle Kenntnis, also enthélt die Summe iiber ¢ nur einen Term und dieser
hat die Wahrscheinlichkeit p = 1. Damit erhalten wir wieder die Form aus 12.1, 5 = |¢){¢|, als Spezialfall.
Wir untersuchen nun die Eigenschaften des Dichteoperators.

e / ist selbstadjungiert:

pt= Zpi (lpi) (i)t = sz- |0i){pil = p- (12.22)
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e p hat die Spur 1:

Spp = Z@/’n\Zm |00) (@ilton)
= Zpi (il Z [V ) (V| i)

~———
S pi=1, = (12.23)

da sich die Wahrscheinlichkeiten bei Summation iiber alle Alternativen natiirlich zu 1 addieren miissen

p ist positiv, d. h. p ist selbstadjungiert und hat keine negativen Eigenwerte. Beweis

i is: Angenommen, p habe
einen negativen Eigenwert r < 0 mit dem Eigenvektor |r). Dann folgt

0>r=(rlplr) = sz (rlgi) (ilr) = Zm (rlei)|? > 0, (12.24)
da Wahrscheinlichkeiten nichtnegativ sind. Widerspruch!
e Per Konstruktion gilt . A
(A) = Sp pA. (12.25)
e Die Zeitentwicklung von p gehorcht der von Neumann-Gleichung
dp
-t — _[5 H 12.26
in % — 5. 11] (12.26)
Beweis:
sz zﬁ ;i) (il
=> pi ind lei) | (@il + i) in < (il
- dt dt
= > pi (Hlpi ol — i) (oil )
= [H,p] = —[p, H]. (12.27)
Diese Zeitentwicklung erhilt die Spur:
d dp 1
—Spp=Sp — =—— 6, H
5 PP ="5p o = ——Sp[p H]
- (SppH — SpHp) =0 (12.28)

Ein Zustand ist rein genau dann, wenn gilt Sp > = 1. Das ist ein niitzliches Kriterium fiir die Reinheit von
Zustdnden, da diese der Matrixdarstellung von p in irgendeiner Basis oft nicht leicht anzusehen ist

Beweis: 1. Ist p ein reiner Zustand, so existiert ein normierter Vektor |p) mit

p=le) el (12.29)
= 57 =e)ele) (el = o)l =p | idempotent! (12.30)
= Spp?=Spp=1. (12.31)
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2. Es gelte Spp? = 1. Angenommen, j sei kein reiner Zustand, Dann existieren mindestens zwei linear
unabhéngige normierte Vektoren |¢;) und Zahlen p; €]0, 1] mit > p; = 1, so dass
i

p= ZPZ‘\%W@H- (12.32)

Es folgt
P* = pinilei(wiles) (@5 (12.33)
ij

Achtung: die |¢;) sind i. A. nicht orthogonal. Nach Voraussetzung ist

1=5pp?
= 3> pistaleneiles) (esln)
= > pipseiles) (esl D ln){nl 01)
13 n ~-
=2 pillglen® (12.34)

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist [{¢:]p;)1? < {(@ilpi){(p;le;) und, da die |p;) linear un-
abhéngig sind, sogar
(il ? < (wili)(psle5) =1 (12.35)
= 1=Spp® =) pilleiles)l® <Y vi; = (Zpi) (ij) =1 (12.36)
ij ij i j
Widerspruch!

Beispiele: 1. Wir untersuchen
o (1/2 1)2
p= <1/2 1/2> (12.37)

auf dem Hilbert-Raum eines Spins 1/2. 5 ist selbstadjungiert, hat die Spur 1 und ist positiv. Beschreibt
einen reinen Zustand? Wir priifen

o= (12 1) (12 ) =0 (12 2) 0 23

also ist p rein. (Man miisste die Auerdiagonalkomponenten von p? nicht berechnen, um dies auszusagen.)
Tatséchlich 1dsst sich p schreiben als p = |p){p| mit

=75 (1) =% (12.39)
das ist der Eigenvektor zu S, zum Eigenwert 7/2.
2. Ist
p= <1(/)2 1(/)2> (12.40)
rein? Nein, denn
Sp p* = Sp (1(/)4 1(/)4> = % <1. (12.41)
Explizit ist
p=5 I+ 5 1O (12.42)

Dieser Dichteroperator ist proportional zur Einheitsmatrix 1 und daher invariant unter allen Drehungen.
Er driickt maximale Unkenntnis aus.
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e Die formale Losung der von Neumann-Gleichung erhélt man aus der formalen Losung der Schrédinger-
Gleichung: mit dem Zeitentwicklungsoperator U (¢, 1) ist

[4(1)) = U (t, to)[¢(to)).- (12.43)
Daraus folgt
p(t) = Zpil%(t»(%(t)l

U(t, to) Zpilsﬂi(to)><%(to)lm(t7 to)

3

= U(t,t0)p(to)UT (¢, o). (12.44)

Damit sieht man leicht, dass gilt
Sp p(t) = Sp U (t,t0)p(to)UT (¢, to) = Sp UT (¢, t0)U(t, o) plto) = Sp Alto), (12.45)

—_—
=1
wie bekannt, und
Sp p2(t) = Sp Ut to)p(to) UT (¢, to) U (t, to) p(to)UT (t,t0) = Sp p*(to)- (12.46)
—_————

=1
Die Reinheit des Zustands ist also ebenfalls erhalten.

e Da p selbstadjungiert ist, existiert ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren |£,,) und p ldsst sich schreiben

als
p= ZWRIXTLMXn" (12.47)
Das ist die Spektraldarstellung von p, siehe 7.2.1. Es gilt offensichtlich
1=Spp=>» m (12.48)
und wegen der Positivitdt von p
>0 vn. (12.49)

Die 7, lassen sich als Wahrscheinlichkeiten der — nun orthonormalen —Zusténde |£,,) verstehen.

Fiir gegebene Wahrscheinlichkeiten p; bzw. m,, konnen wir die Erwartungswerte beliebiger Observabler ausrechnen,
auch als Funktion der Zeit. Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten selbst ist Gegenstand der Statistischen
Physik, genauer der Quantenstatistik.

12.2.1 Messung und Projektionspostulat

Wie stellt sich nun der quantenmechanische Messprozess im Dichteoperator-Formalismus dar? Wir betrachten
der Einfachheit halber die Messung eines nicht entarteten Eigenwertes.

Wird bei der Messung der Observable A der (nicht entartete) Eigenwert A zum Eigenzustand |1 4) beobachtet,
so geht nach dem von Neumannschen Projektionspostulat ein reiner Anfangszustand |¢) instantan in den Zustand
|th4) iiber. Nach der Bornschen Regel ist die Wahrscheinlichkeit dafiir

pa = [(alo)]*. (12.50)

Wir schreiben jetzt den Dichteoperator nach der Messung (0. B.d. A. zur Zeit ¢t = 0) in der Eigenbasis {|¢)a)}
von A:

Pt =0%) =3 palpa) (Wal
A
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=" [(Wal@)I? [ba)(Wal
A

= Z YWale)(plva)(Wal
A
> Py )Py, (12.51)
A

wobei Py = [¢4) (4] der Projektionsoperator auf den Zustand [¢4) und p(t = 0~) der Dichteoperator unmittel-
bar vor der Messung ist.
War der Zustand vor der Messung schon gemischt, so sollten wir das Ergebnis entsprechend mitteln:

= Z%’|<ﬂi><<ﬁi|~ (12.52)

Dann ist

plt=0") = Zqu\wA (Wali) (il a) wA|—ZPAp =07) Py, (12.53)

also dieselbe Beziehung wie fiir einen reinen Anfangszustand. Hier sieht man {ibrigens gut, wieso das Projekti-
onspostulat diesen Namen tragt. R
Schreiben wir den Dichteoperator vor der Messung auch in der Eigenbasis von A, so erhalten wir

AOT) =1p07) T =3 [ha)(®alp(07)[ar) (. (12.54)

A A

In Matrixschreibweise sind die Komponenten

paa(07) = ($alp(07)|tbar). (12.55)

Nach der Messung ist, wie gesehen,

= 3" [y (alp(07) [a)(bal: (12.56)
A

In Matrixschreibweise sind die Komponenten nun
pAA’(0+):(5AA' pAA(Oi). (12.57)

Die Messung fithrt also dazu, dass alle Auflerdiagonalkomponenten von p in der Eigenbasis der gemessenen Ob-
servablen auf Null gesetzt werden (diese Komponenten nennt man auch Kohdrenzen). Die Diagonalkomponenten
bleiben dagegen unangetastet. Beispiel: Die Messung von S, am (reinen) Zustand

s [(1/2 1/2
fiihrt zum Kollaps in den gemischten Zustand

p(0") = (1(/)2 1(/)2) : (12.59)

12.2.2 Teilspur und Zustand in Faktorrdumen

Nehmen wir an, der Hilbert-Raum eines zusammengesetzten Systems sei der Produktraum
H=H1 @ Ho. (12.60)

Das System sei im reinen Zustand [1) € H. Man interessiert sich oft fiir den Zustand in einem Teilsystem.
Letztlich ist das immer der Fall, wenn wir ein kleines System (Spin, Atom, ... ) getrennt vom Rest des Universums
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untersuchen. Der formale Weg, den Zustand in einem Teilsystem zu erhalten, ist die Bildung der Spur iiber eine
Orthonormalbasis fiir den Rest des Universums. Seien also {|¢} )} und {|#/2)} Orthonormalbasen von H; bzw.
H. Wir hatten in 7.1.3 gesehen, dass dann {|i})|42)} eine Basis von H ist. Die Teilspuren iiber Teilsysteme 1
und 2 sind gegeben durch

Spye = (el (12.61)

Spye = (¥7]ey2). (12.62)

Das Ergebnis ist jeweils ein Operator auf dem iibrigbleibenden Raum Hs bzw. H;.
Die Spurbildung ist nur fiir Operatoren definiert, also miissen wir den reinen Zustand |¢)) durch den Dich-

teoperator p = |¢)(¢p| darstellen. Der Zustand im Teilsystem 1 wird nun beschrieben durch den reduzierten
Dichteoperator
pr="Spsp =Y (W2} (W][e7). (12.63)
Wir betrachten zunéichst einen Produktzustand, o. B.d. A.
) = [91)]e7). (12.64)
Dann ist der reduzierte Dichteoperator
pr=Y_(WalleDIeD) @1t Ien) =Y Waled) [ il (@ivh) = [ (Wi (12.65)

Dies ist offensichtlich ein reiner Zustand. Bisher ergab sich nichts iiberraschendes. Nun sei |¢) kein Produktzustand
— dann nennt man |¢) verschrdnkt. Als Beispiel betrachten wir

_ [WDIeD) + [99)[¥3)
) = 7 :

Zustandsvektoren dieser Art sind (|1]) — [41))/v/2 und (|11) + |[44))/V/2 fiir zwei Spins der Linge 1/2. Dann ist

(12.66)

p1 = % (Z(d)ilIwi>|¢f><¢f|<¢ill¢i> + 3 (Wrllon) D) (W3 (s 1en)

n

=0

+ > W2l R WE (i ][2) +Z<¢Z||w%>|w%><¢%|<w§||¢2>>

n

=0
= (bl + W ) (12.67)
S ()" = 2 (0h @I W1+ 19 L W+ ) WL ] + 1) (R )
= L (i + ) (12:68)
= Spi(p1)° = % <1 (12.69)

Der Zustand des Teilsystems ist also kein reiner Zustand, obwohl das Gesamtsystem in einem reinen Zustand
ist! Man kann zeigen, dass das fiir verschrinkte Zustdnde immer gilt. Wann immer man Teilsysteme betrachten
will, benétigt man also im Prinzip den Dichteoperator- (Ensemble-) Formalismus. Nun hatten wir gesehen, dass
gemischte Zustdnde unvollstdndige Kenntnis anzeigen. Im vorliegenden Fall ist durch die Bildung der Teilspur
Information verloren gegangen. Wir konnen den Zustand im Teilsystem nicht allein im Teilsystem vollstindig
beschreiben. Im Gegensatz zum vorigen Abschnitt liegt hier aber kein Zustandskollaps vor — der wahre Zustand
ist weiterhin |¢)) € H, also rein.
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12.2.3 Entropie und Verschrinkung

Der Dichteoperator kann unvollstdndige Kenntnis eines Systems ausdriicken. Kénnen wir den Grad der Unkenntnis
quantifizieren? Dafiir existieren in der Tat verschiedene Mafle. Wir besprechen hier kurz die von Neumann-
Entropie, definiert durch

S :=—Spplnp. (12.70)

Hier ist eine Erklarung erforderlich, wie pln p zu verstehen sein soll — schlief8lich kann j Eigenwerte Null haben,
fiir die der Logarithmus nicht definiert ist. fln p soll durch die Spektraldarstellung definiert sein: Sei

p= Zﬂ—n |Xn><Xn|a (1271)
dann ist
plnp= Zﬂ'n In 70, | xn ) (Xn| (12.72)
mit der stetigen Fortsetzung
0ln0 = lin%)wlnx =0. (12.73)
T—

Die Entropie des durch p beschriebenen Zustands ist

S=-Spplnp
= _szﬂ-n In 7y, IXn><Xn‘
= - Z(qpm‘ﬂ.n In 7y, |Xn><Xn|"/Jm>
= - Z m In T, <¢m|Xn><Xn|wm>

— 7Z7Tn Inm, <Xn| Z me><7/’m‘ |Xn>

=1

= —Z’]‘[‘n Inm, <Xn| (1274)

mit einer Orthonormalbasis {|y,)}.
Ganz allgemein gilt S > 0, denn aus m, <1 folgt Inm, <0 und

S=-Y m Inm, >0. (12.75)

" >0 <o

Weiter ist die Entropie S genau dann gleich Null, wenn p einen reinen Zustand beschreibt. Beweis:
1. Fiir einen reinen Zustand ist genau ein m,, gleich 1, die anderen sind gleich 0. Also ist

S=—1lnl=0. (12.76)

2. Sei
S=> (~mInm,) =0. (12.77)

n

Da alle Summanden nicht negativ sind, folgt daraus, dass gilt
—mpInm, =0Vn. (12.78)
Es folgt

(mp, =0V Inm, =0)Vn (12.79)
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= (Ta=0V m,=1)Vn (12.80)

Wegen ) m, = 1 folgt, dass genau ein 7, gleich 1 ist. Daher ist p ein Projektionsoperator auf einen Zustands-
vektor x, und beschreibt somit einen reinen Zustand.

Wir betrachten noch den Fall maximaler Unkenntnis fiir einen Hilbert-Raum endlicher Dimension N. Dann
sind die Wahrscheinlichkeiten

(12.81)

1
7T1:7T2=~'~:7TN:N.

Es folgt
11 1
S:—zn:wnlnwn:—znjﬁ1nN:—NN(—1nN):1nN. (12.82)

Das ist auch der maximale Wert der Entropie fiir Dimension N. Beweis: Wir maximieren S unter der Nebenbe-
dingung )" m, = 1, die mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators eingefiithrt wird: Sei

§'=- mlnm, + A (Z T — 1) . (12.83)

Am Maximum gilt

05’ T
= =—Inm, — — + A 12.84
0 . n — + (12.84)
fiir alle n. Es folgt
Inm, =A-1 (12.85)
= m, =L (12.86)

Der Lagrange-Multiplikator bzw. e*~! wird aus der Nebenbedingung bestimmt:

Sm=d =Nt (12.87)

1
= M= N (12.88)

= = (12.89)

1
N
fiir alle n, was zu zeigen war.

Es sei noch angemerkt, dass die Dimension IV typischerweise exponentiell mit der Systemgrofle anwéchst. Fiir
das Beispiel von 1000 Spins der Linge 1/2 am Anfang von Kapitel 11 war N = 21999, Die maximale Entropie ist
dann In 2'°9° = 10001n 2.

Die Entropie ist also tatsdchlich ein Ma8 fiir die Unkenntnis. Sie verschwindet genau dann, wenn der Zustand
vollstéindig bekannt ist und wird maximal fiir gréftmogliche Unkenntnis.

Beispiel: Messung von S, am reinen Eigenzustand |—) von S,

Gg }ﬁ) - (1(/)2 192)
S=0 — S = 1 In 1

1.1
2 2 2

In- =1In2.
2

Eine interessante Anwendung der Entropie ist die Quantifizierung der Verschrinkung. Die Verschrinkung der
Zusténde in zwei Faktorrdumen H; und Hs driickt sich, wie wir gesehen haben, dadurch aus, dass der reduzierte
Dichteoperator in einem Teilsystem keinen reinen Zustand beschreibt. Die Verschrdinkungsentropie ist die von
Neumann-Entropie des reduzierten Dichteoperators:

Sy = —Sp; p11npy (12.90)
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mit
1 = Spy p = Spa [1) (V] (12.91)

fiir einen reinen Zustand. Man kann zeigen, dass der reduzierte Dichteoperator fiir das andere Teilsystem dieselbe
Verschrankungsentropie ergibt:
Sy = —Spy p2lnps mit p2 = Sp, p. (12.92)

Als Beispiel betrachten wir den (Singulett-) Zustand zweier Spins der Linge 1/2:

v= IT¢>\;§IH> (12.93)
Es ist
5= 5 (Daldda = [1)a) (Wa{ths — (tla i)
= 2 (2 (s — 1ty — 11 tblaH + [Walt)aCta (). 201
Es folgt

p1 =1Spy p = (T26|1)2 + (L2011)2
= 3 (W)l + a1l (12.95)
und schliellich
Sy = =Spy p11Inp1 = —(1p1 Inpr|1)1 = (Hapr Inprld)a
:_% m%—%m%:lnz (12.96)

Die nicht verschwindende Verschrankungsentropie zeigt an, dass bei der Bildung der Teilspur Information verloren
gegangen ist. Obwohl der Zustand insgesamt rein ist (es gilt S = 0!), kénnen wir den Zustand in einem Teilsystem
nicht vollstdndig in diesem Teilsystem beschreiben. Das ist Verschriankung. Der Zustand ist sogar ,maximal
verschrinkt“ in dem Sinne, dass die Verschrinkungsentropie den maximal moglichen Wert annimmt.
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Kapitel 13

Konsequenzen und Deutungen der
Quantenmechanik

Die Quantentheorie und speziell die Quantenmechanik sind zweifellos sehr erfolgreich in der Beschreibung der
realen Welt. Es liegt nahe, zu vermuten, dass eine Theorie die Realitéit nicht zuféllig gut beschreibt, sondern
weil sie auf einem i. W. korrekten Bild der Welt beruht. Wenn das stimmt, kénnen wir hoffen, durch Analyse der
Quantentheorie etwas dariiber zu lernen, wie die Welt wirklich beschaffen ist. Dieses Programm erfordert, die
Elemente der Theorie mit Elementen der realen Welt in Beziehung zu bringen, d. h. es erfordert die Interpretation
oder Deutung der Theorie.

Nun kommen wir in der Physik nie ganz ohne Deutung aus — sonst wiirden wir gar keine Beziehung zwischen
Theorie und Welt herstellen und damit nicht Physik betreiben, sondern Mathematik. So enthélt das Postulat,
dass als Messwerte nur Eigenwerte hermitescher Operatoren auftreten, schon Deutung. Das fiir die praktische
Anwendung notwendige Minimum an Deutung bezeichnet man als Minimalinterpretation. Obwohl Einfiihrungen
in die Quantenmechanik, z. B. auch diese Vorlesung, so formuliert sind, als wiirde die Theorie {iber Eigenschaften
mikroskopischer Systeme sprechen, ist dies aus Sicht der Minimalinterpretation nicht der Fall. Stattdessen be-
schreibt sie letztlich nur, was man mit bestimmten makroskopischen Versuchsanordnungen an makroskopischen
Messgeriten (reprisentiert durch ,Zeigerstellungen®) abliest. Vertreter der Minimalinterpretation haben z.B.
nicht unbedingt die Existenz von Atomen oder Elementarteilchen akzeptiert oder ihnen zumindest nicht dieselbe
Existenzform wie makroskopischen Objekten zugestanden.

Man kann sich natiirlich damit zufrieden geben, dass die Quantenmechanik mit der Minimalinterpretation
gute Vorhersagen fiir Experimente macht, und nicht nach dem physikalischen Gehalt der iibrigen Elemente der
Theorie fragen. Dann sind z. B. Zusténde nur Hilfsgroflen, die bei der Vorhersage von Messergebnissen auftreten.
Diese Sichtweise wurde von N. David Mermin mit ,shut up and calculate“ charakterisiert (er teilt sie nicht). Dafiir
spricht der Anspruch der theoretischen Physik, (nur?) experimentell iiberpriifbare Voraussagen zu machen. Einige
zentrale Debatten iiber die Deutung der Quantenmechanik drehen sich um unterschiedliche Interpretationen,
zwischen denen prinzipiell nicht experimentell entschieden werden kann, zumindest aus heutiger Sicht. Demnach
sind diese Debatten eher Teil der Naturphilosophie als der Physik. Die Beschéftigung damit erscheint aber auch
im Rahmen der Physikausbildung aus mehreren Griinden relevant:

e Wie schon gesagt: Wir vermuten, dass die Quantentheorie die Realitéit gut beschreibt, weil sie auf einem
verniinftigen Bild der Welt beruht. Das legt nahe, den Elementen der Theorie physikalische Bedeutungen
zuzuschreiben. Dann kénnen wir aus der Analyse der Theorie etwas iiber die Welt lernen.

e Ein solches tieferes Verstdndnis der Theorie ermdglicht ihre Weiterentwicklung.

e Was nach heutiger Kenntnis nicht experimentell zugéinglich ist, kann es durch neue Erkenntnisse in Zukunft
werden.

In der Deutungsdebatte ist das Verstéindnis des Messprozesses und des (scheinbaren?) Zustandskollapses von
Anfang an eine zentrale, vielleicht die wichtigste, Fragestellung gewesen. Ein Grund hierfiir ist die (scheinba-
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re?) Dichotomie von einerseits unitirer Zeitentwicklung und andererseits instantanem Zustandskollaps bei der
Messung, die von vielen als Mangel der Theorie gesehen wurde.

In diesem Kapitel diskutieren wir zunédchst wichtige Ergebnisse, die Konsequenzen der Quantenmechanik
aufzeigen, die der Alltagserwartung widersprechen. Danach skizzieren wir einige repréisentative Deutungen speziell
des Messprozesses.

13.1 Verschrinkung und verborgene Variable

Wir besprechen nun eine Reihe von theoretischen und experimentellen Ergebnissen, die mit der Verschrdnkung von
Teilsystemen zu tun haben. Zur Erinnerung: Wenn ein System aus zwei Teilsysteme besteht und die Hilbert-Riume
der beiden Teilsystemen und des Gesamtsystems Hq, Ho und H = H; ® Hs sind, so nennt man einen Zustand
|¥) € H Produktzustand, wenn er sich schreiben ldsst als |U) = [11)|th2) mit [11) € Hy, |th2) € Ha. Ist |¥) kein
Produktzustand, so ist |¥) wverschrinkt. Der Grad der Verschrinkung kann mittels der Verschrinkungsentropie
quantifiziert werden.

13.1.1 Das Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon

Albert Einstein, Boris Podolsky und Nathan Rosen haben 1935 ein Gedankenexperiment beschrieben, das allge-
mein als Einstein-Podolsky-Rosen- (EPR-) Paradoxon bekannt ist. Dieser Name wird weiterhin verwendet, obwohl
das Gedankenexperiment heute nicht mehr paradox erscheint. Einstein et al. wollten zeigen, dass die Quantenme-
chanik unwvollstindig ist, d. h. dass die Realitdt Eigenschaften hat, die in der Theorie keine Entsprechung haben.
Aus heutiger Sicht sind die Konsequenzen aber schwicher: Das Gedankenexperiment zeigt nur, dass die Quan-
tenmechanik nicht zugleich volistindig und lokal realistisch sein kann. Hier bedeutet lokal realistisch, dass alle
Eigenschaften eines Teilsystems (z. B. eines Teilchens) lokal dem Teilsystem zugeordnet werden kénnen.

Wir geben hier die Formulierung des Paradoxons durch Bohm (1951) wieder (Einstein et al. hatten ver-
schriinkte Zustéinde im Hilbert-Raum der rdumlichen Bewegung statt im Spin-Hilbert-Raum betrachtet): Diese
Formulierung bezieht sich auf ein System aus zwei Teilchen mit Spins der Lénge 1/2, dessen Gesamt-Spin Null
ist. Die Teilchen bilden also ein Spin-Singulett beschrieben durch den Spin-Zustand

_ DI — 0 _ [t = 1)
Vi v

Das Singulett ist offensichtlich verschriankt. Zur Zeit ¢ = 0 befinden sich die Teilchen an demselben Ort 7 = 0.
(Eine solche Situation tritt z. B. auf, wenn ein spinloses Teilchen in zwei Leptonen zerfillt: 70 — et + e~ oder
H — 7t +77.) Fiir t > 0 fliegen die beiden Teilchen auseinander und wir nehmen an, dass sie nicht mehr
miteinander wechselwirken. Thr Spin-Zustand bleibt dann der Singulett-Zustand |t).

Nun werde die z-Komponente S’Zl des Spins von Teilchen 1 gemessen. Die beiden Terme in Gl. (13.1) sind
Eigenzusténde zu 5’; mit den Eigenwerten +h/2. Wenn wir den Wert +5h/2 (—h/2) messen, muss nach dem von
Neumannschen Projektionspostulat der Zustand in |1]) (]41)) kollabieren. Aber dann wissen wir sofort, was eine
folgende Messung von S’f an Teilchen 2 ergeben muss.

Die z-Komponente ist nicht ausgezeichnet, da [1g) als Spin-0-Zustand rotationsinvariant ist. In der Tat ist

[1bo) (13.1)

|1ho) Bigenzustand zu (S*-7) ® (52 -7) zum Eigenwert —%2/4 fiir einen beliebigen Einheitsvektor i = (n,, Ny, Nz).
Das bedeutet, dass beziiglich jeder Achse die Komponenten der beiden Spins entgegengesetzt sind. Zum Beweis
verwenden wir die Basis {|11), [11), [{1), [{4)}. In dieser Basis ist

0
1 1

v =5 (132)
0

und



B hj n, Ny — Ny ® n, Ng — Ny
4 Ng =+ 17y —Ny Ng + 1Ny —N,

n? ny(ng —iny)  (ng —ing)n, (ng — iny)?
B2 n.(ng +iny) —n? n2 +n? —(ng —iny)n.
- ; 2 2 2’ ; (133)
4 | (ng+ing)n, ng +n; —nZ —nz(ng —iny)
(ne +1iny)?  —(ng +iny)n, —n.(ng +iny) n?
Damit ist
0
2 % R 1 | —n2 —nZ2—n? h?
S'n) @ (8% n =— = L2 3 === o). 13.4
(S'-n) @ (S*- 1) |to) 15 | n?+nd+nd 1 [vo) (13.4)
0
]

Durch die Messung einer Spin-Komponente von Teilchen 1 wissen wir also sofort, was eine Messung dersel-
ben Spin-Komponente von Teilchen 2 ergeben wird. Nun kann die Messung an Teilchen 1 nach Einstein et al.
keine Anderung des Zustands von Teilchen 2 bewirken, da die beiden Teilchen nicht mehr miteinander wechsel-
wirken. Schon gar nicht kann Information iiber die Messung an Teilchen 1 instantan zu Teilchen 2 iibertragen
werden; dies steht offensichtlich im Widerspruch zur Speziellen Relativitédtstheorie. Daher miisste schon vor der
Messung an Teilchen 1 bestimmt gewesen sein, was bei der Messung irgendeiner Spin-Komponente an Teilchen
2 herauskommt. Aber eine solche Information ist im Zustand |ig) nicht enthalten, denn |¢)y) ist ja rotations-
symmetrisch. Schlimmer noch, die Quantenmechanik kann gar keine Zustdnde von Teilchen 2 beschreiben, in
denen alle Spin-Komponenten feststehen, weil unterschiedliche Komponenten unvertréglich sind und daher kein
vollstéindiger Satz gemeinsamer Eigenzustinde existiert. Einstein et al. schlossen daraus, dass die Quantenme-
chanik unvollstindig ist. Sie duflerten in ihrem Artikel aber die Vermutung, dass eine grundlegendere Theorie
formuliert werden kann, die diese Unvollstéandigkeit beseitigt. Eigenschaften, die in der Realitdt vorliegen, aber
nicht durch den Zustandsvektor beschrieben werden, nennt man verborgene Variable. Einstein et al. vermuteten
also, dass verborgene Variable existieren.

Niels Bohr reagierte kurz darauf mit der Vermutung, dass man die behauptete Unvollstédndigkeit nicht durch
eine fundamentalere Theorie beheben kénnte. Nach Bohr ist die Quantenmechanik vollsténdig in dem Sinne, dass
ein Quantensystem keine weiteren Eigenschaften hat, die nicht im Zustandsvektor enthalten sind. Sein Versuch,
das Paradoxon auszurdumen, beruht auf der Forderung, dass die Diskussion von Aussagen der Quantenmechanik
immer die Beschreibung der makroskopischen Messapparatur beinhalten muss. Das geht offenbar in die Richtung
der Minimalinterpretation.

Erwin Schrodinger reagierte ebenfalls sehr schnell auf Einstein et al. Er wies zu Recht darauf hin, dass der
Zustand des einzelnen Teilchens 1 oder 2 eben nicht durch einen Zustandsvektor beschrieben werden kann. Wie in
Kapitel 12 besprochen, ist ein Teilsystem bei einem verschrinkten reinen Zustand in einem gemischten Zustand.
Daher ist die Beschreibung durch einen Dichteoperator moéglich, aber nicht durch einen Hilbert-Raum-Vektor.

Die moderne Diskussion des EPR-Paradoxons bezieht sich eher auf den lokalen Realismus. Sie folgt Schro-
dingers Argument. Es ist nicht moglich, den Zustand eines verschrinkten Systems auf lokale Eigenschaften von
Teilsystemen, z.B. Teilchen, zu reduzieren. Die Quantenmechanik enthélt im Gegenteil Korrelationen, die nur
durch den Zustand des Gesamtsystems ausgedriickt werden, die also nicht lokal sind. Am Beispiel des Spin-
Singuletts: Der Dichteoperator des Spins von Teilchen 2 ist

. 1 1
p2 = Spy [Yo)(Yo| = 3 I+ B D (13.5)
Dieser Dichteoperator ist weiterhin rotationsinvariant, denn er lautet in jeder Spin-Basis
1
P2 = 3 1. (13.6)

Er enthélt offensichtlich keine Information dariiber, was an Teilchen 1 gemessen wird. Die Korrelation von Mess-
ergebnissen ist nur in |1)o) enthalten. Dies fiithrt aber auch zu einer fiir Einstein inakzeptablen Folgerung: Wird an
Teilchen 1 der Eigenwert von S 1 gemessen, kollabiert nach von Neumann der Zustand sofort und global. Beschreibt
der Zustand ein reales Element der Welt, so entspricht der Kollaps offenbar einer instantanen Fernwirkung.
Beschreibt er dagegen nur unsere Kenntnis, so ldsst man zu, dass das System Eigenschaften hat, die nicht im
Zustandsvektor enthalten sind, und wird so wieder auf die Idee von verborgenen Variablen gefiihrt.
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13.1.2 Bellsches Theorem und Bellsche Ungleichung

Das EPR-Gedankenexperiment motivierte eine wichtige Weiterentwicklung durch John S. Bell (1964). Bell konnte
zeigen, dass jede lokal realistische Theorie den Voraussagen der Quantenmechanik widerspricht — selbst wenn die
Theorie verborgene Variable zulédsst. Mit anderen Worten, verborgene Variable kénnen den lokalen Realismus
nicht retten.
Bell beginnt mit einem modifizierten Gedankenexperiment: Es werden wieder Spin-Komponenten an zwei
Spin-1/2-Teilchen im Spin-Singulett-Zustand
[T — 1)

o) = — % (13.7)

gemessen, aber nun nicht unbedingt dieselbe Komponente. Stattdessen wird am ersten Teilchen S'. 7, und am

zweiten S - Nio gemessen, wobei 7 und 7 Einheitsvektoren sind. Ist 7o = 711, so erhalten wir den EPR-Fall. Die
zentrale Grofie ist

P(fa, o) == <(§1 'ﬁ1> ® (§2 : ﬁ2)> (13.8)
(Man kénnte hier das Tensorprodukt-Symbol ,,®“ weglassen, ohne Verstéindnisprobleme zu erzeugen. Es driickt

aus, dass S auf H, und S? auf Ho wirkt.) Im Spin-Singulett sind gleiche Komponenten der beiden Spins entge-
gengesetzt gerichtet, also gilt im EPR-Fall
h2
P(fiy,n1) = I (13.9)

Um P(fq,7n2) fiir beliebige Einheitsvektoren auszurechnen, beachten wir zunéchst

~ ~ 1 ~ ~
(87 ®85) = 5 (¢t = (I11) S @ 53 (1)) — [41)
1 N N ~ N N N N N
= 5 (FISDUSI) — (SIS ) — SN S + (LS (1811
h2
= g [612(—1)(51 - (511 - Zézy)((S],L + Z(S]y) - (6m + Z(Sly)(ajab - ’L(Sjy) - 5iz6jz]
K2 . . . .
=3 ( — 032052 — 0ia0ja — Wizb7y + Wigbsa — 0iy0jy — 0indja + i0izb7y — Wiglia — 0iyljy — 51'25]'2)
2
= —% (6iadja + diydjy + 6iz0;2)
FLZ
=-7 5ij. (13.10)

Damit ergibt die Standard-Quantenmechanik
P(ﬁl,ﬁg) = <(§1 . fll) & (§2 . ﬁ2)> = Z <S‘ll7111 X SJZTLQJ'>
ij
h2

o
== g 0ij n1ing; = — e (13.11)
j

Nun zu Bells Theorem: Die Voraussagen der Standard-Quantenmechanik sind unvereinbar mit einer lokal
realistischen Theorie, sogar wenn diese die Existenz verborgener Variabler annimmt.

Beweis: Der reale Zustand des Spin-Paars werde durch einen Satz verborgener Variabler A und den Zustands-
vektor |¢g) vollstindig beschrieben. Wir nehmen an, dass das Ergebnis der Messung an Teilchen 1 unabhiingig
von fig ist, d.h. von der Einstellung des Detektors fiir Teilchen 2, und umgekehrt. Diese Annahme erscheint
verniinftig, da 7o ja zu einem Raumzeitpunkt gew#hlt werden kann, der vom Raumzeitpunkt der Messung an
Teilchen 1 raumartig getrennt ist, so dass keine Information iiber fg zum ersten Teilchen und Detektor kommen
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kann. Seien s; und s die Messergebnisse der Spin-Komponenten S - #; und S? - s der beiden Teilchen. Eine
lokal realistische und vollstéindige Theorie wire nun eine, die die Messwerte s; und s, eindeutig voraussagt:

S1 = Sl(ﬁl, )\)7 (1312)
So = Sg(ﬁg, )\) (1313)

Die Abhéngigkeit von [¢)g) haben wir unterdriickt. Das Produkt der Messwerte ist natiirlich
P(’fbl,ﬁg,/\) = Sl(ﬁl,/\) Sg(ﬁg,)\). (13.14)

FEine lokal realistische Theorie mit verborgenen Variablen muss die beobachtete Streuung von P durch eine
Zufallsverteilung von A erklédren, da n; und ng ja fest vorgegeben sind. Der Erwartungswert von P {iber viele
Messungen ist dann

P(ﬁl, ﬁg) = P(’fbl, ’fLQ, )\) = /d)\ w()\) Sl(ﬁl, )\) 82(’fl27 )\), (1315)
wobei w(A) die Verteilungsfunktion von A ist. Drehimpulserhaltung erfordert, dass fiir gleichen Achsen 75 = fiq

gilt
52(73,1,)\) = 751(711,)\) Vﬁl,A. (1316)

Damit konnen wir schreiben

P(’fll,’flg) = 7/d>\’w(>\) Sl(ﬁl,A) 51(ﬁ2,>\). (1317)

Sei nun 73 ein weiterer Einheitsvektor. Dann ist
P(ﬁl, ’ﬁg) — P(ﬁl, ﬁg) = — /d)\ ’U)()\) [Sl(ﬁq, )\) Sl(ﬁg, )\) — Sl(ﬁl, )\) S1 (’ﬁ,g, )\)]
. /d/\w(/\) 5171, N) [31(ins ) — 51 (s, ). (13.18)

Die gesuchte lokal realistische Theorie soll dieselben Voraussagen machen, wie die Standard-Quantenmechanik.
Also darf s; nur die Werte +//2 annehmen. Es ist also s7 = h?/4 und wir kénnen schreiben

= —%/d)\w()\) 5171, A) 1y N2 [51 (o A) — 51 (3, V)]

4 . . h? ) .
= dAw(A) s1(71, A) s1(N2, \) {4 — 51(Na, ) s1(f3, )\)]
. R 4 . R
_ —/d)\w()\) s1(n, A) 12, \) [1 — o (i, ) 1 (s, /\)} . (13.19)
Nun ist
h2
Sl(fll, )\) 81(73,2, A) = :l:z (1320)
und natiirlich auch
h2
Sl(ﬁg,)\) Sl(flg,k) = iZ (1321)
= 1- ﬁsl(ﬁ%)\) 51(’?7,3,)\) S {0,2} (1322)
4 . .
= w(\) [1 ~ 2 s1(fig, A) s1(ng, )\)} > 0. (13.23)

Daraus folgt

|P(f1,72) — P(fg,fi3) | = ’/d/\w()\) s51(71, \) 81(R2, \) [1 , (13.24)

=+h2/4

4 .
— ﬁ 81(712, )\) Sl(ng, )\):|
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wobei s1(71, A) s1(fi2, A) eine Funktion von X ist; das Vorzeichen kann sich als Funktion von A &ndern! Daher kann
man nicht einfach h?/4 aus dem Integral ziehen, sondern es gilt

(Pl i) — P, ) ‘/d)\w s { i, )) sl(ﬁg,/\)”
‘/dm { = 51(fi2, A) a(ﬁs,A)H
/d/\w { - 31(”27/\)51(ﬁ3’)‘):|

= 4 /d)\w()\) s1(2, A) s1(3, A)

2

= T Plia ). (13.25)
Wir haben damit die Bellsche Ungleichung
h2
‘P(TALMTALQ) —P(TALh??Lg) | < Z-I—P(le,ng) (1326)

erhalten.
Betrachten wir nun als Beispiel die drei (koplanaren) Einheitsvektoren

1 0 1 1
m=10], ap=(1], ns=—|1]. (13.27)
0 0 V2 0
n, R
n3
45°
45° ~
n,

Die Standard-Quantenmechanik sagt gemifl Gl. (13.11) voraus

P(fy,f3) =0, (13.28)
A N 1 n?
P(ny,fig) = P(ng, fig) = _ﬁ - (13.29)
Einsetzen in die Bellsche Ungleichung ergibt
2oL (13.30)
V2T \/5 '

=2 (13.31)

Das ist offensichtlich falsch. Es ergibt sich also ein Widerspruch. O

Das Ergebnis sagt aus, dass man auch durch Annahme beliebiger verborgener Variabler — wir haben nichts
dariiber angenommen, aus welcher Menge A kommt oder wie die Verteilungsfunktion w(\) aussieht — keine lokal
realistische Theorie konstruieren kann, die dieselben Voraussagen macht, wie die Standard-Quantenmechanik. Die
Hoffnung von Einstein et al., die vermeintlich unvollstindige Quantenmechanik kénne durch eine vollstdndige,
lokal realistische Theorie ersetzt werden, die dieselbe Physik beschreibt, hat sich also zerschlagen. Es ist wichtig,
sich klarzumachen, dass Bells Theorem nicht die Existenz verborgener Variabler verbietet. Es kann durchaus
verborgene Variablen geben, nur kann man durch ihre Einfiihrung die Theorie nicht lokal machen.
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Soweit sagt Bells Theorem natiirlich nichts dariiber aus, ob die Welt {iberhaupt durch die Standard-
Quantenmechanik beschrieben wird. Sie kénnte ja in Wirklichkeit durch eine lokal realistische Theorie beschrie-
ben werden, die dann eben nicht dieselben Voraussagen macht. Aber die Bellsche Ungleichung stellt auch hier
einen grofien Fortschritt dar. Man kann ja das beschriebene Experiment wirklich ausfithren und damit P(7q, 7ia),
P(nq,7n3) und P(n9,73) experimentell bestimmen. Dies wurde vielfach getan und die Ergebnisse stimmen mit
der Standard-Quantenmechanik {iberein und verletzen somit die Bellsche Ungleichung. (Die Interpretation dieser
Experimente ldsst manchmal Schlupflocher, wie sie unter — meist wenig plausiblen — Annahmen doch noch mit
dem lokalen Realismus in Einklang gebracht werden kénnen. Grofier Aufwand ist sowohl experimentell als auch
theoretisch getrieben worden, um diese Schlupflécher zu schlieBen.) Es ist sehr naheliegend, aus dem Versagen
jeglicher lokal realistischer Beschreibung zu schlieflen, dass die Welt selbst fundamental nichtlokal ist.

Die experimentelle Bestétigung der notwendig nichtlokalen Beschreibung, z. B. durch den verschrénkten Zu-
stand |9}, provoziert erneut Einsteins Frage: Fiihrt der Kollaps des Zustands bei der Messung an Teilchen 1 zu
einer realen Fernwirkung? Die Antwort ist nein, wenn damit eine kausale Wirkung gemeint ist. Man kann zeigen,
dass die Nichtlokalitéit nicht fiir die instantane oder auch iiberlichtschnelle Ubertragung von Information genutzt
werden kann. Wesentlich dafiir ist, dass Experimentatorin Alice mit Teilchen 1 zwar die Richtung 7; wéhlen
kann, aber nicht bestimmen, welcher Messwert s;(721) herauskommt. Experimentator Bob kann aber durch keine
Messung an Teilchen 2 feststellen, welche Richtung 71 Alice gewahlt hat. Die Nichtlokalitit zeigt sich erst, wenn
Alice und Bob spiter ihre Datensétze fiir viele Messungen an Teilchen-Paaren zusammenfiihren und finden, dass
die Bellsche Ungleichung verletzt ist.

13.2 Schrodingers Katze

Das bekannteste Gedankenexperiment zur Quantenmechanik stammt von Erwin Schrédinger (1935). Es beruht
auf Schrodingers Beschéftigung mit dem EPR-Paradoxon. Schrodinger wollte mit seinem Gedankenexperiment die
scheinbar paradoxen Konsequenzen aufzeigen, die sich ergeben, wenn ein mikroskopisches und ein makroskopisches
Objekt in einem verschriankten Zustand sind. Letztlich kann man die paradoxen Konsequenzen der durch die
Quantenmechanik vorhergesagten unitiren (es reicht auch linearen) Zeitentwicklung und dem daraus folgenden
Superpositionsprinzip zuschreiben.

Schrodinger betrachtete einen geschlossenen Kasten mit einer Katze und einer Killermaschine. Die Maschine
enthélt ein Atom mit radioaktivem Kern. Wenn der Kern zerfallt, wird ein Mechanismus ausgelost, der die Katze
totet. Schrodinger ging davon aus, dass die beobachtete (Exponential-) Verteilung von Zerfallszeitpunkten intrin-
sisch quantenmechanischer Natur ist. Sie beruht dann nicht auf unserer Unkenntnis iiber einen hypothetischen
inneren Zustand des Kerns (d.h. es lduft keine verborgene Uhr im Kern). Der Zustand des, evtl. zerfallenen,
Kerns zur Zeit t ldsst sich dann schreiben als

|[Kern(t)) = Ve /7 |heil(t)) + v/ 1 — e~ /7 |zerfallen(t)). (13.32)

Hier ist 7 die mittlere Zerfallszeit, |heil(¢)) der Zustand des nicht zerfallenen Kerns und |zerfallen(t)) der dazu
orthonormierte (und komplizierte!) Zustand der Zerfallsprodukte des zerfallenen Kerns. Wir lassen jetzt das
Zeitargument der Zusténde weg. Der Vektor |Kern) ist normiert:

(Kern|Kern) = e /T (heil|heil) + (1 — e_t/T) (zerfallen|zerfallen) = 1. (13.33)
——
=1 =1

Da der Apparat die Katze kausal an den Kern koppelt, ist der Zustand des Gesamtsystems im Kasten von
derselben Form:

|Kern+Katze) = v e~t/7 |heil)|lebendig) + /1 — e~/ |zerfallen)|tot). (13.34)

Wenn ein Beobachter den Kasten 6ffnet, findet er entweder eine lebende oder eine tote Katze vor. Er findet nie eine
Superposition von lebender und toter Katze (wie wiirde das iiberhaupt aussehen?). Dies ist die Motivation, einen
Zustandskollaps zu postulieren: Nach dem Projektionspostulat kollabiert bei Messungen der Zustand instantan. Im
vorliegenden Fall wird die Beobachtung des Zustandes der Katze als Messung aufgefasst. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, eine lebende Katze zu finden, ist nach der Bornschen Regel

Wicbendig = | (lebendig|(heil|[Kern+Katze)|> = e~/ (13.35)
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Vor der Beobachtung ist das makroskopische System im Kasten also in einer Superposition von deutlich verschie-
denen Zustédnden — sie enthalten eine lebende oder eine tote Katze. Dies hielt Schrodinger fiir absurd. Er sah
sein Gedankenexperiment als Argument gegen die Kopenhagener Deutung der Quantentheorie, auf die wir noch
kommen werden. Aber das Paradoxon greift nicht wirklich: Die Kopenhagener Deutung neigt dazu, den Zustand
als Ausdruck der Kenntnis eines Beobachters aufzufassen, und dann zeigt die Superposition nur an, dass der
Beobachter eben nicht weif3, ob die Katze lebendig oder tot ist.

Man bezeichnet allgemein Superpositionen makroskopisch unterschiedlicher Zusténde als Schridinger-Katzen-
Zustinde. Dabei ist es keineswegs einfach, zu definieren, was mit , makroskopisch unterschiedlich“ gemeint ist,
und es gibt verschiedene Ansichten dazu.

Schrodingers Katze ist ein Priifstein fiir jeden Versuch der Interpretation der Quantenmechanik. Die Mini-
malinterpretation ist allerdings damit kaum angreifbar. In ihr wird ja gerade dem unbeobachteten Zustand der
Katze im geschlossenen Kasten keine physikalische Bedeutung beigemessen. Ein Vertreter von ,shut up and cal-
culate* wiirde also weder versuchen, der makroskopischen Superposition einen physikalischen Sinn zu geben, noch
sie durch Anderung der Theorie zu vermeiden, sondern wiirde die Frage als gegenstandslos und damit unsinnig
zuriickweisen.

Das Gedankenexperiment wirft auch die Frage auf, wann genau der Zustand kollabiert. Gemifi dem Projek-
tionspostulat und der Kopenhagener Deutung nach Heisenberg kollabiert der Zustand, wenn der Beobachter den
Kasten o6ffnet und den Zustand der Katze iiberpriift. Aber ist nicht die Katze auch ein Beobachter? Dann wiirde
der Zustand kollabieren, sobald der Kern zerfillt — hier konnten wir auch den Fall betrachten, dass die Apparatur
den Kernzerfall fiir die Katze sichtbar anzeigt, diese aber nicht tétet. Die Frage nach der Rolle des Beobachters
steht auch hinter dem folgenden Gedankenexperiment.

13.2.1 Wigners Freund: Bewusstsein erzeugt Kollaps

Eine Fortsetzung des Gedankenexperiments iiber Schrédingers Katze stammt von E. Wigner (1961): Dabei fiihrt
ein Freund von Wigner das Experiment mit der Katze aus, wihrend Wigner nicht im Raum ist. Wigners Freund
Offnet den Kasten und iiberpriift den Zustand der Katze. Nach der Kopenhagener Deutung ist aus Sicht von
Wigner, der all dies nicht beobachtet, das System Kern+Katze+Freund nun in einem Zustand der Form

|Kern+Katze+Freund) = V e~*/7 |heil)|lebendig)|gliicklich) + \/1 — e~t/7 |zerfallen)|tot)|traurig).  (13.36)

Dieser Zustand kollabiert demnach erst, wenn Wigner den Raum wieder betritt und seinen Freund oder die
Katze untersucht. Das wiirde bedeuten, dass der Kollaps fiir Wigner und seinen Freund und evtl. die Katze zu
unterschiedlichen Zeitpunkten stattfindet. Die Kopenhagener Deutung nach Heisenberg interpretiert den Zustand
als Ausdruck des Wissens {iber ein System, nicht als Eigenschaft des Systems selbst. In dieser Sichtweise ist
es natiirlich kein Problem, wenn der Kollaps fiir die beteiligten Beobachter zu unterschiedlichen Zeitpunkten
stattfindet, sondern dies ist zu erwarten.

Will man dem Kollaps aber realen Charakter zuschreiben, also sagen, dass sich iiber die Kenntnisse von Beob-
achtern hinaus etwas in der Welt dndert, sind die unterschiedlichen Kollapszeitpunkte nur schwer zu verteidigen.
Wigner vertrat eine solche realistische Interpretation des Kollapses. Er war der Auffassung, dass ein bewusster
Beobachter notwendig ist, um einen Zustand zu kollabieren. Dann findet der Kollaps eindeutig genau dann statt,
wenn Wigners Freund den Kasten 6ffnet, und nicht, wenn Wigner den Raum betritt. Wigner billigte der Katze
also kein Bewusstsein zu. Aber hier liegt ein Problem: Bewusstsein ist eine graduelle Eigenschaft und kann somit
nicht leicht eine zweiwertige Konsequenz erkléiren, ndmlich Kollaps oder kein Kollaps. Ab welchem Alter kann z. B.
ein Kind einen Zustand kollabieren? Kann ein Schimpanse oder ein Delphin einen Zustand kollabieren? Wigners
dualistische — und esoterisch anmutende — Auffassung von Materie vs. Bewusstsein ist auch kaum zu halten.

13.2.2 Stern-Gerlach-Experimente als Prototyp des Messprozesses

Varianten des in 2.7 besprochenen Stern-Gerlach-Versuchs sind fiir die Diskussion des Messprozesses besonders
geeignet, weil sie eine minimale Realisierung darstellen, die dennoch alle relevanten Aspekte enthilt. Wir be-
schreiben zunéchst eine Variante des Versuchs, die etwas vom historischen Experiment abweicht. Die einlaufenden
Teilchen sollen némlich in einem wohldefinierten Spin-Zustand |¢) sein, wihrend sie bei Stern und Gerlach aus
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einem Ofen kamen und daher zufillig verteilte Spin-Zustinde hatten. Beim historischen Experiment kann der
einlaufende Zustand also korrekt nur mittels eines Dichteoperators beschrieben werden. Ein bestimmter (reiner)
Spin-Zustand kann im Prinzip leicht durch eine vorgeschaltete Stern-Gerlach-Apparatur realisiert werden, die den

Strahl abhéingig von einer einstellbaren Spin-Kompontente S aufspaltet (7 ist ein Einheitsvektor). Hier ist dies
fiir das Beispiel S, skizziert:

Schirm

Was geschieht nun, wenn die zweite Stern-Gerlach-Apparatur die Komponente S. misst? Zunichst kénnen wir
den einlaufenden Zustand schreiben als

) = ID{Tl) + ) ) = (Tl 1) + () ) (13.37)

Dies ist eine mathematische Operation, die natiirlich immer moglich ist, unabhéngig davon, ob und was wir
messen. Zur Abkiirzung schreiben wir

1) = cr 1) + ey [)- (13.38)

Wir verfolgen ein Teilchen jetzt im mitbewegten Bezugssystem. Zunéchst wirkt kein Magnetfeld und der Hamilton-
Operator ist H = p> /2m. Im zweiten Stern-Gerlach-Apparat wirkt ein inhomogenes Magnetfeld, dass eine Kraft
auf das Teilchen ausiibt, die fiir die Eigenzustédnde von S, entgegengesetzt ist. Eine rdumlich konstante Kraft
entspricht einem linearen Potential. Im Bereich der zweiten Apparatur ist der Hamiltonian daher

. pP .
H=-—+bxS5, 13.39

2m o ( )
mit einer Konstanten b. An dieser Stelle erweist es sich als niitzlich, dass wir |¢)) nach Eigenzustéinden von S,

entwickelt haben und nicht in irgendeine andere Basis. H ist némlich in der Eigenbasis von S, (block-) diagonal:
H=| 2m 2 5 . (13.40)

Beim Durchlaufen des inhomogenen Magnetfeldes erhalten die Teilchen im Spin-Zustand |1) bzw. ||} entgegenge-
setzte Impulse senkrecht zum einlaufenden Strahl. Hinter der Apparatur kénnen wir den Zustand also schreiben
als

[¥) = ¢t |1, 0:>0) + ¢ |4, p.<0). (13.41)

Die Zusténde |1), |{) im Spin-Faktorraum sind nun mit den Zustdnden |p,>0), |p,<0) im Faktorraum der
rdumlichen Bewegung verschrankt. Dies wiirde man noch nicht als Schrodinger-Katzen-Zustand bezeichnen, weil
[T, p.>0) und |, p.<0) mikroskopische Teilchen an nidherungsweise demselben Ort beschreiben.

Aber nun miissen wir nur abwarten. Wegen der entgegengesetzten Transversalimpulse laufen die Teilchen
abhéngig von m = 1, | rdumlich auseinander und treffen an makroskopisch getrennten Orten auf den Schirm oder
Detektor. Der Zustand hat dann die Form

V) = ¢t |1, 2=20) + ¢} |4, 2=—20). (13.42)
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Ob das jetzt ein Schrodinger-Katzen-Zustand ist, hingt von der genauen Definition ab. Im néchsten Schritt
wird das Auftreffen des Teilchens detektiert. Und schliellich erhélt ein Beobachter die Nachricht, wo das Teilchen
aufgetroffen ist. (Der Detektor spielt hier keine fundamentale Rolle, denn es ist fiir einen menschlichen Beobachter
zwar schwierig, aber im Prinzip moglich, ein einzelnes Teilchen sinnlich wahrzunehmen.)
Ist die Zeitentwicklung weiterhin unitér, so ist der gemeinsame Zustand des Teilchens und der Beobachterin
Alice nun von der Form
0) = e 1, Ay} + ey [ AL, (13.43)

wobei A, bedeutet ,,Alice hat Spin m gemessen“. Das wire nach jeder sinnvollen Definition ein Schrodinger-
Katzen-Zustand.

Das Projektionspostulat sagt dagegen, dass der Zustand bei der Messung kollabiert. Dann ist der Zustand
nach der Messung entweder |1, A+) oder ||, A}) mit Wahrscheinlichkeiten |c,,|? = |(m|¢)|?. Wann findet dieser
Kollaps statt? Oder, in anderen Worten, was genau macht hier die Messung aus? Die Minimalinterpretation macht
dazu keine Aussage. Interpretiert man den Zustand als Ausdruck des Wissens iiber ein System, erfolgt der Kollaps
offenbar dann, wenn das Messergebnis Alice bekannt wird. Dasselbe folgt aus Wigners Vermutung, wonach ein
bewusster Beobachter notwendig ist.

13.3 Das No-Cloning-Theorem

Eine fiir die experimentelle Untersuchung von Zustédnden und fiir auf Quantenmechanik beruhenden Technologien
wesentliche Einschriankung besteht darin, dass Zustidnde von Quantensystemen prinzipiell nicht perfekt kopiert
werden konnen. Dies ist die Aussage des No-Cloning-Theorems (Wootters und Zurek, 1982), das wir nun for-
mulieren und beweisen werden: Wir betrachten zwei gleichartige Teilsysteme, insbesondere mit Hilbert-Raumen
gleicher Dimension. Anfangs sei das Gesamtsystem in einem beliebigen Produktzustand [¢));|v)2. Behauptung:
Es existiert kein unitérer Prozess, der fiir alle |¢); diesen Zustand in |¢)]1))o {iberfiihrt, d.h. der den Zustand
|t)1 von Teilsystem 1 unverdndert ldsst und in Teilsystem 2 kopiert.

Beweis: Angenommen, es gibe einen solchen Prozess. Seien [1)1 und |¢); zwei beliebige Zustéinde von Teil-
system 1. Alle vorkommenden Zustédnde seien normiert. Die Zeitentwicklung werde durch den unitéiren Zeitent-
wicklungsoperator U beschrieben. Dann ist

U lphlv)e = [Y)])e, (13.44)
Ul¢hlv)e = 6)1]¢)o- (13.45)
Es folgt
(Bla(Bl1)11v)2 = W2 UTT [)1|v)2 = (W2 (@l )1 11)2 = (V]a[v)2(Bl1[1)1 = (l1]1)1- (13.46)
=1
Andererseits gilt
(Pl2(Bl1 1Y) 11¥)2 = (Bl2]th)2 (Dl1[1)1- (13.47)

Die Teilraum-Indizes 1, 2 sind fiir die Berechnung der Skalarprodukte irrelevant, da die Zusténde [¢)) und ¢)
in Teilraum 2 Kopien der Zustidnde in Teilraum 1 sein und sich also gleich verhalten sollen, also folgt aus Glg.
(13.46) und (13.47)

((8¥))? = (olv). (13.48)
Dafiir gibt es nur zwei Losungen:
(oly) € {0,1}. (13.49)

Also sind die Zusténde |¢) und |¢) entweder identisch oder orthogonal. Die Voraussetzung war aber, dass [i) und
|¢) beliebig sind, sie kénnen insbesondere (p|y) ¢ {0,1} erfiillen. Widerspruch!

Der Kontext des No-Cloning-Theorems ist eine Sichtweise, wonach die gesamte Zeitentwicklung in der Quan-
tenmechanik unitér ist, also kein Zustandskollaps stattfindet — wir kommen darauf zuriick. Aber auch, wenn echter
Kollaps zugelassen wird, bleibt die Aussage richtig. Das sicht man z. B. daran, dass Kollaps, also Projektion von
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Zustanden, notwendigerweise gewisse Basen auszeichnet, ndmlich die Eigenbasen der Projektionsoperatoren. Da-
her kann damit erst recht kein Prozess konstruiert werden, der alle moglichen Zusténde kopieren kann.
Noch zwei Bemerkungen:

e Es ist moglich, den Zustand eines Teilsystems in ein anderes zu kopieren. Das No-Cloning-Theorem erzwingt
nur, dass dabei der Zustand des urspriinglichen Teilsystems gedndert wird. Es ist also insbesondere im
Prinzip moglich, einen Quantenzustand {iber makroskopische Entfernungen zu verschicken, man spricht
dann von Teleportation des Zustands.

e Es ist auch moglich, beliebig viele Teilsysteme in identischen Zustédnden zu préparieren, z. B. mehrere Spins
im Zustand [1). Das Theorem verbietet nur die Kopie vorher unbekannter Zusténde.

Das Theorem hat wichtige Konsequenzen. Zunéchst zeigt es, dass wir die Unméglichkeit der gleichzeitigen Messung
unvertraglicher Observabler nicht umgehen kénnen: Wére es moglich, Zusténde zu kopieren, so konnten wir z. B.
den Zustand [¢) eines Spins der Liinge 1/2 kopieren und dann S, und S, messen, ohne dass sich die Messungen
gegenseitig stéren. Das Argument lisst sich umdrehen: Es ist unméglich, den Zustand |¢) eines Quantensystems
vollsténdig zu messen. Denn wiire es moglich, kénnten wir danach beliebig viele Subsysteme in diesem Zustand |¢)
praparieren, was dquivalent zur Anfertigung von Kopien ist und damit durch das No-Cloning-Theorem verboten.

Damit im Zusammenhang steht die Erkenntnis von N. Herbert (1982), dass die Moglichkeit der Kopie von
beliebigen Zusténden iiberlichtschnelle Informationsiibertragung erlauben wiirde. Dies wird durch das No-Cloning-
Theorem ausgeschlossen.

13.4 Ensemble-Interpretation

Wir haben gesehen, dass die Quantenmechanik eine stochastische Theorie ist — wenn bei einem Stern-Gerlach-
Experiment der einlaufende Zustand der Eigenzustand |—) zu S, ist und man S, misst, kann man wirklich nicht
vorhersagen, ob ein Teilchen nach oben oder unten abgelenkt wird. Eine wesentliche Frage ist, ob dieses Element
des Zufalls eine vermeidbare Unvollsténdigkeit der theoretischen Beschreibung ist (Einstein) oder intrinsischer
Natur (Bohr). Unabhéngig von der Haltung zu dieser Frage kann man sich nun auf den Standpunkt stellen, dass
die Quantenmechanik nur als statistische Theorie von Ensembles zu verstehen sei, aber nicht von Einzelsystemen.

Im Rahmen dieser Sichtweise ist der Formalismus des Dichteoperators aus Kapitel 12 naheliegend, da er gerade
Ensembles beschreibt. ,,Reine Zusténde“ werden dann ebenfalls als Ensembles verstanden, bei denen man aber
maximale Information iiber die Einzelsysteme hat. Fiir die Ensemble-Interpretation und den Dichteoperator-
Formalismus spricht, dass man bei der Betrachtung von Teilsystemen generisch eine statistische Beschreibung
benétigt, selbst wenn das Gesamtsystem in einem reinen Zustand ist, wie wir in 12.2.2 gesehen haben. Da man in
der Praxis nicht den Zustand des gesamten Universums betrachtet, ist die Beschreibung mittels des Dichteope-
rators als primér und die Betrachtung reiner Zustédnde von Teilsystemen mittels der Schrodinger-Gleichung als
Naherung anzusehen.

Auflerdem kann man im Dichteoperator-Formalismus den Zustandskollaps recht elegant beschreiben: Die Au-
Berdiagonalkomponenten des Dichteoperators in der Eigenbasis der gemessenen Observable werden auf Null ge-
setzt,

P P12z - pin O
P21 P22 | o 0 p2 - | (13.50)

Erklirt wird der Kollaps damit aber sicher nicht.

Den Wahrscheinlichkeiten aus der Bornschen Regel wird im Rahmen der Ensemble-Interpretation eine Bedeu-
tung in der Realitiit (also eine ontologische Bedeutung) zugeschrieben: Sie sind relative Haufigkeiten von Mes-
sergebnissen in Ensembles. Wenn man von Ensembles von Messungen spricht, geht die Ensemble-Interpretation
nicht iiber die Minimalinterpretation hinaus. Wenn man dagegen an Ensembles von Mikrosystemen denkt — was
natiirlicher scheint — dann schon. Die Interpretation von Wahrscheinlichkeiten als relative Héufigkeiten wird phi-
losophisch auch ohne Bezug zur Quantentheorie als problematisch angesehen. Ein Punkt dabei ist, dass zwar
relative Haufigkeiten fiir Ensembles aus N Einzelsystemen fiir N — oo mit Wahrscheinlichkeit eins gegen die
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Wahrscheinlichkeiten streben, aber eben nur mit Wahrscheinlichkeit eins — auch fiir beliebig grofle N kann eine
gemessene relative Haufigkeit beliebig weit von der tatséchlichen Wahrscheinlichkeit abweichen. Das Konzept
der Wahrscheinlichkeit und damit die stochastische Natur der Theorie wird man in der Ensemble-Interpretation
jedenfalls nicht los, was zumindest fiir einige ihrer Vertreter das Ziel war.

Auch aus anderen Griinden kann die Ensemble-Interpretation nicht befriedigen. Die Quantenmechanik, so
wie sie in dieser Vorlesung entwickelt wurde, stellt sich als Theorie fiir die Dynamik von (reinen) Zusténden von
Einzelsystemen dar. Der statistische Dichteoperator-Formalismus folgt aus dieser Schrodinger-Heisenberg-Dirac-
Quantenmechanik und elementaren Aussagen der mathematischen Stochastik. Die statistische Deutung bricht
i. W. die Quantenmechanik einzelner Zustdnde weg. Man kann dann nicht recht verstehen, wie eine Theorie fiir
Ensembles begriindet werden soll, wenn man keine fundamentale Theorie fiir Einzelsysteme hat. Insbesondere
wird nicht klar, wieso die Wahrscheinlichkeiten gerade den von Born postulierten Wert haben.

Zum anderen kann man ja einzelne Quanten-Experimente durchfithren. Es wére unbefriedigend, wenn man
theoretisch dariiber nichts aussagen konnte. In der Tat macht die Quantenmechanik erfolgreich Aussagen iiber
Einzelsysteme, z. B. wenn man zweimal hintereinander dieselbe Observable misst. Wird bei einem Stern-Gerlach-
Versuch zuniichst der Eigenwert m = h/2 fiir S, gemessen und dann die Messung von S, wiederholt, kommt
mit Sicherheit wieder m = h/2 heraus. Es liegt nahe, zu sagen, dass ein einzelnes Teilchen zwischen den Mes-
sungen im Zustand |m) ist. Dagegen erscheint es unnatiirlich, nur die Aussage zuzulassen, dass die Teilsysteme
eines Ensembles mit der Wahrscheinlichkeit 100% im Zustand |m) sind, d.h. dass der Dichteoperator in der

Standardbasis
. (10
p= ( 0 0 ) (13.51)

ist. Wenn man hier aber eine solche Aussage iiber das Einzelsystem zuldsst, kann man nur schwer die Frage
zuriickweisen, was denn mit dem Einzelsystem im Zustand |m) passiert, wenn man dann S'y statt S, misst.

Insgesamt konnen wir feststellen, dass die Ensemble-Interpretation dem Verstdndnis des Messprozesses nicht
néher kommt. Sie verharrt in der ,shut up and calculate“-Haltung, indem sie den Anwendungsbereich der Quan-
tenmechanik so einzuschriinken versucht, dass schwierig zu deutende Aspekte herausfallen. Diese defensive Stra-
tegie ist aber noch nicht einmal erfolgreich. All dies bedeutet nicht, dass die Beschreibung von Ensembles mittels
des Dichteoperator-Formalismus abzulehnen wére. Sie ist im Gegenteil ein sehr erfolgreicher Teil der Standard-
formulierung. Problematisch ist nur, die Quantenmechanik als ausschlieflich fiir Ensembles sinnvolle Theorie
interpretieren zu wollen.

13.5 Kopenhagener Deutung(en)

Wihrend geméfl der Minimalinterpretation die Quantenmechanik makroskopische Messapparaturen beschreibt,
kann sie sich nach der Ensemble-Interpretation immerhin auf mikroskopische Quantensysteme beziehen, aber nur
als Ensemble. Erst die Kopenhagener Deutung nach Niels Bohr und Werner Heisenberg geht davon aus, dass die
Quantenmechanik wirklich einzelne Quantensysteme beschreibt. Sie sieht dariiber hinaus die Quantenmechanik
als vollstindig an.

Die Kopenhagener Deutung galt fiir lange Zeit als Standardinterpretation und wird in Lehrbiichern oft immer
noch so dargestellt. Allerdings wird nicht immer dasselbe gemeint, wenn von der Kopenhagener Deutung die
Rede ist. Schon Bohr und Heisenberg haben nicht dieselben Standpunkte vertreten. Aulerdem blieb v.a. Bohr
recht vage in seiner Interpretation. Heisenbergs Sichtweise wird oft als Kopenhagener Deutung im engeren Sinne
angesehen, nicht zuletzt, weil Heisenberg selbst diese Bezeichnung in einem Artikel von 1959 (,,Die Kopenhagener
Deutung der Quantentheorie“) eingefiihrt hat.

13.5.1 Bohrs Interpretation
Niels Bohr vertrat drei Thesen:

e Bei der Messung existiert notwendig eine Verkniipfung zwischen dem Quantensystem und der Messappara-
tur.
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e Experimente, insbesondere der Aufbau von Messapparaturen, miissen in der Sprache der klassischen Physik
beschrieben werden.

o Komplementaritit: Verschiedene Beschreibungen der Realitéit konnen jeweils fiir sich korrekt, aber unverein-
bar sein. Zum Beispiel kann man einem Quantensysteme scharfe Werte von einer von zwei unvertréglichen
Observablen zuschreiben, aber nicht beiden gleichzeitig. Die Welle-Teilchen-Dualitét ist auch von dieser Art
— sie beruht ja auf der Unvertriiglichkeit von Ort und Impuls.

Damit ist laut Bohr das Quantensystem zwar real, aber es ist nicht unabhingig von der makroskopischen Ap-
paratur. Quantensysteme haben Eigenschaften nur bezogen auf die zu ihrer Messung dienende Apparatur, die
klassisch beschrieben wird. Dies legt nahe, dass Quantensysteme vielleicht zwar real existieren, aber ihre (oder
ein Teil ihrer) Eigenschaften erst durch die Kopplung an eine Messapparatur erhalten. Andererseits besteht die
Messapparatur aus Elementarteilchen, die man quantenmechanisch beschreiben mochte. Wenn aber diese Teil-
chen ihre Eigenschaften nicht ohne Bezug auf einen Messapparat haben, ergibt sich die Gefahr einer zirkulédren
Beschreibung.

Weiter lief3 sich Bohr nicht darauf ein, zu sagen, was beim Messprozess wirklich passiert. Er akzeptierte
jedenfalls nicht den Zustandskollaps als fundamentales Element der Quantenmechanik. Aber es fragt sich, wie dann
bestimmte Messwerte zu Stande kommen. Damit blieben die wesentlichen Fragen der Deutung des Messprozesses
unbeantwortet.

13.5.2 Heisenbergs Interpretation

Werner Heisenberg geht tiber Bohrs vorsichtige Interpretation hinaus und schreibt dem einzelnen Quantensystem
Realitiit zu. Insbesondere hat nach Heisenberg ein Quantensystem in einem Eigenzustand |¢4) eines hermiteschen
Operators A wirklich eine durch den zugehorigen Eigenwert A charakterisierte Eigenschaft. Heisenberg akzeptiert
die Postulate von von Neumann und Born und damit die Existenz zweier unterschiedlicher Dynamiken:

e die deterministische, stetige und reversible unitdire Zeitentwicklung geméfl der Schrodinger-Gleichung und
e den indeterministischen, unstetigen und irreversible Kollaps des Zustands bei einer Messung.

Nach Heisenberg beschreibt aber keine der beiden Dynamiken einen realen Prozess in der Welt. Denn er schreibt
zwar Eigenwerten hermitescher Operatoren Realitdt zu, aber nicht dem Zustandsvektor bzw. der Wellenfunktion.
Er deutet den Zustand als Ausdruck der Kenntnis des Beobachters iiber das System: Er schreibt ndmlich 1959
itber den Zustandskollaps: ,hier handelt es sich um die unstetige Anderung unserer Kenntnis im Moment der
Registrierung.“ Der Zustand hat demnach epistemischen Charakter (er ist Teil der Beschreibung) und nicht
ontologischen (Teil der Welt).

13.5.3 Zustandskollaps

Wenn man die Existenz zweier Zeitentwicklungen annimmt, muss offenbar entschieden werden, wann welche
Dynamik stattfindet.

1. Falls das wesentliche Kriterium ist, ob eine Messung stattfindet, stellt sich die Frage, wann ein Prozess eine
Messung ist. Nimmt man an, dass der Zustand real ist in dem Sinne, dass er zu jedem Zeitpunkt unabhéingig
von irgendeinem Beobachter ist, kommt man schnell in Schwierigkeiten. Wenn z. B. ein Teilchen ,,zuféllig®
durch ein starkes und inhomogenes Magnetfeld fliegt, sagen wir in der Ndhe der Sonne, so wird es abhéngig
von seinem Spin abgelenkt. Die Situation unterscheidet sich physikalisch nicht von einer Stern-Gerlach-
Apparatur. Ist der Vorgang deshalb eine Messung? Wie schwach muss die Inhomogenitéit des Feldes und
damit die Ablenkung bei einer Stern-Gerlach-Anordnung im Labor oder in der Natur sein, damit es keine
Messung mehr ist? Falls sie beliebig schwach sein kann, existieren dann iiberhaupt , Nicht-Messungen*?
Doch wohl ja, denn sonst existierte gar keine unitére Zeitentwicklung und die Schrédinger-Gleichung wire
niemals anwendbar. Falls es andererseits eine Schwelle fiir die Inhomogenitét gibt, unterhalb derer man es
nicht mehr mit Messungen zu tun hat, was bestimmt dann die Schwelle?

Wir schlieflen, dass kein physikalisches Kriterium dafiir existiert, was eine Messung ausmacht. Das stimmt
natiirlich mit dem iiblichen Verstdndnis von Messungen iiberein, das einen Beobachter einschliefit. Aber
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der Versuch, die Notwendigkeit eines Beobachters mit einem realen Kollaps zu vereinbaren, fithrt direkt auf
Wigners These, dass Bewusstsein notwendig ist, um Zustédnde zu kollabieren. Wie in 13.2.1 diskutiert, hat
man dann das Problem zu entscheiden, wann ein Beobachter , bewusst genug* ist.

. Diese Schwierigkeiten ergeben sich nicht, wenn der Zustand im Hilbert-Raum — wie in der Kopenhagener
Deutung — als Ausdruck der Kenntnis eines Beobachters iiber das System interpretiert wird und nicht als
Eigenschaft des Systems. Dies wirft sofort die Frage auf, ob und wie wir das System selbst beschreiben kénnen
und nicht nur unsere Kenntnis davon. Die Vermutung, dass man die Kenntnis von einer Sache beschreiben
kann, aber aus Prinzip nicht die Sache selbst, ist recht nah an “shut up and calculate”. Andererseits ist jede
Theorie, in der die Beschreibung des Systems zuséitzliche Information erlaubt, eine Theorie mit verborgenen
Variablen.

Die unmittelbare Folge dieser ,,subjektivistischen“ Interpretation ist, dass fiir verschiedene Beobachter das-
selbe Quantensystem durch unterschiedliche Zustéinde beschrieben werden kann, weil sie unterschiedliche
Kenntnis iiber das System haben (z. B. Wigner und sein Freund). Ein Zustandskollaps zeigt dann einfach
an, dass ein Beobachter zusétzliche Information gewonnen hat. Die Frage, ob Schrédingers Katze einen
Zustand kollabieren kann, reduziert sich auf eine Frage nach den geistigen Fihigkeiten von Katzen und wird
irrelevant fiir die Vorhersage und Interpretation von Quantenexperimenten durch menschliche Beobachter.

Was konnen verschiedene Beobachter iiber dasselbe System ,,wissen*“? Angenommen, zwei Beobachter Alice
und Bob haben dieselbe Kenntnis iiber einen Spin der Lénge 1/2, weil sie beide die Apparatur kennen, die
den Spin prépariert. Sie beschreiben den Spin dann mit demselben Zustand, dieser sei [4) = [¢¥B) = |—).
Nun misst Alice in Abwesenheit von Bob S, und erhélt den Messwert 7/2. Dann wird fiir Alice [p4) = |1).
Aber Bob weiB nichts vom Messergebnis und daher bleibt fiir ihn [¢)5) = |—). Als niichstes misst Alice S,
und erhiilt den Messwert —//2. Diese Abfolge von Messergebnissen ist im Rahmen der Quantenmechanik
natiirlich erlaubt; sie tritt mit einer Wahrscheinlichkeit von 25% auf. Nun ist |)4) = [<-) und immer noch

|¥B) = |—). Nun sagen beide Beobachter das Ergebnis einer weiteren Messung von S, vorher:

e Alice: mit 100% Wahrscheinlichkeit —5/2,
e Bob: mit 100% Wahrscheinlichkeit /2.

Wenn sie nun beide die Messung von S, beobachten, ist das Ergebnis mit Sicherheit im Widerspruch
zur Vorhersage von einem von beiden. Diese Schlussfolgerung bezieht sich auf die Vorhersagekraft der
Quantenmechanik und #ndert sich also nicht, wenn wir annehmen, dass ein wahrer Zustand des Spins
existiert, der bestimmt, was bei der letzten Messung herauskommen kann. Unter der Annahme, dass der
Zustand nur die Kenntnis iiber das System beschreibt, sind die Vorhersagen der Quantenmechanik also
zumindest fiir manche Beobachter falsch.

. Ein physikalisch potentiell besser fassbares Kriterium besteht in der Unterscheidung zwischen Mikro- und
Makrosystemen. Es beinhaltet jedenfalls keinen Bezug zu einem Beobachter und verhindert daher auch
nicht eine realistische Deutung des Zustands. Demnach wiirde die Schréodinger-Gleichung nur mikroskopi-
sche Systeme beschreiben. Makroskopische Systeme wiirden einer anderen (noch zu bestimmenden, aber
vermutlich klassischen) Dynamik gehorchen. Koppelt man ein Mikro- an ein Makrosystem, kollabiert der
Zustand sofort. Das schliefit offensichtlich Messprozesse mit ein, da, nach Bohr, Messapparaturen ja klas-
sisch beschreibbar und damit sicher makroskopisch sein miissen. Messungen werden hier nicht mehr als
wesentlich verschieden von anderen Wechselwirkungen mit makroskopischen Systemen betrachtet.

Aber wir haben wieder die Schwierigkeit, dass eine Ja-Nein-Entscheidung von einer (quasi-) kontinuierlichen
Variablen, nédmlich der Systemgrofie, abhéngen soll. Wie grofi muss ein System sein, damit der Zustand
kollabiert? Eine konkret ausgearbeitete Interpretation in dieser Richtung stammt von Ghirardi, Rimini und
Weber und wird in 13.8.2 kurz besprochen. Dabei wird postuliert, dass die typische Zeit bis zum Kollaps
proportional zur Teilchenzahl in einem System ist. Die Proportionalitéitskonstante wird dann so gewahlt,
dass diese Zeit fiir wenige Teilchen sehr lang, aber fiir 10?* Teilchen sehr kurz ist.
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13.6 Dekohirenz

Die von Heisenberg angenommene zweifache Dynamik (unitédr vs. Kollaps) wurde als wesentlicher Mangel der
Kopenhagener Deutung angesehen. Daher gab es verschiedene Versuche, ohne Kollaps auszukommen. Dies war
eine Motivation fiir die Entwicklung der Theorie der Dekohdrenz ab 1970. Diese steht konzeptionell eher in
der Tradition der Ensemble-Interpretation und kann, letztlich aus diesem Grund, das Messproblem nicht 16sen.
Wir hatten in 13.4 gesehen, dass bei einer Messung die Auferdiagonalkomponenten, genannt Kohdrenzen, des
Dichteoperators in der Eigenbasis der gemessenen Observablen auf Null gesetzt werden. Hier geht es um die Frage,
wie dies genau geschieht. Das Ziel ist, dabei ohne expliziten Zustandskollaps auszukommen. Die Zeitentwicklung
des Gesamtsystems soll also immer unitér sein.

Wir betrachten als Beispiel einen Spin der Linge 1/2, an dem S, gemessen wird, so dass als Messwert /i/2
oder —f/2 herauskommen kann. Die Zahl der moglichen Messwerte ist fiir die Argumentation unerheblich. Ein
Messgerit sollte auf jeden Fall eindeutig den richtigen Messwert anzeigen, wenn der Spin schon vorher in einem
der entsprechenden Eigenzusténde |1) oder ||) prépariert wurde. Vor der Messung sei das Messgerit im Aus-
gangszustand | M) und vom zu messenden Quantensystem getrennt. Wenn wir nun annehmen, dass die Messung
durch den unitédren Zeitentwicklungsoperator U beschrieben wird, so gilt

U 1) Mo) = [1)]

= |1)[My), (13.52)
U 1) Mo) = [4)|My).

) (13.53)

Hier sind |M4) und | M) makroskopisch verschiedene Zustéinde des Messgerétes, die jeweils den Messwert h/2 bzw.
—h/2 anzeigen. Aber wegen der Linearitiit der Schrodinger-Gleichung gilt dann notwendig fiir eine Superposition

U (erl) + eyld)) IMo) = er[1)[My) + ey [1)|My). (13.54)

Da |M;) und | M) makroskopisch verschieden sind, ist dies ein Schrodinger-Katzen-Zustand. Das ist (scheinbar?)
nicht, was man jemals beobachtet. Mit der Dekohiirenz-Theorie méchte man dies ohne Kollaps (Projektionspos-
tulat) verstehen.

Die Losung besteht nicht darin, das Quantensystem und das Messgerit als Teilsysteme anzusehen und die
reduzierten Dichteoperatoren auszurechnen. Wenn wir dies trotzdem tun, erhalten wir

Pspin = ler| 2 1) (M + leg 2 1) (4, (13.55)
Py = ey P [My) (My] + ey |* [M) (M. (13.56)

Aber hier haben wir relevante Information weggeworfen. Denn nichts in Glg. (13.55) und (13.56) verhindert,
dass der Spin im Zustand [1) ist, das Messgerdt aber im Zustand M|, so dass es —h/2 anzeigt. Das schlieit
der Zustand des Gesamtsystems aber aus. Also macht die Beschreibung mittels der reduzierten Dichteoperatoren
falsche Voraussagen und ist daher ungeeignet, um irgendetwas zu verstehen.

Die wesentliche Idee ist nun, das Quantensystem und das Messgerit zusammen als nicht abgeschlossen an-
zunehmen. Stattdessen steht es, so das Argument, immer in Wechselwirkung mit seiner Umgebung, d.h. mit
dem Rest des Universums. Es ist fiir die Argumentation niitzlich, als Gedankenexperiment anzunehmen, dass die
Wechselwirkung zwischen Quantensystem und Messgerét einerseits und der Umgebung andererseits erst zu einem
spéiteren Zeitpunkt nach der Messung eingeschaltet wird (das erinnert stark an Schrédingers Katze!). Dann ist
nach der Messung, aber vor der Kopplung an die Umgebung der Zustand von der Produktform

@) = (et [1)[My) + ¢y [L)[M))) [Uo). (13.57)

Den reduzierten Dichteoperator von Quantensystem und das Messgerét erhalten wir durch Bildung der Spur iiber
die Umgebung (Spy;). Dadurch fillt einfach der Umgebungszustand Up) heraus:

pa+m = Spy W) (¥
= (cr MIM) + ey [1IMy)) (e (M (H] + ] (M[{])
= lep|? IV M) (M [ (H] + exch [T M (ML + eqc [ MY M+ ey 2 [0 M) (M (L
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2 *
_ ( ler? epe] > (13.58)

ey ey?

Das ist natiirlich ein reiner Zustand, weil Quantensystem und Messgerdt nicht mit der Umgebung verschrinkt
waren.

Nun werde die Kopplung an die Umgebung eingeschaltet. Durch diese Wechselwirkung &dndert sich die Um-
gebung in unterschiedlicher Weise fiir die beiden Spin-Einstellungen. Wenn wir idealisierend annehmen, dass das
Messergebnis dadurch nicht verfélscht wird (wir kénnen an ein Stern-Gerlach-Experiment denken; das Vorzeichen
der Ablenkung der Teilchen ist vermutlich sehr robust gegeniiber der Wechselwirkung mit der Umgebung), dann
wird der Gesamtzustand schliellich von der Form

(W) = e [NIM)|Uy) + ey [DIM)IU) (13.59)

sein, wo |Up;,) nun den Zustand der Umgebung reprisentiert. Die Umgebung ist kein Messgerit und insbesondere
nicht so konstruiert worden, dass der Zustand der Umgebung eindeutig den Zustand des Quantensystems wider-
spiegelt. Daher ist nicht garantiert, dass |Uy) und |U;) orthogonal sind (wir nehmen aber beide als normiert an).
Das miissen wir beachten, wenn wir nun den reduzierten Dichteoperator des aus Quantensystem und Messgerit
bestehenden Teilsystems ausrechnen:

pq+m = Spy p = Spy | W) (|
= (un| (e INIMPTL) + ey [IDIMY)IUL)) (& UM A+ UML) )

= [er? (U] D fun) {wn 1UR) DM M + ol (Us] Y Lun) Cunl [U4) [1)1M1 )My (]

T T
ey (U ) (| [U) [ MM (1] + ey 2 (UL T (| [UL) )M (M [(]
i —
= ler|? WY IM) (My | (] + ercf (Ur|UL) (1) M) (M| (L]
+ e (UL UR) [D) M) (My [ (P =+ ley |* ) M) (M| (4] (13.60)

wobei {|u,)} eine Orthonormalbasis der Umgebung ist. In der Basis {|1)|M3), [4)|M,)} ist dieser Dichteoperator

R ey crcl (Ur|Uy) )
- . _ 13.61
Patm ( QG U el (13.61)

Er ist offenbar nicht diagonal in der Eigenbasis der Messgrofie S, weil [U3) und |U}) i. A. nicht orthogonal sind.
Aber dies sind Zustidnde des Restes des Universums, d. h. Zustédnde in einem Hilbert-Raum von unendlicher oder
jedenfalls sehr hoher Dimension. Wir erwarten, dass eine unkontrollierte Wechselwirkung fiir die Zusténde |1)| M)
und |])|M}) von Spin und Messapparat den Umgebungszustand in unterschiedlicher Weise zuféllig éndert. Dann
sind |Uy) und |U}) Ergebnisse unabhéngiger Zufallsbewegungen in einem hochdimensionalen Vektorraum und
daher ist ihr Skalarprodukt sehr klein.

Zur Veranschaulichung: Fiir zwei normierte Zufallsvektoren im R” ist der Erwartungswert des Quadrates ihres
Skalarproduktes

1
v-w)?2 == 13.62
@ oP=" (13.62)
Beweis: Wir kénnen das Koordinatensystem so wéhlen, dass die x,,-Achse, m = 1,...,n parallel zu ¢ ist. Dann
ist

(T-0)2 = w2,. (13.63)

Andererseits gilt
dowZ=> w=T=1 (13.64)



Aber nun ist @ fiir alle m wegen der Isotropie des Raumes gleich. Es folgt

1
2 _ = 13.65
Wt = (13.65)
und daraus die Behauptung. O
Wird das Skalarprodukt (U+|U}) Null oder vernachléssigbar, so erhalten wir offensichtlich
5 2 2 les]> 0
PQ+M = ‘CT| |T7 MT><T7 MT| + |C~L| |\Im M$><\Jm M\L| = 0 |C~L|2 . (1366)

Dieser reduzierte Dichteoperator driickt aus, dass
o das Messgerit entweder fi/2 oder —h/2 anzeigt und
e das Messgerit genau den Zustand anzeigt, den der Spin wirklich hat.

Man kann ohne Probleme den Beobachter mit in |M,,) einschlieflen und sagen, dass nun der Beobachter entweder
h/2 oder —h/2 abliest und dies dem tatséchlichen Spin-Zustand entspricht.

Die Auflerdiagonalkomponenten (Koh#renzen) miissen stetig von i. A. grofien Werten mit dem Betrag |crcy ]
in Eq. (13.58) auf Null in der letzten Gleichung abfallen. Diesen Prozess nennt man Dekohdrenz. Die Grundlage
des Arguments ist, dass dies unvermeidbar ist und wegen der riesigen Grofie der Umgebung sehr schnell passiert.
Der Zerfall der Kohérenzen ist eine unitire Zeitentwicklung des Gesamtsystems, die aber fiir das Quantensystem
und das Messgerit nicht von einem instantanen Kollaps zu unterscheiden ist.

Diese Interpretation klingt verniinftig. Hier ist aber noch ein Problem verborgen: Der Bezug auf Auflerdia-
gonalkomponenten impliziert eine Basisabhdngigkeit. Der reduzierte Dichteoperator pgin ist i. A. in manchen
Basen diagonal, in anderen aber nicht. (Dies gilt nur dann nicht, wenn der Dichteoperator proportional zum Iden-
titédtsoperator ist.) Aussagen der Quantenmechanik sollten iiblicherweise basisunabhiingig sein, was also zeichnet
hier eine Basis aus? Die scheinbar offensichtliche Antwort ist, dass die Eigenbasis der gemessenen Observablen
ausgezeichnet ist, weil das Messgerit eben so konstruiert ist, dass es diese Observable misst und nicht irgendeine
andere. Wir wiirden in unserem Beispiel gern wie folgt argumentieren: Weil der Apparat S, misst und nicht z. B.
S, hat der Zustand nach der Messung aber vor der Wechselwirkung mit der Umgebung die Form

ey |3y} + ey [1)1M,) (13.67)

und nicht
cy | Y M) + e [«) | M), (13.68)

Hier sind |—), |[«) Eigenzustinde von S, zu den Eigenwerten +h/2. Aber das ist falsch. Der Zustand in GI.
(13.67) ldsst sich umschreiben als

o I )
VO]

YN | My) + ¢y [My) | My) — ¢y |[My)
V2 V2 '

Dies hat genau dieselbe Form wie Gl. (13.68)! (Das Ergebnis hingt nicht davon ab, dass der Spin-Hilbert-Raum im
Beispiel zweidimensional ist. Man kann jeden Zustand eines zusammengesetzten Systems in Produktzusténde mit
einer beliebig gewiihlten Basis eines Teilsystems, hier des Spins, entwickeln.) Der verschrinkte Zustand von Quan-
tensystem und Messgerit lidsst sich auf unendlich viele verschiedene Weisen in eine Summe von Produktzustéinden
zerlegen und zwar unabhéngig davon, was das Messgerit messen soll.

Es gibt aber einen entscheidenden Unterschied zwischen den verschiedenen Zerlegungen desselben Zustandes
in Gl (13.69): |M4) und |M,) sind makroskopisch verschiedene Zusténde des Messgerites, in denen es unter-
schiedliche Messwerte +//2 fir S, anzeigt. Dagegen ist

)+ e, DI

et [DIMy) + ¢ [1)[M)) 7

+ )

(13.69)

ML) ~ erl M) + ¢y M) (13.70)
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nicht ein Zustand eines Messgerétes, das S, misst. Es ist ja immer noch derselbe Apparat. Vielmehr ist |M_,) eine
Superposition der beiden makroskopisch verschiedenen Zusténde fiir unterschiedliche Messwerte von S,. |M_,) ist
also ein Schrodinger-Katzen-Zustand. Dekohérenz muss offenbar so stattfinden, dass Schrodinger-Katzen-Zusténde
sehr schnell zerfallen.

Es ist tatséchlich zu erwarten, dass Kohérenzen zwischen makroskopisch verschiedenen Zusténden schnell zer-
fallen. Zur Begriindung kommen wir auf die Diskussion nach Gl. (13.61) zuriick: Die Auerdiagonalkomponenten
des reduzierten Dichteoperators in der Eigenbasis von 52, Gl. (13.61), fallen auf Null, wenn die Umgebungs-
zusténde |U;) und |U}) orthogonal werden. Die unkontrollierte Wechselwirkung der Umgebung mit den makro-
skopisch verschiedenen Zustéanden |M;) und |M)) erzeugt deutlich unterschiedliche Zufallshewegungen von |Uy)
und |U}) in einem hochdimensionalen Vektorraum und daher wird ihr Skalarprodukt schnell klein. Im Vergleich
zur Diskussion nach Gl. (13.61) ist ein Punkt geschérft worden: Die Dekohérenz wird durch die makroskopisch
verschiedenen Zustdnde des Messgerites bewirkt. Rechnungen fiir Modelle unterstiitzen die Erwartung, dass
Schrodinger-Katzen-Zusténde schnell dekohérieren.

Zusammengefasst ist die Dekohérenz-Theorie recht erfolgreich darin, den scheinbaren Zustandskollaps im
Dichteoperator-Formalismus durch eine unitére Zeitentwicklung unter Einbeziehung der Umgebung zu erkléren.
Dies 16st aber nicht die Aufgabe, den Messprozess auf Basis reiner Zusténde zu erkldren. Wir erwarten, dass
das Universum in einem reinen Zustand ist und es ist daher relevant zu fragen, was mit diesem bei einem
Stern-Gerlach-Experiment geschieht. Wenn aber, wie die Dekohéirenz-Theorie nahelegt, die Zeitentwicklung von
Dichteoperatoren allein durch die unitére Zeitentwicklung des Gesamtsystems beschrieben werden kann und kein
zusétzlicher Kollaps notwendig ist, liegt es nahe, auch einen reinen Zustand so zu beschreiben. Ansonsten miisste
ein Kollaps so stattfinden, dass er mit der rein unitiren Zeitentwicklung des Dichteoperators vertriglich ist.

13.7 Kein Kollaps: Viele-Welten-Interpretation

T. Maudlin (1995) hat das Messproblem als Trilemma formuliert, d.h. von drei Aussagen iiber die Quantenme-
chanik muss mindestens eine falsch sein:

1. Die Quantenmechanik ist vollstindig, d. h. der Zustandsvektor |¢) beschreibt sémtliche Eigenschaften eines
Systems.

2. Die Zustédnde gehorchen einer linearen (und reversiblen) Dynamik. Konkreter nimmt die Quantenmechanik
die durch die Schrédinger-Gleichung beschriebene unitédre Dynamik an, dies ist hier aber nicht erforderlich.

3. Messungen liefern definitive Messwerte, die Eigenwerte von hermiteschen Operatoren sind, und sind wie-
derholbar.

Verschiedene Interpretationen der Quantenmechanik unterscheiden sich u.a. darin, welche dieser Aussagen sie
fir falsch halten. Vollsténdigkeit und Linearitét erscheinen als natiirliche und wiinschenswerte Eigenschaften
der Theorie. Fordert man sie, so muss die Existenz definitiver Messwerte verletzt sein. In diesem Abschnitt
wollen wir die Konsequenzen der Annahme untersuchen, dass die unitire Quantenmechanik — ohne Kollaps —
eine vollstdndige Beschreibung darstellt. Die Strategie ist hier also, soweit moglich die Interpretation aus dem
Formalismus abzuleiten. Dieses Programm wurde zunéichst von Hugh Everett IT1. (1957) verfolgt.

Wir betrachten als Beispiel wieder eine Stern-Gerlach-Apparatur. Ein Spin-1/2-Teilchen soll auf eine Appara-
tur treffen, die Teilchen entsprechend der z-Komponente ihres Spins nach oben oder unten ablenkt. Wir kénnen
den einlaufenden Zustand schreiben als

er 1) + ey 11). (13.71)

Bei unitarer Zeitentwicklung ist der Zustand nach der Messung dann

[) = cer [T, 2 = 20) + ¢ |4, 2 = —20), (13.72)

in dem Teilchen mit m = 1, | bei z = 2y auf dem Schirm auftreffen. Der Beobachter ist nun auch Teil des Univer-
sums und kann (muss?) daher von der nach Voraussetzung vollstindigen Quantentheorie mit beschrieben werden
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(im Widerspruch zu Wigners ,,Kollaps durch Bewusstsein“!). Nach der Beobachtung sind das Quantensystem und
Beobachterin Alice dann in einem Schrodinger-Katzen-Zustand der Form

|U) =cr [T, Ap) + ey [, Ay). (13.73)

Diesen Zustand fanden Einstein, Schrédinger, Heisenberg usw. inakzeptabel und versuchten daher, ihn entweder
als blof} epistemisch (Teil der Beschreibung, nicht der Realitéit) zu interpretieren oder seinen sehr schnellen Zerfall
zu begriinden.

Everett hat die Superposition dagegen akzeptiert und interpretiert, was sie eigentlich bedeutet. Seine Vorgénger
(z.B. Schrodinger in seiner Diskussion des Katzen-Paradoxons) und auch viele Nachfolger haben argumentiert,
dass wir nie Superpositionen von makroskopisch verschiedenen Zustéinden beobachten und dass daher eine Theo-
rie/Interpretation, die sie vorhersagt, abzulehnen oder durch Kollapsprozesse zu ergénzen sei. Everett hat dagegen
gezeigt, dass die Standard-Quantenmechanik zwar solche Superpositionen vorhersagt, aber nicht, dass wir sie be-
obachten konnen. Im Gegenteil, seine Argumente erkliaren, warum wir sie nicht beobachten kénnen.

| ) beschreibt offenbar die Superposition von einerseits Spin-1 und Alice beobachtet 1 und andererseits Spin-|
und Alice beobachtet |. Nun ist die Zeitentwicklung linear, d. h. es gilt

[W(8)) = Ult,to) (ep |1, Ap(to)) + ey 11 Ay (t0) = e Ult, to) 1, Ap(to) + ¢y Ut to) [L Ay(bo)). (13.74)

Die Zeitentwicklung des Zustandes mit ,,Alice beobachtet 1 ist daher unabhéingig davon, ob er in Superposition
zu einem Zustand mit ,,Alice beobachtet |“ steht oder nicht und wie sich dieser ggf. zeitlich entwickelt. Wegen
der Linearitéit wechselwirken die beiden Vektoren |1, Ay+) und |}, A}) nie mehr miteinander. Der Gesamtzustand
| ) enthilt jetzt zwei Instanzen von Alice in makroskopisch unterschiedlichen Zusténden (beobachten 1 bzw. |),
die jeweils in ihrem Teilzustand gefangen sind.

Fiir Alice, die 1 beobachtet, scheint es so, als ob der einlaufende Zustand zu |1) kollabiert wire. Wir kénnen
annehmen, dass Alice den einlaufenden Zustand kennt, weil sie weif3, durch welchen Prozess er priapariert wurde.
Analog scheint es Alice, die | beobachtet, natiirlich so, als ob der einlaufende Zustand zu |]) kollabiert wire.
Das ist Everetts Losung fiir das Maudlinsche Trilemma: In Wirklichkeit existieren alle iiberhaupt moglichen
Messwerte in Superposition, aber fiir jede Instanz der Beobachterin scheint es so, als ob ein bestimmter Wert
gemessen wurde und der Spin-Zustand in den zugehorigen Eigenzustand kollabiert ist. Der beobachtete Kollaps
ist also nur scheinbar, aber der Anschein ist eine perfekte Tauschung: Fiir Alice ist nicht unterscheidbar, ob
der Zustand kollabiert ist, also nur noch der Teilzustand existiert, in dem sie steckt, oder ob noch die gesamte
Superposition vorhanden ist.

Da nach der Messung eine Superposition von makroskopisch verschiedenen Zusténden vorhanden ist, die nie
mehr miteinander wechselwirken, wird diese Sichtweise als Viele- Welten-Interpretation bezeichnet. Diese Bezeich-
nung stammt nicht von Everett, sondern von DeWitt und Graham (1973). Natiirlich findet eine Aufspaltung in
makroskopisch verschiedene Zusténde nicht nur bei dezidierten Messungen statt, sondern bei allen Prozessen, die
eben Schrodinger-Katzen-Zustédnde erzeugen. Einige Stirken der Interpretation sind die folgenden:

1. kein Kollaps, d.h. nur unitire Zeitentwicklung geméfl der Schrédinger-Gleichung,
2. keine Sonderbehandlung von Messungen und daher auch keine Sonderrolle eines Beobachters,
3. keine verborgenen Variablen, zur Quantenmechanik wird nichts hinzugefiigt.

Es gibt auch gewichtige Kritik an der Viele-Welten-Interpretation:

1. Die erste Kritik ergibt sich aus der (philosophischen) Forderung nach Sparsamkeit in der Theoriebildung.
Diese lasst sich so ausdriicken, dass man nicht mehr Entitédten in die Theorie einfiihren sollte, als fiir deren
Abgeschlossenheit und fiir korrekte Vorhersagen erforderlich. In diesem Sinne, so die Kritik, ist die Viele-
Welten-Interpretation extrem verschwenderisch, denn sie behauptet die Existenz von sehr vielen Instanzen
des Universums, die alle bis auf eine aus Prinzip nicht beobachtbar sind. Die Entgegnung ist folgende: Die
Kritik ist nur iiberzeugend, wenn man die rdumliche Struktur des Universums und seinen Gehalt an Teilchen
und Feldern als fundamental ansieht. Sieht man dagegen den Zustandsvektor als fundamental an, so lauft die
Kritik ins Leere — es gibt nur einen Zustand — und die Viele-Welten-Interpretation ist im Gegenteil sparsamer
als die Kopenhagener Deutung, weil sie die Einfithrung einer zweiten (Kollaps-) Dynamik vermeidet.
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2. Eine zweite Kritiklinie betrifft die Mehrdeutigkeit der Zerlegung von |¥) in eine Superposition von Pro-
duktzustdnden. Ein dhnliches Problem tritt auch in der Beschreibung der Dekohérenz auf. Man kann den
verschrankten Zustand namlich umschreiben geméf

|U) =cp [T, A1) + e 4, Ay) = er [DA) + ey [1)]AY)
= ¢t 2o |As) + ¢y |_>>\;§|<_> |Ay)

V2
crlAr) +eiAy) crlAr) — e |Ay)
i s

=t ey |2 AL) + e <) AL). (13.75)

— )

Hier beschreiben |A_,) und |A.) nicht Alice, die die Spin-Einstellung — bzw. < beobachtet, denn die
Messapparatur kann nur S, messen. Vielmehr sind dies selbst Schrodinger-Katzen-Zustdnde von Alice in
Superposition von , beobachtet 1 und , beobachtet |“. Daher kann man |A_,) und |A. ) nicht als Instanzen
von Alice auffassen und die formal korrekte Form c_, |—=)|A_)+c |[<)| A ) des Zustandes beschreibt keine
Aufspaltung in zwei Welten. Wir sehen, dass eine bevorzugte Basis existiert, ndmlich hier die Eigenbasis
von S.. Diese Basisabhéngigkeit erscheint aber unproblematisch, da der Apparat eben so konstruiert ist,
dass er S, misst, und daher in der Lage ist, Alice abhiingig von der z-Komponente in einen Schrodinger-
Katzen-Zustand zu versetzen.

3. Der dritte und evtl. schwerwiegendste Einwand bezieht sich auf die Wahrscheinlichkeitsinterpretation. Schon
in der Minimalinterpretation sind die Wahrscheinlichkeiten fiir Messergebnisse durch die Bornsche Regel
gegeben. Im obigen Beispiel liefert diese die Wahrscheinlichkeiten |c4+|? und |c)|? fiir die Messwerte +h/2
bzw. die Beobachtungen 1 und |. Die Kritiker fordern, dass die Viele-Welten-Interpretation auch erklédren
kénnen muss, wieso Alice den Beobachtungen 1 und | diese (Bornschen) Wahrscheinlichkeiten zuschreiben
kann. Dies erweist sich als schwierig. In der Viele-Welten-Interpretation hat es keinen Sinn, wenn Alice
vor der Messung fragt ,mit welcher Wahrscheinlichkeit werde ich 1 bzw. | beobachten?* Dies ist nicht die
richtige Frage, weil ja alle {iberhaupt moglichen Ergebnisse auch eintreten.

Hier ist es wichtig festzustellen, dass der Messprozess fiir irgendeine Instanz von Alice ununterscheidbar
von einem stochastischen Kollaps ist. Alice, die 1 beobachtet, erinnert sich nach der Messung eben daran,
dass sie vor der Messung nicht wusste, was herauskommen wiirde, und dass sie dann 1 beobachtet hat. Da
der Prozess ununterscheidbar von einem Zufallsexperiment ist, ist es im Prinzip sinnvoll, den moglichen
Ausgingen Wahrscheinlichkeiten zuzuschreiben.

Was ist also die richtige Frage, wenn nicht ,, Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Alice 1 bzw. | beobachten?*
Wir betrachten die Situation, dass das Experiment bereits stattgefunden hat, aber Alice das Ergebnis noch
nicht bekannt ist. Der Gesamtzustand befindet sich bereits in einer Superposition von zwei Zustinden
mit dem Spin-Anteil |1) bzw. |]). Es ist zu diesem Zeitpunkt bereits sicher, dass sich diese beiden Zusténde
nach der Wechselwirkung mit Alice in Zusténde |1, A1) bzw. |}, A}) entwickeln. Alice ist noch nicht bekannt,
welcher Zustand es sein wird, dies steht aber bereits fest. Dafiir wurde der Begriff self-localization uncertainty
gepragt. Das unterscheidet sich konzeptionell nicht von einem Zufallsexperiment, in dem Alice wiirfelt, aber
zunéchst nicht nachsieht, welche Zahl gefallen ist. Den moglichen Ausgéngen kénnen daher konventionelle
Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden.

Da die Zeitentwicklung linear ist und daher das Superpositionsprinzip gilt, kann der bereits aufgespaltene
Teilzustand, in dem Alice 1 (oder |) beobachten wird, mittels des Zeitentwicklungsoperators auch zu Zeiten
vor der Messung zuriick entwickelt werden. In den dadurch entstehenden Zusténden ist Alice natiirlich iden-
tisch. Trotzdem ist es eine sinnvolle Frage, in welchem Teilzustand sich Alice befindet. Was man gern zeigen
wiirde ist, dass aus dem Formalismus der Standard-Quantenmechanik nicht nur die Beobachtung scheinbar
zufélliger Messergebnisse folgt, sondern auch ihre fast immer beobachtete relative Haufigkeit. Vermutlich
dquivalent dazu mochte man zeigen, dass es fiir uns verniinftig ist, auf den Ausgang von Messungen Wetten
abzuschlieflen und dabei von den Wahrscheinlichkeiten nach Born auszugehen.

Man kann leicht einsehen, dass die Bornsche Regel fiir die Wahrscheinlichkeiten von Messergebnissen ein
zuliissiges Wahrscheinlichkeitsmafl darstellt. Die Bornsche Regel sagt folgendes aus, siehe Gl. (5.135): Der
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Zustand eines Systems sei durch den normierten Hilbert-Raum-Vektor |¢) beschrieben. Die Wahrschein-
lichkeit, das System nach Messung eines vollstindigen Satzes vertrédglicher Observabler in einem Zustand
beschrieben durch den normierten Hilbert-Raum-Vektor |¢;) zu finden, ist

pi = (Wil 9) . (13.76)

Dieses Wahrscheinlichkeitsmaf ist per Konstruktion nichtnegativ, es ergibt 0 (1) fiir ausgeschlossene (sichere)
Ausginge. Aulerdem ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Zusténde einer beliebigen Orthonormal-

basis eins:
Zpi = Z (wilg)* = Z<¢|wi><wi|¢> = (¢[1|¢) = 1. (13.77)

Es ist auch das einzige Wahrscheinlichkeitsmafl; das nur vom aktuellen Zustand des Systems, |¢), und
vom Endzustand |1);) abhéingt. Dies ist der Inhalt von Gleasons Theorem (Andrew M. Gleason, 1957). Das
Theorem wurde fiir allgemeine Ensemble-Zusténde im Dichteoperator-Formalismus formuliert, gilt aber
natiirlich auch fiir den Spezialfall reiner Zustédnde.

Sei {|¢i)} eine Orthonormalbasis eines Hilbert-Raums # der Dimension drei oder grofier. Sei Py = ) ()
der Projektionsoperator auf den Vektor [¢;). (Dann gilt >, P; = 1.) Sei f(F;) eine Abbildung von Projek-
tionsoperatoren auf H in das Intervall [0, 1] mit der Eigenschaft

> I(B)=1. (13.78)

Dann existiert ein positiver (hermitescher) Operator p auf H mit Spur eins, so dass gilt
f(B) =TrpP;. (13.79)

Beachte, dass p genau die Eigenschaften eines Dichteoperators hat. Fiir einen reinen Zustand |¢) ist p =
|¢)(#| und damit A
F(P) = Tr|¢)(@lv) (Wil = |(wile) . (13.80)

Bemerkung: Es wird gefordert, dass f(P;) nur von dem einen Zustand |¢;) abhéngt, nicht davon, wie wir den
Rest der Orthonormalbasis aufbauen, und auch nicht vom Messprotokoll. Die Messung muss nur geeignet
sein, festzustellen, ob das System im Zustand |v¢;) ist. Der Beweis ist erstaunlich kompliziert. Fiir einen
zweidimensionalen Hilbert-Raum, d.h. fiir einen Spin der Lénge 1/2 oder fiir ein Qubit, findet man auch
Wahrscheinlichkeitsmafle, die sich nicht auf diese Weise durch einen Dichteoperator ausdriicken lassen.

Man kann den Standpunkt vertreten, dass durch die beiden Aussagen (a) ,Fiir eine Beobachterin Alice
ist ihre Zugehorigkeit zu einem der Zweige des Zustands eine Zufallsvariable (self-localization uncertain-
ty).“ und (b) ,Die Bornsche Regel liefert das einzige mogliche Wahrscheinlichkeitsmafl.“ die Bornsche
Regel iiberzeugend begriindet ist. Aber ganz zufrieden sind wir damit vielleicht nicht. Die Viele-Welten-
Interpretation erkldrt in sehr eleganter Weise, wieso uns die deterministische unitére Zeitentwicklung der
Quantentheorie als stochastischer Prozess erscheint. Es wére wiinschenswert, wenn sie ebenso elegant die
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten vorhersagen kénnte. Stattdessen beruht letzteres auf einem mathematisch
aufwendigen Beweis.

Auch in unserer Erinnerung finden wir, dass die Bornsche Regel erfiillt ist. Hier kann man einwenden, dass
die meisten Menschen nicht viele Stern-Gerlach-Experimente tatséchlich durchgefiihrt haben. Wo im All-
tagsleben bemerken wir die Giiltigkeit der Bornschen Regel? Ein Beispiel ist das Sehen: Eine Oberfliche,
die wir sehen, sendet Licht nach dem Huygensschen Prinzip i. A. als auslaufende Kugelwellen aus. Das ist
unabhéngig davon, ob es eine aktive Lichtquelle ist (Stern, Flamme, Glithfaden) oder eine diffus streuende be-
leuchtete Oberfliache. Laser fallen hier natiirlich heraus. Quantenmechanisch kénnen wir diese Kugelwellen in
guter Ndherung als Wellenfunktionen einzelner Photonen beschreiben. Die Photon-Photon-Wechselwirkung
in Vakuum oder Luft ist sehr schwach, daher ist die Ein-Teilchen-Quantenmechanik ausreichend. Wenn wir
ein Photon mit der Netzhaut registrieren, kollabiert nach der Kopenhagener Deutung diese Wellenfunkti-
on zu einer stark lokalisierten Funktion, i. W. einer Ortseigenfunktion. Dies geschieht nach der Bornschen
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Regel mit einer Wahrscheinlichkeit, die zum Betragsquadrat der Wellenfunktion am Ort der Registrierung
proportional ist. Das Betragsquadrat entspricht der Intensitdt des Lichts. Wegen der Erhaltung der Wahr-
scheinlichkeit muss die Intensitiit einer Kugelwelle mit dem Abstand r von der Quelle wie 1/r? abfallen.
(Die Wellenfunktion muss also wie 1/r abfallen, vgl. die Einfiihrung in die Streutheorie in der Vorlesung
Quantentheorie 2.) Die Quantenmechanik sagt also voraus, dass die beobachtete und auch die objektiv ge-
messene Helligkeit einer Punktquelle proportional zu 1/r? abfillt. Eine signifikante Abweichung davon, also
von der Bornschen Regel, wiirden wir unmittelbar sehen. Eine kleinere, sogar sehr kleine, Abweichung wire
experimentell beobachtet worden. Im Ergebnis haben wir also sehr oft die Giiltigkeit der Bornschen Regel
iiberpriift.

Nach der Viele-Welten-Interpretation existieren aber Instanzen von uns, die jede tiberhaupt moégliche Abfolge
von Beobachtungen gemacht haben. Das enthélt zahlreiche v6llig unplausible Situationen, z. B. Beobachter,
die konsistent weiter entfernte Objekte als heller als nidhere Objekte wahrnehmen. Diese tragen in der
Superposition eine extrem kleine Amplitude, aber eben nicht Null. Es stellt sich also die Frage, wieso
wir nicht solche Beobachter sind, die sich an ganz merkwiirdige Beobachtungen erinnern. Man wiirde gern
antworten, dass die Entscheidung, welche Instanz von uns wir sind, eine zufillige Auswahl, gewichtet mit dem
Amplitudenquadrat, ist. Dann ist unsere Erinnerung zwar mit hoher Wahrscheinlichkeit mit der Bornschen
Regel vereinbar, aber das Problem wurde nur verlagert: Wir miissen erkliaren, wieso die richtigen Gewichte
denn die Amplitudenquadrate sind.

13.8 Weitere Interpretationen

In diesem Abschnitt erwdhnen wir sehr knapp noch zwei weitere Interpretationen, namlich die Idee der
Fiihrungswellen und den realistischen Kollaps von Ghirardi, Rimini und Weber. Diese beiden Interpretationen
zeichnen den Ortsraum aus, haben aber sonst nicht viel miteinander gemein.

13.8.1 De Broglie-Bohm-Fiihrungswellen

De Broglie (1927) und unabhingig davon Bohm (1952) haben ein Interpretation der Quantenmechanik vorge-
schlagen, in der neben der Wellenfunktion auch die klassisch gedachten Trajektorien von Teilchen auftreten. Wir
betrachten hier der Einfachheit halber ein System aus N Teilchen gleicher Art, insbesondere mit gleichen Massen.
Seine Dynamik wird beschrieben durch einerseits die Schrodinger-Gleichung

OV n2 3 92y
h — =

- — v 13.81
ot om P 63712 +V('I1a 71’3]\7) ( 3.8 )

fiir die Wellenfunktion ¥(x1,...,x3n,t) und die Fihrungsgleichung fiir die Teilchen,
de; 1 98

= 13.82
dt m 0x; ( )

mit der Phase der Wellenfunktion, S(z1,...,zsn,t), die definiert ist iiber
V(zq,...,23n,t) = R(z1,...,23N,t) €xp <; S(z1,... ,ng,t)> . (13.83)

Wir sehen, dass S die Rolle der Wirkung fiir die klassische Bewegung der Teilchen spielt: Die kanonischen Impulse
sind geméaf 4.3.2 gegeben durch
as

pi = oz
Gleichung (13.82) ist also einfach die Beziehung v; = p;/m fiir nichtrelativistische Teilchen. Die Bewegung der
Teilchen wird also von der Wellenfunktion determiniert, daher die Bezeichnung Fihrungswelle. Die Interpreta-
tion wird manchmal als Beispiel fiir eine Theorie mit verborgenen Variablen angefiihrt, wobei die Teilchenorte
diese Variablen seien. Aber diese Orte sind von vollig anderem Charakter als die verborgenen Variablen im Sinne

(13.84)
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von Einstein et al. oder Bell. Bei de Broglie und Bohm wird die Zeitentwicklung des Zustands allein durch die
Schrodinger-Gleichung fiir ¥ beschrieben, die insbesondere nicht von den Teilchenorten abhéngt. Der Zustands-
vektor ¥ determiniert dann die Bewegung der Teilchen.

Die Orte der Teilchen mogen nun einer gewissen Verteilung p(z1,...,73y,t) im Konfigurationsraum R3V
gehorchen — damit ist man notwendig bei einer statistischen Deutung. Dann kann man folgendes zeigen: Wenn
zu einem Zeitpunkt to gilt p = |¥|2, so gilt diese Identitiit fiir alle Zeiten, insbesondere fiir alle t > ty. Dann
erhédlt man fiir alle Observablen, die von den Orten der Teilchen abhingen — das schliefit auch Impulse ein,
die sich aus p; = mdx;/dt ergeben, und damit kinetische Energien — dieselben Ergebnisse aus den klassischen
Trajektorien x;(t) wie aus der Standard-Quantenmechanik. Die De Broglie-Bohm-Fiihrungswellen-Theorie macht
also dieselben Voraussagen wie die Standard-Quantenmechanik. Man kann nicht experimentell zwischen den
beiden unterscheiden und es geht insofern ,nur“ um Interpretation.

Die wesentliche Voraussetzung fiir die Aquivalenz der Beschreibung ist, dass wirklich zu einem Zeitpunkt
p = |¥|? gilt. Dies nennt man die Quantengleichgewichtshypothese. Sie wirkt ad hoc und es stellt sich die Frage,
wie sie begriindet werden kann.

Weitere Kritikpunkte sollen kurz genannt werden: Die De Broglie-Bohm-Interpretation ist nicht sparsam, da
sie dieselbe Vorhersagekraft wie die Standard-Quantenmechanik hat, aber als zusiitzliche Entititen die Teilchen
und ihre Trajektorien enthélt. Sie beschreibt in der urspriinglichen Form nur Bewegung im Raum und der Spin
der Teilchen findet daher keinen natiirlichen Platz. Die relativistische Formulierung erweist sich ebenfalls als
schwierig — vermutlich mit dem vorigen Punkt zusammenhingend, weil der Spin (von Fermionen) durch die
relativistische Quantentheorie erzwungen wird. Und schlieflich: Die de Broglie-Bohm-Interpretation steht in der
Tradition der Ensemble-Interpretation, da sie von der Verteilungsfunktion p der Teilchenorte spricht, und hat
dieselben Schwierigkeiten wie diese, Einzelprozesse zu verstehen.

13.8.2 GRW-Interpretation: Realistischer Kollaps

FEine von der Kopenhagener und der Viele-Welten-Interpretation radikal abweichende Sichtweise wurde von Ghi-
rardi, Rimini und Weber (GRW) im Jahr 1986 vertreten: Sie interpretieren den Zustandskollaps nicht als schein-
baren Effekt einer in Wahrheit unitéren Zeitentwicklung und auch nicht als bloen Ausdruck veranderter Kenntnis
eines Beobachters, sondern als real. Nach Ghirardi et al. ist die Zeitentwicklung also wirklich nicht unitér. Statt-
dessen postulieren sie eine Dynamik nah an der Kopenhagener Deutung, aber nun als real verstanden. Fiir ein
System aus N Teilchen postulieren Ghirardi et al. folgende Dynamik:

e Der Zustand entwickelt sich unitér geméafl der Schrodinger-Gleichung, aber

e zu zufilligen Zeiten geht der Zustand eines der Teilchen in ein Gauf3-Paket

3/4

o = (2) " exp (=5 (F=70)?) (13.85)
T 2

mit geméf der Wahrscheinlichkeitsdichte |v(7,t)|? zufillig gewihltem Zentrum 7 iiber; dies geschieht mit

einer Rate (Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit) 1/7 pro Teilchen, fiir N Teilchen ist die Gesamtrate

daher N/7.

Der reale Kollaps ist hier also eine stochastische Erginzung zur unitdren Dynamik. Dafiir werden zwei neue
Naturkonstanten benétigt, ndmlich die Kollapsrate

1
—w 1075 (13.86)

und die Breite des Gauf3-Pakets,
a~10""m. (13.87)

Die Vertreter dieser Idee argumentieren, dass wir aufgrund der Kleinheit von 1/7 fiir mikroskopische Systeme
praktisch nie einen Kollaps beobachten. Die charakteristische Zeit ist sehr lang: 7 ~ 3,2 x 107 Jahre. Fiir ma-
kroskopische Systeme aus von der Gréfenordnung 1022 Teilchen findet hingegen sehr schnell ein Kollaps statt:
7/N =~ 1078s. Da die Teilchen gekoppelt (verschriinkt?) sind, fithrt der Kollaps des Zustandes eines Teilchens
zum Kollaps des Gesamtzustandes.
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Der wichtigste Kritikpunkt an der GRW-Interpretation ist, dass sie ad hoc einen Mechanismus und zwei neue
Naturkonstanten einfiihrt, die nur dazu dienen, das Messproblem zu 16sen. Kritisch ist auch, dass sie den Ortsraum
und damit die Ortsdarstellung gegeniiber allen anderen Basen auszeichnet — der Kollaps erfolgt ausdriicklich in ein
Gaufl-Paket im Ortsraum. Der Spin von Teilchen wird nicht auf natiirliche Weise beschrieben. Die Gauf3-Pakete
haben (7) = 75, aber (p) = 0. Sie sind also im Mittel in Ruhe. Dies fiihrt offensichtlich auch zu einem Konflikt
mit dem Relativitétsprinzip, also der Aquivalenz von Inertialsystemen, schon bei Newton, nicht erst bei Einstein.
Weiter postulieren Ghirardi et al. die Existenz eines realen Zufalls in den fundamentalen Naturgesetzen. Das ist
schwer zu deuten. Und schliellich wiirden die Vertreter einer Viele-Welten-Interpretation sagen, dass Ghirardi et
al. ein Problem zu 16sen versuchen, das gar nicht existiert, ndmlich dass wir nie makroskopische Superpositionen
beobachten.
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