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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Was fehlt noch?

Die Vorlesung Quantentheorie 2 bildet den abschliefenden Teil des Vorlesungszyklus zur Theoretischen Physik im
Bachelor-Studium. Zugleich setzt sie die Vorlesung Quantentheorie 1 fort. Es stellt sich die Frage, welche Themen
der physikalischen Allgemeinbildung durch die Quantentheorie 1 noch nicht abgedeckt wurden.

Die Quantentheorie 1 beschéftigt sich mit der Quantenmechanik einzelner Teilchen, die sich mit im Vergleich
zur Lichtgeschwindigkeit ¢ kleinen Geschwindigkeiten bewegen. Weiter wurden, mit Ausnahme von einfachen
Tunnelproblemen, nur gebundene Zustinde untersucht. Daraus ergeben sich die folgenden Liicken und Méngel
der Beschreibung, die wir zumindest zum Teil schlieen bzw. beheben werden:

1. Die Wellenfunktion v (r,t) ist eine Funktion eines Ortes oder, in der Verallgemeinerung auf N Teilchen, von
N Orten, ¥(r1,...,ry,t) sowie i. A. der Zeit. Wir haben bisher die Moglichkeit, dass die Wellenfunktion
Symmetrien unter Vertauschungen von Teilchen haben konnte, ignoriert. Solche Symmetrien stellen sich
aber als sehr wichtig heraus. Im Rahmen des bisher entwickelten Formalismus kann sich aulerdem die Zahl
der Argumente von 1 nicht zeitlich d&ndern. Er kann daher die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen
nicht beschreiben, z. B. den g-Zerfall n — p+ e~ + ¥,.. Eine solche Beschreibung ist mittels der sogenannten
zweiten Quantisierung moglich, die wir in Kap. 2 diskutieren werden.

2. Die bisher beschriebene Quantentheorie, basierend auf der Schrédinger-Gleichung, ist nicht Lorentz-invariant
und ihr klassischer Grenzfall ist daher nicht mit der Speziellen Relativitdtstheorie vereinbar. Daher wird
die Dynamik von Teilchen mit Geschwindigkeiten nahe ¢ nicht korrekt beschrieben. Die vernachléssig-
ten relativistischen Effekte sind auch fiir das Verstdndnis der Atomniveaus und -spektren wichtig. Die
Schrodinger-Gleichung ergibt nicht die beobachtete Feinstruktur. Das liegt v.a. an der vernachlissigten
Spin-Bahn-Kopplung. Diese ist auch fiir die Festkorperphysik von — in der letzten Zeit stark zunehmender —
Bedeutung. In Kap. 3 werden wir Lorentz-invariante Formulierungen der Quantenmechanik kennenlernen.

3. Wihrend wir gebundene Zusténde z. B. in Atomen recht gut verstehen, fehlt es uns bisher an einer syste-
matischen Theorie fiir Streuprozesse. Diese sind aber als Basis fiir zahlreiche experimentelle Methoden sehr
wichtig. In Kap. 4 beschiiftigen wir uns mit der Streutheorie.

4. Wir konnen die Dynamik von Materieteilchen quantentheoretisch beschreiben und in der zweiten Quanti-
sierung auch deren Erzeugung und Zerfall. Dagegen kennen wir bisher nur klassische Theorien von Feldern,
insbesondere die Maxwell-Theorie des elektromagnetischen Feldes. Viele Experimente zeigen aber, dass Licht
auch Teilchencharakter hat, z. B. der photoelektrische Effekt. Eine Quantentheorie von Feldern, insbeson-
dere des elektromagnetischen, ist daher erforderlich. Die Grundlagen dafiir sollen in Kap. 5 besprochen
werden.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Themen Vielteilchentheorie, relativistische Quantentheorie und Streutheorie
durch die Modulbeschreibung vorgegeben sind. Das zusétzliche kurze Kapitel zur Feldquantisierung wurde aufge-



nommen, damit alle Bachelor-Absolventinnen und -Absolventen zumindest einmal die Grundideen dieses fiir die
moderne Physik zentralen Gebietes gesehen haben.

1.2 Lehrbiicher

Aus dem Angebot von Lehrbiichern soll hier eine kleine und subjektive Auswahl erwidhnt werden:

e F. Schwabl, Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene, 5. Aufl. (Springer, Berlin, 2008): Bekanntes deutsches
Lehrbuch, das eine dhnliche Stoffauswahl wie die Vorlesung abdeckt. Da die Vorlesung nicht auf Basis dieses
Lehrbuchs entwickelt wurde, sondern eher ausgehend von den Biichern von W. Nolting und A. Messiah,
stellt es eine gute Moglichkeit dar, eine ganz unabhéngige Darstellung des Stoffs zu lesen. Das Buch enthélt
Ubungsaufgaben zu den einzelnen Kapiteln, aber ohne Lésungen. Ein groBer Vorteil des Buchs ist, dass es
unter https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-540-85076-2 online zur Verfiigung steht. Es
ist aus dem Universitédtsnetz oder mit VPN zugénglich.

e W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik, Band 5/2: Quantenmechanik — Methoden und Anwendungen,
6. Aufl. (Springer-Verlag, Berlin, 2006): Die gesamte Reihe von Lehrbiichern ist empfehlenswert. Nolting
legt relativ grofles Gewicht auf das Einiiben der Formalismen und weniger auf die ausfiihrliche Diskussion
des physikalischen Gehalts. Er fithrt Herleitungen oft im Detail vor, wo andere Autoren nur das Ergebnis
angeben. Die Darstellung ist fast immer klar. Die Biicher enthalten viele gute Ubungsaufgaben mit Losungen
und Kontrollfragen. Format und Layout sind ansprechend. Die relativistische Quantentheorie kommt relativ
kurz.

e A. Messiah, Quantenmechanik, Band 1, 2. Aufl. (de Gruyter, Berlin, 1991) und Band 2, 3. Aufl. (de Gruy-
ter, Berlin, 1990): Ein empfehlenswertes klassisches Lehrbuch in zwei Binden, wobei wir iiberwiegend den
zweiten Band bendtigen. Sehr umfangreich in der Stoffauswahl und mit etwas gréflerem Gewicht auf Pro-
sa als Noltings Buch. Die Biicher enthalten Ubungsaufgaben ohne Losungen. Sie sind ebenfalls aus dem
Universtitdtsnetz oder mit VPN zugénglich.

e S. Stepanow, Relativistische Quantentheorie (Springer, Berlin, 2010): Ein weniger verbreitetes deutsches
Lehrbuch, das wesentliche Teile der Vorlesung abdeckt, aber eine andere Gewichtung aufweist, wie der
Titel schon nahelegt. Streutheorie kommt nur am Rande in Form von Anwendungen vor, dafiir gibt es ein
ausfiihrliches Kapitel zur Quantenelektrodynamik. Das Buch wirkt teilweise nicht griindlich redigiert. Es
enthilt Ubungsaufgaben zu den einzelnen Kapiteln ohne Losungen. Es steht wie Schwabls Buch online zur
Verfligung unter https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-12050-3.

e L. D. Landau und E. M. Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik, Band 3: Quantenmechanik, 9. Aufl.
(Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 1986/1992) und Band 4: Quantenelektrodynamik, 7. Aufl. (Ver-
lag Harri Deutsch, Frankfurt am Main, 1991/2009): Teile der klassischen Reihe von russischen Lehrbiichern.
Inzwischen etwas altmodisch in der Stoffauswahl und der Darstellung. Zwischenschritte werden selten an-
gegeben. Die Biicher enthalten recht schwierige Ubungsaufgaben ohne Losungen. Band 3 umfasst die nicht
relativistische Quantenmechanik, die {iberwiegend schon in der Vorlesung Quantentheorie 1 behandelt wur-
de, Band 4 die relativistische Quantenmechanik, die Feldquantisierung und, wie der Titel sagt, die Quan-
tenelektrodynamik. Band 4 geht damit deutlich iiber den Stoff der Vorlesung hinaus.

o J. J. Sakurai, Advanced Quantum Mechanics (Pearson Education, 2006): Relevant fiir die relativistische
Quantenmechanik und die Feldquantisierung. Altmodische Formulierung der relativistischen Metrik unter
Verwendung der imaginédren Einheit 4.

e C. Cohen-Tannoudji, B. Diu und F. Laloé, Quantenmechanik, Band 1 und 2, 4. Aufl. (de Gruyter, 2010).
e R. Shankar, Principles of Quantum Mechanics, 2. Aufl.; 3. Nachdruck (Springer-Verlag, 2008).

Die zweite Quantisierung wird auch am Anfang von vielen Lehrbiichern der Vielteilchentheorie und der Quan-
tenfeldtheorie diskutiert. Ansprechende Darstellungen finden sich z. B. in H. Bruus und K. Flensberg, Many-body
Quantum Theory in Condensed Matter Physics (Oxford University Press, Oxford, 2004) und in A. L. Fetter und
J. D. Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems (Dover Publications, Mineola, 2003).


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-540-85076-2
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-642-12050-3

1.3 Danksagung

Ich mochte Herrn Alexander Lau ganz herzlich fiir das Abtippen, den LaTeX-Satz und die Erstellung der elek-
tronischen Skizzen fiir die erste Version dieses Skriptes danken. Mein Dank gilt auch Herrn Jiirgen Wagner fiir
zahlreiche Hinweise zu Tippfehlern und missverstédndlichen Formulierungen.

1.4 Formalismus der Quantenmechanik

Wir wiederholen zunédchst Material aus der Quantentheorie 1, zur Vorbereitung auf den neuen Stoff.

1.4.1 Zustidnde und Operatoren

Ein Zustand eines quantenmechanischen Systems wird durch einen Vektor |¢) # 0 aus einem Hilbertraum H
représentiert. Genauer beschreiben zwei Vektoren |¢) und c|¢)), ¢ € C, ¢ # 0, denselben Zustand, Zustinde
werden also durch ganze eindimensionale, komplexe Unterrdume von H (Strahlen) dargestellt. Wir werden i. A.
aber nicht zwischen Hilbertraum-Vektoren und Zustédnden unterscheiden.

Ein Hilbertraum ist ein Vektorraum iiber R oder C, fiir den ein Skalarprodukt (1)|¢) existiert und der beziiglich
der durch dieses Skalarprodukt induzierten Norm |[¢]| := /(¥ |¢) vollstindig ist. Der Hilbertraum der Quanten-
mechanik ist speziell ein Vektorraum iiber C und ist zusétzlich separabel. Folgende Begriffe sind wichtig:

e Volistindigkeit: Jede Cauchy-Folge von Elementen aus H konvergiert in #H. Eine Cauchy-Folge |¢),,) ist
definiert durch die Bedingung Ve > 0: 3N € N: Vm,n > N: ||(|tVm) — |¥n))|| < € (anschaulich: die Absténde
werden fiir grofie n immer kleiner). Vollsténdigkeit garantiert, dass Superpositionen von abzihlbar vielen
Vektoren aus H in H enthalten sind:

> enltn) € H. (1.1)

Der Beweis wird hier nicht durchgefiihrt. Dazu wird die Reihe als Folge der Partialsummen aufgefasst.

e Separabilitit: Es existiert eine abzihlbare Orthonormalbasis {|¢,)}. Daraus folgt, dass sich alle Vektoren
aus H als Superpositionen von abzihlbar vielen Basisvektoren darstellen lassen. Tatsédchlich haben wir es in
der Quantenmechanik oft mit Systemen mit iiberabzéhlbar vielen linear unabhéngigen Zustdnden zu tun.
Wir gehen hier nicht auf die zusétzlichen mathematischen Komplikationen ein, die solche uneigentlichen
Zusténde, die formal nicht im Hilbertraum liegen, mit sich bringen. Im Zweifel stellen wir uns das System
geeignet regularisiert vor, z. B. durch Einschriankung auf ein grofles, aber endliches Volumen, so dass eine
abzahlbare Basis existiert.

Operatoren, genauer lineare Operatoren, sind lineare Abbildungen ‘H — H. Ein Operator A kann eindeutig durch
seine Matrixelemente (¢, |A|d,) beziiglich einer Orthonormalbasis {|¢,)} charakterisiert werden. Zu jedem Ope-
rator A existiert ein adjungierter Operator A, definiert durch

(] Ag) = (v]Alo) = (¢l AT[v)" = (¢|ATy)" = (ATy|g). (1.2)
Wichtig sind insbesondere zwei Typen von Operatoren:

e Hermitesche Operatoren A erfiillen A = Af, also (1)|A¢) = (A|p). Er folgt (1| Alh) = (1| Alp)* und damit
(W|Alp) € R. Observable werden in der Quantenmechanik durch hermitesche Operatoren dargestellt.

e Unitire Operatoren U erfilllen U~! = U' oder dquivalent UUt = UTU = 1. Es folgt
({Up|Ug) = (UTUY|6) = (¢]9), (1.3)

Skalarprodukte und damit insbesondere die Norm von Vektoren sind also invariant unter unitdren Operato-
ren. Fiir jeden hermiteschen Operator A ist e ein unitéirer Operator. In der Quantenmechanik werden viele
Transformationen durch unitire Operatoren dargestellt, z. B. Drehungen durch Drehoperatoren e~ *me/h,
Manche Transformationen, z. B. die Zeitumkehr, lassen sich aber nicht durch unitére, sondern durch antiu-
nitdre Operatoren darstellen.



Wichtige Operatoren wie die Auf- und Absteigeoperatoren fiir Drehimpulse, L+ = L, +4L,, und fiir den harmo-
nischen Oszillator, b' und b, sind weder hermitesch noch unitr.

Sowohl fiir hermitesche als auch fiir unitire Operatoren A (algemein fiir normale Operatoren) existiert eine
Orthonormalbasis von Figenzustinden |a) € H zu Eigenwerten a € C, die also

Ala) = ala) (1.4)

erfiillen. Diese Orthonormalbasis nennen wir die Figenbasis von A. Eigenwerte von hermiteschen Operatoren sind
immer reell, Eigenwerte von unitéren Operatoren sind komplexe Zahlen vom Betrag eins (reine Phasenfaktoren).
Niitzlich sind die Eigenzusténde |r) des Ortsoperators t,

Flr)=r|r). (1.5)

Die Darstellung der Zusténde |¢) in der von den |r) gebildeten Orthonormalbasis ergibt die zugehérigen Wellen-
funktionen

P(r) == (r[¢)). (1.6)

Da die Ortseigenzustidnde vollstdndig sind, kénnen wir schreiben

/ddr [r)(r| =1 (1.7)

(d ist die Dimension des Ortsraumes). Damit kénnen wir die Zustandsvektoren durch die zugehérige Wellenfunk-
tion ausdriicken:

) = / dr [e) (r|y) = / dr (r) Jr). (18)

Auch Operatoren lassen sich in der Ortsbasis darstellen:
A= /ddr dr’ |r) (x| Alr') (r/| =: /ddr dr’ Ar,r') [r)(r'). (1.9)

Man kann jede Basis nehmen, z. B. von Eigenzustéinden |k) des Impulsoperators p, die die Gleichung
p k) = rk |k) (1.10)

erfiillen. Mit (r|k) = (1/v/V)e™* (V ist das d-dimensionale Volumen des Systems) folgt

Ky = / dtr (kfr) (e = [ dtr — T g (x) (1.11)

1
"W
Das ist offenbar die Fourier-Transformierte von ¢(r).

Mogliche Ergebnisse der Messung einer Observablen, dargestellt durch einen hermiteschen Operator A, sind
die Eigenwerte von A. Der Mittelwert der Messwerte fiir viele Messungen von A fiir denselben Anfangszustand
[¢) konvergiert (mit Wahrscheinlichkeit eins) gegen den Erwartungswert (1| Alyp). Dieser ist i. A. kein Eigenwert.
Der Zustand |¢) lésst sich (natiirlich) in der Eigenbasis von A darstellen: [¢) = 3" |a)(a|¢). Damit kénnen wir
fiir den Erwartungswert schreiben

(WIAlY) =Y (Wla)lal Ald')(d'[¥) = D (¥la) Saar a'(d[0) = Y [{alt)) a. (1.12)

’ /
a,a a,a

|(a|y)|? ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Messwertes a bei einer Einzelmessung (Bornsche Re-
gel). Nach der Messung wissen wir, dass das System im Zustand |a) ist (wir nehmen der Einfachheit halber
an, dass der Eigenwert a nicht entartet ist). Dieser scheinbar unstetige Ubergang des Zustands von [¢) in |a)
(,,Kollaps“) withrend der Messung sowie die Bornsche Regel sind noch immer Gegenstand der Diskussion iiber
die Interpretation der Quantenmechanik.



1.4.2 Dynamik

Die Zeitentwicklung eines Zustandes wird durch die Schrédinger-Gleichung

. d
i [0) = H |) (1.13)

mit dem Hamilton-Operator (Hamiltonian) H bestimmt. H ist ein hermitescher Operator auf H. Ist H zeitun-
abhéngig, so lautet die formale Losung

(1)) = e T M (k) = UL, to) [4(to)), (1.14)

wie man durch Einsetzen sieht. Hier ist U(¢,t9) = e~ tH(t=t0)/I der Zeitentwicklungsoperator, der offenbar unitir
ist und daher insbesondere die Norm des Zustands erhélt. Dies ist wiinschenswert fiir die Konsistenz der Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation. Fiir einen zeitabhiéngigen Hamiltonian schreibt man |¢(t)) = U(t, o) |¢(to)), aber
der Zeitentwicklungsoperator U (¢, ty) hat eine kompliziertere Form, siche Quantentheorie 1. Wir nehmen im Fol-
genden den Hamiltonian aber als zeitunabhéngig an.

Observable und allgemeiner Operatoren sind in diesem Bild hochstens explizit zeitabhéingig. Dadurch ist das
Schridinger-Bild definiert. Da nur Matrixelemente beobachtbare Konsequenzen haben, kann die Zeitentwicklung
dquivalent auch den Operatoren anstatt den Zustdnden zugeordnet werden:

(]A10)(8) = (W(B)|Al6(2)) = ((to)| U (¢, 10) AU, to) [6(t0)) = (|A(t)|¢) (1.15)

mit
A(t) = Ul (t,t0) AU(t, to). (1.16)

Dies ist das Heisenberg-Bild. Offenbar sind durch Aufteilung der Zeitentwicklung zwischen den Zustdnden und den
Operatoren beliebig viele Bilder moglich, die dieselben Matrixelemente ergeben und damit gleiche physikalische
Aussagen machen.

Eine besonders niitzliche Basis wird von den Eigenzustéinden des Hamiltonians gebildet:

Hv) =B, v) (1.17)

(v steht fiir einen geeigneten vollsténdigen Satz kompatibler Quantenzahlen). Das ist die zeitunabhéingige Schré-
dinger-Gleichung. Die Zustidnde |v) sind vollstindig, was sich als

> vl =1 (1.18)

schreiben lésst. Die Figenfunktionen von H sind die zu den Eigenzustdnden gehérenden Wellenfunktionen,

Yy(r) = (rlv). (1.19)

Diese erfiillen die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung in der Ortsdarstellung

/ddr' H(r,x')¢,(r") = E, ¢, (r). (1.20)
Diese Gleichung sieht ungewohnt aus. Fiir den Einteilchen-Hamiltonian
o V(%) (1.21)
2m
lautet die Ortsdarstellung
H(r,x')=6(r —1') [—;;L V2 + V(r)} (1.22)
(der Hamiltonian ist also lokal) und die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung nimmt die bekannte Form
72
[_2m V2 + V(r)} Y, (r) = E, 9, (r) (1.23)



an. Man sollte nicht vergessen, dass die Ortsdarstellung von H nicht dasselbe ist wie der (basisunabhingige)
Operator H.
Die Darstellung eines beliebigen Zustands in der Eigenbasis lautet

W)= W{vlv) = Z@’@ V) (1.24)

v Zahlen

und fiir die Wellenfunktion

D) =Y (rl)wl) =D (vl) v (x). (1.25)

v v

Diese Darstellung ist besonders niitzlich, da die Zeitentwicklung der Eigenzustéinde und Eigenfunktionen einfach
ist: Die Eigenzustinde und Eigenfunktionen &ndern sich mit der Zeit nur in ihrer Phase,

w(t) = e UM (tg)) = ¢ B E10/M | (1)) (1.26)

Zahlenfunktion

und ‘
Uy (r,t) = ¢ BTNy (v ). (1.27)
~——
unabhéngig von r
Das Betragsquadrat ¢, (r,t)|? &ndert sich also zeitlich nicht. Man kann also die Zeitentwicklung eines beliebigen

Zustands dadurch ermitteln, dass man ihn zunéchst nach Eigenzustéinden des Hamiltonians entwickelt und diese
dann mit den zeitabhéngigen Faktoren nach Glg. (1.26) bzw. (1.27) multipliziert.



Kapitel 2

Ununterscheidbare Teilchen und zweite
Quantisierung

In diesem Kapitel geht es um Systeme aus mehreren Teilchen. Nach einer Diskussion unterscheidbarer Teilchen
besprechen wir den zentralen Begriff ununterscheidbarer Teilchen. Es wird sich herausstellen, dass, sofern die
Teilchenzahl erhalten ist, eine Beschreibung von Systemen mit mehreren ununterscheidbaren Teilchen im bishe-
rigen Hilbertraum-Bild zwar moglich, aber unpraktisch, ist. Die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen kann
in diesem Bild gar nicht beschrieben werden. Der Ausweg ist der Formalismus der zweiten Quantisierung.

2.1 Unterscheidbare Teilchen

Hier erweitern wir die bekannte Quantentheorie fiir ein Teilchen auf den Fall mehrerer Teilchen. Zentral ist dabei
die Frage, wie Zusténde und damit der Hilbertraum mehrerer Teilchen aussehen. Wir beschéftigen uns zunéchst
nur mit Féllen, in denen wir die Teilchen sicher voneinander unterscheiden kénnen, z.B. das Proton und das
Elektron im Wasserstoffatom.

Zwei Teilchen nennen wir wunterscheidbar, wenn wir sie im Prinzip experimentell eindeutig unterscheiden
konnen. Das bedeutet, dass sie beziiglich mindestens einer intrinsischen Eigenschaft unterschiedliche Messwerte
liefern miissen, z. B. kénnen sie unterschiedliche Ladung oder Ruhemasse oder unterschiedlichen Gesamtspin S
haben. Unterscheidbare Teilchen tragen gewissermaflen ein Etikett. Wir kénnen z. B. eindeutig sagen, dass Teil-
chen 1 auf Detektor A trifft und Teilchen 2 auf Detektor B; das ist eine andere Aussage als die, dass Teilchen 2 auf
Detektor A trifft und Teilchen 1 auf Detektor B. NV > 2 Teilchen nennen wir unterscheidbar, wenn sie paarweise
unterscheidbar sind. Wir betrachten in diesem Abschnitt nur unterscheidbare Teilchen.

2.1.1 N-Teilchen-Hilbertraum

Fiir mehr als ein Teilchen brauchen wir eine zusétzliche Annahme dariiber, wie wir Zusténde des Gesamtsystems
beschreiben wollen. Die formale Frage lautet: Was ist der Zustandsraum fiir mehrere Teilchen? Eine naheliegende
Antwort ist folgende: Fiir zwei unterscheidbare Teilchen ist der Hilbertraum das Tensorprodukt der Hilbertriume
der einzelnen Teilchen,

Ha = Hreilchen 1 ® HTeilchen 2- (2.1)

Diese Gleichung driickt aus, dass jedes der beiden Teilchen in jedem Einteilchenzustand sein kann, ganz gleich
in welchem Zustand sich das andere Teilchen befindet. Jedes der Teilchen hat einen vollstdndigen Einteilchen-
Hilbertraum zur Verfiigung. Wir brauchen also fiir jedes Teilchen einen vollstandigen Satz kompatibler Einteilchen-
Quantenzahlen, um den Vielteilchenzustand eindeutig zu beschreiben. Das bedeutet nicht unbedingt, dass die
Zustidnde der beiden Teilchen unkorreliert sind. Als Beispiel konnen das Proton und das Elektron im Wasser-
stoffatom dienen: Jedes der beiden Teilchen kann sich an einem beliebigen Ort im Raum befinden, aber aus der
Kenntnis des Ortes des Protons kénnen wir — fiir einen gebundenen Zustand — schlieflen, dass sich das Elektron
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bevorzugt in der Nidhe dieses Ortes aufhélt. Die Dimension des Produktraums ist das Produkt der Dimensionen
der Faktorrdume.

Wollen wir z. B. nur die Bewegung der Teilchen im d-dimensionalen Raum beschreiben, so sind die beiden Ein-
teilchen-Hilbertrdume identisch (obwohl die Teilchen unterscheidbar sind) und wir haben speziell Ho = H ® H.
Die Verallgemeinerung auf N Teilchen lautet offenbar

Hy=H®...0H=HN. (2.2)
—_———
N-mal
Man kann zeigen, dass der Raum Hy ein separabler Hilbertraum {iber C ist, wenn dies fiir H gilt.

Ausgehend von einer beliebigen Basis {|v)} des Einteilchen-Hilbertraums # koénnen wir eine Basis des
Vielteilchen-Hilbertraums H y konstruieren, namlich die Produktbasis bestehend aus den Vektoren

‘V17V23"'3VN> = |V1>|V2>'”|VN>' (23)

Dies ist die iibliche Definition des Tensorprodukts von Vektorrdumen. vq,...,vyN sind vollstdndige Sétze von

kompatiblen Einteilchen-Quantenzahlen fiir die Teilchen 1,...,N. Hat H die Dimension d, so hat H®V die

Dimension d. Fiir N = 3 Spins 1/2 ist z. B. d = 2 und d" = 8. Fiir N = 2 Spins 1 ist dagegen d = 3 und dV = 9.
Beziiglich der Produktbasis, Gl. (2.3), konnen wir die Zusténde aus Hy zerlegen:

)= > on) ) = Y (v [9) o). (2.4)

V1y..sUN Vi,.--sUN

Wir definieren nun allgemeine Produktzustinde: Falls sich die Koeffizienten in der Form
<V1a"'7VN|¢>:C(yll)"'c(ij) (25)

mit cﬁ? € C schreiben lassen, so folgt

) = 3" e o)+ 37 e uy). (2.6)

VN

Also ist [t)) ein Produkt von Einteilchenzusténden |¢,) = C(VZ) |y,). Wir nennen einen N-Teilchenzustand

von der Form
lv) = H |vn) (2.7)

separabel oder einen Produktzustand. Ist |¢) nicht separabel, so nennen wir |¢) verschrinkt. (Separabilitit ist
invariant unter Wechsel der Basis des Einteilchen-Hilbertraums.) Fiir zwei unterscheidbare Spins der Lénge 1/2
(etwa an verschiedenen Orten) ist z. B. |) = (D) — [4)]1))/V/2 ein verschrinkter Zustand.

Wir benotigen auch ein Skalarprodukt auf H . Die Standarddefinition fiir Produktvektorrdume ergibt fiir die

Elemente einer Produktbasis N

(i, -onvn e vh) = [ al)) (2.8)

n=1
Dies legt das Skalarprodukt fiir beliebige Elemente von Hy eindeutig fest, da wir beliebige Elemente gemifl
Gl. (2.4) nach einer Produktbasis entwickeln kénnen. Man kann zeigen, dass es tatséchlich die Axiome fiir ein
Skalarprodukt erfiillt. Die Definition ist auch physikalisch plausibel, da unterscheidbare Teilchen nicht miteinander
interferieren.
Speziell kénnen wir die Ortsbasis von Hy einfiithren:
v, ro,...,rN) = |r1) |r2) |r3)---|rN). (2.9)

im im
1.H 2. H

Die zum Zustand |¢) gehérende Vielteilchen- Wellenfunktion ist seine Darstellung beziiglich dieser Basis:

¢(r1ar27"'7rN) = <r17r27"'7rN|¢>' (210)
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Dann ist
ey, e, )P diry - diry (2.11)

die Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 in d%r; um r; und Teilchen 2 in d%ry um ro usw. zu finden.
Wenn wir die Einteilchen-Wellenfunktionen der Zusténde |v) mit u,(r) := (r|v) bezeichnen, dann lautet die
Vielteilchen-Wellenfunktion

w(rl,rg,...,rN) = <I‘1,I‘27...,I‘N|’(/J>
= (ri,ro,rn| D v va, . un) v va, N Y)
Vi,..sUN
= D () (ralva) - (rnfun) (vi,va, . vn ()
V1,..,UN
= Z (U1, V9, .., UN|Y) Uy, (T1) Upy (T2) -+ - Uy, (TH). (2.12)
Vi,.--sVN
Zahlen

Beim vorletzten Gleichheitszeichen haben wir die Definition (2.8) des Skalarproduktes in Hx verwendet.

Abschlieflend sei betont, dass die Wahl des Produktraums mit dem Standardskalarprodukt als Zustandsraum
‘H fiir N Teilchen nicht aus der Einteilchen-Quantenmechanik folgt (und folgen kann). Vielmehr hat die Definition
von Hy den Charakter eines weiteren Postulats, das sich im Vergleich mit Experimenten bewihren muss. Wir
werden Beispiele kennenlernen, in denen dieses Postulat falsch ist.

2.1.2 Observable

Observable sollten weiterhin durch hermitesche Operatoren dargestellt werden, aber nun durch Operatoren auf
Hy. Wir betrachten zundchst Observable Ag\?), die sich nur auf ein Teilchen, bezeichnet mit der Nummer n,
beziehen, etwa seinen Ort oder Impuls. Der Subskript N soll andeuten, dass Ag\?) auf Hpy definiert ist. Falls
sich die Teilchen in einem Produktzustand befinden, sollten Messungen von Ag\?) an Teilchen Nr. n nicht von

den Zustédnden der iibrigen Teilchen beeinflusst werden. Dies erfordert fiir die Matrixelemente von Ag\?) beziiglich
einer Produktbasis, dass gilt

(1, vay o un | A W V) = V) W[V 1) Wl AP L) (g |V ) - - (o V)

= GuutOuywr (Wl A1) 6 " (2.13)

V,,L+1V7’l+1 . VNV
wobei A(™ der zur Observablen gehérende Operator auf dem Einteilchen-Hilbertraum von Teilchen n ist. Durch

die Angabe aller Matrixelemente bzgl. einer Basis ist der Operator aber eindeutig festgelegt. Er lautet
AP 210 ... 21D @ AM @1+ g ... @13, (2.14)

wobei 1(") der identische Operator auf dem Einteilchen-Hilbertraum von Teilchen n ist. Damit ist die Wirkung
von AY;) auf beliebige Zustédnde, nicht nur Produktzustédnde, festgelegt. Es ist iiblich, wenn auch ungenau, die
Operatoren Ag\?) und A miteinander zu identifizieren. Wir werden daher i. A. den Subskript N weglassen. Aus

der Darstellung folgt sofort, dass Observable zu unterschiedlichen Teilchen kommutieren: [A%),BJ(\?/)] = 0 fiir
n#n'.

Observable, die sich auf mehr als ein Teilchen beziehen, miissen entsprechend durch hermitesche Operatoren
repriasentiert werden, die in mindestens zwei Faktorrdumen vom identischen Operator verschieden sind. Weiter
gibt es keine prinzipiellen Einschrénkungen. Solche Wechselwirkungsterme werden wir im Zusammenhang mit
ununterscheidbaren Teilchen in Abschnitt 2.2.3 ausfiihrlicher besprechen. Als Beispiel fiir eine Zwei-Teilchen-
Observable betrachten wir die Coulomb-Energie von zwei Teilchen n < n’ mit den Ladungen ¢ und ¢’. Der
entsprechende Operator ist

(n,n') qq/ / 3 3 1
\% = —— | d’s,d’°spy ——
¢ 4meg y 3 |Sn - Sn’l
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x1M @ @17 D @ |s,)(sp| @1V @ -+ @ 1D @ sy W sp| @ 1D @ ... 1), (2.15)

Hier ist |s,)(s,| der Projektionsoperator auf den Ortseigenzustand |s,,) des Teilchens n. Er filtert den Anteil aus
Zusténden heraus, in dem Teilchen n am Ort s,, ist. Wie im Fall von Einteilchenoperatoren ist es offensichtlich
vorteilhaft, die Einsoperatoren zu unterdriicken. Daher schreiben wir

aq

) = Bon Poy — S 2.1
VC 4meg / Sn @ Sn ‘sn _ Sn’l |Sn><sn| & |Sn ><Sn | ( . 6)

Um zu zeigen, dass dieser Operator verniinftige Ergebnisse liefert, betrachten wir seinen Erwartungswert in einem
Produktzustand. Wir betrachten nur zwei Teilchen n = 1, n’ = 2, die Zustéinde der iibrigen spielen ja keine Rolle.
Den Produktzustand schreiben wir in der Ortsbasis als

[P1)]h2) = /d37“1 d>ro 1 (r1) Pa(ra) r1)|r2). (2.17)

Dann lautet der Erwartungswert

! By P35 (r2) ¢7(r1) u(ry) ¥a(rs)

s1 — s2f

!
(] (1] VD [ |iha) = quEO / By dProy dBsy dsy dr

x {ral(ra(Jsu)sil @ Jse) (sa) et iy)
LT PN S L TR

(ris1)(s1|r])(r2[s2)(s2|r))

- 47’1’60 |S1 — SQ|
/ 2 2
_ /d?’n By LD [ (r2) [P (2.18)
47eg |r; — 1o

wobei wir mehrfach die Orthonormalitéitsrelation
{rlr’)y = d(r — 1") (2.19)

fiir Ortseigenzustinde verwendet haben. Das Ergebnis fiir Produktzustinde ist das erwartete Coulomb-Gesetz
mit den Ladungsdichten ¢ |1 (r)]? und ¢’ [12(r)|?, was zeigt, dass der klassische Grenzfall korrekt herauskommt.
Fiir verschriankte Zustédnde ergibt sich dagegen kein klassisch versténdliches Ergebnis.

2.1.3 Dynamik

Solange die N Teilchen nicht wechselwirken, sollte die Dynamik eines Teilchens von allen anderen unabhéngig
sein. Falls sich die Teilchen in einem Produktzustand [i) = |¢1)[w2) - - [¢n) befinden, sollte fiir jedes Teilchen
n =1,..., N die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

L )
ih ) = HO [n) (220)

mit dem Hamiltonian H() gelten. Wie sieht dann der Hamiltonian H des N-Teilchen-Systems aus? H ist ein
Operator auf Hy, der im Faktorraum zu Teilchen n wie H™ wirkt. Der Beitrag von H™ zu H darf aber keine
Wirkung auf die anderen Teilchen haben. Die Antwort lautet formal

N
H=> 1Yg 01" VeHM a1 e ... .1, (2.21)

n=1

Jeder Term in der Summe hat wieder die Form einer Einteilchenobservablen, die auf den gesamten N-Teilchen-
Hilbertraum trivial ausgedehnt wurde. Wie im vorigen Abschnitt ist es iiblich, den Operator H™ auf # still-
schweigend mit dem Operator 10 @@ 1D @ HM @1t ... @ 1) auf Hy zu identifizieren und einfach
zu schreiben

N
H=>Y H™. (2.22)
n=1
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Fiir Produktzusténde |¢) ist die Schrodinger-Gleichung

Zh* ) = H|¢) (2.23)

dquivalent zu den N Gleichungen (2.20).
Beweis: 1. [(2.20) = (2.23)] Unter der Voraussetzung von (2.20) gilt

zh— ) Zﬁ* [h1) ) -+ YN )

= le 1) (ih |wn>>|¢n+1>-~-|¢N>

Zm ) <H<” ) W) -~ o)
S HO i o) = H ) (224)
2. [(2.20) <= (2.23)] Aus (2.23) folgt
) = g0 = exp (5 STH ¢ o)) ) - i o) (235)

Nun kommutieren H™) und H™ fiir m # n miteinander und daher ist

Hexp( S H® (t - ))|1/)1(t0> Jen(to)) =TT (7™ M o)) . (2:26)

n

Wir konnen also [¢(t)) schreiben als

[9(8)) = [1(2)) - - [dn (1)) (2.27)

mit
[ (£)) = e M g (1), (2.28)
was dquivalent zu Gl (2.20) ist. O

Allgemeine, nicht unbedingt separable, Zustéinde [¢) kénnen wir nach einer Produktbasis {|v1)|v2) -+ |vn)}
entwickeln. Die Zeitentwicklung jedes Einteilchenzustands |v,) ist durch Gl. (2.20) bestimmt, so dass auch die
Zeitentwicklung von |¢) eindeutig bestimmt ist. Wird sie allgemein durch die Vielteilchen-Schrédinger-Gleichung
(2.23) korrekt beschrieben? Ja, denn sonst liee sich in der Entwicklung nach der Produktbasis zumindest ein
(Produkt-) Zustand finden, der Gl. (2.23) nicht erfiillt. Wir hatten aber gezeigt, dass Gl. (2.23) fiir Produkt-
zusténde aus Gl. (2.20) folgt. Es ergibt sich ein Widerspruch.

Bisher haben wir wechselwirkungsfreie Teilchen betrachtet. Jetzt nehmen wir eine Wechselwirkung hinzu.
Mit ,,Wechselwirkung* meinen wir, dass die Dynamik eines Teilchens von den Zustédnden der iibrigen abhingt.
Der Hamiltonian fiir ein wechselwirkendes System muss von der Form H = " H(™ abweichen, denn diese
ist, wie eben gezeigt, dquivalent zu unabhéngiger Dynamik der einzelnen Teilchen. Der Hamiltonian fiir ein
wechselwirkendes IN-Teilchen-System hat also allgemein die Form

N
H=>"H"+V, (2.29)
n=1
wobei V' # 0 ein hermitescher Operator auf Hy ist, der sich nicht in Summanden zerlegen lisst, die jeweils nur
in einem der Faktorrdume wirken.
Als Beispiel nehmen wir die Coulomb-Wechselwirkung. Gem#fi Gl. (2.16) lautet die Coulomb-Energie von N
Teilchen mit den Ladungen g,

— (”7"/) o gndn’ 3 3 1
Vo = Z Ve - Z Fﬂ)/d Sp d”Sps Tﬂ [Sn)(Sn| ® [sn/)(sn]

n<n’ n<n’



1 / 1

> i’fe’; / Prus )60 ) . (2.30)
n#n'

Die Beschriinkung auf n < n’ bzw. der Faktor 1/2 verhindern Doppelzihlung. Mehrteilchensysteme mit Wech-

selwirkung lassen sich nur in sehr speziellen Féllen exakt l6sen. Mit ,exakter Losung” ist hier gemeint, dass die

Eigenzustédnde und Eigenwerte von H in geschlossener Form angegeben werden kénnen. Wir werden uns spéter

mit gendherten Losungen beschéftigen.

2.2 Ununterscheidbare Teilchen

Bei der Diskussion der Quantenmechanik fiir Mehrteilchensysteme in Abschnitt 2.1 sind wir nicht auf Hinweise
dafiir gestoflen, dass diese Beschreibung unvollstindig sein kénnte. Hier werden wir aber sehen, dass sie un-
vollstédndig ist, und dass die (historisch zunéchst implizite) Annahme der Unterscheidbarkeit der Teilchen das
Hauptproblem darstellt.

Es sei daran erinnert, dass die Konstruktion des IN-Teilchen-Zustandsraums Postulatcharakter hat und daher
einer experimentellen Uberpriifung bedarf. Und dabei zeigen sich Schwierigkeiten:

e Die Spektren — und iiberhaupt die meisten Eigenschaften — von Atomen und Ionen mit mehreren Elektronen
lassen sich nur unter der ad-hoc Annahme verstehen, dass zwei Elektronen nicht in allen Quantenzahlen iiber-
einstimmen konnen (Pauli-Prinzip), wobei eine zusétzliche zweiwertige Quantenzahl (der ,,Spin“, genauer
eine Komponente des Spins) auftritt. Ein solches Verbot folgt nicht aus der bisher entwickelten Theorie.

e Elektronen in Metallen tragen fiir hinreichend niedrige Temperaturen (typischerweise fiir T < 500K — die
erforderlichen Temperaturen sind also nicht sehr niedrig!) vernachlissigbar wenig zur spezifischen Wérme
bei. Das ist nicht zu verstehen, wenn Elektronen unterscheidbare Teilchen im Sinne des vorigen Abschnitts
sind. Wieder ist das Pauli-Prinzip zur Erklarung notwendig.

e Das Phénomen der Bose-Einstein-Kondensation, z. B. in kalten Gasen, lisst sich mit der bisherigen Theorie
nicht verstehen.

e Die Mischungsentropie fiir zwei Stoffmengen stimmt nur mit der Vorhersage der klassischen Statistischen
Physik iiberein, wenn sie aus unterschiedlichen Stoffen bestehen (z. B. Stickstoff und Sauerstoff). Handelt
es sich dagegen um denselben Stoff, verschwindet die Mischungsentropie, im Widerspruch zur Vorhersage
(Gibbssches Paradozon).

Die Experimente zeigen, dass diese Probleme nur auftreten, wenn mehrere Teilchen vorhanden sind, die sich
in keiner ihrer intrinsischen Eigenschaften unterscheiden. Das legt nahe, dass wir die implizite Annahme der
Unterscheidbarkeit der Teilchen hinterfragen miissen.

In Umkehrung der Definition unterscheidbarer Teilchen nennen wir zwei Teilchen ununterscheidbar, wenn wir
sie experimentell aus Prinzip nicht unterscheiden kénnen. Das bedeutet, dass die Teilchen in allen intrinsischen
Eigenschaften iibereinstimmen. Intrinsische Eigenschaften sind solche, die sich nicht zeitlich &ndern. Also sind Ort
und Impuls eines Teilchens sicher keine intrinsischen Eigenschaften, Ruhemasse, Ladung und Gesamtspin dagegen
schon. Dies zeigt aber, dass die Ununterscheidbarkeit von Teilchen nicht unabhingig von der experimentellen
Situation ist: Zwei Atomkerne desselben Nuklids im Grundzustand sind ununterscheidbar. Wenn wir aber mit
Gammastrahlung hinreichend hoher Energie einen der Kerne anregen, so dass er z.B. einen anderen Kernspin
erhélt, werden sie unterscheidbar. Elementare Teilchen wie Elektronen sind dagegen ununterscheidbar, solange
sie iiberhaupt existieren.

Ununterscheidbare Teilchen werden in der Physik gelegentlich auch als identisch bezeichnet. Dieser Begriff
ist weniger gut geeignet, da er in der Philosophie mit strengerer Bedeutung verwendet wird: Ein Ding ist mit
sich selbst identisch, aber nicht mit irgendeinem anderen Ding. In diesem Sinn wiirde Identitéit zweier Elektronen
bedeuten, dass tatséchlich nur ein Elektron existiert. Das ist aber nicht, was mir meinen, denn ein Zwei-Elektronen-
System hat eine Ladung von —2e und nicht —e. Ununterscheidbare Teilchen sind also zumindest zéhlbar.

Man kann bei einem Streuexperiment mit zwei Elektronen aus Prinzip nicht entscheiden, welches herauskom-
mende Elektron welchem urspriinglichen entspricht.
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Das ist dhnlich zum Doppelspaltexperiment mit Elektronen (oder auch Photonen). Dort ergibt sich die Ein-
Teilchen-Wellenfunktion hinter dem Doppelspalt durch die Interferenz der von den beiden Spalten ausgehenden
Wellen. Das gilt aber nur, wenn wir nicht messen, durch welchen Spalt die Elektronen fliegen. Also: Wenn wir nicht
zwischen den beiden Wegen unterscheiden (obwohl wir es hier kénnten), ist die Losung der Schrodinger-Gleichung
die Superposition der Losungen fiir die beiden Wege.

Per Analogieschluss vermuten wir, dass die Losung fiir die Streuung zweier Elektronen aneinander, in welchem
Fall wir aus Prinzip nicht zwischen den beiden ,,Wegen“ unterscheiden kénnen, ebenfalls die Superposition der
beiden Moglichkeiten ist:

-

Die Koeffizienten a, 8 mit |a|? + |3]?> = 1 sind noch zu bestimmen.

Welche Konsequenzen hat die Ununterscheidbarkeit fiir die Wellenfunktion? Wenn zwei Teilchen aus Prinzip
nicht unterscheidbar sind, muss der Zwei-Teilchen-Zustand gleich bleiben, wenn die beiden Teilchen vertauscht
werden. Damit ist hier gemeint, dass die Nummern (Label) der beiden Teilchen vertauscht werden: Teilchen 1 am
Ort r; und Teilchen 2 am Ort ry ist derselbe Zustand wie Teilchen 2 am Ort r; und Teilchen 1 am Ort ry. Die
Wellenfunktion darf sich bei dieser Vertauschung also nur um einen Zahlenfaktor A € C éndern:

(1, Tk ey Ty, IN) = AP(T1, .., Ty, oo Ty ., TN). (2.31)

Zweimalige Vertauschung ist die Identitdtsoperation, also gilt

P(ri,...,r5, ..., Iy, TN) = A2¢(r1,...,rj,...,rk7...,rN). (2.32)
T
Damit ergeben sich
=1 = A=+1 (2.33)

als einzige Moglichkeiten. Die N-Teilchen-Wellenfunktion muss demnach entweder symmetrisch in allen Paaren
von Argumenten (total symmetrisch) oder antisymmetrisch in allen Paaren von Argumenten (total antisymme-
trisch) sein. Fiir A = +1 (symmetrischer Fall) nennen wir die Teilchen Bosonen, fir A = —1 (antisymmetrischer
Fall) Fermionen. Beachte, dass diese Definition keinen Bezug auf den Spin der Teilchen nimmt.

Das eben angegebene Argument nimmt auch keinen Bezug auf die Dimensionalitit des Raumes und gilt
insbesondere auch in zwei Dimensionen. Es gibt aber noch eine andere Art, zwei Teilchen zu vertauschen, nimlich
sie tatsédchlich umeinander herum zu bewegen, so dass am Ende ein Teilchen am Startpunkt des anderen ist. Fiir
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diesen Prozess unterscheiden sich drei (oder mehr) Raumdimensionen von ein oder zwei Dimensionen. Bei der
zweimaligen tatsdchlichen Vertauschung bewegt sich eines der Teilchen genau einmal um das andere herum. In
zwei Dimensionen kann man die Bahnen, die die beiden Teilchen beschreiben, nicht stetig so verformen, dass sie
nicht mehr umeinander herum laufen. Dazu miisste man eine Bahn durch das andere Teilchen hindurch schieben,
was eine qualitative Anderung der Bahnen darstellt. Daher ist in zwei Dimensionen die Anzahl der zweifachen
Vertauschungen eine topologische Invariante — sie kann durch stetige Verformung der Bahnen nicht geéndert
werden. Das ist in drei (und mehr) Dimensionen anders, hier kann man die Bahnen immer zu einem Punkt
zusammenziehen. Daher muss in zwei Dimensionen der Zustand, der durch zweifache tatséchliche Vertauschung
entsteht, nicht mit dem urspriinglichen Zustand identisch sein. Dann folgt, dass der entsprechende Faktor A zwar
aufgrund der Normiertheit der Zustéinde den Betrag eins haben muss, aber eine beliebige Phase haben kann. Man
spricht von Anyonen.

In einer Dimension kann man ebenfalls keine Einschrankungen an den Faktor A herleiten, aufler die aus
der Normiertheit folgende Bedingung |A\| = 1. Um hier die Phase bei tatsichlicher Vertauschung diskutieren
und messen zu koénnen, muss man verhindern, dass sich die Teilchen durchdringen miissen, um die Pldtze zu
tauschen. Man muss also einen komplizierteren ,,Rangierbahnhof* fiir die Teilchen konstruieren. Anyonen treten
in Randzustédnden beim fraktionellen Quanten-Hall-Effekt auf.

Das wichtige Spin-Statistik- Theorem, das wir hier nicht beweisen, zeigt, dass die Symmetrie oder Antisymme-
trie der Wellenfunktion in drei Raumdimensionen mit dem Spin der Teilchen zusammenhéngt:

e Bosonen (A = +1): ganzzahliger Spin S =0,1,2,...,
e Fermionen (A = —1): halbzahliger Spin S = 1,3,5, ...

Lorentz-Invarianz ist eine der Voraussetzungen des Spin-Statistik-Theorems, es kann schon deshalb nicht im
Rahmen der bisher entwickelten nicht relativistischen Quantenmechanik bewiesen werden.

Elementare Materieteilchen sind Fermionen: Quarks und Leptonen. Elementare Bosonen vermitteln Wechsel-
wirkungen (Photonen, W und Z°, Gluonen, hypothetische Gravitonen) und treten als Anregungen des Higgs-
Feldes auf, das fiir die elektroschwache Symmetriebrechung wichtig ist. Zusammengesetzte Materieteilchen kénnen
Fermionen (z. B. Baryonen) oder Bosonen (z. B. Mesonen) sein, je nach ihrem Gesamtspin, der sich nach den {ibli-
chen Regeln der Zusammensetzung von Drehimpulsen ergibt. Effektive Anregungen in kondensierter Materie
haben oft, aber nicht immer, bosonischen Charakter (Phononen, Magnonen).

2.2.1 Symmetrisierte und antisymmetrisierte Zustéinde

Die oben gefundene Darstellung der Vielteilchen-Wellenfunktion,

G(ry,ra,. o y) = Y (V1 va, e N[ Uy, (11) -ty (T, (2.34)

Vi,..sVN

ist fiir ununterscheidbare Teilchen problematisch. Diese Wellenfunktion erfiillt i. A. weder die fermionische noch
die bosonische Relation fiir Vertauschungen der r;. Diese Relationen fithren auf Nebenbedingungen fiir die Ko-
effizienten (v1,vs,...vN[1). Es ist wiinschenswert, diese Bedingungen gleich in die Basis einzubauen, so dass
alle daraus superponierten Zustinde die Bedingungen erfiillen. Das kann man durch (Anti-) Symmetrisierung
erreichen: Wir definieren

Uy (rl) Uy (1‘2) U Uy (rN)
. 1 Uy (T1) Uy (r2) oo Uy (TN)
Sty (11) Uy (TN) = e | : B : (2.35)
]V!nllnglu' : . .
uVN(rl) uVN(rQ) e UVN(rN) +
wobei (N!ni!ny!---)~1/2 ein Normierungsfaktor ist (dazu gleich mehr) und |...|_ die Determinante:
N 1
Sty (1) Uy (Tv) = Z SgN(p) Upy (Tpy )« Uy (Tpy)- (2.36)

 VNTngTng!- -

PESN
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Hier ist Sy die Gruppe aller Permutationen (p1,ps,...,pn) der N Elemente (1,2,...,N) — die sogenannte
Symmetrische Gruppe — und sgn(p) das Vorzeichen der Permutation p. [Beispiel: sgn(2,1,3) = —1, da eine
Vertauschung nétig ist und eins ungerade ist. Man schreibt auch (—1)?.] Der Ausdruck in Gl. (2.36) heifit Slater-
Determinante. Die Determinante einer Matrix ist bekanntlich antisymmetrisch unter Vertauschung zweier Spalten
der Matrix, wie auch Gl. (2.36) zeigt. Daher ist die Funktion S_ u,, (r)---u,, (ry) total antisymmetrisch. Das
untere Vorzeichen (—) ist demnach fiir Fermionen zu wahlen.

Wir sehen sofort, dass fiir zwei Fermionen in gleichen Einteilchenzusténden, z.B. v; = vy, die j-te und k-
te Zeile der Determinante gleich sind. Die Zeilen sind also linear abhéngig. Die Determinante verschwindet in
diesem Fall, |...|_ = 0. Null ist aber kein Zustand. Es gibt also keine Zusténde mit v; = vy, fiir j # k. Das ist die
iibliche Formulierung des Pauli-Prinzips. Sie folgt also aus der fundamentaleren Bedingung der Antisymmetrie
der Wellenfunktion.

Auflerdem erkennen wir, dass fiir zwei Fermionen am gleichen Ort, z.B. r; = ry, die j-te und k-te Spalte
der Determinante gleich sind, so dass die Determinante ebenfalls verschwindet. Also finden wir, dass sich zwei
ununterscheidbare Fermionen nicht an demselben Ort befinden kénnen. Diese Folgerung gilt aber nur, wenn
die Fermionen keine inneren Freiheitsgrade haben, also insbesondere keinen Spin. Wir werden noch sehen, dass
sich zwei Fermionen mit unterschiedlichen Spins (genauer: unterschiedlichen S*-Quantenzahlen) durchaus an
demselben Ort aufhalten kénnen.

Andererseits ist |...|, die sogenannte Permanente:

. 1
Stuy, (r1) - upy (Tn) = W Z Uy, (Tpy ) Uy (Tpy ) (2.37)
Plngl-- - o=

d. h. die ,vorzeichenlose Determinante®. Man bezeichnet sie gelegentlich als Slater-Permanente. Die Gleichung
zeigt, dass die Funktion S u,, (r1) -, (ry) total symmetrisch ist. Sie gilt also fiir Bosonen.

Wir haben die (anti-) symmetrisierten Zustéinde in der Ortsdarstellung eingefiihrt, da die Bedeutung von Sym-
metrie bzw. Antisymmetrie unter Vertauschung hier am anschaulichsten ist. Die Argumente iibertragen sich aber
praktisch unveréndert auf beliebige Einteilchenbasen: Zunichst muss fiir jeden Zustand |¢) ununterscheidbarer
Teilchen gelten

(Wi, Uk ooy Voo UNO) = XV, Vo Uy oo UNYD) (2.38)

und daher A2 = 1. Zu einer beliebigen Einteilchenbasis {|v)} definieren wir (anti-) symmetrisierte (IN-Teilchen-)
Basiszusténde

|l,1>(1) ‘V1>(2) |,/1>(N)

. 1 |V2>(1) ‘,/2>(2) |,/2>(N)

Si|V1,V2,...,I/N> = W . . . . ) (239)
|,,N>(1) |,,N>(2) |1/N>(N) N

wobei hier der Superskript (j) die Teilchen numeriert. Dieser Superskript ist redundant, wenn wir die Reihenfolge
der Faktoren in |vp, }|Vp,) - - - [Vpy ) nicht verdndern. Existieren z. B. nur zwei Einteilchenzusténde [1) und |/), so

ist
NN £ () D[1H)@
V2 .

Wir begriinden jetzt den Normierungsfaktor (N!nj!ng!---)~/2 der (anti-) symmetrisierten Zusténde. Hier
ist n,, die Besetzungszahl des Einteilchenzustands |v), d.h., n, gibt an, wie oft v in (v1,vs,...) vorkommt. Fiir
Fermionen kann das natiirlich nur gar nicht oder einmal sein, so dass sich der Vorfaktor zu 1/v/N! vereinfacht
(beachte 0! = 1! = 1). vy, 14, ... sind hier jeweils vollstiandige Sétze von kompatiblen Einteilchenquantenzahlen.
Natiirlich miissen nicht alle erlaubten Einteilchenzustdnde tatséchlich realisiert sein. Falls keine zwei v; iiberein-
stimmen (dies wird fiir Fermionen durch das Pauli-Prinzip erzwungen), ist die Determinante bzw. Permanente in
Gl. (2.39) eine Superposition von N! orthonormalen Zustandsvektoren, da es N! Permutationen von N Objekten
gibt. Daher ergibt sich fiir diesen Fall sofort ein Normierungsfaktor von 1/ VNI

Jedoch konnen fiir Bosonen Quantenzahlen mehrfach vorkommen. Die Vertauschung von Teilchen mit identi-
schen Quantenzahlen lédsst den Zustandsvektor aber unveréndert. Kommt v; z. B. n,,-mal vor, so bilden die Terme

gi |T7 \L> =

(2.40)
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in der Permanente Gruppen von n,,! identischen Vektoren, die durch solche Vertauschungen verkniipft sind. Die-
se werden alle mit positivem Vorzeichen addiert. Also besteht die Permanente aus N!/(ni!ns!---) orthogonalen

Vektoren der Linge nq!nsy!---. Deren Summe hat die Norm
N | | 2 | | |

was den Normierungsfaktor erklért.

Da die (Anti-) Symmetrisierung eines (anti-) symmetrischen Zustands diesen nicht #ndert, kann sich
5’:2,: |1, v9, ..., vN) vOn S'i |1, v, ..., vn) nur durch einen Zahlenfaktor unterscheiden. Man priift leicht nach, dass
dieser gleich eins ist. Da diese Eigenschaft fiir alle Basisvektoren |vy, v, ..., vy) gilt, folgt sie fiir alle |¢) € Hy.
Also sind die Operatoren Sy idempotent:

582 =85, (2.42)

Man priift auch leicht nach, dass die S'i hermitesch sind. Damit sind Sy Projektionsoperatoren.
Da fiir N > 2 ein nicht verschwindender Vektor nicht zugleich total symmetrisch und total antisymmetrisch
sein kann, gilt
5,8 =85, =0, (2.43)

die beiden Operatoren projizieren also auf orthogonale Unterriume. Dabei ist S, Hy (S_Hy) der Unterraum
der total symmetrischen (antisymmetrischen) Zusténde, d.h. der fiir ununterscheidbare Bosonen (Fermionen)
moglichen Zustdnde. Hat der Einteilchen-Hilbertraum 7 endliche Dimension d, so sind die Dimensionen der
Vielteilchen-Hilbertriume (wir geben auch die entsprechende kombinatorische Problemstellung an):

e dim(Hy) = d" (N unterscheidbare Kugeln in d Urnen),

N+d-1

o dim(S; Hy) = < N

) (N ununterscheidbare Kugeln in d Urnen),

. d
o dim(S_Hy) = ( N) (N ununterscheidbare Kugeln in d Urnen, wobei jede Urne hochstens eine Kugel

enthalten kann).

Fiir N = 2 gilt
. A . A _(d+1 d\ _ (d+1)! d! _dd+1)+dd-1) 5 .
dim(S1H2) + dim(S_Hz) = ( 5 ) (2> e 5 =d° = dim(Ha2),
X X (2.44)
daher spannen Sy Hs und S_Hs den gesamten Raum Ho auf. Fiir N > 3 gilt das nicht, z. B. ist
. A a3 2d 3 .
dim(S+H3) + dim(S_Hs) = £} + £l < d° = dim(H3). (2.45)

Fiir grofie Teilchenzahlen N wird Hy exponentiell grofier (hinsichtlich der Dimension) als 5'+7-[ ~ und dieser als
S_Hn.
Wir kénnen jetzt nach den (anti-) symmetrisierten Basiszustéinden entwickeln:

W)= > Curoon Stlva,. .. ow). (2.46)

Vi,.-sVN

In Ortsdarstellung erhalten wir entsprechend

Y(ry,ro,...,ry) = Z Cu v S’iu,,l (r1) - upy (ry). (2.47)
Vi,--sVN
Diese Darstellungen sind zwar korrekt, aber irrefithrend, da die Zusténde S’i|y1, ...,vn) nicht linear unabhéngig

sind. Das ist klar, weil der projizierte Hilbertraum SiHy geringere Dimension als Hy hat. Daher sind die
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Koeffizienten C,, . ., nicht eindeutig — verschiedene Sétzen von Koeffizienten beschreiben denselben Vektor in
S H . Man kénnte eine Basis von S+ durch weglassen der iiberzéhligen Elemente erzeugen. Das ist ziemlich
kompliziert.

Mit einer solchen Beschrinkung erhalten wir eine Basis von 5}7—[ ~- Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass
nicht alle (anti-) symmetrischen Vielteilchenzustéinde (anti-) symmetrisierte Produktzustinde der in Gl. (2.35)
bzw. (2.39) gegebenen Form sind. Vielmehr sind allgemeine Zustéinde Superpositionen solcher Basiszustéinde. Fiir
unterscheidbare Teilchen hatten wir Superpositionen von Produktzusténden als verschrinkt bezeichnet. Das Kon-
zept der Verschrankung ununterscheidbarer Teilchen ist problematisch und die geeignete Definition ist umstritten.
Man erkennt an einem einfachen Beispiel, dass fiir ununterscheidbare Teilchen neue Uberlegungen erforderlich
sind: Die (einzig mogliche) Wellenfunktion fiir zwei ununterscheidbare Bosonen in den Einteilchenzustéinden |u)
und |v) lautet

B(rr,rs) = u(r)v(rs) + v(ryju(rs)

’ V2

Wiren die Teilchen unterscheidbar, so wiirden wir diesen Zustand als verschriankt bezeichnen. Aber hier ent-
steht er einfach durch die Symmetrisierung — die beiden ununterscheidbaren Bosonen ,kénnen nicht anders®.
Wiirden wir das Ergebnis der (Anti-) Symmetrisierung als verschriinkt bezeichnen, so wiren alle Zustéinde mit
N > 2 ununterscheidbaren Teilchen verschrankt und der Begriff wire inhaltsleer und nutzlos. Ein naheliegen-
der Ausweg ist, nur die dariiber hinaus gehende Superposition von (anti-) symmetrisierten Produktzustinden
als Verschrinkung zu verstehen, so z.B. in J. Schliemann et al., Phys. Rev. 64, 022303 (2001). Eine restrikti-
vere Sichtweise ist, bei ununterscheidbaren Teilchen das Konzept der Verschrinkung auf fundamentalem Niveau
abzulehnen. Verschrinkung kann demnach nur fiir unterscheidbare Teilchen sinnvoll definiert werden. Aber unun-
terscheidbare Teilchen kénnen effektiv als unterscheidbar beschrieben werden, wenn sie sich durch gewisse (nicht
intrinsische) Quantenzahlen unterscheiden, z. B. wenn sie an makroskopisch verschiedenen Orten lokalisiert sind.
Dann kann man iiber verschrinkte Zustdnde sprechen, z. B. der Spins von zwei rdumlich getrennten Photonen
oder Elektronen. Wir kénnen diese Debatte hier nicht weiter besprechen.

(2.48)

2.2.2 Das Pauli-Prinzip

Wir kommen nochmals auf das Pauli-Prinzip zuriick und betrachten speziell Spin-1/2-Teilchen, z. B. Elektronen.
Ihr Einteilchen-Hilbertraum lésst sich als Produkt

H= HOrt ® HSpin (249)
schreiben, wobei Ho,¢ den Ort des Teilchens und Hgpin seinen Spin betrifft. Der Faktorraum
Hspin = span(|1), 1)) (2.50)
ist fiir einen Spin der Lénge 1/2 zweidimensional. Ist {|}} eine Einteilchenbasis von Ho,s, so ist die Produktbasis
{lv, 1), v, )} (2.51)
eine Einteilchenbasis von H. Den rdumlichen Anteil konnen wir in der Ortsdarstellung schreiben:
(rlv,o) = uy(r)|o) mit o=1,4. (2.52)

Aus der Einteilchenbasis kénnen wir wie beschrieben eine Vielteilchenbasis als Produktbasis konstruieren.
Nun muss zusétzlich jeder Zustand ununterscheidbarer Fermionen total antisymmetrisch sein. Daraus folgt
fiir die Koeffizienten in der Entwicklung nach der Produktbasis

(co i Vky Oy ey Vs Oy ) = — (00 1,04, Uk, O, - - - 1), (2.53)
Wir betrachten nun speziell zwei ununterscheidbare Spin-1/2-Teilchen,
<I/2,(72,V1,0'1|’¢>:—<I/1,01,l/2,0'2|’¢)>. (254)

Oft haben wir es mit Situationen zu tun, in denen der Vielteilchenzustand eine bestimmte Paritéit (symmetrisch
oder antisymmetrisch) beziiglich Vertauschung beschréankt auf die rdumlichen Freiheitsgrade besitzt. Das ist z. B.
der Fall, wenn die rdumlichen Wellenfunktionen der beiden Teilchen {ibereinstimmen. Allgemein gibt es zwei
Méoglichkeiten:
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e Der rdumliche Zustand ist symmetrisch,

(v2,09,v1,010)) = (V1,02,v2,01|1)). (2.55)

Da der Gesamtzustand antisymmetrisch sein muss, siehe Gl. (2.54), folgt

(v1,09,v2,01|¢) = —(v1,01, V2, 02[1)), (2.56)

der Spin-Zustand ist also antisymmetrisch. Beispiele sind, in Ortsdarstellung fiir den rdumlichen Anteil,

u(ry)u(rs)
u(ry)v(re) + v(ry)u(rs) » [T — 1)
V2 V2

v(ry)v(rs)

, (2.57)

wobei v und v orthonormale Wellenfunktionen sind. Diese Zusténde sind alle symmetrisch im Ortsraum
und antisymmetrisch im Spin. Der Gesamt-Spin ist 0. Die antisymmetrische Kombination zweier Spins 1/2
nennt man Singulett-Zustand, weil es nur eine solche Kombination gibt. Der erste (oder dritte) Fall in
(2.57) beschreibt offenbar die Situation, dass sich zwei Elektronen in demselben Orbital befinden, z. B. im
1s-Orbital fiir den 1! S-Grundzustand von Helium. Hier haben die beiden Elektronen offensichtlich eine nicht
verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte an demselben Ort, wie oben in 2.2.1 angekiindigt.

e Der raumliche Zustand ist antisymmetrisch,

<V2,O—23V1701|w> :7<V17025V27O—1|¢>‘ (258)

Dann folgt analog
<V17023V27O'1|¢> = <V1;C’1,V270'2|1/’>7 (259)

der Spin-Zustand ist also symmetrisch. Beispiele sind

1)
u(ry)v(re) — v(ry)u(re) IT4) 4+ [41)
= «f ey (2.60)
[44)

Diese Zusténde sind alle antisymmetrisch im Ortsraum und symmetrisch im Spin. Der Gesamt-Spin ist 1.
Die symmetrischen Kombinationen zweier Spins 1/2 nennt man Triplett-Zustinde, weil es drei davon gibt.

Allgemein gilt: der Singulett- (Triplett-) Zustand zweier Elektronen hat eine symmetrische (antisymmetrische)
rdumliche Wellenfunktion. Es folgt die aus der Schule und den Einfiithrungsvorlesungen bekannte Formulierung
des Pauli-Prinzips: Zwei Elektronen kénnen nicht zugleich in demselben Spin- und Ortszustand sein.

Es sei angemerkt, dass ein Mehrteilchenzustand keine definierte Paritit unter Vertauschungen ausschliellich
im Ortsraum oder im Spin haben muss. Zum Beispiel ist

u(r1)v(re) 1)) — v(r)u(rz) 1)
V2

ein erlaubter, weil antisymmetrischer, Zustand fiir zwei ununterscheidbare Elektronen. Er ist aber weder sym-
metrisch noch antisymmetrisch unter Vertauschung der Ortskoordinaten. Das entsprechende gilt fiir die Spins,
insbesondere handelt es sich nicht um einen Singulett-Zustand, obwohl der Gesamt-Spin verschwindet. Da dieser
Zustand kein Produkt eines rdumlichen und eines Spin-Zustands der beiden Elektronen ist, kann man sagen, dass
der rdumliche und der Spin-Zustand verschrankt sind.

(2.61)
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2.2.3 Observable

Als nichstes wollen wir Observable betrachten, insbesondere den Hamiltonian. Die Diskussion von Observablen
fiir unterscheidbare Teilchen ist auch fiir ununterscheidbare Teilchen giiltig, nur miissen sie mit der Ununterscheid-
barkeit der Teilchen vereinbar sein. Observable diirfen natiirlich nicht gestatten, ununterscheidbare Teilchen zu
unterscheiden. Wir betrachten konkret Hamiltonians von der Form

N o2
H:T+V:Z§—T’R+V(r1,...,r1v) (2.62)
i=1

mit p; = —ihV; = —ihd/9Jr; in Ortsdarstellung. Wir haben hier angenommen, dass kein Vektorpotential vorliegt.
Ununterscheidbare Teilchen miissen natiirlich identische Massen haben, so dass T' symmetrisch unter Vertauschung
von Teilchen ist. Analog muss V symmetrisch unter Vertauschung sein, sonst wiren die Teilchen experimentell
unterscheidbar. Damit ist der gesamte Hamiltonian symmetrisch. Beachte, dass diese Aussage fiir Bosonen und
fiir Fermionen gilt.
V kann i. A. Beitréige enthalten, die von 1,2, 3, ... Einteilchenzustéinden abhéingen. Wir zerlegen V nach diesen
Beitragen,
V=Vi+Vo+Vs+... (2.63)

Physikalisch ist Vi das &uflere Potential, V5, ist die Zwei-Teilchen-Wechselwirkung, V3 die Drei-Teilchen-
Wechselwirkung usw. Wir betrachten die diagonalen Matrixelemente in Ortsdarstellung:

V(ry,...,ry) = (r1,...,rn|V]ry,...,rN)
1 1
— Z‘/’l(ri)+§z%(ri,rj)+§ Z Va(ri,r,r0) 4. .0, (2.64)
% ] ijk
i itk

was explizit symmetrisch ist. Die Faktoren 1/n! korrigieren die Mehrfachzihlung derselben Wechselwirkung. Be-
achte, dass wir z. B. Terme der Art Va(r;, r;) ausschlieen. Solche Terme sind bereits in V; enthalten. Wir nehmen
an, dass V keine pl6tzlichen Spriinge von Teilchen von einem Ort zu einem anderen beschreibt, d. h., dass nicht
diagonale Matrixelemente in der Ortsbasis verschwinden.

Beispiel: Die Coulomb-Wechselwirkung lautet fiir Teilchen mit der Ladung e,

1 e?

Va(ri,x5) = Vo(ri vj) = T
i T

(2.65)
In der Praxis werden wir es nicht mit n-Teilchen-Wechselwirkungen fiir n > 2 zu tun haben.

Einteilchenobservable

Wir wollen Observable, insbesondere den Hamiltonian, beziiglich einer beliebigen Einteilchenbasis {|v)} aus-
driicken konnen. Fiir das Potential finden wir

VlEZVi(l):Z Z i, o), o | VY Z 2PN 7SS Y7 I V.1 (2.66)

i Vi,..,UN Z N v

(Fiir Fermionen sollen die Summen iiber Einteilchenzustéinde nur mit dem Pauli-Prinzip vereinbare Kombina-~

tionen enthalten, d.h. v; # v; und v] # v} fiir i # j.) Vi(l) wirkt in Gl. (2.66) nur auf den Zustand des i-ten
Teilchens, also auf |v;), |v}). Die anderen Summen kénnen daher ausgefiihrt werden, z. B.

S il Wil = ) ys] = 1. (2.67)

s .
viv; vy

Sie ergeben also Faktoren 1 in den Unterrdumen zu j # 4, die wie iiblich nicht mit aufgeschrieben werden:

Vi= 305 il VO ) vl (2.68)
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1

Wie oben fassen wir V', eigentlich ein Operator auf H, jetzt als Operator auf H auf. Wir schreiben dies als

ZZV(” i) (v (2.69)

1 v u
mit

v = v = / druf, (£) Vi(r) u, (r). (2.70)

Wir haben verwendet, dass V") diagonal ist, sonst stiinde hier allgemeiner J &Prd®r’uh (v) Vi(r, ©') u, (r'). Wéhlt
man die Ortsbasis {|r)}, so erhédlt man entsprechend

Vi= Z/ds’"i d*ri VO (rg,v7) i) (x] (2.71)

VO (r;,r}) = /d3r5(r — 1) Vi(r)d(r —r}) = 6(r; — r}) Vi(ry), (2.72)

da die Eigenfunktionen des Ortsoperators d-Funktionen sind. Eingesetzt ergibt sich
Vi = Z/d% Va(es) o) (rs). (2.73)

Diese Herleitung funktioniert fiir alle Einteilchenobservablen A, man erhélt entsprechende Ausdriicke. Die
kinetische Energie T; des Teilchens i ist sicherlich eine solche Obserable. Fiir die gesamte kinetische Energie

erhalten wir also
T =" |wi)wlTiw) (V)] —ZZTW i) (v (2.74)

[ 7374 [ 7374
mit
Ty = ([T = [ v, () 70,0 = 009 (). (2.75)
In Abwesenheit eines Vektorpotentials gilt einfach T'(r,p = —ihV) = —h?V?/2m, also
h? 3 3
T = ~om d*ru, (r) Vu _’_7 d’r Vuy, (r) - Vu,,(r), (2.76)

wobei wir im letzten Schritt eine partielle Integration ausgefithrt haben, um einen symmetrischeren Ausdruck zu
erhalten, der aulerdem nur erste Ableitungen enthélt. In der Ortsbasis erhalten wir

T= Z/dgri d*ri T(ri, x7) |ri) (rf] (2.77)

mit
h2
T(r;,r;) = o d*ré(r —r;) V2o(r — 1))

h2

= 3 d*r (e —r;) (V5)26(r — 1)
m

_ " (V)26(r; — 1)) = " V25(r; —1h) (2.78)
om 1 g [ 2m [ ? 1 .

(wir schreiben V; = 9/dr; und V} = §/0r}) und schliefllich
IS [t (Tt~ )] )
2 2 ri d°r; )70(r; —xh)| |ra)(x)
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h? .
o 30 [ el e~ ) (90 ) o
FLZ
g 20 s otes ) ) (V1)
Z/dgﬁ ;) V2 (x|

— 1 EIS v PSRN v
_+2m§i:/d 7 Vilrs) - Vilrs], (2.79)

wobei wir mehrfach partiell integriert haben. Diese Ortsdarstellung ist fiir die kinetische Energie i. A. nicht sehr
niitzlich.

Wechselwirkungsterme

Die 2, 3, .. .-Teilchen-Terme enthalten 2, 3, ... Bra- und Ket-Vektoren. Zum Beispiel ist

=23 S VP e = 5 S 2 Vil M 1] (2.80)

ij l/iujlllfu]’. ij vivv] 1/
7] 7]
mit
2 2 * *
VA2 s = sl VW) = [ vy (05, (e Vas s ) ). (2:81)

Der Faktor 1/2 ist die schon erwihnte Korrektur der Doppelzihlung. Wir haben angenommen, dass V5 lokal
in zwei Orten ist, z. B. eine Dichte-Dichte-Wechselwirkung. Das bedeutet, dass V5 nicht instantan den Ort von
Teilchen #ndert, siche oben. Beachte die Reihenfolge der Indizes v;, v; (Konvention). In der Ortsbasis erhalten
wir

Z/d?’n d*r} d3r; d3r’ V3 (r, )1, r}) |ri)|ry) (e (] (2.82)
i#]
mit
V) (r;, vy}, 1)) = /dSRi @*R;6(R; —r;)6(R; — r;) Va(Ri, R;) 6(R; — 1})d(R; — 1)
= (r; —r})o(r; —r}) Va(ry,r)) (2.83)

und schliellich
Z/d37“zd rj Va(ri, 1) [ri) |rj) (e (ril. (2.84)
i7#]

Fiir die Coulomb-Wechselwirkung aus Gl (2.65) erhalten wir speziell

1 1
Vo= 3 g 2o | s o IO 255)

was mit Gl. (2.30) iibereinstimmt.

Wie gesagt miissen alle Terme im Hamiltonian H symmetrisch unter Vertauschung ununterscheidbarer Teil-
chen sein. Man kann zeigen, dass H daher die Symmetrie oder Antisymmetrie von Zustédnden erhélt, d.h.
H3i|y1, ...,vN) ist (anti-) symmetrisch. Es folgt

Sy HSy|vr,...,vn)=HS8%|v,...,un) = HS:S+|vi,...,vN) (2.86)

fir alle Basiszustiande und daher fiir alle Zustinde aus S’iH ~- Damit gilt auf dem Raum erlaubter Zusténde die
Operatoridentitét . . .
StH=HS: = [Si, H} =0. (2.87)
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Beachte, dass wir die Observablen, z. B. H, durch Einteilchen-Bras und -Kets ausgedriickt haben, nicht in einer
Basis explizit (anti-) symmetrischer Vielteilchenzustéinde, was das eigentliche Ziel war. Das macht die Auswer-
tung von z. B. H Si|v,...,vy) fiir einen konkreten Fall mithsam. Wir werden im Folgenden H durch (anti-)
symmetrisierte Zusténde ausdriicken, verwenden dafiir aber eine giinstigere Darstellung dieser Zustédnde, die wir
im néchsten Abschnitt einfiihren.

2.3 Zweite Quantisierung

In diesem Abschnitt wird eine alternative Beschreibung der Mehrteilchenzustinde und in der Folge auch der
Operatoren eingefiihrt, die sogenannte zweite Quantisierung. Wir beschreiben immernoch dieselben Zusténde
und Observablen, am physikalischen Gehalt der Theorie &ndert sich also zunéchst nichts. Die neue Beschreibung
ist aber giinstiger fiir praktische Herleitungen und Rechnungen. Sie hat den zusétzlichen Vorteil, dass in ihrem
Rahmen auch Teilchenerzeugung und -vernichtung behandelt werden kénnen.

Die bisher entwickelte Verallgemeinerung der Quantenmechanik auf N-Teilchen-Systeme ist aus mehreren
Griinden ungiinstig:

e Praktische Rechnungen mit den (anti-) symmetrisierten Zusténden sind miihsam.

e Die Zustidnde enthalten eine feste Teilchenzahl N. Teilchenerzeugung und -vernichtung kénnen nicht be-
schrieben werden.

e Ebenfalls wegen der festen Teilchenzahl NV ist der Formalismus auch nicht ideal, wenn die Teilchenzahl zwar
erhalten ist, wir aber mehr als einen moéglichen Wert betrachten wollen, z. B. fiir statistische Aussagen iiber
grolkanonische Ensembles.

Diese Miingel werden vom Formalismus der Zweiten Quantisierung behoben. Dabei wird im Ubrigen gar nichts
zweimal quantisiert. Es handelt sich um eine irrefithrende historische Bezeichnung; wir werden auf ihren Ursprung
spéater zuriickkommen.

Wir miissen zunéchst einen Zustandsraum konstruieren, der Zustdnde mit Teilchenzahlen N = 0,1, ... enthalt.
H n fiir festes IV reicht also nicht. Wir fithren den Fock-Raum ein:

F=HoDH1DPH2... (288)

Der Fock-Raum ist die direkte Summe der Hy, d.h. die Basis von F ist die Vereinigungsmenge der Basen der
Hu, Uy—o(Basis von Hy). F enthélt Ho, H1,. .. als Unterrdume. Die Unterriume Hy sollen nur die korrekten
(anti-) symmetrischen Zusténde enthalten.

Der Null-Teilchen-Hilbertraum # ist besonders einfach: Er enthilt nur den einen Zustand ohne Teilchen.
Dieser wird Vakuumzustand (oder Vakuum) genannt und oft mit |0) bezeichnet. Fiir Teilchen, die gar nicht oder
repulsiv wechselwirken, ist |0) der Grundzustand des Vielteilchensystems. Hg ist ein eindimensionaler Hilbert-
raum, aufgespannt durch |0). (Der normierbare Zustandsvektor |0) darf nicht mit dem Nullvektor 0 im Hilbertraum
verwechselt werden.)

2.3.1 Besetzungszahldarstellung

Bei der zweiten Quantisierung beschreiben wir Vielteilchenzustinde durch Angabe der Zahl von Teilchen in allen
moglichen Einteilchenzustdnden. Wir definieren die Besetzungszahloperatoren 7, durch ihre Darstellung in der
Basis der bekannten (anti-) symmetrisierten Vielteilchenzusténde. Diese Zusténde sollen simtlich Eigenzustéinde
von 7, sein und die folgende Eigenwertgleichung erfiillen:

fL,,S’i|V1,...,VN>:nV§i|V1,...7VN>, (2.89)

wobei n,, die Anzahl des Auftretens von v im N-Tupel (v1,...,vy) ist. Mit anderen Worten, n, gibt an, wieviele
Teilchen im Einteilchenzustand |v) sind. Die entscheidende Erkenntnis ist nun, dass der Vielteilchenzustand
allein durch die Angabe der Besetzungszahlen fiir alle moglichen Einteilchenzusténde eindeutig bestimmt ist.
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Dies beruht auf der (Anti-) Symmetrisierung: Die einzige Information auler den Besetzungszahlen, die im N-
Tupel (v1,...,vN) enthalten ist, betrifft ndmlich die Anordnung der v;. Diese sagt aus, welche der Teilchen in den
vorkommenden Einteilchenzustéinden sind. Die Anordnung ist aber irrelevant, da bei der (Anti-) Symmetrisierung
iiber alle Permutationen der v; summiert wird. Der Operator S sorgt also dafiir, dass es auf die Reihenfolge der
Elemente in (v1,...,vy) nicht ankommt. Ein Phasen- oder allgemeiner ein Normierungsfaktor ist dadurch nicht
festgelegt, dndert aber nicht den Zustand.

Die vorige Uberlegung erlaubt uns, fiir die (normierten) Basiszustéinde zu schreiben

|ny,na, ... mit ny +ng+... = N. (2.90)

Diese nennt man Besetzungszahlzustinde und die Darstellung von Operatoren usw. in dieser Basis Besetzungs-
zahldarstellung. Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass es dieselben (anti-) symmetrisierten Basiszustédnde sind
wie im vorigen Abschnitt; die expliziten Vektoren unterscheiden sich hichstens um einen Zahlenfaktor. Sie werden
nur anders bezeichnet. Die lineare Unabhéngigkeit ist nun aber dadurch gewéhrleistet, dass jeder erlaubte Satz
ni,Na, ... genau einmal vorkommt.

Die Eigenwertgleichung (2.89) lautet nun einfach

Ay N1, M9, ...y = ny |ng,ne, .. ). (2.91)
Es ist sinnvoll, auch Operatoren einzufithren, die die Teilchenzahlen &ndern, nicht zuletzt, um Teilchenerzeugung
und -vernichtung beschreiben zu kénnen. Wir diskutieren zunéchst Bosonen und anschlieSend Fermionen.

Bosonen

Wir definieren den Erzeugungsoperator b} fiir den Einteilchenzustand |v) durch

bl |...

M) =B 1oy 1,0, (2.92)

wobei wir den Zahlenfaktor B} .| € C spiter festlegen werden. b, erh6ht offensichtlich die Besetzungszahl n,
um eins. Wir definieren auBerdem den Vernichtungsoperator durch b, := (b)T.
Die Matrixelemente des Erzeugungsoperators lauten

(coosmly o | by ) = Bl L s a1 (2.93)
= <...,n,,,... |bl, ‘ ,nfj,> = Bnu+1 6nf,,nu+1 (294)
= bul...ony+1,...) =By 1]y ... (2.95)

b, verringert also die Besetzungszahl n, (bzw. n, + 1) um eins. Weiter folgt

by |,y =l By, |oiny —1,..) = B B | ny,. ). (2.96)

v

|...,ny,...) ist also ein Eigenzustand von bjb, mit dem Eigenwert B}, B, .
b, muss den Zustand zerstéren, wenn kein Teilchen im Einteilchenzustand |v) ist, weil negative Teilchenzahlen
keinen Sinn haben:
byl...,n, =0,...) =0. (2.97)

(b, ist ein Operator auf dem Fock-Raum F, also muss ein Element aus F herauskommen. Aber der Nullvektor
ist das einzige Element, dass keinen Zustand repriisentiert.) Es folgt

By = 0. (2.98)

Uber B, n > 1, kénnen wir noch verfiigen. Es ist niitzlich, B,, = v/n zu definieren. (Dies ist als Bestandteil der
Definition von b, und b, zu verstehen.) Dann folgt

b,y = Vi, +1].,n,+1,..0), (2.99)
byl osnu,..) = Vo l...,m—1,000), (2.100)
biby | ooiny, . ) = ny|..ny,. ). (2.101)
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bib, ist demnach der Besetzungszahloperator:

bib, =i, (2.102)
Weiter folgt
by, 5] |-y ) = (bl = bEb) |y, ) = [0 + 1) =0 |, = |y, ). (2.103)
Da dies fiir alle Basiszusténde gilt, folgt
[b,, 0] = 1. (2.104)

Rechts steht eigentlich der Identitédtsoperator 1, aber man schreibt dafiir fast immer einfach 1. Das werden wir
hier auch tun. Weiterhin gilt trivial
[b,,b,] = [b],b]] =0, (2.105)

vyYv
da jeder Operator mit sich selbst kommutiert.

Soweit haben wir Vertauschungsrelationen fiir Erzeuger und Vernichter desselben Einteilchenzustandes be-
trachtet. Operatoren fiir verschiedene Einteilchenzusténde |v), [v/) kommutieren. Wir zeigen dies am Beispiel von
bf und bj,, fiir v/ # v. Es gilt

3,001 s,y = (5DT, =D BE) |, )

:b,t\/n,,/—|—1|...,nl,,...,nl,/+1,...>—bi,\/n,,+1|...7n,,+1,...,n,/,...>
=vng+1vn,+1|...on,+ 1o ony + 1,000 —vn, +1vng + 1o n,+ 1,000 n + 1,000
=0. (2.106)

Es folgt [bf,b',] = 0. Entsprechende Ergebnisse finden wir fiir [b,, b,/] und [b,,b!,].

120471

Wir erhalten schliefflich die fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir Bosonen:

[byy bi/] = 61/1/” (2107)
[by,b] = 0, (2.108)
wi,6f] = o. (2.109)

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir unterscheidbare Bosonen vertauschen natiirlich in jedem Fall.
Fermionen
Fiir Fermionen hatten wir gesehen, dass jeder Einteilchenzustand v hichstens einfach besetzt sein kann. Also gilt
n,=0,1 V. (2.110)
Wir definieren zuniichst analog zu Bosonen den Erzeugungsoperator ¢/, durch
ey, )y =Ch ]y 1) (2.111)

und den Vernichtungsoperator durch ¢, := (cf,)T. Es folgt

N e P T B AN Sy (2.112)
= (oo, e ]y, o) = Chygd Ont iy 41 (2.113)
= Colovoyny+ 1,0, =Ch 1| oy np,. ). (2.114)
Weiter folgt

ce.. .. )= Cr Coylooyny, ). (2.115)

Analog zu Bosonen muss Cy = 0 gelten. Fiir Fermionen gilt aber auflerdem, wegen des Pauli-Prinzips,
..o ny=1,...)=0 (2.116)
= Cs =0. (2.117)
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Der Parameter C; ist noch unbestimmt. Wir werden spéter sehen, dass wir nicht einfach, wie fiir Bosonen, C; = 1
fordern kénnen (dies wird im Buch von Bruus und Flensberg inkorrekt dargestellt). Einfache Ergebnisse erhalten
wir aber, wenn wir C; = +1 erlauben:

cl...n,=0,..) = £|....n,=1,...), (2.118)
cloom,=1,..) = 0, (2.119)
eyloooym,=0,...) = 0, (2.120)
el.oooyny,=1,..0) = Z|...,n,=0,...) (2.121)
und
cesl.n,=0,..) = 0, (2.122)
cle ., =1,..) Hooone =100 (2.123)
Also ist
cle, =n, (2.124)

der Besetzungszahloperator, wie fiir Bosonen.
Fiir den Kommutator erhalten wir

[eo el mu, ) = (cvel —cle) |oom, . )= (D)™ | ony, ) = (=)™ |y, ). (2.125)

Der Kommutator ist also nicht so einfach wie fiir Bosonen, sondern selbst wieder ein nichttrivialer Operator. Es ist
fundamental fiir die Physik von Fermionen, dass wir stattdessen ein einfaches Ergebnis fiir den Antikommutator

{co,cl} i=c,cl +cle, (2.126)

erhalten:
{ev, et} oiny, . ) = (evel +che) o, )= ne, ) Y, ). (2.127)

Hier haben wir ausgenutzt, dass immer einer der beiden Terme eins und der andere Null ergibt. Es folgt
{cv,cl} =1. (2.128)

Fiir den Antikommutator schreibt man auch [A, B]y = {A, B} := AB + BA.
Aus Glg. (2.118)—(2.121) folgt sofort

{ev, v} = 2¢pc, = 0, (2.129)
{cf,el} = 2c¢ef = 0. (2.130)

Die letzte Gleichung enthilt das Pauli-Prinzip: Man kann keine zwei Fermionen in demselben Zustand |v) erzeugen.

Wie lauten die Antikommutatoren fiir verschiedene Einteilchenzustdnde? Fiir Fermionen kénnen wir nicht
analog zum Fall von Bosonen argumentieren, da wir iiber das Vorzeichen von C; noch nicht verfiigt haben.
Wir verwenden stattdessen die Antisymmetrie des Vielteilchenzustands. Fiir Fermionen macht es demnach einen
Unterschied, welches Teilchen zuerst erzeugt wird. Es gilt

<...,l/j,...7yk7...|l/}>:—<...,Uk,...,Vj,...|’§/J>, (2131)
also speziell
<V7V/7V17"'5VN|1)Z)>:_<Z/7V7V1a"'7VN|¢> v|V1a"'71/]\7> v|¢> (2132)
Da dies fiir alle |¢) gilt, folgt
v,V v, un) = =V vvn, . ow) Y v, o) (2.133)

Diese Gleichung schreiben wir, im Vorgriff auf die weiter unten diskutierte Konstruktion der Zusténde, als

el v, on) = —=cel v, un) Y, ew) (2.134)

v/ v’
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= e, = . (2.135)
= A,y = o (2.136)

7

Analoge Ergebnisse folgen fiir {c,, ¢, } und, fiir v/ # v, fiir {cl,,c:r,,}. Insgesamt erhalten wir die Anti-Vertau-
schungsrelationen

{cl/7 CZT,/} = 61/1/’, (2137)
{ev e} =0, (2.138)
{ch,el} = o (2.139)

Dies bedeutet z.B. ¢ ¢,y = —c,rc,.

Wie sehen die (Anti-) Vertauschungsrelationen fiir unterscheidbare Fermionen aus? Man kann zeigen, dass
es immer mdglich ist, die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren so zu konstruieren, dass sie antivertauschen:
{ev, dL} = 0 usw. Wenn Superpositionen der Teilchen moglich sind, miissen die Operatoren antivertauschen. Zum
Beispiel sind Elektronen- und Myonen-Neutrinos durch Reaktionen wie ve +n — e~ +pund v, +n — p~ +p
unterscheidbar, wandeln sich aber bei der freien Propagation ineinander um (Neutrino-Oszillation). Die entspre-
chenden Operatoren miissen antivertauschen. Superpositionen von Teilchen mit unterschiedlichen (elektrischen
oder anderen) Ladungen werden hingegen nicht beobachtet. In solchen Fillen hat es keine beobachtbaren Konse-
quenzen, ob die Operatoren fiir unterschiedliche Fermionarten vertauschen oder antivertauschen. Operatoren fiir
Fermionen und Bosonen, die offensichtlich immer voneinander unterscheidbar sind, kommutieren.

Basiswechsel

Die weitere Diskussion bezieht sich soweit moglich sowohl auf Bosonen als auch auf Fermionen. Fiir Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren fiir beide Fille schreiben wir al,, a,.

Es ist wichtig zu priifen, wie sich die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren unter einem Wechsel der
Einteilchenbasis transformieren. Die Einteilchenbasiszustéinde selbst transformieren sich geméif

) = S i) = Sl ). (2.140)

v

Nun soll af, ein Teilchen im Zustand |v) erzeugen und ELL ein Teilchen im Zustand |f),

v) = al0), (2.141)
Ay = al,|o). (2.142)

Dies wird erreicht, wenn die Transformationsvorschrift fiir die Erzeugungsoperatoren lautet

al, =y (v|j)al, (2.143)

v

denn dann ist

) = af,[0) =Y _(vl@) al 10) = > (v|i) [v). (2.144)

1% v
Diese Konstruktion bezieht sich zunéchst nur auf Einteilchenzustéinde. Um die Korrektheit der Transformati-
onsvorschrift allgemein zu zeigen, muss man von den (anti-) symmetrisierten Zustédnden in erster Quantisierung
ausgehen, und zeigen, dass deren Transformation bei Basiswechsel mit der durch Gl. (2.143) induzierten iiberein-
stimmt. Wir fithren das hier nicht durch.
Aus Gl. (2.143) folgt sofort

i =Y i) a (2.145)

fiir die Vernichtungsoperatoren. Die Kommutatorrelationen fiir Bosonen transformieren sich dann wie

b, bl = i) (V' |i) [by,b!,] = alvy (V| = (RlE") = 6, )
[buabﬂ/]7;<ﬂ| Y [55 b, ;(M Y|y = (plp') =6 (2.146)

vv
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usw. und die Antikommutatorrelationen fiir Fermionen wie

(Gt} = S ) Jevrcl) = DU M) = () = B (2.147)

12% v

6 ’

vv

Die (Anti-) Kommutatoreigenschaften der Operatoren sind also invariant unter Wechsel der Einteilchenbasis. Die
(Anti-) Kommutatoreigenschaften sind somit basisunabhéingig, was sehr wiinschenswert ist.
Die Gesamtteilchenzahl transformiert sich geméaf

Za = D WA alaw =3 (i) alas Za a, = N. (2.148)

vv'p

Die Gesamtteilchenzahl ist also ebenfalls invariant, was der intuitiven Bedeutung einer Teilchenzahl entspricht.

Konstruktion der Zustinde

Der Vakuum-Zustand |0) ist nach Definition der Zustand ohne Teilchen. Er wird daher von allen a,, zerstort:
a,|0) =0 Y. (2.149)
Beliebige Besetzungszahlzustédnde schreiben wir nun ausgehend vom Vakuum-Zustand als
Iny,ng,...) ~ (al)™ (ah)™ - |0), (2.150)

wobei wir uns gleich um die Normierung kiimmern werden. Fiir Fermionen kommt es auf die Reihenfolge an, wir
miissen eine Ordnung von Einteilchenzusténden festlegen und dann konsistent verwenden, ansonsten konnen sich
Vorzeichenfehler einschleichen.

Der wohl wichtigste Grund fiir den grofien Nutzen der zweiten Quantisierung ist, dass die (Anti-) Vertau-
schungsrelationen der Erzeugungsoperatoren af, und Vernichtungsoperatoren a, nun sicherstellen, dass die Viel-
teilchenzusténde die korrekten (Anti-) Symmetrie-Eigenschaften haben. Man sagt auch, dass die Algebra dieser
Operatoren die korrekte (Anti-) Symmetrie garantiert. Zum Beispiel gilt fiir die fermionischen Zweiteilchen-
Zusténde unter Vertauschung der Einteilchen-Quantenzahlen

10) = 0. (2.151)

Vl VZ V2 Vl

Fiir zwei Bosonen erhilt man offensichtlich keinen Vorzeichenwechsel.

Die fermionischen Zusténde sind bereits normiert: Wir betrachten (0] - - - ¢5? ¢1'? (c{)"l (cg)”2 --+]0). Hierin ist
1 firny =0

n1(fynn 1 ’ 2.152

o’ (e1) { 1 —cl{cl fiir ny = 1. (2.152)

Im Fall ny = 1 wirkt dieser Operator auf den Zustand (c})2---|0), der keine Teilchen im Zustand |1) enthélt.
Daher kann der Besetzungszahloperator c{cl durch Null ersetzt werden und der Operator ¢ (cJ{)"1 kann durch
eins ersetzt werden. Dasselbe Argument l4sst sich fiir die Zusténde |2), |3), etc. wiederholen, so dass sich am Ende

(O] -+~ c52 e ()™ (ehym [0y =1 (2.153)

ergibt.
Wir kommen nun auf die Definition der fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zuriick, siehe
Gl. (2.111). Wir hatten das Vorzeichen von C; noch nicht festgelegt. Nun finden wir
b ny,n n,=0,..)=ch () ()= (e _ ) (el ) (o) (2.154)
v | T6L5 182y o oo s Ty PR v \t1 2 v—1 v+1 . .
Der Operator ¢/, antikommutiert mit allen Erzeugungsoperatoren cl, mit v/ # v. Wenn wir ¢/, an die ,richtige®
Position verschieben, dndert sich das Vorzeichen immer dann, wenn ein n, fiir v’ < v gleich eins ist, da wir dann
cf mit cl, vertauschen miissen. Insgesamt sammeln wir also einen Faktor (—1)"1 72+ +nv—1 auf:
CT |TL n n, =0 > — (_1)nl+n2+~»-+n1/71 ( T)nl ( T)n2 .. ( T )nu—l T ( T )n,,+1 L. |O>
v M1, N2,y g Cq Cy C,_1 C Cl,+1

v— v
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= (=1)mtneteti-in, nyon, =1,
= Cilning,...,my=1,..). (2.155)
Damit folgt
Cy =Cy = (—1)mtnm2tFm-1 fiir den Zustand v. (2.156)

Also héngt C; von der Ordnungsnummer des Zustands ab, genauer von der gesamten Besetzungszahl aller
Zustdnde mit geringerer Ordnungsnummer. Dies zeigt wieder, dass eine Reihenfolge der Zustédnde festgelegt
werden muss. Wie oben erwéhnt, kénnen wir nicht einfach C7 = 1 fordern, dies stiinde im Widerspruch zur
Antisymmetrie fermionischer Zustéande.

Zum Schluss betrachten wir noch die Normierung der bosonischen Zustinde. Dazu untersuchen wir
(O] -+ b5 b* (b})™ (b3)"2 -+~ 0). Es gilt

b (b)) = b (14 blb,) (b)) (2.157)

Der Besetzungszahloperator bfb, wirkt auf einen Zustand, der n, — 1 Teilchen enthilt und kann daher durch
n, — 1 ersetzt werden. Damit kann im obigen Skalarprodukt b7~ (bf,)™ durch n, b7 ~1(bf)™ =1 ersetzt werden.
Iteration ergibt den Faktor n,!. Dies wird erst fiir Zustand |1), dann fiir |2) usw. ausgefiihrt und ergibt schlielich

(0] - B2 b2 (b1)™ (b5)72 -+ |0) = nylmy! - - (2.158)

Damit erhalten wir fiir die normierten Besetzungszahlzustédnde

1
|ny,ne,...) = N ®H™ )" --- |0) fiir Bosonen, (2.159)
LARNLARE
Iny,ng,...) = ()™ ()= |o) fiir Fermionen. (2.160)

Der Ausdruck fiir Bosonen gilt auch fiir Fermionen, da 0! = 1! = 1.

2.3.2 Operatoren in zweiter Quantisierung
Wir wollen Observable, insbesondere wieder den Hamiltonian, durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
ausdriicken.
Einteilchenobservable
Fiir Einteilchen-Terme, z. B. T und Vi, hatten wir, siehe Gl. (2.69),
V= Vi [0V (2.161)
2.2

y !
vy wirkt auf Teilchen 4

Offenbar trigt der Operator unter der Summe nur bei, wenn Teilchen ¢ im Einteilchenzustand |v/') ist, der Operator
verschiebt es dann in den Zustand |v). Wenn wir V4 auf den — zuniichst bosonischen — Vielteilchenzustand

lv1,...,un) = b, bl |0) anwenden, erhalten wir demnach
Vibl bl - bh 10 = Vi by, bY, - bl bl 0). (2.162)

i-tes Teilchen

Das nichste Ziel ist, die rechte Seite als Operator, ausgedriickt durch die b, b, angewandt auf den Zustand
bl -+ bl |0) zu schreiben. Also soll b, ---b]  |0) ganz rechts stehen. Um das zu erreichen, betrachten wir den
Einteilchenzustand |v) genauer. In b, ---b]_|0) sei dieser n’-mal besetzt (n’ = 1,2,3,...; n’ = 0 ergibt Null).

Dieser Zustand enthélt also (b:r,,)"/, angewandt auf das Vakuum. Um die Erzeuger so zusammenzufassen, nutzen
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wir aus, dass bosonische Erzeugungsoperatoren miteinander kommutieren. Der Summand in Gl. (2.162) enthélt
stattdessen b}, (b:[,,)",_l. Dies wollen wir in eine #hnliche Form bringen:

topt yn'—1 TbV/bi’ T\n'—1 1 t Toyn’
bl (1) = b 2 (b]) = —bib, (b)) (2.163)
n n
=1
1
= VAblol,-0f 10) = D VW/E:5V/l,,iEblbyxbilbf,z---ble). (2.164)

Da der Einteilchenzustand [v/) in b], bf, -+ b}, |0) nun n/-fach besetzt ist, sind n’ der Indizes v; gleich v/. Daher
enthélt die i-Summe n’ identische, nicht verschwindende Terme, wodurch sich der Faktor 1/n’ weghebt. Also ist,
nach Ausfithrung der Summe iiber 4,

=) Viurblbys bl -+ bl [0). (2.165)
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Dies gilt fiir alle Basiszusténde b], ---bf, |0) und daher folgt die Operatoridentitét

v

Vi=> Vi biby. (2.166)

Das ist plausibel angesichts der Interpretation von Gl. (2.161): Ein Teilchen im Zustand |v') wird in den Zustand
|v) gestreut. Die Amplitude dieses Prozesses ist V,,,,. Ebenso erhilt man

T=> T, bib,. (2.167)

Einteilchenobservable sind also bilinear in Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
Zur Klasse der Einteilchenobservablen gehdren natiirlich auch die Besetzungszahloperatoren 7, = blb, der
Einteilchenzustéinde. Wie gesehen ist der Gesamtteilchenzahloperator ebenfalls bilinear:

N => bib,. (2.168)

Harmonischer Oszillator

Es sei an die algebraische Losung des harmonischen Oszillators aus der Quantentheorie 1 erinnert: Der Hamiltonian

P 1 2 2

ldsst sich durch Einfiihrung neuer Operatoren

mwo )
b = 4/ , 2.170
2h T 2ﬁmwop ( )

~

mwo
bt = - 2171
2h o 2hmw0p ( )
mit der Umkehrtransformation
h
= b+bh), 2.172
T 2mwO( +0') ( )

p = —iyf h”;wo (b—bh) (2.173)
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auf die Form

H = hwy (b*b + ;) (2.174)

bringen.
Die neuen Operatoren erfiillen
o

p] :%(,@+w),2h(f2im:1 (2.175)

1 1 1
bbll = — . -
[b,b"] oF Vmwo T + — D, /Ty —

=1ih = —ih

und trivialerweise [b, b] = [b,b] = 0. b7 und b verhalten sich also wie bosonische Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren. Auflerdem ist der Hamiltonian H, bis auf eine Konstante, bilinear in diesen Operatoren. Bosonen sind
also im Wesentlichen dasselbe wie Anregungen von harmonischen Oszillatoren. Wir werden auf diese Erkenntnis
bei der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes in Abschnitt 5.3.2 zuriickkommen.
Wechselwirkungsterme
Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen lassen sich geméf Gl. (2.80) schreiben als
1
Va=35 Do D Vit i i) (1] (2.176)
. . Y ﬁ_/
I ik B wirkt auf Teilchen ,j
Fiir Bosonen finden wir, analog zur obigen Herleitung,
1
Va b:rq blz o .bj;N |O> = 2 Z Z VMMMW} 5M§Vz' 5#}1’1 bjﬁ o 'bLi o 'bLj e 'blN |0> (2-177)
AT By GG
Nun miissen wir die Félle p; # p; und p; = p; unterscheiden. Ob i; # p; oder p; = p; ist, spielt, wie wir sehen

werden, an dieser Stelle keine Rolle.

e Fiir p; # p; haben wir

AT BN OWES DFE BN A ot b“Z'bL' b,u'-bz/ T oan =14 (=1
L ' _ J j i i ;7 “./‘
O (bué) " (bu}) ’ = buby, M T (bué) ' (bué) ’
1
— T\ T LA
B W bLibij”}bﬂé (bu,’i) Il(bug) & (2.178)
i My

Das gilt unabhéingig davon, ob p; # p; oder p; = p; ist. Der entsprechende Anteil an der Summe in GL
(2.177) ist

VQbT pi ...blN |0>

vy Tv2

1 1
= f ot
wiFEN; 5 Z Z Vl“i“.fﬂ;l‘;‘ 5'%”1' 61‘;”.7' m blqb}tj b#; b#; b;rqbvg e buN ‘O>
VAT s g 1y F 1 K TR

1 1 .
9 Z Voo, Z Optyi Opipw N b, bLbbui,bu'a bil blz o blN 10)- (2.179)
Ha it 1 104 i#j Ha "l

Da |p}) und |p}) in bl bf, -+ - b}, |0) nun n, - bzw. n,, -fach besetzt sind, enthélt die i, j-Summe 7, 1,

identische, nicht verschwindende Terme. Also ist

1
=3 Z Viwsssit it O 0l b by B, b5+ bY[0). (2.180)
Fas b s by 714G,
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e Fiir y; = p; haben wir stattdessen

bbbl bl 1
pt bt (bt Y72 = pt pt AT phywi=2_ _ ~  ptptpb, ot )™l 2.181
i Hj( 1) i g ny ("u’ _ 1) ( u7) o (an _ 1) M Tpg Ty f‘i( #i) ( )

Wieder gilt dies fiir p; # p; und fiir g; = p;. Der entsprechende Anteil in Gl. (2.177) ist

1
» — *Z Y Vissnguts v v, mlﬂ bl,, by by, 5, b, - bE | 10)

TET ity 10}

1
Z V“ai“b/‘él/‘; Z(SPJQW 6/1«;”1' o (m . 1) bL bLbb b b;b:r/z ’ b:r/N ‘0> (2182)

— n, (n, —1
Haspibshly i#j AU

Vo bl bl . .biN|

vy v

|pg,) tritt n,, -mal auf. Wir erhalten immer denselben Term, wenn Teilchen i und Teilchen j (j # i) im
Zustand |p!) sind. Das ist ein Problem des Ziehens von zwei Zahlen aus {1,2,..., N} ohne Zuriicklegen.
Dafiir gibt es n,/ (n,, — 1) Moglichkeiten. Der Faktor 1/n,, (n,, — 1) hebt sich also weg,

> Viwwurur, bl bl bus by, b1 5, -+ bl 10). (2.183)

HasHbsHi

Zusammenfassung der beiden Félle ergibt

Vobl bl - = > Vi bl bl by bus bY b5, b1 [0), (2.184)

V17V aly “Ha vy V2
Haltbﬂaﬂb

so als hiitten wir den Fall u; = u;- einfach so behandelt als sei u) # ,u;». Da das Ergebnis fiir alle Zustédnde gilt,
folgt

> Vi, 0l bl bus b (2.185)
Fa bbb Hi Hy,

Die Ordnung der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ist die konventionelle Form. Beachte die Reihenfolge
der Subskripte.

Dieselben Darstellungen (mit b, durch ¢, ersetzt) ergeben sich fiir Fermionen. Um dies zu zeigen, muss man
die Antikommutatoren korrekt behandeln; die dabei aufgesammelten Vorzeichen heben sich immer weg. Fiir den
Beweis sei auf Lehrbiicher verwiesen.

2.3.3 Quantenfeldoperatoren

Das bisher gesagte gilt im Wesentlichen fiir jede beliebige Einteilchenbasis {|v)}. Ein wichtiger Spezialfall ist die
Ortsbasis {|r)}. Wir definieren fiir Bosonen und fiir Fermionen, zunichst unter Vernachlidssigung des Spins, den

Quantenfeldoperator
U(r) = (r)a, = > u,(r)a,. (2.186)

Diese Gleichung hat die normale Form eines Basiswechsels, siche Gl. (2.145). ¥(r) ist offenbar der Vernichtungs-
operator in der Ortsdarstellung. Beachte die {ibliche Schreibung mit einem Grofibuchstaben ¥ zur Unterscheidung
von einer Einteilchenwellenfunktion.

Der hermitesch konjugierte Operator ist der Erzeugungsoperator

Ui(r) =) (rl)*af =) uj(r)al. (2.187)

Wir finden speziell fiir Bosonen

[W(ry), Z Uy, (T1) bu, s 1,2 Zum r1)uy, (r2) =6(r1 —r2) (2.188)

vivz

_6

vive
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unter Verwendung der Vollstandigkeitsrelation. Fiir Fermionen ergibt sich analog

{¥(r1), ¥i(ry)} = %Uul (r1) uy, (r2) {ev,,cf,} = ;uul (r1) uy, (r2) = 6(r1 — 12). (2.189)
=94

vivs
Fiir Bosonen und fiir Fermionen finden wir
/d3r Th(r)(r) = /dgr Zuj(r) u, (r)ala, = Zéw/ ala, = Zalau =N, (2.190)

also den Gesamtteilchenzahloperator. Es liegt nahe, U (r)¥(r) als Operator der Teilchenzahldichte aufzufassen.
Das oben fiir die Darstellung von Operatoren durch Erzeuger und Vernichter gesagte gilt entsprechend auch
fiir die Ortsdarstellung. Der Operator der kinetischen Energie

2
. p
T=> T, aa, t T, = (v — |V 2.191
> Toalos m w2 (2191)
lautet z. B. )
T = /d% &' T(r, ) Ui (r) U(r') mit T(r,r') = (r| 2’# ). (2.192)
m
Die kinetische Einteilchenenergie in Ortsdarstellung lautet geméff Gl. (2.78)
T(r,x') = 7 (V))26(r — 1) (2.193)
’ 2m ' '
Daraus folgt
h? 3. 13,./ "2 / T /
T = —— [ &rd® [(V)?6(r—1")] ¥(r)0(r)

2m
= g [ @ s ) W) ()

h2
= = /d% T (r) V2U(r). (2.194)
Mittels partieller Integration kénnen wir dies auch in symmetrischer Form mit nur ersten Ableitungen schreiben:
h? 3 t
T=+4+— [ d°rVU'(r) VI(r). (2.195)
2m
Analog gilt
Vi = /d3r Ul (r) Vi(r) ¥(r), (2.196)
1 .
Vo o= g /d3r1d3r2 Ul (1)Ul (1) Valrr, ra) U(r2)¥(ry). (2.197)

Zumindest die Gleichungen (2.194) und (2.196) fiir die bilinearen Operatoren T' bzw. V; sehen so aus wie die
Erwartungswerte der entsprechenden Energiebeitrége fiir ein Einteilchensystem in erster Quantisierung,

1)
Vi) = /fwmmwwwm. (2.199)

- / &P (£) V2 (r), (2.198)

U(r) ist aber ein Operator, keine Wellenfunktion wie ¢ (r). Es scheint so, als ob wir die Einteilchenwellenfunk-
tion 9(r) zu ¥(r) ,quantisiert* hétten. Daher die Bezeichnung ,Zweite Quantisierung®. Wir haben aber nur
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einmal quantisiert, ndmlich als wir [x,p] = ih postuliert haben, der Rest folgt mittels linearer Algebra aus der
Konstruktion des Fock-Raums.

Die Ahnlichkeit mit Einteilchenerwartungswerten kann zu einem weiteren Missversténdnis fithren, das hier aus-
gerdumt werden soll: Die Wellenfunktion (r) charakterisiert den Zustand eines (Einteilchen-) Systems, ndmlich
in der Ortsdarstellung. Der Quantenfeldoperator ¥(r) charakterisiert dagegen nicht den Zustand eines Systems,
sonders ist ein Operator, der auf (Vielteilchen-) Zusténde wirkt. Genauer ist ¥(r) ein Vernichtungsoperator, der
versucht, ein Teilchen am Ort r zu vernichten. Analog ist *(r)y(r) eine Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte,
aber W (r)¥(r) ein Operator, der priift, ob am Ort r ein Teilchen vorhanden ist.

Unter Beachtung des Spins lautet der Quantenfeldoperator fiir Bosonen mit Spin und fiir Fermionen

U,(r) =Y (r,o) Zuw ay. (2.200)

Beachte, dass die Einteilchenquantenzahlen v hier den gesamten Einteilchen-Hilbertraum abdecken, einschliellich
des Spins. Falls alternativ v nur den rdumlichen Zustand beschreibt, aber nicht den Spin, schreiben wir

Uo(r) =Y (r[v) avo = Zuu ye. (2.201)

Man zeigt leicht

[Py, (r1), ‘1122 (r2)] = d5,0,0(r1 —ry) fiir Bosonen, (2.202)
{Wo,(r1), 0] (r2)} = 00,0, 0(r1 —1r2) fiir Fermionen. (2.203)

2.4 Festkorperelektronen

Eine wichtige Anwendung der Vielteilchen-Quantentheorie und der zweiten Quantisierung ist die Festkorperphy-
sik. In diesem Abschnitt soll daher der Anschluss an Vorlesungen zur Festkorperphysik und Festkorpertheorie
hergestellt werden. Wir betrachten aus Zeitgriinden nur Elektronen in Festkérpern. Eine quantenmechanische
Beschreibung z. B. von Gitterschwingungen — die auf Phononen als Quanten fithrt — oder von magnetischen An-
regungen ist ebenfalls moglich und wichtig. Im Zusammenhang mit der relativistischen Dirac-Theorie kommen
wir spéter nochmals auf ein Festkorpersystem zuriick.

Wir betrachten Elektronen im periodischen Potential eines Festkorpers in zweiter Quantisierung. Die Annah-
me eines periodischen Potentials bedeutet, dass wir die Kerne als unbeweglich und perfekt periodisch angeordnet
annéhern. Dariiber hinaus vernachléssigen wir zunéchst die (Coulomb-) Wechselwirkung zwischen den Elektronen.
(Wieso diese Vernachlissigung oft qualitativ richtige Resultate ergibt, wird in der Vorlesung Vielteilchentheorie
diskutiert.) Wir vernachlissigen hier auch die Spin-Bahn-Kopplung, die fiir ein grundlegendes Versténdnis nicht
erforderlich ist. Sie wird in Abschnitt 3.4.2 betrachtet. Dann lautet der Einteilchen-Hamiltonian in erster Quan-

tisierung
2

H— ;)Tn + V(1) (2.204)

und der Hamiltonian auf dem Fock-Raum, in zweiter Quantisierung, ist

H=> (T + Vi) chew (2.205)

vy’

mit einer beliebigen Einteilchenbasis {|v)}. Daher sind die Vielteilchenzusténde einfach alle moglichen Kombina-
tionen von besetzten und unbesetzten Einteilchenzustéinden |nko). Da H gar nichts mit dem Spin tut, ist der
Spin-Anteil an den Matrixelementen einfach (o|o’) = dg0r.

Wir hatten gesehen, dass gilt

2
T, = _2% / d>r ul(r) V2 u,(r), (2.206)

Vi = / d®ruk(r) V(r) u,(r), (2.207)
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wobei
uy (r) = (r|v). (2.208)

Es ist giinstig, als Basis die Eigenzustéinde (die Eigenbasis) von H zu verwenden. Da das Potential V (r) gitter-
periodisch sein soll, sind dies Bloch-Zustinde (vgl. die Vorlesungen zur Festkorperphysik, Festkorpertheorie und
Vielteilchentheorie), multipliziert mit Spin-Zustédnden. Die Bloch-Zusténde werden durch einen Kristallimpuls k
aus der ersten Brillouin-Zone und einen Bandindex n abgezdhlt. In der Ortsdarstellung lautet die zeitunabhéingige
Schrodinger-Gleichung

Hpue(r)[o) = e prurcr)0), (2.209)

wobei nach dem Bloch-Theorem gilt

Pric(r) = €™ upe(r), (2.210)

worin unk(r) gitterperiodisch ist. Beachte, dass wir fiir diesen Abschnitt die Notation gedindert haben: ¢,k (r) =
(r|n, k) sind hier die Einteilchen-Eigenfunktionen. |o) = |1),|}) bilden die Standardbasis des Spin-Hilbertraums.

In der Basis der Bloch-Zusténde sind die Matrixelemente 7,,,» und V,,,» diagonal im Spin und unabhéngig vom
Spin, da sie zu (o|o’) = .+ proportional sind. Wir kénnen die Spin-Indizes also weglassen. Es bleiben

12 .
Tnk,n/k/ = —% dST @nk(r) v2 Sﬁn/k/ (I‘)7 (2211)
Vinie = [ €1 i) V) o). (2.212)
Daraus folgt
an,n/k/ = Tnk,n’k’ + Vnk,n’k’
h2 2
= [ (< V) et
H
= /dS’I’ (p;k(l‘) €En'k! Pn'k’ (I‘) = 5nn/5kk/ €nk (2213)

und schlief}lich

T 2 : 2 : T
H = an,n’k’ CrkoCn'k o
nkn'k’ o
— E T - § ' N
= €nk CpoCnke = €nk Nnko - (2214)
nko nko

In der Basis der Bloch-Zustinde wird H also diagonal in den Quantenzahlen n, k, o. H ist dann einfach eine
Summe von Besetzungszahloperatoren, gewichtet mit den Bandenergien ¢,x. Daher sind die Eigenzustdnde des
Vielteilchen-Hamiltonians H alle moglichen Kombinationen von besetzten und unbesetzten Einteilchenzustdnden
In, k, o).

Wir haben gesehen, dass die Diagonalisierung eines bilinearen Hamiltonians nur die Losung einer Einteilchen-
Schrédinger-Gleichung erfordert. Sobald Wechselwirkungen nicht vernachléssigt werden kénnen, wird das Problem
viel schwieriger; i. A. muss der Hamiltonian auf dem ( ﬁ,)—dimensionalen N-Teilchen-Hilbertraum H y diagonalisiert
werden. Meist ist man auf Niherungslosungen angewiesen (siehe Abschnitt 2.5 und Vorlesung Vielteilchentheorie).

2.4.1 Der Fermi-See

Im Grundzustand fiir N nicht wechselwirkende Elektronen werden die Einteilchenzustinde der Reihe nach mit
wachsender Energie ¢, aufgefiillt. Die hochste dabei erreichte Energie ist bekanntlich die Fermi-Energie.
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gnk

E— ky
leer
E.+ -o—e@ Ky
-9 @
—-—0—
—-—0—
—-—0—

Diesen Grundzustand nennt man den Fermi-See.
Bisher hatten wir als Vakuum den Zustand ohne Teilchen definiert. In

e der Festkorperphysik und
e der Dirac-Theorie (sieche Abschnitt 3.3)

ist es aber oft sinnvoll, den Fermi-See als neues ,, Vakuum* zu betrachten. Dies fithrt auf die neue Definition von
|0) = |Fermi-See) durch

Cnko |0> =0 A n,k, o mit €, > EF, (2215)
Cilka |0> =0 v n7k7 o mit €nk S EF (2216)

Der Fermi-See enthéilt also kein Fermion mit €, > FEr und alle Zustinde mit €, < Er sind besetzt.

2.4.2 Teilchen und Locher

Wir gewinnen die vorherige Formulierung (das Vakuum wird von allen Vernichtungsoperatoren zerstort) zuriick,
indem wir neue Operatoren einfiihren:

Al = Cokos (2.217)
dann ist natiirlich
hiko = Chyeo- (2.218)
Wir sagen, ht erzeugt ein Loch. Offensichtlich ist
{hnkm h’.Ir’LkO'} = {Clkga ano’} = {anmCLkg} =1 (2.219)

usw. Die Locher sind ebenfalls Fermionen. Weiter ist der Besetzungszahloperator der Locher

Al hoke = CnkoChs =1 = ¢l oo (2.220)
Nun ist
Cnke|0) =0 V n,k,o mit e, > EF, (2.221)
hnkg|0> =0 N n,k,a mit €nk S EF, (2222)
woraus folgt
o0y =0 fiir e > Ef, (2.223)
Bl ko |0) =0 fiir e,y < Ep. (2.224)
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Der Fermi-See enthilt also keine Locher.
Fiir nicht wechselwirkende Teilchen lautet der Hamiltonian nun

7 E : T
o = €nk Cp ko Cnko
nko
_ T + hor ki
- €nk Cp ko Cnko Enk Nnko Ny ks
nka nka
enk>FEF enk<EFr
— § T T
- €nk Cp ko Cnko + €nk (1 - hnkghnka)
enk>Er enk<Ep
= E €nk + E €nk C,,Lko_ano' + E enk nkghnkg . (2225)
enk<Ep enk>ER nkSEF
Energie des Fermi-Sees Teilchenanregungen Lochanregungen

Wir koénnen eine Konstante zum Einteilchen-Hamiltonian H addieren, so dass die Energien €,y relativ zu Ep
gemessen werden. Dann schreibt man oft &,y := €,x — Er fiir die Energien. Es folgt

H = const + Z gnk anncnka + Z gnk nka nko’~ (2226)
Enk>0 Enk<0

Die Energien der Teilchen, &k, sind nun positiv und ebenso die Energien der Locher, —&,x mit &, < 0. Es
kostet Energie, ein Teilchen auflerhalb des Fermi-Sees zu erzeugen, wie auch, ein Loch innerhalb des Fermi-Sees
Zu erzeugen.

Beide Operationen éndern die Teilchenzahl. Bei festem NV ist nur die Erzeugung eines Teilchen-Loch-Paares
moglich. Diese kostet die Energie &,x + (—&uvx) > 0. Das ist verniinftig, da der Fermi-See fiir feste Teilchenzahl
N der Grundzustand ist.

k)’
nko

n'kK'c’

2.5 Austausch-Wechselwirkung und Hartree-Fock-Niherung

Wir wissen aus der Einteilchen-Quantenmechanik, dass die Schrédinger-Gleichung nur fiir wenige Spezialféllen
exakt 1osbar ist. Fiir die noch komplexeren Mehrteilchensysteme wird die Situtation nicht besser. Wir bent6tigen
also Naherungsmethoden. In diesem Abschnitt besprechen wir eine wichtige Néherungsmethode der Vielteil-
chentheorie, ndmlich die Hartree-Fock-Naherung. Anschliefend betrachten wir verschiedene Nahrungen fiir das
Wasserstoffmolekiil, um den Anschluss an die Vorlesung zur Atom- und Molekiilphysik herzustellen.

Der exakte Grundzustand eines wechselwirkenden Mehr-Teilchen-Systems ist i. A. kein Produktzustand. Die
Hartree-Ndherung lédsst sich als Variationsansatz verstehen, bei dem dieser Zustand durch einen optimalen Pro-
duktzustand angenédhert wird,

|’¢> ~ ‘1/1,01>|l/2,0'2>"‘|l/N,O'N>. (2227)

,Optimal“ bedeutet hier mit minimaler Energie, es handelt sich also um eine Anwendung des Ritzschen Variations-
verfahrens. Wir haben aber inzwischen erkannt, dass ein solcher Produktansatz fiir ununterscheidbare Teilchen
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nicht die richtigen Symmetrieeigenschaften hat. Die Hartree-Ndherung ist daher nicht gerechtfertigt. Wir sollten
stattdessen den optimalen (anti-) symmetrisierten Produktzustand suchen. Das ist die Idee der Hartree-Fock-
Néherung. Wir beschréinken uns zunéchst auf Fermionen, speziell auf Elektronen. Wir werden die N#herung
zuerst in der Notation der ersten Quantisierung einfithren und dann im Formalismus der zweiten Quantisierung
wiederholen, die sich auch hier als eleganter und kompakter erweist.

2.5.1 Direkte und Austausch-Wechselwirkung

Fiir Elektronen besteht die Hartree-Fock-N#herung darin, einen Satz von orthonormalen Einteilchenzustéinden
{lvj,o;)} zu finden, so dass die Slater-Determinante

|V1’Ul>(1) |,/1,gl>(N)

S_|vy,01,.. (2.228)

SUN,ON) = —F—=
Vv N! : .
lvn, o) oo oy, o))
den Erwartungswert der Energie, (H), minimiert. Der Satz von Zusténden {|v;,0;)} kann durch Hinzufiigen
orthonormaler unbesetzter Zusténde zu einer Einteilchenbasis vervollstdndigt werden.
Wir betrachten konkret die Coulomb-Wechselwirkung. Der Hamiltonian lautet

H=T+V + Vg (2.229)
——
= H,

mit der kinetischen Energie T', dem (spinunabhiingigen) Einteilchenpotential V und der Coulomb-Wechselwirkung
Ve, sieche Abschnitt 2.2.3. Wir hatten gesehen, dass gilt

To= 3030 D Ty g 050501, (2.230)
Jomip; o5

Vo= 300D Vi g o) o (2.231)
Jomipy 95

(Hier ist nur der Spin-Index hinzugekommen, von dem kinetische Energie und Potential nicht abhédngen sollen).
Damit ist

1
<HO> = ﬁ Z sgn(p) Sgn(p/) <VPN7UPN‘ T <Vp170p1 | Z Z Z(Tl‘j#; + Vﬂjﬂlj)

p,p’ VN TTACE
‘Njuo—j></i;'>0j||1/p’1ao—p/l> T ‘Vpﬁ\,vapﬁ\)
1
- N ngn(p) sgn(p’) Z Z Z(Tuju’j + VM]H;)<VPI’UI)1|VPII?UI),1> T <VPJ'717Upj71|yp},17ap;-,1>
p,p’ Jopip; oj

X <ij7apj|.u“j70'j><:u‘;‘aUj|yp3-aO'p;-><l/pj+1aO-;Dj+1|yp3-+17a'p;-+1> e <VpNvo'pN|Vp3\,70'p§\,>

= % ngn(p) sgn(p’) Z Z Z(Tuju;- + Vuju;)

p,p’ Jopip; o
X Opypy o 51).7—1?3715%]- i 6%]-0.7' 5#31/,,; 50.f0p; 5pj+1p}+1 5PNP§V’ (2.232)
wobei wir verwendet haben, dass jeder Satz v;, o; von Quantenzahlen héchstens einmal auftritt. Sind die beiden

Permutationen p und p’ nicht identisch, so unterscheiden sie sich an mindestens zwei Stellen, so dass mindestens
ein Kronecker-¢ verschwindet. Also ergibt sich

1
Sl > Z(Tvpj vy T Vo) (2.233)
j P
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Die (N — 1)! Permutationen, die den einen Index p; unveréndert lassen, fithren einfach zu einem Z#hlfaktor. Mit

k := p; erhalten wir

N
- w 5™ Do + Vo) = 3 T + Vo)
~—— jk k=1
N 2072
= Z/d3r @ik(r)( Zv +V(r )) Pu, (1) (2.234)

Das Ergebnis ist nicht {iberraschend — es ist die Summe der Erwartungswerte des Einteilchen-Hamiltonians in

den besetzten Zusténden |vg, o).
Fiir die Coulomb-Wechselwirkung

1
=520 D D Vi i 00 g 00 0 (s (2.235)

VAT Ji i WG OO

erhalten wir

(Vo)

2N,ZSgn p) sgn(p )(VPN7‘7PN|"'<VP17‘7P1|Z Z ZVHC;MM;H;

VAT g R 00
Iumz>|u]affg><ﬂj»0g\<uwm|IV/ o) Vs Ol

- 2N ngn p)sgn(p Z Z Z i g 15 1 Opipy " Opwply
—_———

p.p’ 1 00
’ FI ik M v ohne Teilchen ¢, j

His Ui><1/pj » Op; |/1'j’ Uj></1“;'7 0j |Vp; ) Up;><ﬂ;a Ui|Vp; ) Up’i>' (2.236)

X <Vpi7 Upi

Fiir eine gegebene Permutation p ist der Summand nun i. A. fiir zwei p’ von Null verschieden: Fiir p’ = p und fiir
p = (i,7) x p, d.h. fiir den Summanden mit einer zusétzlichen Permutation von ¢ und j. In den beiden Fillen

erhalten wir

/J'ivgi><l/pja0—pj I;U'ja Uj><ﬂ;'vaj|yp370p;></igv Ui‘”p§70p§>

Z<Vpi7 Op;

gi0j

= Z 5‘7111' o; 5071 Op; Z 5opj o 5gj Op; 5”171‘ i 5upj 1 5,u'j Vp; 5/L,’i Up,;
5 (2.237)

= 5VPi#i5VPjH.75F";VPj ,U,fillpi

p'=p

bzw.
Z<V1)iv O-;Dz‘|:U’i? Ui><ypj70pj |uj70'j><,u;‘7 Uj|Vp3-aO'p3-><:uga O'i|Vp;7Up;->

g0

= Z<V;Dw0-17¢ ‘Mi70i><ypjvapj |Mj70-j><:u;‘7 Uj'”pw O'pi></’6;7 Ui|ij70Pj>

[exeyi

p'=(i,j)Xp

]

= : : 60’}%‘ g 6gia'17j 60Pj gj 5Uj Op; 5VPi M 6VPJ' Hj /‘; Vp, 5:“': V:Dj

Tgi0j
(2.238)

- 60Pi Ip; 6”1% M 6”17]' Hj 6/'52‘1’;01, 6/"';’/?3' :
Offensichtlich ist sgn((¢,7) x p) = —sgn(p). Wir erhalten

Vo) = g o3 [sen) smn@) VE, 1+ 50(0) 580 ) % )Gy, VE 1]
Ti#j op
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1 C
= §F Z Z ( VpiVp;VpiVp; 5‘71’11‘7?.7‘ VVmij ij’/m) ‘ ki=pi, l:=p;
2751 P

1 C
- 5 ZZ VleVkVL - O'kULVl/kululuk)
\—/—/z;&] k#l
NN=T
1 c c
- 2 Z (VVleVkVL - 5UkUlVVszVlUk)
k;sz
1
= = / dr d*r' g, (1) 9, (1) Tt [0, (1) @0, (1) = B, 00 () 0, ()] . (2:230)
€0 v — 1’|

Den ersten Term hétten wir auch fiir unterscheidbare Teilchen bzw. Produktzustéinde gefunden. Dieser Term,
genannt direkte Coulomb-Wechselwirkung, tritt auch in der Hartree-Néherung auf. Er kann als Dichte-Dichte-
Wechselwirkung fiir die Ladungsdichte —e|p, (r)|? interpretiert werden.

Der zweite Term beruht auf der Antisymmetrisierung, ist also ein rein quantenmechanischer Beitrag und tritt
nur fiir ununterscheidbare Teilchen auf. Diesen Beitrag nennt man Austausch- Wechselwirkung, weil die Zustinde
vk, v im letzten Faktor vertauscht auftreten. Dies erkennt man auch an den zugehérigen Diagrammen:

() k= (&) i
Direkte Coulomb-Wechselw. Austausch-Wechselwirkung

Beachte:

e Die Austausch-Wechselwirkung hat ein negatives Vorzeichen aufgrund der insgesamt ungeraden Anzahl von
Permutationen in p und p’ (wir hatten gesehen, dass sich p’ von p um genau eine Vertauschung unterscheidet).

e Sie tritt nur zwischen Teilchen mit demselben Spin auf (beachte den Faktor dy,4,)-

In Gl (2.239) hat die Austausch-Wechselwirkung ein negatives Vorzeichen, im Gegensatz zur direkten Coulomb-
Wechselwirkung. Daher schwicht sie die Coulomb-Abstofung aufgrund der direkten Wechselwirkung ab, aber
nur fiir Elektronen mit demselben Spin. Zwei Elektronen mit demselben Spin befinden sich mit Sicherheit im
Spin-Triplett-Zustand. Nach Abschnitt 2.2.2 ist ihre rdumliche Wellenfunktion dann antisymmetrisch unter Ver-
tauschung. Daher geht diese Wellenfunktion und damit die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢(r,r’)|? im Limes r’ — r
gegen Null. Die Coulomb-Abstoung ist daher weniger stark als fiir unterscheidbare Teilchen. Die Tatsache, dass
die Austauschwechselwirkung vom Spin abhéngt, bildet die Basis fiir fast alle magnetischen Effekte in Festkorpern,
insbesondere fiir ferromagnetische und antiferromagnetische Ordnung.
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(e,

Austauschloch

0 [r'-r|

~ de Broglie-Wellenldnge

2.5.2 Hartree-Fock-Gleichung

Die Aufgabe besteht nun darin, die Einteilchenzusténde |v;, ;) so zu variieren, dass der Erwartungswert
(H) = (n1,01,...,vn,0n|ST (Ho + Vo) S_|v1,01,...,un, on) (2.240)
minimal wird. Dabei miissen die Nebenbedingungen der Orthonormierung erfiillt sein:
<Ui,0'i|Vj,0'j> = 5,,i,,j(5m,,j. (2.241)

Wir schreiben in der Ortsdarstellung
<r|Vj7Uj> = (ijUj<r)|0-j>7 (2.242)

wobei wir zugelassen haben, dass die Wellenfunktion vom Spin o; abhéngt. Das ist fiir magnetische Systeme
wichtig. Die Orthonormierungsbedingung lautet nun

/ Br 07 (1) Puso, () (03105) = ByrrsGoror (2.243)

Der Spin-Anteil der Gleichung ist trivial erfiillt, wir miissen also nur

/ d*r @, 5. (¥) o0, (X) = 6u,, (2.244)

gewihrleisten. Diese Nebenbedingungen implementieren wir mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren €,,,,. Die
Extremalbedingung lautet dann

5{ Z/cﬁwﬁm (x) (-ZVQ + V(r)> oy (1)

62

1 1
§ Z/dg d*r’ (Pu o (r )Spulal( )m [901/101( )‘Pujoj (rl) - 501'01- Pr;o; (r) Pv,o; (r/)]

=S oo, / Bt (1) puyo, (r)} 0. (2.245)
ij

Hier sind ¢ und ¢* linear unabhéingig, da Re ¢ und Im ¢ linear unabhéngig sind. (Die Komplexkonjugation z — z*
ist keine lineare Abbildung.) Die Extremalbedingung erfordert

5
Ozagp;kgk(s){"'}
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- Z/d% 51 0(r —s) (;; v2 + V(r)> Pujo; (T)

1 e
+ B 47T60 /d3rd3 / {5Jk 5(1‘ —S) (pyo ( )"'(Pl, . ( /) 5ik5(r— S)}
1
W [(puwi (r) Prjo; (r') - Ooi0; Pujo, (r) Yuio, (r/)]

- Z €viv;00:0 /d3r dik O(r —s) Prjo; (r)

2

(B 1 S fovie
2m VRTk 2 4meg via ( |r’ s|

J (G#k)
X [(pujaj (I'/) (pukak (S> + (pz/kcfk (S) SDVJ'U]' (rl) - 60’j0'k @VkUk (I’ ) SDVJ'UJ' (S) - 6Uj0k (pl’ja'j (S) (pl’kffk (I'/)]

- Z 6l/kl/j (Sakaj %Dl/jo'j (S)
J

R, 1
— _ o d3 / I -
( o Vs +V(S)> Puyan ( § / o)., (T ‘ 5

j (i7k)
X [P0, () o (8) = 000 Puron (F) 01y, (8)] =D €vpy By, Puyory (9)- (2.246)
J

Der letzte Term hat die Form einer Matrix (€,,,,00,,,) multipliziert mit einem Vektor (¢,,4,(s)). Er vereinfacht
sich, wenn wir fiir (¢,,o,(s)) Eigenvektoren der Matrix wihlen. Sei (¢, (s)) Eigenvektor zum Eigenwert €,, = €,
(sie sind in unserem Fall unabhiingig vom Spin). Die iibrigen Terme behalten ihre Form, da sie ohnehin fiir eine
beliebige Einteilchenbasis hergeleitet wurden. Mit den Umbenennungen s — r, vy — v, o = 0, v; = V', 0; = o’
erhalten wir

_ [ e? 3! 1 !
0= (4o ¥ V) o) + 1o > [ 1 6 g e ) )
(v 0)7'5(”0)]
e? 3.0 % / 1 /
Y [ Uiro (1) gy Yoo @) o 1) = v o ) (2.247)

(v/#v)

wobei die Summen nur iiber besetzte Einteilchenzusténde zu bilden sind, weil nur diese in der angesetzten Slater-
Determinante tiberhaupt vorkommen. Es folgt sofort die Hartree-Fock-Gleichung

_iz VQ +V(r) 62 Z /d3 / |1/)VU |2 w (I')
2m 47eg — e —x] |7

(v'so )#(V )]
w;’a(r/) ’l/)IJlU(r)
- 47T60 Z /d37‘/ qua(r/) = €vo wua(r)a (2248)
(v'#)

wobei die Summen weiterhin nur besetzte Einteilchenzustéinde umfassen. Der dritte (Hartree-) Term beschreibt
die direkte Coulomb-Wechselwirkung mit den iibrigen Elektronen. Er ist ohne Weiteres plausibel. Der vierte
(Austausch- oder Fock-) Term ist nicht lokal, da ¢,, am Ort r’ auftritt, und beschreibt den rein quantenmecha-
nischen Austauscheffekt.

Die Hartree-Fock-Gleichung hat die Form einer nichtlinearen Verallgemeinerung der Einteilchen-Schrodinger-
Gleichung mit Eigenenergien €,,. Es handelt sich formal um eine Integrodifferentialgleichung, die i. A. nicht
analytisch l6sbar ist. Die Losung erfolgt daher numerisch, oft durch Iteration. Dazu nimmt man einen Satz von
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orthonormalen Einteilchenwellenfunktionen an, z. B. die exakten Eigenfunktionen ohne Coulomb-Wechselwirkung,
setzt diese in die nichtlinearen Terme ein, um sie linear zu machen, und 16st die resultierende Gleichung vom
Schrodinger-Typ numerisch. Dadurch erhélt man neue Einteilchenfunktionen und die Eigenwerte €,,. Dieser
Prozess wird mit den neuen Einteilchenfunktionen wiederholt, bis sich diese Funktionen und die Eigenwerte im
Rahmen der gewiinschten Genauigkeit nicht mehr &ndern.

Hat man die Eigenfunktionen 1,,,(k) bestimmt, so ergibt sich der minimale Wert der Energie, (H)gr, zu

(H)ur = ;/d?)?” Vo (r) <—2}i V2 + V(l")> Yo (1)

2

LS [ et e

1
+ 2 4meg v/ —r|

(o) £ ,0")]
2

€ Z / d3T dST/ w;j/o(r/) ’l/);a (I‘) d)V’U(r) w”” (I‘/) ) (2249)

1
2 4reg |/ —r|

vV o

0]

Mit der Hartree-Fock-Gleichung wird dies (beachte die Vorzeichenwechsel!)

<H>HF = Z/d?’T '(/);cr(r) €vo 1/JVJ(I‘) - % 62 Z /d37" d37"l W}VU(I‘)P |¢V’J,(r/)|2

4eg - v/ —r|
[(vo)# (o)

1 e Vo (X)) Y5 (1) Yoo (1) oo (r')
- d3 d3 ! Yvlo vo vio vo
- 2 4meg Z/ / raer |t/ —r|
]
1 e [Yue (0)? [ (x')[?
_ e — = d3 d3 / vo v'o
;6 2 4meg Z , / rer |/ —r|
[(v,0) £ ,07)]
1 e Vo (X)) 50 (1) Yoo (1) oo (r')
_ d3 d3 ! Yv'o vo vio vo 2.9
+ 2 4meg Z/ / rar ‘r’ — r| ’ ( 50)
]

wobei die Summen wieder nur besetzte Zustéinde enthalten. Das erste Integral nennt man Coulomb-Integral, es
beschreibt ndherungsweise die direkte Coulomb-Wechselwirkung. Das zweite heifit Austauschintegral, es ist die
Né#herung fiir die Austauschwechselwirkung.

Beachte, dass die Summe der Hartree-Fock-Eigenenergien €,, gemifl Gl. (2.248) das Coulomb-Integral zwei-
fach mit positivem Vorzeichen und das Austauschintegral zweifach mit negativem Vorzeichen enthélt. Insgesamt
enthilt (H)gp also das Coulomb-Integral einfach positiv und das Austauschintegral einfach negativ. Das stimmt
mit der vorherigen Beobachtung iiberein, wonach die Coulomb-AbstoBung die Energie erhoht, die Austauschwech-
selwirkung sie aber wieder absenkt.

Wie immer beim Ritz-Verfahren ist (H)yr groBer als oder gleich der exakten Grundzustandsenergie,

(H)ur > Eo (2.251)

Der exakte Grundzustand ist i. A. keine Slater-Determinante von Einteilchenzusténden. Der n#chste Schritt zur
Verbesserung der Niherung ist die sogenannte configuration interaction (CI) approzimation. Dabei setzt man eine
Superposition mehrerer Slater-Determinanten an.

Bisher haben wir die Hartree-Fock-Néherung fiir den Grundzustand besprochen. Die Methode lisst sich im
Prinzip leicht auf allgemeine thermische Gleichgewichtszustéinde bei nicht verschwindenden Temperaturen ver-

allgemeinern. Dazu werden die Erwartungswerte (- - - )pp durch thermische Mittelwerte ersetzt. Diese lauten, fiir
beliebige Observable A,

1
Wi =D 1 / d*r i), (1) Atpyo(r). (2.252)

vo
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Hier ist 8 = 1/kpT die inverse Temperatur und y das chemische Potential. Der Gewichtsfaktor 1/[ef(¢ve =) 4 1]
ist natiirlich die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion. Im folgenden Abschnitt werden wir die Hartree-Fock-Theorie
gleich fiir allgemeine thermische Gleichgewichtszustéinde formulieren.

2.5.3 Hartree-Fock-Nidherung in zweiter Quantisierung

Die Hartree-Fock-Néherung lésst sich kompakt mit Hilfe der zweiten Quantisierung formulieren. Wir suchen wei-
terhin einen optimalen Satz von Einteilchenzusténden |v, o). Diese werden nun durch die zugehérigen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren, cf_ und c,,, reprisentiert. Der antisymmetrisierte Produktzustand aus den |v, o)
ist der Grundzustand eines gewissen wechselwirkungsfreien Hamiltonians. Wechselwirkungsfreie Hamiltonians
sind im Formalismus der zweiten Quantisierung bilinear. Die Suche nach den optimalen Einteilchenzusténden, so
dass deren antisymmetrisierter Produktzustand die Energie minimiert entspricht nun also der Suche nach dem
optimalen bilinearen Hamiltonian zur ndherungsweisen Beschreibung des wechselwirkenden Systems. Der volle
Hamiltonian lautet in zweiter Quantisierung

H = Ho+Vc (2.253)
mit
Hy = &ecl, cko, (2.254)
ko
1
VC = — Z Z chlj(/k”k'” CLU CL,U, Ck!'g! Ck! gy (2255)
kk/k//k/// o-o./

wobei wir uns auf ein Band beschrénkt und ausgenutzt haben, dass die Coulomb-Wechselwirkung nicht vom Spin
abhéingt. Die Wechselwirkung erhélt dariiber hinaus den Gesamtimpuls, also gilt

k+k =k’ +Kk". (2.256)

Mit k; = k"', ko = k", q = k — k' kénnen wir daher schreiben

1 . ;
Vo = 3 Z Z Viakoq CI(1+q,01 Ciey— .00 k202 Ckyo - (2.257)
kikaq o102

Im Fall freier Elektronen (ohne Gitterpotential) hat Vk(’;qu eine einfache Form:

e e /dgr P Py +q(T1) Py —q(T2) Pk, (T2) P, (T1)
kikzq 471'60 1 2 |I‘1 — 1‘2‘
B 62 i d37ﬂ dsr e*i(lirq)'l‘l e*i(kgfq)-rz eikg'!‘g eik1~l‘1
 dqeg V2 ree |r1 — 1o
ez 1 1 )
_ - d3 dS —iq-(r1—r2) Ar = _
47T€0 V2 / Bk 2 |I‘1 - I‘Q‘ € r T2 1
e 1 1, 1e? 1 1
= — — | &ry BPAr — T = = —V(q). 2.258
dmeg V? " "Ar€ V € q? 1% cla) ( )
—
=V

In diesem Fall héngt Vk?kz q= % Ve(q) also nur vom Impulsiibertrag q ab.
Wir diskutieren die oft benotigte Fourier-Transformierte des Coulomb-Potentials etwas genauer. Wir schreiben
r anstelle von Ar. Gesucht ist

Ve(q) / gy e (2.259)
= r . .
c\d dmeg T
Da dieses Integral bei groBen r nicht konvergiert, regularisieren wir es durch Ubergang zum Yukawa-Potential
2 iq-r ,—KT
Vy(q) = /d3r S — (2.260)
47eq T
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und lassen am Ende der Rechnung x — 0 gehen. Das Yukawa-Potential beschreibt eine abgeschirmte Coulomb-
Wechselwirkung. Es gilt

2

Vy(q) = 4260/drd19dtprzsin19

elqr cos [V e~ kT

r
62 fe’e] 1 )
= — drre ™" / du "™
2¢0 Jo 1
———
— T _eTiaT _ 5 singr
Tar ar

2 1 oo 2 1
= 6—7/ dre " singr = e—ﬁ. (2.261)
€0 q €0 ¢t K

242

Im Limes k — 0 erhalten wir )
e’ 1
Ve(q) = 2.262
@=5 (2262)

Dieses Ergebnis erhélt man tibrigens sofort aus der Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung:

2
V2p = —=6(r). (2.263)
€0
Mittels Fourier-Transformation folgt
e
—*¢la) = —— (2.264)
€0
e 1
= ¢la) = ) (2.265)
e? 1
= Ve(a) = edla)=— . (2.266)
€ 4

Die Abhingigkeit 1/¢? ist unabhiingig von der Dimension des Raumes und ist in gewissem Sinne fundamentaler
als das Coulomb-1/r-Gesetz, das speziell fiir drei Dimensionen gilt.

Nun wollen wir H = Hy + V¢ durch einen bilinearen Ausdruck annihern. Im Wesentlichen machen wir eine
Mean-Field-Niherung. Zur Wiederholung: Fiir zwei Observablen A, B schreiben wir

A = (A)+6A4, (2.267)
B = (B)+6B, (2.268)

wobei (A) und (B) die thermischen Mittelwerte von A und B sind (im Grenzfall T' — 0 werden daraus die Erwar-
tungswerte im Grundzustand). Damit sind § A und 6 B die Operatoren der Abweichungen von diesen Mittelwerten.
Man kann daher sagen, dass § A und 0 B die Fluktuationen der Observablen reprisentieren. Damit wird

AB = (A)(B) + (AY0B + JA(B) + dA0B (2.269)
und die Mean-Field-Niaherung besteht im Weglassen der ,,von hoherer Ordnung kleinen“ Terme § A § B:

AB = (A)(B)+ (A)SB + 6A(B)
= (A)(B)+(A)(B—(B))+(A—(A)(B)
= (A)B+ A(B) — (A)(B). (2.270)

Wenn wir dieses Schema naiv auf V- anwenden, erhalten wir

A = o g0 o (2.271)
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B = ¢, 4o ko (2.272)

also

c1Jr<1+q7alCLQ_qVUQCkQQCkml o <0L1+q701cklgl>cl2_q7020k202 + C;r<1+q,alck101 <CL2—q,UQCkzaz>
— (el 4 quor Tero )y _q.onCless)- (2.273)
Das ist die Hartree-Ndherung. Jedoch ist unsere Wahl der Operatoren A, B nicht die einzig mogliche. Ebenso gut
ist
A = oo ko (2.274)
B' = ¢, gt (2.275)

Um auf die Form A’ B’ zu kommen, bedarf es einer ungeraden Zahl von Vertauschungen, daher erhilt der gesamte
Term ein zusétzliches Minuszeichen. Die Hartree-Fock-Naherung besteht nun darin, die beiden Moglichkeiten zu
addieren. Dazu zwei Bemerkungen:

e Warum das verniinftig ist und insbesondere keine Faktoren von 1/2 auftreten, wird in der Vielteilchentheorie
diskutiert. Stichwort: Wick-Theorem.

e Es gibt drei Moglichkeiten, aus vier Objekten zwei Paare zu bilden. Die dritte ergibt die Definitionen

A = CLI +q’01c1127 qoer B = Cks0,Ck, 0, - Diese Operatoren erhalten nicht die Teilchenzahl. Ihre Mittelwerte

verschwinden daher im Allgemeinen. In der Theorie der Supraleitung sind sie jedoch entscheidend. In der
Bardeen-Cooper-Schrieffer- (BCS-) Theorie der Supraleitung wird gerade diese dritte Entkopplung gewiihlt.

In der Hartree-Fock-Nédherung erhalten wir

T ) T T i T
Ck1+q,01Cka—q,0.Ckoo2Ckion = <ck1+q,crl ck101>ck27q,020k202 + Cky+q,0, k101 <Ck27q,a2ck202>

i T

- <ck1+q,01 ck1‘71><ck2*q,026k2‘72>

—{cf Chyory L c —d Cyory (CL Ckyoy )
ki+q,01 “k202/ky —q 05 “k101 k1+q,01 “k202\ %k, —q,0, k101
T T

+ <Ck1+Q,01 ck2‘72><ck2—q,ozck101>' (2276)

Die letzten drei sind hier die Austausch- (Fock-) Terme. Unter der Annahme, dass die Wechselwirkung weder die
Translations- noch die Spin-Rotations-Symmetrie bricht, kénnen wir schreiben

(chyrquon i) = Oq0 % (2.277)
(Chy—qosCizos) = dao % (2.278)
<CL1+q,alck2f’2> = Okitaks 0010, %a (2.279)
(s —qurs o) = 5k1+q,k250102%- (2.280)

Hier ist ny := <CLTCkT> + <‘31T<¢Ck¢> € [0,2] der thermische Mittelwert der Teilchenzahl fiir den Impuls k und
beliebige Spin-Einstellung. Damit ist

HgHHF = Z<£k+ ka’ko B kak’o D)
ko k/c’ k'a”
_*kak'k' k 5 2 Z Kk k—k' ) cLackUJrconst
= Z (é-k + Z Vk’ k,0 nk/ - = Z k’ .k, k—k’ nk/ > CI{UCkU -+ const. (2281)

ko k’

Hartree-Term Fock-Term
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Beachte, dass der Hartree-Term einen Faktor 2 von der Summe iiber o’ enthilt, der Fock-Term aber nicht.
AuBlerdem haben wir die Symmetrie chjk,_’_ q= qu,k, q dusgenutzt (ohne Beweis; fiir freie Elektronen, Vo ~ 1/¢2,
gilt dies offensichtlich).

Der Hartree-Term enthélt das Matrixelement qu,k,o fiir den Impulsiibertrag 0. Wie die Form fiir freie Elektro-
nen zeigt, siche Gl. (2.258), ist dieses Matrixelement divergent. Jedoch ergibt die Wechselwirkung der Elektronen
mit dem mittleren Potential der Kerne einen betragsméfig gleichen, aber negativen Term, der den Hartree-Beitrag
gerade weghebt.

Im néchsten Schritt miissten wir

e = Y _(ChoCio) (2.282)
[eg
selbstkonsistent mit Hilfe des gendherten (Hartree-Fock-) Hamiltonians Hyp bestimmen und das Ergebnis in Hyp
einsetzen. Da Hyp bereits diagonal ist (ansonsten miissten wir noch einen Diagonalisierungsschritt einschieben),
lauten die mittleren thermischen Besetzungszahlen einfach

1 2
n = = 2-2
1k Z eBEL 1) 11 BEI —n) 4 (2.283)
mit § = 1/kpT und .
F - fk + Z chl’)k’o 'ﬁk' - 5 Z ch’:k,kfk’ ’ﬁkl. (2284)
K K

Das chemische Potential p ist so zu bestimmen, dass
N=> m (2.285)
k

die korrekte Elektronenzahl ergibt. Die praktische Rechnung erfolgt wieder durch Iteration. Man kann zeigen,
dass dieses Verfahren zum oben fiir die erste Quantisierung diskutierten dquivalent ist.

Ein scheinbares Problem haben wir bisher ignoriert: Der Hartree-Term lautet fiir freie Elektronen (ohne
periodisches Potential)

Z Vig. X0 = v Z w0 nk/ (2.286)

ist also divergent. Diese divergente Energle reprisentiert d1e direkte Coulomb-Wechselwirkung des betrachteten
Elektrons mit der mittleren Dichte aller iibrigen. Sie wére fiir Elektronen im Vakuum tatsédchlich divergent —
das Ergebnis ist korrekt. Im Festkorper wird die Divergenz aber von der anziehenden Wechselwirkung mit dem
mittleren Kernpotential kompensiert.

2.5.4 Das Wasserstoffmolekiil

Zur Illustration des Pauli-Prinzips und der Austauschwechselwirkung betrachten wir das Ho-Molekiil aus zwei
Protonen und zwei Elektronen. Die Protonen bewegen sich aufgrund ihrer grofien Masse viel langsamer als die
Elektronen und kénnen im Folgenden als ruhend betrachtet werden. Dann lautet der Hamiltonian in erster

Quantisierung
1 1 e [ 1 1
H— 4 2.287
Z {2m 47reo( TiA +7’¢B>} +471'€0 (7’12 +TAB> ( )

mit den Absténden der Elektronen von den Protonen,

rig =, —Ry|, i=12 J=A B, (2.288)
dem Abstand der Elektronen voneinander,
19 1= |r1 — ral, (2.289)
und dem Abstand der Protonen voneinander,
rap = |Ra—Rp|. (2.290)
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H kommutiert mit dem Gesamtspin S = S; + S, der Elektronen. Daher kénnen wir die Eigenzustidnde von H
zugleich als Eigenzustinde |s,m) von S? und S, wihlen.
Diese Spin-Zustédnde sind bekannt: Es gibt einen Singulett-Zustand

0,0y = [T~ 1), (2.201)

V2

sowie drei Triplett-Zustinde

1,1) = 1), (2.292)
_ M+

11,0) = 5 (2.293)

IL-1) = b (2:294)

Wir wissen aus Abschnitt 2.2.1, dass die rdumliche Wellenfunktion fiir das Singulett (Triplett) symmetrisch
(antisymmetrisch) sein muss. Sie ldsst sich aber nicht exakt bestimmen; das Problem ist die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung

e 1

47T€0 T12 '

(2.295)

Man kénnte nun die Hartree-Fock-Naherung auf das Zwei-Elektronen-Problem anwenden. Wir gehen hier einen
anderen Weg: Als grobe Néherung, die aber die Diskussion der wesentlichen Effekte gestattet, nehmen wir an,
dass die Wellenfunktion allein durch die Grundzustandswellenfunktionen

1
3/2
vray

der beiden H-Atome approximiert werden kann (ap ist der Bohr-Radius). Der rdumliche Einteilchen-Hilbertraum
ist also zweidimensional und wird von

Yt (1) = Pr00(r) = e/ (2.296)

W),  |vg) (2.297)

aufgespannt, wobei gilt
(rleg) = ¥g(r) = ti0(r — Ra), (2.298)
(rlvg) = ¢§(r) = troo(r — Rp). (2.299)

Da |¢g') und [f) zu verschiedenen Atomen gehoren, sind sie nicht orthogonal. Thr Uberlappintegral ist

1 _[r=Ry4| _ |r—Rgp| 2
Lip = Wd) = —5 [ d*re” w5 e 5 = <1 4 IAB Tw) e~ran/ap (2.300)

3
Tap

mit 745 = |R4 — Rp|. Es ist offensichtlich ungleich Null, wird aber fiir grole Kernabstinde r4p5 exponentiell
klein.
Fiir den Singulett-Zustand finden wir die (symmetrischen) Wellenfunktionen

g (r1)15' (r2), (2.301)

g (r1)vg (r2) + ¢f (r)vi (ra2)

V2\/1+ g 7

¥g (r1)Yg (ra). (2.303)

Diese sind linear unabhéngig, aber nicht orthogonal, und spannen einen dreidimensionalen Zweiteilchen-

Hilbertraum auf. Das Problem ist jetzt im Prinzip ohne weitere Naherungen 16sbar, da es auf die Diagonalisierung
einer 3 x 3-Matrix hinauslauft.

(2.302)
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Wir ndhern aber noch weiter. In den Zusténden

Gt (r)dg (r2), UG (r1)9g (r2) (2.304)

befinden sich beide Elektronen bevorzugt in der Nidhe desselben Protons. Thre Coulomb-Abstoung ist daher
besonders grofl. Die Heitler-London-Ndéherung besteht darin, diese Zustédnde zu vernachléssigen. Dann ist die
Wellenfunktion im Singulett-Zustand

z/Jo (r1)f (1"2) + 98 (ro)ye! (1'2)

Ps(r1, T2 2.305
Im Triplett-Zustand kann die (antisymmetrische) Wellenfunktion nur lauten
A B _ 4B A
ou(rr,12) = o () (r2) — ¥ ()4 (r2). (2.306)

1-1I%5

Die entsprechenden Dichten

Nst(r) i= /d3r’|<psyt(r,r/)|2 = /dgr’ ps.i(r, )2 (2.307)

@ e
s

Die Aufgabe ist nun festzustellen, welcher der beiden Zustidnde bei welchem Kernabstand r 45 den Energieer-
wartungswert (H) minimiert. Wir miissen also die Erwartungswerte (¢s|H|ds) und (¢:|H|¢;) ausrechnen. Dafiir
bendétigen wir einige Integrale. Zunéchst berechnen wir, mit dem exakten Hamiltonian H des Wasserstoffmolekiils,

sind hier skizziert:

n:

/ By Py W ()08 (r9) H 9 (0108 (r2)
e? :
= [ ¢§<rl>(p1 )% (v0) [ @ra v )i va)

2m  4mweg 14

+ [ dnupene) / vl (2 - o D Yupe)

2m 471'60 ToB

2
= [ e o vt ) [ dr o el ()
2
- / Eryd )i e) [ e vfee) 1o 0 (e

/dgﬁ U@ (1) v (11 /d37“2 Vg (r2)hg (r2)

47reo TAB
2
e
b [ v e ) o el (e
= 2FEy+ Cap. (2.308)
Hier ist Fy = —1 Ry die Grundzustandsenergie des Wasserstoffatoms aus der Schridinger-Gleichung
2 2
p; € A
- [ E [ 2.
(B - o o) v = Bovihcr (2.309
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und C4p ist das (verallgemeinerte) Coulomb-Integral

Cup i {1_ /dW‘HI_ /dleHI+ /d . |¢6‘(r1)|2¢§(r2)|2} (2.310)

47‘(’60 TAB |I‘1—RB| |I‘2—RA| |I'1—I'2|

Analog gilt
/d37“1 dg’l“g wOB(I'l)’(/Jél(I'Q)H’(/J(?(I‘l)wé(rg) = 2E0 + CAB- (2.311)

Andererseits ist
[y s dih w08 () HOP () (2) = 2E0T p + T (2312

mit dem (verallgemeinerten) Austauschintegral

e [ 1 Y5 (r1)vg (r1) PF (r2)ihgt (r2)
J = — Ay [ 0T —/d3 RS A
AB 47760 {TAB AB / 1 |I‘1 — RB| AB T2 ‘I‘Q — RA| AB
A B B A
+ /d?’rl d3r2 g (r1)g (r2)y (r1)Yg (r2) } (2.313)
vy — 1y
Damit ist
1
E, = (ps|Hl|ps) = ——— (4Ey +2C A4F T4 5 + 2J
<LP ‘ |SD > 2(1 +[,243) ( o+ AB + 04AB + AB)
Cap + JaB
= 2F _ 2.314
0 + 1+1—3‘B ) ( )
1
Ey = (p|Hlp) = 5 (4Ey+2Cap —4E I3 —2JaB)
2(1-1I3p)
Cug — J
= 2B, + 2B _-AB (2.315)
1-I5p
Es folgt
B, B, = Cap _2JAB _ Cas +2JAB
1-1I55 1+155
_ (Cap — Jap)(1 +13g) — (Cap + Jap)(1 — I3p)
1-— IfxB
13y, -
_ o Caslip —Jap (2.316)

1-I3p

Die Integrale Cap und J4p lassen sich numerisch berechnen. Sie hiingen von dem einzigen Parameter rap/ap ab.
Man findet, dass Jap < 0 ist, aber C'4p das Vorzeichen wechselt. Insgesamt ist jedoch E; — E¢ > 0 fiir alle r4 5.
Der Grundzustand des Ho-Molekiils ist also in jedem Fall ein Singulett. Beachte, dass sich hier eine magnetische
Wechselwirkung — antiparallele Spins sind energetisch giinstiger als parallele — aus der rein elektrischen Coulomb-
Wechselwirkung und dem Pauli-Prinzip ergibt. Dies — und nicht etwa die magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung
— ist auch der wesentliche Ursprung von Magnetismus in Festkorpern.

Weiter findet man, dass F, aber nicht F;, ein Minimum als Funktion von r4p5 hat:
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2E0 b e e

0

Damit gibt es einen gebundenen Zustand mit dem Kernabstand r% 5, wobei

dE
dram

=0. (2.317)

TAB=T)p

Die Austauschwechselwirkung, und damit der Term J,4p, ist ein quantenmechanischer Effekt. Die Austausch-
wechselwirkung ist notwendig fiir eine korrekte Beschreibung der kovalenten Bindung im Hs-Molekiil und auch
ganz allgemein. Trotz der groben Néherungen liegen die quantitativen Ergebnisse fiir Ho in der richtigen Grofien-
ordnung:

| ris Bu(rip) — 2E

Heitler-London 0,869 A —3,14eV
Hartree-Fock (zum Vergleich) | 0,73 A —3,63eV
experimentell 0,74 A —4,73eV

2.6 Bosonen

In den letzten beiden Abschnitten haben wir uns mit Fermionen, insbesondere Elektronen, befasst. In diesem
sehr kurzen Abschnitt am Ende des Kapitels zur Mehrteilchen-Quantentheorie wenden wir uns Bosonen zu. Wir
diskutieren den Grundzustand eines freien Bose-Gases und die Hartree-Fock-N#herung fiir Bosonen.

Der Grundzustand eines Systems von wechselwirkungsfreien, ununterscheidbaren Fermionen ist der Fermi-See.
Was ist der Grundzustand von wechselwirkungsfreien, ununterscheidbaren Bosonen? Die Antwort hingt davon
ab, ob die Teilchenzahl erhalten ist:

e Teilchenzahl nicht erhalten (Photonen, Phononen, .. .): Der Grundzustand enthilt keine Teilchen (Vakuum).

e Teilchenzahl erhalten (*He-Atome, 8" Rb-Atome): Im Grundzustand befinden sich alle N Teilchen im Einteil-
chen-Grundzustand. Wir nehmen hier an, dass dieser nicht entartet ist. Wir wissen aus der Quantenstatistik,
dass in d > 3 Dimensionen auch fiir endliche Temperaturen 0 < T' < T, eine makroskopische (extensive) Zahl
Ny von Teilchen im Einteilchengrundzustand bleibt. Dies ist das Phénomen der Bose-Einstein-Kondensation.
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0 T, T

0

Fiir wechselwirkende, geladene Bosonen verlduft die Berechnung der Wechselwirkung analog zu den Fermionen,
mit einem wichtigen Unterschied: Die Austausch-Wechselwirkung hat fiir Bosonen dasselbe Vorzeichen wie die
direkte Coulomb-Wechselwirkung, verstirkt also die Abstoflung. Das Vorzeichen beruht darauf, dass bosonische
Operatoren in zweiter Quantisierung vertauschen, wiahrend fermionische Operatoren antivertauschen. Physikalisch
ist die Ursache, dass sich Bosonen mit groflerer Wahrscheinlichkeit nahe beieinander aufhalten als unterscheidbare
Teilchen und sich daher stidrker abstoflen.

Die Hartree-Fock-Néherung ist ebenfalls analog, bis auf das relative Plus-Zeichen von Hartree- und Fock-Term.
Die Néaherung lautet also in zweiter Quantisierung

bbb busbuy = (] b,)0), by 4+ 0] b, (0], D) — (], ) (B, B0
+ <big sz>bl§bu1 + blibuz <b1§bu1> - <bigbw><b1§bu1> (2.318)

und in der Impulsraumbasis fiir spinlose Bosonen

b£1+qbfcg—qbk2 bkl = <bL1 +qbk1>bir<2—qbk2 + b£1+qbk1 <b;r(2—qbk2> - <bL1+qbk1><bL2—qbk2>
(b, g bia )b, —qbi T B, 4 qbis (B, —gbies) — (B, 4 obica) (B, gbics)- (2.319)
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Kapitel 3

Relativistische Quantentheorie

Dieses zweite grofie Kapitel der Vorlesung beschiéiftigt sich mit Versuchen, eine Einteilchen-Quantentheorie zu
entwickeln, die gleichzeitig kovariant ist, d. h. im Einklang mit der Speziellen Relativitétstheorie steht. Wir werden
sehen, dass es dabei entscheidend auf den Boson- oder Fermion-Charakter und damit auf den Spin der Teilchen
ankommt — die relativistische Quantentheorien fiir Bosonen und fiir Fermionen sind strukturell verschieden. Der
Versuch wird sich als nur teilweise erfolgreich erweisen; es zeigen sich Schwierigkeiten, die nur im Rahmen einer
Mehrteilchen-Quantentheorie bzw. Feldtheorie iiberwunden werden kénnen.

Die Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen,

) 12
ihadz(r,t) = f%v%p(r,t), (3.1)

ist sicherlich nicht relativistisch kovariant, da sie den Ort r und die Zeit ¢ nicht gleichartig behandelt: Sie enthilt
eine erste Ableitung nach ¢, aber eine zweite nach r. Tatséichlich beruht die Schrédinger-Gleichung auf der nicht-
relativistischen kinetischen Energie p?/2m. Genauer ergibt sich fiir ein Wellenpaket

_ _ ()
(H) = WlHY) = 5 (3.2)
also finden wir als klassischen Grenzfall )
_pP
-I, (3.3)

im Widerspruch zur Speziellen Relativitétstheorie. Wir erwarten also, dass die Voraussagen der Schrodinger-
Gleichung nicht stimmen, wenn typische Geschwindigkeiten nicht v < ¢, mit der Lichtgeschwindigkeit c, erfiillen.
dann sollte ndmlich im klassischen Grenzfall fiir das freie Teilchen die relativistische Beziehung

E = \/m2c* + p2c? (3.4)

herauskommen. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der relativistischen, d. h. kovarianten, Quantentheorie
fiir Einteilchensysteme.

3.1 Spezielle Relativititstheorie

Zur Vorbereitung auf die relativistische Quantentheorie beginnen wir in diesem Abschnitt mit einer Wiederholung
von Konzepten und Schreibweisen der Speziellen Relativitéitstheorie. Wir besprechen zunéchst die relevanten
Definitionen und die relativistische Kinematik und Mechanik. Dann kommen wir zur kovarianten Formulierung
der Elektrodynamik.

Zentral ist der Begriff des Inertialsystems. Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, d. h. ein Koordinatensystem
in der (3 + 1)-dimensionalen Raumzeit, dem Minkowski-Raum, in dem sich ein kriftefreier Korper geradlinig und
gleichférmig bewegt. Die Existenz von Intertialsystemen wird von Newtons 1. Axiom postuliert, das weiterhin
giiltig bleibt. Einstein formulierte nun folgende Postulate:
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1. Aquivalenzpostulat: Die physikalischen Gesetze sind in allen Inertialsystemen identisch (das ist noch nicht
beschrénkt auf die relativistische Physik).

2. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ist zu allen Zeiten, an allen
Orten und in jeder Raumrichtung gleich groff und insbesondere unabhéngig von den Bewegungen der Quelle
und des Detektors. Damit ist ¢ = const ein physikalisches Gesetz im Sinne des Aquivalenzpostulats. Das 2.
Postulat geht sogar dariiber hinaus, da es ¢ = const auch fiir beschleunigte Bezugssysteme fordert.

3.1.1 Viererschreibweise und relativistische Mechanik

Die Transformation zwischen verschiedenen Inertialsystemen wird durch allgemeine Lorentz- Transformationen
vermittelt. Diese bilden die Lorentz-Gruppe mit 6 Generatoren:

e Lorentz-Boosts fiir die Relativgeschwindigkeit v in 3 unabhingigen Richtungen (bilden die speziellen Lo-
rentz-Transformationen) ,

e rdumliche Drehungen in 3 unabhéngigen Ebenen.

Fiir Koordinaten r, ¢ im Intertialsystem S und r, ¢ im Inertialsystem S lautet die spezielle Lorentz-Transformation
fiir einen Boost in z-Richtung (0. B.d. A.), also fiir die Relativgeschwindigkeit v = vX,

- x — vt 7 (3.5) - T+ vt 7 (3.6)
v2 v2
J1-4 1-2
t— % t+ %
= et (3.7) p= 22 (3.8)
v? 2
1-5 1-5
y=y, z=-z (3.9)

Die Lorentz-Transformationen lassen sich als verallgemeinerte Rotationen von Vierervektoren auffassen. Den
Viererortsvektor schreiben wir als

() = (20, 2!, 2%, 2%) = (ct, 2,9, 2) = (ct,r). (3.10)

Wir verwenden hier die Schreibweise (2*), wenn wir den Vektor meinen, und a* fiir die u-te Komponente. Damit

lautet die spezielle Lorentz-Transformation fiir den Boost in die Richtung z = z?',

ot =LF, z" (3.11)

(mit Einsteinscher Summenkonvention: {iber identische obere und untere Indizes wird summiert, hier {iber v =
0,1,2,3), wobei

v =By 00
— 0 0
(L") = gA’ 01 o (3.12)
0 0 01
mit
B = % (3.13)
1 1
vo= = = (3.14)
V1-p32 \/ )
Da die Transformation linear ist, finden wir
St
éﬁy —Ir (3.15)

Definitionen:
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e Kontravarianter Vektor (a*) = (a°,a',a?,a®): Transformiert sich wie (z#), also

_ 02"

= 5.7 a¥ =L*, a”. (3.16)

QM

e Kovarianter Vektor (a,) = (ao, a1, as, az): Transformiert sich gemé&s

oz” y
a4, =5 e = L)} ay. (3.17)
Es folgt mit Hilfe der Kettenregel
mo gV 1
L* L) = Ozt dx” _ Ozt %, (3.18)

02”0 Oz

wobei 04 bis auf die Stellung der Indizes das gewoéhnliche Kronecker-Symbol ist. (L") ist also die inverse
Matrix zu (L*)).

e Allgemeiner definiert man Tensoren 2., 3., usw. Stufe, wobei jeder Index kontra- oder kovariant sein kann.
Z.B. transformiert sich (A"") geméf

ozt ox¥
AMY = — — AP = [V LY _AP° 3.19
- ozP 0x° P (3.19)
und analog
A,u,l/ = Ly,p LVU Ap0'7 (320)
At = LM, L7 A", (3.21)
AV = LLLY,AS. (3.22)

Die Reihenfolge der Indizes ist wesentlich. Fiir Tensoren hoherer Stufe funktioniert die Transformation
analog, z. B.
BMY = A Lt L' BT (3.23)

Zu jedem kontravarianten Vektor existiert ein kovarianter Vektor und umgekehrt. Allgemeiner kann man
alle Indizes von Tensoren zwischen kontravariant und kovariant umwandeln (,heben“ oder ,senken*). Dies
erfolgt mit Hilfe des metrischen Tensors (gu.):

a, = guwa’, (3.24)
ay, — gy,l/ ay, (3.25)
AIW = YGup AP, = Gpp Gvo AP = gy Aug (3.26)

usw. In der Speziellen Relativitidtstheorie ist

1 0 0 0
0 -1 0 0
Hry —
@) =) =10 o —1 o (3.27)
0 0 0 -1

In der Allgemeinen Relativititstheorie ist (g"¥(x*)) hingegen ein dynamisches Feld, dessen Bewegungsglei-
chung die Einsteinsche Feldgleichung ist.

Aus (z#) = (ct,r) folgt also
(x,) = (ct,—r). (3.28)
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e Das (verallgemeinerte) Skalarprodukt ist definiert durch

a'b, = guv a'b” = gy, 'V’ = a,b”. (3.29)
Man findet
ozt oz
_ A v —_ Y= v
Q“bu — L“uLu a’by = D a—ya by
A
gxy a’by Kettenregel
T

= ad"’bh,. (3.30)

Das Skalarprodukt ist also invariant unter Lorentz-Transformationen (Lorentz-invariant).
e Lorentz-Skalare sind Groflen, die sich unter Lorentz-Transformationen nicht &ndern, z. B. Skalarprodukte.

e Betragsquadrat:
a,uau — gMV a”a” — (aO)Q _ (a1)2 _ (a2)2 _ (a3)2, (331)

z.B. 2tz, =c r?. Beachte, dass dieses (verallgemeinerte) Betragsquadrat negativ werden kann. Wir
nennen einen Vierervektor (a*)

2t2 _

— zeitartig, wenn a*a, > 0 ist (die nullte, zeitartige Komponente dominiert),
— lichtartig, wenn ata, = 0 ist,

— raumartig, wenn ata, < 0 ist (die drei raumartigen Komponenten dominieren).

Fiir s2 := xtx,, wird der Minkowski-Raum vom Lichtkegel in zeitartige und raumartige Bereiche geteilt:

! Lichtkegel
. . 2
zeitartig (s >0) (s2 = 0)

Zuk

raumartig
(s <0)

raumartig
(s <0)

zejfartig
Vergangenheit

o Vierergradient:

(2) )

transformiert sich geméif

= Oa” —8 ’ Kettenregel
da* — dat da¥ &
oz o _ _, 0
= 90 =L, Y (3.33)
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Vergleich mit Gl. (3.17) zeigt, dass sich die Ableitung nach einem kontravarianten Vektor wie ein kovarianter
Vektor transformiert. Daher ist (9/da*) a* ein wohlgeformtes Skalarprodukt (kovarianter Vektor multipli-
ziert mit kontravariantem Vektor) und sollte ein Lorentz-Skalar sein. Das ist tatséichlich der Fall:

0 9a®  9a*  9a®>  0Oa®

g ogpge e o oa
dar “ _8a0+3a1+8a2+8a3_4' (3:34)

0
Andererseits ist () ein kontravarianter Vektor. Speziell fiir raumzeitliche Gradienten schreiben wir

ap
5 — O kovariant 3.35
= e (kovariant), (3.35)
0
H — —_— 1
ot az, (kontravariant). (3.36)
Es ist
10
(Ou) = <C at,V>, (3.37)
10
wy — (22
(") (c = v). (3.38)

Beachte die umgekehrten Vorzeichen im Vergleich zu (z,) = (¢t, —r), (z*) = (ct,1).

D’Alembert-Operator:
1 92

O:.= 3#3“ == 3“5# = 0*2 w

- V2 (3.39)

Die FEigenzeit T ist die von einer Uhr angezeigte Zeit, die von einem Massenpunkt mitgefiihrt wird. Diese

Uhr befindet sich daher i. A. nicht in einem Inertialsystem. Fiir infinitesimale Bewegungen kann man diese

jedoch als gleichformig ansehen und daher die Lorentz-Transformationen verwenden. Fiir das Differential

dt ergibt sich

_dt
Y

mit v = 1/4/1 — v2/c?, wobei v = dr/dt hier die momentane Geschwindigkeit des Massenpunktes in einem
gegebenen Inertialsystem (z. B. dem Laborsystem) mit den Koordinaten ct, r ist.

dr (3.40)

Die Vierergeschwindigkeit ist

)= (55) = (ren ) = e (3.41)

Sie ist die Ableitung des Vierervektors (z#) nach dem Lorentz-Skalar 7 und damit selbst ein Vierervek-
tor. Die Grofie (dz#/dt) = (cOpa*) wire die Ableitung eines Vierervektors nach einer Komponente eines
Vierervektors und damit selbst kein Vierervektor. Das ist der Grund fiir die Einfithrung der Eigenzeit 7.

Der Viererimpuls ist
(p") := (mut). (3.42)

Mit m bezeichnen wir immer die Ruhemasse — wir verwenden kein Konzept einer ,,geschwindigkeitsabhangi-
gen Masse®. Man findet leicht

2
P'p, = miutu, =y m?(c? — v?) = y*m? (1 - 1)2> =m?c? = const. (3.43)
c

Wir schreiben
®") = (°,p), (3.44)
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dann ist

P = (0°)° —p?=mic (3.45)
= (") = m*?+p’ (3.46)

= plc = /m2ct + p2cl. (3.47)

Der Limes fiir v < c ergibt

0 2 p’ 2 P’ s, P
= 1 g 1 = o) 3.48

pre=mme + m2cz ~ ¢ ( + 2m2¢:2> met 2m (3.48)
also die Ruheenergie mc? plus die nichtrelativistische kinetische Energie. Es liegt daher nahe, p°c als rela-
tivistische Verallgemeinerung der Gesamtenergie des freien Teilchens zu betrachten (Einsteinsche Energie-

Impuls-Beziehung):
Ei=mct 1 p2@ = B =m2c 4 p2c (3.49)

Beachte, dass E die 0-Komponente eines Vierervektors ist und kein Lorentz-Skalar. E héngt also vom
Inertialsystem ab. Das war zu erwarten, da E die kinetische Energie enthélt.

Allgemein sollten physikalische Gesetze ,, kovariant formuliert* werden, d. h. sie sollten nur Lorentz-Skalare, Vierer-
vektoren und entsprechende hohere Tensoren enthalten. Dann erfiillen sie automatisch die Einsteinschen Postulate.
Beachte die doppelte Verwendung des Begriffs , kovariant“: Einerseits beschreibt er Gleichungen und Theorien,
die mit der Speziellen Relativitdtstheorie vereinbar sind, und zum anderen Vektoren und hohere Tensoren mit
unteren Indizes. Es ist eine Schwiche der relativistischen Newton-Mechanik, dass sie mit nicht kovarianten Gréflen
(in der ersten Bedeutung), wie der Energie E, operiert. Die relativistische Quantenmechanik erbt dieses Problem.

Eine kovariante Formulierung der klassischen Mechanik ist aber moglich, sie verwendet den Lagrange-
Formalismus. Eine kovariante Formulierung der Quantentheorie im Lagrange-Formalismus ist ebenfalls moglich.
Sie verwendet einen Lagrange-Operator, der, im Rahmen der Zweiten Quantisierung, durch die Quantenfeldope-
ratoren W, Ul ausgedriickt wird. Es handelt sich somit um eine relativistische Quantenfeldtheorie. Wir werden
hier aber einen anderen Weg zu einer relativistischen Quantentheorie gehen.

3.1.2 Elektrodynamik

Das elektrische und das magnetische Feld erfiillen in Gegenwart von Ladungen und Stromen die Maxwell-
Gleichungen (in Gaufischen Einheiten)

V-E = dmp, (3.50)
V-B = 0, (3.51)
1 0B
VXE = ——— 3.52
X e (3.52)
47 1 OE
VxB = —j+-—. 3.53
8 I o (3:53)
Aus diesen folgt die Kontinuitétsgleichung:

ap 1 OE c
b VA v B -V.i=—-V.j 54
o i o VX B V=V (3.54)

=0
Idp .
9 v.i_o 3.55
= 3 +V-j (3.55)
Die Maxwell-Gleichungen vereinfachen sich durch Einfithrung von Fichfeldern (Potentialen) ¢, A gemif
1 0A

E = -Vp——-— 3.56
o-1 2 (3.56)
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B = VxA. (3.57)

Dann sind die homogenen Maxwell-Gleichungen (3.51) und (3.52) automatisch erfiillt. Die Gleichungen und damit
alle beobachtbaren Grofien sind invariant unter den simultanen Eichtransformationen

A 5 A+Vy, (3.58)
1 0x
6 < b- -5 (3.59)

wobei x(r,t) ein beliebiges skalares Feld ist (Eichinvarianz).
Die Maxwell-Gleichungen sind auflerdem bereits relativistisch kovariant, was man ihnen aber nicht gleich
ansieht. Die Kovarianz wird erkennbar durch Einfithrung des Viererpotentials

(A4") = (9, A),  (Ay) = (9, —-A). (3.60)

Die Felder E, B sind nicht die rdumlichen Komponenten von Vierervektoren, sondern Komponenten des antisym-
metrischen Feldstirketensors,

FHY .= gAY — 9V A¥. (3.61)
Dieser ist invariant unter Eichtransformationen der Form
AP — AP — OMy, (3.62)
denn unter dieser Transformation gilt
FrY — PR — 9ROV + 0¥ O x = FHY. (3.63)

Es ist oft praktisch, eine bestimmte Eichung zu wihlen. Eine besondere Rolle spielt die Lorenz-Eichung (Ludvig

Lorenz, ohne ,t“)
9, A" =0, (3.64)

da sie offensichtlich Lorentz-invariant ist (Hendrik Anton Lorentz, mit ,,t*).
Die Komponenten des Feldstérketensors sind, fiir m,n = 1,2, 3,

104, 0¢
FO’rL — - R *Env 365
c Ot + orn, ( )
Jdp 1 0A
FmO — o _ m — E’rn 366
or, c¢ Ot ’ ( )
04, 0An,
= T orm o _Zp:emw By, (3.67)
also
0 —-Ei —-Ey —-E3
Ey 0 —-Bs B
pry
(FH) = B, Bs 0 _B (3.68)
Es —By B 0
Die homogenen Maxwell-Gleichungen lassen sich zu
ONFHY L OHFYN 4 9V FM =0 (3.69)

zusammenfassen. Z. B. ist fir (A, p,v) = (0,1,2):

_ 10B; 0B, OB, 10Bs
O__c ot or * ory ¢ ot (V x E)s. (8.70)

Die homogenen Gleichungen sind weiterhin automatisch erfiillt:

aAF;LV + a;LFV)\ + auF)\;L

61



= DMOMAY — DOVAF + 01 AN — 0" DN AY + 0V AN

Die Dichten p, j bilden den Viererstromdichtevektor

(17") = (pc,j)-
Die inhomogenen Gleichungen lauten dann
"= 47T -V
O FH = - 3",
denn die zeitliche Komponente und die rdumlichen Komponenten lauten
4
drp = el j*=0,F"° =V .E,
4dr 1 0F Fmn
— " = 9, =_-"
c J " c Ot + Orm
1 0F, 0B,
B C 375 B ; Emnp arm
1 0F,
= V xB),.
c Ot +( )

Die Kontinuitédtsgleichung nimmt die einfache Form
0Mj,=0uj" =0
an, denn es ist
10

dp
Ougt = at,O(H—V _]—8—+V j=0o.

Beachte das positive Vorzeichen des réumlichen Anteils, es resultiert aus (0,)

3.1.3 Minimale Kopplung

— AN =0

= (c719/0t,+V).

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

Die Wirkung des elektromagnetischen Feldes auf Teilchen der Ladung g beschreiben wir in der nichtrelativistischen

klassischen Mechanik durch

e Addition von ¢g¢(r) zur potentiellen Energie und

e Ersetzung des kanonischen Impulses in der kinetischen Energie durch den kinetischen Impuls,

q
p—>p—;A(r)‘

(3.78)

Man iiberzeugt sich, dass hieraus die bekannte Lorentz-Kraft folgt. Dies zeigt, dass die Bewegungsgleichungen nur
von den Feldern E, B abhéingen und damit eichinvariant sind. Die beiden Schritte lassen sich in Viererschreibweise

elegant zusammenfassen:
Pt — 4 gn
c

Die Null-Komponente lautet offenbar

P = -1
C
FE E
s =2 5 ffqu
C C
& E — FE- qi)

Also wird die Dispersionsrelation

(3.79)



zu

E—qp = \/(p—iA)QCQ—i—mzc‘1 (3.84)

2
= E \/(p 4 A) 2 +m2ct + qo. (3.85)
c
Diese Art der Ankopplung des Eichfeldes (A*) nennt man minimale Kopplung, da es die einfachste nichttriviale,
aber mit der Kovarianz und der Eichinvarianz vereinbare, Moglichkeit darstellt. Es ist nach unserem Wissen auch
die tatséchlich realisierte Kopplung, wobei fiir elektrisch geladene Teilchen mit Spin noch ein (Zeeman-) Term
hinzukommt, wie wir noch sehen werden.

3.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

In diesem Abschnitt konstruieren wir die erste relativistisch kovariante Einteilchen-Quantentheorie, ndmlich die
Klein-Gordon-Theorie. Wir ignorieren den Spin der Teilchen. Es iiberrascht nicht, dass wir eine Theorie finden,
die spinlose Teilchen (z.B. m-Mesonen, Higgs-Bosonen oder “He-Atome) beschreibt. Dabei ergeben sich aber
fundamentale Schwierigkeiten. So wird es sich als unmoglich erweisen, eine Teilchenzahldichte zu definieren, die
zugleich positiv semidefinit und erhalten ist.

3.2.1 Freie Teilchen

Die Argumentation folgt der heuristischen Begriindung der Schrédinger-Gleichung fiir den nichtrelativistischen
Fall. Zentral ist das Korrespondenzprinzip: Die Quantenmechanik enthélt die klassische Mechanik als Grenz-
fall fiir grofle Wirkungen S > h. Also muss sich fiir freie Teilchen im klassischen Grenzfall die relativistische
Dispersionsrelation

E = +/p%c® + m2c* (3.86)

ergeben. Wir erhalten den klassischen Grenzfall, indem wir das Teilchen durch ein sowohl im Ort als auch im Im-
puls moglichst schmales Wellenpaket darstellen, soweit dies mit der Heisenbergschen Unschérferelation vereinbar
ist,

vl = [ S5 g etter-en (3.57)
’ (2m)3 ' '
Der Schwerpunkt des Wellenpakets bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit
Ow
Vo= i (3.88)

Das Korrespondenzprinzip verlangt, dass diese Geschwindigkeit des Schwerpunktes im klassischen Grenzfall gleich
der Geschwindigkeit des Teilchens ist,

oy, tv=22 (3.89)
wobei wir im letzten Schritt eine kanonische Gleichung der klassischen Hamilton-Mechanik verwendet haben.
Um eine moglichst einfache Losung zu finden, fordern wir, dass diese Identitdt ganz allgemein gilt, nicht nur

im klassischen Grenzfall. Das ist eine sehr starke Forderung. Sollten wir keine Losung finden, miissten wir sie
abschwichen. Der Photoeffekt zeigt, dass fiir Photonen E = hw gilt. Mit

Ow OF

%= o (3.90)

folgt p = hk. De Broglie stellte die Vermutung auf, dass diese Beziehungen auch fiir Materiewellen gelten. Dann
erhalten wir fiir Materiewellen ohne dufleres Potential die Dispersionsrelation

2.4
w = 1/k2c2 + mh; . (3.91)
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Ebene Wellen haben also die Form

Y(r,t) = g exp (z {k v —1/k2c? + mh2204 t]) (3.92)

(wir konnen jetzt schadlos ebene Wellen anstelle von Wellenpaketen betrachten, weil wir gefordert haben, dass
Gl. (3.89) ganz allgemein gilt, nicht nur im klassischen Grenzfall). In Vierernotation ist

() = h(x) = tho e H (3.93)
mit
(k") = (ik) = <,]jc2> = %(p”), (3.94)

konsistent mit dem de Broglie-Ansatz.
Immer in Analogie zum Fall der Schrodinger-Gleichung suchen wir eine moglichst einfache Gleichung, die von
¥ (x) erfiillt wird. Die Gleichung soll natiirlich Lorentz-invariant sein. Da

oMip(x) = o ai e T — ikt () (3.95)
13
= 0"0,Y(z) = —k'k,o(z) (3.96)

und andererseits

2 2.2
w 5 mcc
k'uku - 072 - k - h2 5 (397)
lautet eine solche Gleichung
m?2c?

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein freies Teilchen, die iibrigens schon vor Klein und Gordon von Erwin
Schrodinger gefunden aber wieder verworfen wurde. Eine dquivalente Schreibweise ist

2.2

(D + mh; ) W(x) = 0. (3.99)

Expliziter lautet die Gleichung

1 62 m2c?
<02 55~ V2 + = ) ¥(r,t) =0. (3.100)

Die Inhomogenitét hat die Dimension 1/ Linge?. Die hier auftretende Lingenskala ist die Compton-Wellenléinge
Ac = h/me. Im Fall m = 0 erhalten wir die Wellengleichung, so dass wir die Klein-Gordon-Gleichung als
Verallgemeinerung der Wellengleichung auf massive Teilchen verstehen kénnen. Es ist zu beachten, dass die
Klein-Gordon-Gleichung nicht die einzige Lorentz-invariante Gleichung ist, die die geforderte Dispersion liefert,
sondern bestenfalls die einfachste. Insbesondere kann man sich fragen, warum wir nicht

m2c? ?

O+ =5 ¥(x) =0 (3.101)

angesetzt haben, was homogen von erster Ordnung in der Energie ist, wie die Schriodinger-Gleichung. Diese
alternative Gleichung ist aber nicht schon, weil die Wurzel eine Singularitéit (ndmlich einen Verzweigungspunkt)
hat, und zwar gerade fiir solche v, die die Gleichung erfiillen.

Man fasst die heuristische Begriindung oft wie folgt zusammen: Die freie Schrodinger-Gleichung kann man
erhalten, indem man in der nichtrelativistischen, klassischen Relation

E=— (3.102)
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die Ersetzungen

0
E — ih—
"ot
h
P — - V
i
vornimmt und die resultierenden Differentialoperatoren auf die Wellenfunktion anwendet:
oY n _,
ih— = —— .
ot 2m vy
Analog machen wir dieselben Ersetzungen,
pt — iho*,

fiir
E? = p2 + m2ct

und erhalten

2

_h2 %tqf :_h202v2w+m204q/}
1 92 m2c?

(Zam v+ ) v=o

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

also die Klein-Gordon-Gleichung. Diese Argumentation ist zwar als Merkhilfe niitzlich, sie ist aber nur als Kari-

katur der ausfiihrlicheren zu betrachten.

3.2.2 Eigenschaften der Klein-Gordon-Gleichung

Wir untersuchen nun die Klein-Gordon-Gleichung genauer.

e Die Gleichung ist linear, daher gilt das Superpositionsprinzip: Sind 7 und 1 Losungen, so auch \j11+Aat)o

fiir alle )\1, Ao € C.

e Die Gleichung ist von zweiter Ordnung in der Zeit. Daher brauchen wir zwei Anfangsbedingungen, um die

Losung eindeutig festzulegen. 1. A. wihlen wir

F(r, 1)
ot

Y(r,tg) und

t=to

(3.110)

Das ist anders als bei der Schrédinger-Gleichung. Diese Eigenschaft ist iiberraschend: Es ist schwierig zu
interpretieren, dass man in der kovarianten Quantentheorie ¢ (t9) und (9v/0t)(ty) kennen muss, um die
zukiinftige Zeitentwicklung vorherzusagen, wiahrend im nichtrelativistischen Grenzfall die Wellenfunktion
1 (t) ausreicht.

Spezielle Losungen sind ebene Wellen

2.2
) =1oe T mit ki, = mh—; (3.111)
denn dann ist, wie wir gesehen haben,
2.2 2.2

(aftau + mhrf)w = (—k“ku + mh,f)w - 0. (3.112)

Aber die Bedingung fiir (k*) impliziert nur

m2ct
w? = KX+ = (3.113)
2.4

= w o= k224 mh; (3.114)
= F = hw = £vh2c2k? + m?ct (3.115)
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et

Die Dispersion besteht aus zwei Hyperbeln. Das Spektrum hat eine Energieliicke von —mc? bis mc?, d.h.
es treten keine Eigenzustinde mit Energien in dieser Liicke auf. Auflerdem ist das Spektrum nach oben und
unten unbeschrdnkt. Die Unbeschranktheit nach unten ist problematisch, sobald wir das Teilchen an ein
Wiérmebad koppeln, so dass es Energie abgeben und aufnehmen kann. Es wird dann das Bestreben haben,
seine Energie zu minimieren. Es kann aber beliebig viel Energie an das Bad abgeben und dabei in immer
tiefer liegende Niveaus fallen. Dieses unphysikalische Verhalten nennt man Zerstrahlungskatastrophe.

Beachte, dass das Auftreten negativer Energien noch kein Problem darstellt — gebundene Zusténde des
Wasserstoffatoms haben negative Energien, abgesehen davon, dass wir ohnehin eine Konstante zur Energie
addieren konnen — sondern nur die Unbeschréinktheit nach unten. Auch diese fithrt nur dann zur Zer-
strahlungskatastrophe, wenn das System tatséchlich Energie abgeben kann. Ein abgeschlossenes System
beschrieben durch die freie Klein-Gordon-Gleichung kann das nicht, die Energie ist in diesem Fall eine
Erhaltungsgréfie. Wenn wir aber z. B. ein elektromagnetisches Feld ankoppeln, kann dieses als Wéarmebad
dienen und beliebig viel Energie aufnehmen.

Die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (j#) sollte die Kontinuitéitsgleichung
Ougt = (3.116)

erfiillen. Tatsiichlich benutzen wir die Kontinuitéitsgleichung, um herauszufinden, wie (j#) aussieht. Es gibt
keinen Grund anzunehmen, dass die Wahrscheinlichkeitsstromdichte dieselbe Form wie in der Schrédinger-
Theorie hat. Aus der Klein-Gordon-Gleichung erhalten wir

2.2
" (a“a# + mh26>w =0 (3.117)

und durch Komplexkonjugation

m?2c?
¥ (a#au + >¢* =0. (3.118)
Daraus folgt fiir die Differenz

Y*O*0, ) — YOrO YT =0 (3.119)
= 0" O — YIuT) =0, (3.120)

wobeil wir die Produktregel verwendet und Terme weggehoben haben. Damit haben wir eine (vierer-) diver-
genzfreie Grofle gefunden. Daher definieren wir

ih
;—m (W OHap — PdH*), (3.121)

konventioneller
Vorfaktor

"=
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so dass 9,,j* = 0 gilt. Die Komponenten von (j*) =: (pc, j) lauten [beachte (0") = (¢~ 9/0t, —V)]

3% = pc (3.122)
il [ 10y Loy ih Lo oy
=~ Pwm(¢ce% " m) zm@(¢ ot ﬂ’m) (3-123)
und .+ 5
s _L * _ * _ * _ *
§= =5 WV —9VyT) = o (VTVY — VY. (3.124)

Die Dichte p hat also tatséchlich nicht die Form *v aus der Schrodinger-Theorie, die Stromdichte j stimmt
dagegen mit der Schrodinger-Form iiberein. Hier tritt ein Problem auf: Da die Klein-Gordon-Gleichung
von zweiter Ordnung ist, kénnen wir ¢ (r, tg) und %—f(r, to) beliebig vorgeben. Damit kénnen wir aber auch
p(r,to) beliebig vorgeben; Gl. (3.123) garantiert nur, dass p reell ist. Wir kénnen insbesondere p(r,t) < 0
flir gewisse r wéhlen. Dann konnen wir p aber nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren!

Betrachten wir ebene Wellen 1) = 1) e ="+ die ja spezielle Losungen der Klein-Gordon-Gleichung sind,
so erhalten wir ]
ik
- 2me?

Few
p [ol* (—iw — iw) = —=5 [tbo|*. (3.125)

Wir sehen:

— w >0 (E > 0) fiihrt auf eine konstante positive Dichte,
— w < 0 (E < 0) fithrt auf eine konstante negative Dichte.

Man kann im Rahmen der Klein-Gordon-Theorie keine erhaltene Viererstromdichte konstruieren, die p > 0
garantiert. Die Grofle ¥* ¢ ist z. B. zwar positiv semidefinit, und damit im Prinzip als Wahrscheinlichkeits-
dichte interpretierbar, aber nicht erhalten:

oy 9%
ot ot
und die Klein-Gordon-Gleichung determiniert 94 /9t nicht, also kénnen wir insbesondere nicht 9 /9t durch
rédumliche Ableitungen ausdriicken. Daher konnen wir die rechte Seite von Gl. (3.126) auch nicht allgemein

als rdumliche Divergenz einer Stromdichte schreiben. 1*v ist also nicht die zeitliche Komponente einer
erhaltenen Viererstromdichte.

Y+ " (3.126)

o .
a VY=

Dieses Problem fiihrt zu einer méglichen Uminterpretation der Theorie nach Pauli und Weilkopf: 1. Da sich
keine erhaltene Wahrscheinlichkeitsstromdichte konstruieren lésst, ist die Wahrscheinlichkeit offenbar nicht
erhalten. Das heifit, dass Teilchen erzeugt und vernichtet werden kénnen. 2. Die Viererstromdichte

thq

= 2L (@ oy - pory) (3.127)

0

(der neue Faktor ¢ ist eine — nicht unbedingt elektrische — Ladung) ist aber erhalten. Wir interpretieren
p = j°/c als Ladungsdichte und j als Ladungsstromdichte. 3. Die Theorie beschreibt also die Erzeugung und
Vernichtung von Teilchen in Paaren der Gesamtladung Null (,, Teilchen-Antiteilchen-Paare®).

Da wir aber vom Einteilchenbild ausgegangen waren, ist diese Interpretation mit der Klein-Gordon-
Quantenmechanik unvertréiglich. Sie weist iiber deren Rahmen hinaus. Erst in der Mehr-Teilchen-Theorie
mit zweiter Quantisierung, d.h. in der Quantenfeldtheorie, kann die Paarerzeugung und -vernichtung sau-
ber beschrieben werden. Sie 16st auch die Probleme der Wahrscheinlichkeitserhaltung und des nach unten
unbeschrinkten Spektrums.

3.2.3 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Mit dem Viererimpulsoperator in Ortsdarstellung

p* = iho*, also (3.128)
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0 th 0
12
P c o’ (3-129)
p = ihV, (3.130)

konnen wir die freie Klein-Gordon-Gleichung schreiben als

1 m2c?
< _ ﬁpﬂp” + 52>w = 0 (3.131)
s (p'p,—m*)Y = 0 (3.132)

(beachte das Vorzeichen des Masseterms). Die minimale Kopplung an das elektromagnetische Feld besteht nun
in der Ersetzung

P ph— 4 gn (3.133)
c

Wir erhalten die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein Teilchen der Ladung ¢ im elektromagnetischen Feld,
[(p“ - %A“) (pu - %AM> - m202} b= 0. (3.134)

Aquivalent kénnen wir ersetzen

q . q
ot — DV i=0" — — AP =0" +1i— AM. 3.135
the +Z he ( )
(D*) nennt man eichkovariante Ableitung, da die damit formulierte Theorie fiir ein Teilchen im Feld sowohl
eichinvariant als auch relativistisch kovariant ist. Die Bezeichnung hat nichts damit zu tun hat, dass (D*) ein
kontravarianter (sic!) Vektor ist. Damit wird die Klein-Gordon-Gleichung

m2C2
(D“DM + h2>w =0 (3.136)
w9 gu 4, e
= [(a it )(@Lﬂ% W) + = }wzo (3.137)
" -4 o m ¢ N m?c?
G |00 i (0 A+ AD,) — s ARA, + T =0, (3.138)

Fiir ein zeitunabhingiges Feld (A*) kénnen wir stationdire Losungen suchen. Es ist zunichst nicht klar,
ob ,stationir” bedeuten soll, dass [1)|? zeitunabhingig ist (wie in der Schrédinger-Theorie), oder dass p =

ih
277;152
Wir machen den Ansatz, analog zum Schrodinger-Fall,

(z/J* %—‘f — aa—wt*) zeitunabhéngig ist. Das macht hier aber keinen Unterschied, da unser Ansatz beides erfiillt.

Y(r,t) = e By (). (3.139)

(Dann ist p = (E/mc?) |1(r)|?, die Zeitunabhiingigkeit von p ist also dquivalent zu der von ||2.) Einsetzen ergibt

[( iy % +i % ¢(r))2 - (v +i % A(r))2 + m;f}zb(r) =0 (3.140)

= (B =00’ w0 = (V- LAW) wlr) + et ) (3.141)

Das ist die zeitunabhdngige Klein-Gordon-Gleichung fiir ein Teilchen im statischen elektromagnetischen Feld. Man
kann jetzt z. B. ein 7~ -Meson im Coulomb-Potential eines Kerns betrachten, d. h. setzen

q=—e, ¢(r)= ? A=0. (3.142)
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Wir haben hier eine Lorenz-Eichung gewéhlt, denn es gilt

100 Ze 01
apA :77:77,:0. 3143
P ot c otr ( )
Die resultierende Gleichung kann man weitgehend analog zum nichtrelativistischen Fall durch den Separations-
ansatz in Kugelkoordinaten

¢(r) = R(r) Y (9, ¢) (3.144)

16sen, vgl. z. B. F. Schwabl, ,,Quantenmechanik fiir Fortgeschrittene“. Der Winkelanteil ist wieder durch Kugel-
flichenfunktionen Yj,, (1, ¢) gegeben; dies folgt allein aus der Rotationssymmetrie.

3.3 Die Dirac-Gleichung

In diesem Abschnitt konstruieren wir eine zweite relativistische Quantentheorie, die Dirac-Theorie. Sie vermeidet
einen Teil der Probleme der Klein-Gordon-Theorie, aber nicht alle. Auch hier erfordert eine konsistente Be-
schreibung letztlich eine Mehrteilchentheorie. Es stellt sich heraus, dass die Dirac-Theorie Spin-1/2-Fermionen
beschreibt.

Wie wir gesehen haben, lasst sich im Rahmen der Klein-Gordon-Theorie keine erhaltene, positiv semidefinite
Wahrscheinlichkeitsdichte konstruieren. Die erhaltene Dichte p = j°/c kann negativ gewiihlt werden, da die Klein-
Gordon-Gleichung von zweiter Ordnung in der Zeit ist. Das ist ohnehin merkwiirdig — warum sollte man in der
kovarianten Theorie ¢ und 0 /0t zu einer bestimmten Zeit kennen miissen, um die Zeitentwicklung vorherzusagen,
im nichtrelativistischen Grenzfall aber nur ¢? Diracs Ziel war daher, eine relativistische Bewegungsgleichung fiir
1 zu konstruieren, die von erster Ordnung in ¢ ist. Aufgrund der Kovarianz muss sie dann auch von erster
Ordnung in r sein. Diese Idee erscheint zunéchst nicht aussichtsreich; es ist nicht klar, wie im nichtrelativistischen
Grenzfall die korrekte quadratische Dispersionsrelation herauskommen soll. Wir betrachten wieder zunéchst ein
freies Teilchen und kommen spéter zum Teilchen im elektromagnetischen Feld.

3.3.1 Freies Teilchen

Da eine Gleichung von erster Ordnung in (z*) gesucht war, machte Dirac fiir ein freies Teilchen den Ansatz
L0 2
ih g +ihca -V — fmce ) (r,t) =0, (3.145)

wobei a1, as, ag und g noch unbestimmte Koeffizienten sind. Dies ist die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen.
Sie ldsst sich auch in einer zur Schrodinger-Gleichung dhnlichen Form schreiben:

0 oY
mit der Definition
H = —ihca-V + fmc® = ca - p + fmc®. (3.147)

Wegen der zur nichtrelativistischen Schrédinger-Gleichung identischen Form kénnen wir die dafiir entwickelten
Methoden direkt {ibertragen. Z. B. lautet der Zeitentwicklungsoperator U (t,to) = e~ (t=to)/h Damit kénnen wir
Operatoren ins Heisenberg-Bild transformieren usw.

Wir miissen noch die Koeffizienten bestimmen. Dazu gehen wir von der Dirac-Gleichung in der ersten Form
aus Gl. (3.146) aus und wenden auf beide Seiten den Operator ih0/0t+ H an. Dies ergibt (beachte die Vorzeichen)

(ihgt + H) (maat - H) ¥(r,t)

= (maat —ihca -V + Bmc2> (z‘haat +ihca -V — Bm¢22> Y(r,t) = 0. (3.148)

=0
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<—h2 8—2 - H2> { 8t2 (iica -V — Bmc®)? | h(r, t)

{ 92 + 2 (- V)? +ihca -V Bmc? +ifmcthea - V — B2m2ct | o(r, t)

= 0. (3.149)

Daraus folgt (unter der Annahme, dass § nicht vom Ort abhéngt und daher an V vorbei gezogen werden darf)

[ 1 92 imec imc m2c?

2 2 —
Im klassischen Grenzfall soll sich weiterhin die Einstein-Relation E? = p2c? + m?c* ergeben. Wie im vorigen
Abschnitt fordern wir sogar, dass diese immer gilt. Daher liegt es nahe, die Koeffizienten a1, as, as, 8 so zu
wihlen, dass Gl. (3.150) wieder die Klein-Gordon-Gleichung

1 92 5  m3c?
ergibt, die diese Forderungen ja erfiillt. Dafiir muss gelten
oo + ooy =0 fiir ¢ # 7, (3.152)
ol =1, (3.153)
i} + Pa; =0, (3.154)
B2 =1 (3.155)
Etwas kompakter lauten diese Bedingungen unter Verwendung des Antikommutators
{ai,a; = 26551, (3.156)

Diese Bedingungen lassen sich nicht durch Zahlen erfiillen, denn dann wiirde z. B. gelten
B+ Bo; =20;8=0 = af*’=0 = 11=0. (3.159)

Eine Darstellung mit Zahlen widerspriche auch der Isotropie des Raumes, da a eine bestimmte Raumrichtung
beschreiben wiirde. Das wiirde auch Einsteins erstes Postulat verletzen. Man kann die Bedingungen jedoch mit
Matrizen erfiillen. Sind «; und 8 Matrizen der Dimension n X n, so muss die Wellenfunktion (r, t) offensichtlich
n Komponenten haben.

Die einfachste Wahl wiire n = 2. Die Bedingung {a;, oj} = 2§;; 1 wird gerade von den Pauli-Matrizen erfiillt,
da gilt

N (3.160)
i £ . . .
00 + 0;0; = Z €ijkOk + 1 Z €jik0k =1 Z €ijk (o —og) = 0. (3.161)
k k k
Jedoch existiert keine vierte 2 x 2-Matrix 3, die zu 1 quadriert und mit den Pauli-Matrizen antivertauscht. Das
sieht man wie folgt: Die komplexen 2 x 2-Matrizen bilden offenbar einen vierdimensionalen Vektorraum iiber C.

Eine Basis dieses Vektorraums ist
{1,01,02,03}. (3.162)

Daher miisste sich 3 schreiben lassen als

,@ = bo]]. + 610'1 + b20’2 + b30’3 mit bo,bl,bg,bg S C. (3163)
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Es folgt

{05} = bo(o:l +10;) + bi(0s01 + 010;) + ba(0;02 + 020;) + b3(0i05 + 030;)
— %oy +2b,1=0  firi=1,23 (3.164)
= by=by=by=b; = 0 (3.165)
= B =0, (3.166)

im Widerspruch zur Bedingung 32 = 1. Daher ist eine Darstellung durch 2 x 2-Matrizen nicht maglich.
Fiir beliebiges ungerades n ist ebenfalls keine Darstellung moglich. Beweis:

10y = —Q90q (3167)
= det(maz) = det(—azay), (3.168)

daraus folgt fiir n ungerade
det (a1ae) = —det (a2cr) (3.169)
= detajdetays = —detasgdetay (3.170)
= detay = 0 V detay = 0. (3.171)

Nun ist aber

o = a3 =1 (3.172)
= deta? = detal =1 (3.173)
=  (deta;)® = (detaz)? =1, (3.174)

es ergibt sich ein Widerspruch. Also ldsst sich insbesondere keine Darstellung durch 3 x 3-Matrizen finden.
Eine Darstellung durch 4 x 4-Matrizen existiert. Man iiberzeugt sich leicht, dass folgende Matrizen alle Be-
dingungen erfiillen:

0 o
o = <UZ_ %) (3.175)

1, 0
B = (02 _12>, (3.176)

wobei 1, die 2 x 2-Einheitsmatrix ist. Damit erfordert die einfachste Losung n = 4. Es gibt unendlich viele
mogliche Darstellungen. Die Gleichungen (3.175) und (3.176) geben die am héufigsten verwendete sogenannte
Standarddarstellung wieder. Man kann auflerdem zeigen: Darstellungen existieren nur fiir n = 4k, k € N und jede
Darstellung ist dhnlich (im Sinne von #dhnlichen Matrizen) zu blockdiagonalen Matrizen mit n/4 = k identischen
Blocken mit der angegebenen expliziten Darstellung von «; und 5.

Die Form (3.145) der Dirac-Gleichung bringt deren Kovarianz nicht klar zum Ausdruck — der Koeffizient der
Zeitableitung ist eine Zahl, wihrend der rdumliche Gradient mit den a-Matrizen multipliziert wird. Das héngt
damit zusammen, dass der Hamiltonian, wie schon erwéhnt, kein Lorentz-Skalar ist. Um die Kovarianz explizit
zu machen, ist es niitzlich zu definieren

¥ = B (3.177)
v = Bai, i=1,2,3. (3.178)

Damit lautet die Dirac-Gleichung, multipliziert mit 8/c,

<zﬁﬂ % % +ihfa-V — Bch) P(x) = (iﬁ’yoﬁo +ihy -V — mc) () =0 (3.179)

- (z‘hwaﬂ - mc) w(z) = 0, (3.180)

71



wobei im Massenterm eine Einheitsmatrix 1 impliziert ist. Dies ist die Dirac-Gleichung in explizit kovarianter
Form.
Man verwendet zur Abkiirzung den ,, Feynman dagger® (dagger = Dolch): Fiir einen Vierervektor (B*) ist

B =+"B, =~,B", (3.181)
also z. B.
g =~"0, = ~,0". (3.182)
Damit lautet die freie Dirac-Gleichung
(ihd — me) () = 0. (3.183)
Die y-Matrizen erfiillen
{7} =2¢9""1 (3.184)
mit dem metrischen Tensor (¢g"”). Die Standarddarstellung lautet
0 I, 0 )
= , 3.185
G (3.155)

i 0 gj
o= (_Ji 0). (3.186)

Wie iiblich ist v, = g7 Es folgt
Y=g = () = () = () - (P =141+ 1+ 1 =41, (3.187)

was offensichtlich ein Lorentz-Skalar ist (aber eine Matrix auf dem vierdimensionalen Raum der ).

Die Dirac-Gleichung (3.180) soll ihre Form unter Lorenz-Transformationen nicht &ndern. Da sich (9,) wie
ein kovarianter Vektor transformiert, konnte man erwarten, dass sich (y*) wie ein kontravarianter Vektor trans-
formieren muss und der Dirac-Spinor ¢ wie ein Lorentz-Skalar. Das ist aber nicht der Fall. 1 kann nicht als
Lorentz-Skalar angesehen werden, weil sich die vier Spinor-Komponenten nichttrivial transformieren. Wir werden
gleich sehen, dass zum einen die Komponenten von der Geschwindigkeit des Teilchens relativ zum Bezugssystem
abhéngen, und dass sie zum anderen etwas mit dem Drehimpuls des Teilchens zu tun haben. Wir erinnern uns,
dass die Lorentz-Gruppe Drehungen enthélt und dass sich Drehimpulse in bestimmter Weise unter Drehungen
transformieren.

In der iiblichen und sinnvollen Konvention transformieren sich die * iiberhaupt nicht unter Lorentz-
Tranformationen, sie sind also matrixwertige Konstanten. Sie bilden also keinen Lorentz-Vektor—die Notation
ist irrefithrend. Die Forderung der Invarianz der v* legt praktisch fest, wie sich Dirac-Spinoren % tranformieren,
das Stichwort ist “Spinor-Darstellung der Lorentz-Gruppe”. Wir verfolgen dies hier nicht weiter.

Beachte auflerdem, dass die v* nicht alle hermitesch sind. Es gilt ndmlich

(O = A (3.188)
(YOt = —'  firi=1,2,3 (3.189)

(das ist offensichtlich fiir die Standarddarstellung und man kann leicht zeigen, dass diese Beziehungen Lorentz-
invariant sind). Wegen * = gH¥~, lésst sich dies schreiben als

()" = Y. (3.190)
Die v* sind jedoch unitér, denn
PO = =8 =1, (3.191)
Y = =4y = —Baifa; = +8%] = 1. (3.192)
Das Fehlen von Hermitizitét stellt kein Problem dar; die dquivalente Form
oy .
zha—(ca-p—kﬁmc )w:Hw (3.193)

mit (a?)t = of, BT = 3 zeigt, dass der Hamiltonian hermitesch ist. Diese Form verschleiert aber wie erwihnt die
Lorentz-Invarianz.
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3.3.2 Eigenschaften der Dirac-Gleichung

Da der Hamilton-Operator
H=ca- p+ Bmc (3.194)

eine 4 x 4-Matrix ist, muss die Wellenfunktion ¢ (x) ein vierkomponentiger Vektor (, Dirac-Spinor*) sein. Hier
und im Folgenden bezeichnen wir als Vektor allgemein ein Element eines Vektorraums; wir verwenden den Begriff
,, Vektor“ nicht in Abgrenzung zu ,,Spinor“. Wir untersuchen jetzt die Bedeutung der vier Komponenten. Dazu
betrachten wir zunéchst ein ruhendes Teilchen:

9y

ih—gr = Hi = Bmcap. (3.195)

pY(r,t)=0 =

Wir schreiben 1 als Vektor aus zwei Zweiervektoren (Spinoren),

= (‘p> . (3.196)

X

Dann ist 5

; ¥ 2( ¥

h— = . 3.197

"ot <X> " (—x) (3.197)
Wir suchen stationédre Losungen

Y =pge PN = (io) e B/, (3.198)
0

Mit diesem Ansatz folgt

E (‘;g) = mc? (_‘P£O> : (3.199)

Die beiden Lésungen sind

(%0> zur Eigenenergie E = mc?, (3.200)
0 . . )
o zur Eigenenergie £ = —mc”. (3.201)

Bmc? ist der Operator der Ruheenergie, man nennt 3 auch Ruheenergiematrix. Fiir ruhende Teilchen beschreiben
die ersten beiden Komponenten von 1 offenbar Zusténde positiver Energie und die anderen beiden Komponenten
Zustidnde negativer Energie.

Fiir nicht ruhende Teilchen gilt das nicht mehr: Die stationédren Losungen der freien Dirac-Gleichung sind

W(r,t) = o pikr—iBt/h — (ig) pikr—iBt/h (3.202)
= m%zf = Fy = He = (hea -k + Bmc?) 1) (3.203)
= (hea-k+ Bmc?) ¢y = Evy. (3.204)

Die Eigenenergien sind also die Eigenwerte der 4 x 4-Matrix

(3.205)

hea -k + fmc?® = <m02112 hca‘~k)

heco -k —mc?ly

in der Standarddarstellung [0 = (01,09, 03) ist der Vektor der Pauli-Matrizen] und fiir jeden Eigenwert ist v
der zugehorige Eigenvektor. Die Eigenwerte sind

E = £/ R2c?k? + m2ct, (3.206)
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wie erwartet. Die beiden Eigenwerte sind jeweils zweifach entartet. Die Dispersion ist identisch mit der aus der
Klein-Gordon-Gleichung folgenden, abgesehen von der zusétzlichen Entartung. Die Eigenvektoren 1y enthalten
fiir k # 0 sowohl ¢ # 0 als auch xo # 0. (Wir kénnen natiirlich immer in das momentan mitbewegte Iner-
tialsystem transformieren, in dem k = 0 gilt.) Wir diskutieren die Eigenvektoren spéter genauer. Hinsichtlich
der urspriinglichen Frage nach der Bedeutung der vier Komponenten der Dirac-Spinoren habe wir eine teilweise
Antwort gefunden: Ein Faktor zwei von vier korrespondiert zu den beiden Vorzeichen der Energie.

Als néchstes betrachten wir zwei weitere wichtige Observable: die Geschwindigkeit und den Drehimpuls. Die
Grofle c « lésst sich als Geschwindigkeitsoperator deuten: Im Heisenberg-Bild ist, fiir j = 1,2, 3,

, . .3
_ i ic ic
v =y = H,z;] = m - p, ;] = 7 E o [pr, ;] = cay, (3.207)
=1 N
:7ih6lj

also v = c a.. Beachte, dass v die Ableitung nach der Zeit ¢ in einem Inertialsystem enthélt, wie die Dirac-Gleichung
selbst auch. v korrespondiert also nicht direkt zur klassischen relativistischen Geschwindigkeit (u#) = (u°, u),
die die Ableitung nach der Eigenzeit T enthélt. Es ist nicht klar, wie man einen Operator der relativistischen
Geschwindigkeit konstruieren soll.

Die a;; nennt man manchmal Geschwindigkeitsmatrizen. Wegen oz? = 1 sind die Eigenwerte von «; gleich +1
und die von v; somit gleich c. Die Geschwindigkeitskomponenten kommutieren in der Dirac-Theorie, anders als
in der nichtrelativistischen Quantenmechanik, nicht miteinander:

9 9 o (010 — 00, 0
[vi,v;] = g, o] = ¢ (aia; —ajai) = ¢ ( - 0 n mcrjajm:>

= 2ic®) e (‘B’“ U‘D;ﬁo fiir i # J. (3.208)
k

Daher sind die Geschwindigkeitskomponenten nicht gleichzeitig scharf messbar. Die Geschwindigkeitskomponenten
kommutieren auch nicht mit dem Hamiltonian. Die oben betrachteten ebenen Wellen haben also keine scharfe
Geschwindigkeit, wohl aber einen scharfen Impuls Zk.

Dass die Geschwindigkeitskomponenten in der Dirac-Quantenmechanik nicht miteinander kommutieren, hingt
damit zusammen, dass schon in der klassischen Speziellen Relativitidtstheorie Lorentz-Boosts in unterschiedliche
Richtungen nicht kommutieren. Dies ist analog zu der Feststellung, dass quantenmechanisch Drehimpulskompo-
nenten nicht miteinander kommutieren, weil schon klassisch Drehungen in verschiedenen Ebenen es nicht tun. Wir
erinnern uns, dass Lorentz-Boosts verallgemeinerte Drehungen im Minkowski-Raum sind. Die Geschwindigkeits-
komponenten sind die Generatoren von speziellen Lorentz-Transformationen, so wie die Drehimpulskomponenten
Generatoren von rdaumlichen Drehungen sind.

3.3.3 Drehimpuls und Spin

Die stationédren Losungen der freien Dirac-Gleichung sind zweifach entartet. Das bedeutet, dass durch die Dirac-
Gleichung beschriebene Teilchen einen zweiwertigen inneren Freiheitsgrad haben. Um dessen physikalische Be-
deutung zu verstehen, betrachten wir zunéchst den (Bahn-) Drehimpuls

L:=rxp. (3.209)

Da das System rotationsinvariant ist, sollte der Drehimpuls geméfi des Noether-Theorems erhalten sein. Wir
tiberpriifen dies o.B.d. A. fiir Ls:

[Hv LB] = [C Q- P, T1p2 — x2‘pﬂ = C[alpl + aap2, T1P2 — 552171} = C[alplaxlpz] - 0[042]92 + iUQPﬂ
= coq [p1, 2] p2 — cao [p2, w2l pr = —ihc(caps — aapi)
N~—— ~——
= —ih = —ih
= —ihc(axp)s # 0. (3.210)
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Uberraschenderweise ist der Bahndrehimpuls nicht erhalten. Haben wir vielleicht Beitréige zum Drehimpuls iiber-
sehen? Konnen wir L zu einer Erhaltungsgrofie vervollstindigen? Dazu betrachten wir den ,,Defekt —ihica X p
weiter: Es gilt

3
o, o o1,
apy —opr = Z(a16~2—5-1a2)pj = Z(Oq{ 2o} o ]}OQ)pj

; , 2 2
=1 J
1
T2 Z (a1020; + arogem — arozem — aja1as) p;
1
= 5 Z a1, Oé]
J
1 1
= ) [06104270 : p] = D) [a : p70¢1042]
1
= [H — fmc?, aag). (3.211)
Hierin ist
(B, 100] = Bajas — s = —a1fas — araef = tajazff — ajasf =0, (3.212)
also 1
Q1ps — Qop1 = 9% [H, o s (3.213)
und damit
ih
[H7 L3] = 5 [H7 0110[2] (3214)
ih
= {H, Ly — 5 041042} =0 (3.215)
h
= [H Ls+ 1 (@102 — ozgozl)] = 0. (3.216)
Verallgemeinert auf alle Komponenten gilt
h
[H,L +ax a] —0. (3.217)
i

Beachte, dass das Kreuzprodukt a x a nicht verschwindet, da die a-Matrizen nicht miteinander kommutieren.
Damit ist

h
J::L—i-zaxa (3.218)
)
eine Erhaltungsgrofie mit der Dimension eines Drehimpulses, genannt ,, Gesamtdrehimpuls“. Es liegt nahe, den

Zusatzterm als Eigendrehimpuls (Spin) des Teilchens zu interpretieren, da er ja nicht aus der Bahnbewegung
resultiert. Man schreibt

J=L+S (3.219)
mit )
S=-3, Eziaxa. (3.220)
i
Explizit findet man fiir die Standarddarstellung der «,

5 (fg 3) (3.221)

a (h/2) o bekanntlich die Drehimpulsvertauschungsrelationen erfiillt, tut S dies ebenfalls. Aufierdem gilt

B (o o 0 3 ., 9 . 1
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S reprisentiert also einen Spin 1/2, genauer zwei Moden mit positiver und negativer Energie und jeweils dem
Spin 1/2. Aus Diracs linearem Ansatz fiir H folgt also zwingend, dass die beschriebenen Teilchen den Spin 1/2
tragen und damit insbesondere Fermionen sind.

Damit ist die Bedeutung der vier Komponenten des Dirac-Spinors klar: Es ist 4 = 2 x 2, wobei ein Faktor von 2
die Zweige positiver und negativer Energie unterscheidet und der andere Faktor von 2 die beiden Einstellmoglich-
keiten des Spins. Es ist wichtig, sich klarzumachen, dass diese vier Komponenten nichts mit den (,,zuféllig® auch)
vier Dimensionen des Minkowski-Raums zu tun haben!

Wir haben gesehen, dass der Gesamtdrehimpuls J eine Erhaltungsgrofle ist:

[H,J] = 0. (3.223)

Aufgrund der Translationsinvarianz des Raumes ist der Impuls p eine weitere Erhaltungsgréfie der freien Dirac-
Theorie:

[H,p] =[ca-p,p] =0. (3.224)
Nun gilt
p-L=p-(rxp)=pixaps — p173p2 + p2w3p1 — p221P3 + p3T1p2 — p3zap1 = 0, (3.225)
woraus folgt
p-J = p-S (3.226)
= |[H,p-S] = [H,p-J] =p-[HJ+[Hp]-J =0 (3.227)

Also ist p - S eine weitere Erhaltungsgrofie. Die Eigenfunktionen der freien Dirac-Gleichung sind ebene Wellen
mit scharfem Wellenvektor k. Fiir diese definiert man die Helizitdt als Matrix

=k- . (3.228)

In der Standarddarstellung ist also

h = <f"” 0 ) (3.229)

[manchmal wird in GL (3.228) nicht mit 2/A multipliziert, so dass hier ein Faktor //2 erscheint]. Beachte, dass h
kein Operator auf dem Hilbertraum ist, da h nur fiir spezielle Wellenfunktionen, ndmlich ebene Wellen, definiert ist.
Die Helizitét h beschreibt die Spinkomponente (in Einheiten von //2) in Ausbreitungs- bzw. Bewegungsrichtung.
Sie ist offensichtlich eine Erhaltungsgrofie (die Komponenten senkrecht zu k sind nicht erhalten). Thre Eigenwerte
sind h = 41, wir kénnen die vier Eigenzustéinde von H zum Wellenvektor k durch

e £ 20,
e h==1

klassifizieren.

k/k k/k
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Wir kénnen die (nicht normierten) Eigenfunktionen jetzt angeben: Sie lauten

W(r,t) = o e TR (3.230)
mit
(A%) fiir B> 0, h= +1,
+
( Z_ ) fir £ >0, h = —1,
vo= (%) =) \~ w- (3.231)
= \xo) —AW. '
( W +) fir E <0, h=+1,
+
(AMI;V_> fur F <0, h=—-1,
wobei Wi Zweier-Eigenspinoren der Helizitét sind,
k-oW, =hW,, h==%l, (3.232)
und
hck
A = W’ (3.233)

|E| = Vh22E? +m2ct (3.234)

Offenbar ist A < 1 falls ick < mc?, d.h. im nichtrelativistischen Limes. Dann sind jeweils zwei Komponenten
von 9o klein und zwei gro8.

Fiir massive Teilchen ist die Helizitdt zwar erhalten, aber nicht Lorentz-invariant, denn h ist ein Skalarprodukt
von Dreiervektoren, nicht von Vierervektoren. Transformieren wir vom Laborsystem auf ein Bezugssystem, das
sich schneller als das Teilchen bewegt (das ist méglich fiir m > 0), so kehren sich k und damit die Helizit4t um.

Man verwendet auch den Begriff der Chiralitit. Diese ist definiert als h sgn E. Teilchen mit positiver (negativer)
Chiralitidt nennt man rechtshéindig (linkshéndig).

3.3.4 Wahrscheinlichkeitsdichte

Eine Motivation fiir die Dirac-Gleichung war, dass die Klein-Gordon-Gleichung keine positiv semidefinite, erhal-
tene Dichte zu definieren erlaubt. Wie sieht das bei der Dirac-Gleichung aus? Wir miissen wieder eine Konti-
nuititsgleichung konstruieren. Aus der Dirac-Gleichung

(ihaat +ihca -V — 5mc2>w =0 (3.235)
erhalten wir
t(in L 2 st 2 L ihewt 2
) zha—kzhca-V—BmC Y =ih E—&—zhmﬁ a-Vi—mc® "8 =0 (3.236)
mit dem Zeilenvektor (kein Operator!)
Of = (1,905,935, 45). (3.237)
Die hermitesch konjugierte Dirac-Gleichung lautet
T
- maait —ihe VYT - a — T fme? = 0, (3.238)
woraus folgt
i
—ih aé)it Y —ihe (VY1) - o) — me*yt By = 0. (3.239)

7



Die Differenz der Glg. (3.236) und (3.239) lautet

iﬁ%(l/}“/}) +iheV - (Play) =0 (3.240)
= %(Ww) +eV-(Wlay) =0 (3.241)

Wir erhalten die Kontinuitétsgleichung
Mju = 0ug" =0, (3.242)

wenn wir die kontravariante Viererstromdichte als

(") = (Wle, piean)) (3.243)

definieren. Beachte das Auftreten des Geschwindigkeitsoperators ca. Die Viererstromdichte (j#) ist per Kon-
struktion erhalten. Die zeitliche Komponente p := j°/c = T4 ist auch offensichtlich positiv semidefinit. Wir
konnen daher p = 1)T1) als erhaltene Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren. Diracs Programm war also in dieser
Hinsicht erfolgreich.

3.3.5 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Ein Spin-1/2-Teilchen im elektromagnetischen Feld wird wieder durch minimale Kopplung beschrieben. Der giins-
tigste Ausgangspunkt ist die explizit kovariante Form der Dirac-Gleichung,

(ihv“@u - mc) Y(z) = 0. (3.244)

Darin ersetzen wir d,, durch die eichkovariante Ableitung,

8, — D, =0, +1i % A,. (3.245)
Dies ergibt
(ih'y“DM — mc) Y(x)=0 < (ih*y”@u - %fy”AM — mc) Y(x) =0. (3.246)
Um dies durch einen Hamiltonian auszudriicken, schreiben wir
ih 09 4 hy V4 Ly A =0 3.247
?’Y a_z’y ¢(r7t)+l v +E'7' (r,t)—mc 'l/}(rvt)_ . ( )

Multiplikation mit v* = 8 von links ergibt

ih
(ZC % - %qﬁ(r,t) tilia-V+ %a CA(r,t) — Bmc) b(r,t) =0 (3.248)
= ih%f = (h@c a-V—qga-A(r,t)+ qo(r,t) + Bch) Y(r,t) = Hy(r,t). (3.249)

Wir haben verwendet, dass gilt 7 = 3, v = Ba und 2 = 1. Daraus folgt

a =By =+". (3.250)

Man findet leicht, dass die Viererstromdichte (j#) = (Tcy, 1fcanp) weiterhin erhalten ist. Allerdings ist die
Darstellung von j# mit Hilfe der v-Matrizen hier giinstiger:

(") = (17 %%, v erPyw). (3.251)

Wir definieren

b=y B = g, (3.252)
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man nennt ¢ die Dirac- oder Pauli-Adjungierte zu 1 oder, wenn Verwechselung mit dem hermitesch konjugierten
Spinor 1! unwahrscheinlich ist, auch einfach als Adjungierte. Damit ist

g = et (3.253)

die explizit kovariante Form der Viererstromdichte. Allerdings ist bei der Definition von 1 die Matrix ° einge-
gangen, die die nullte Komponente eines Vierervektors ist. Es ist daher nicht a priori klar, dass sich (j#) wie ein
Vierervektor transformiert. Den Beweis fithren wir hier nicht.

Wir iiberzeugen uns noch von der Erhaltung von j#:

O ju = M (cpyut) = ¢ (0" P)yuh + ¢y, 0. (3.254)

Nun gilt gem#f der Dirac-Gleichung

o (e -
Die hermitesch konjugierte Dirac-Gleichung lautet
= ih(@, 1) (") = Ly (1) 4, — meyt = 0. (3.256)
Nun zeigt man durch explizites Nachrechnen, dass gilt
()T =1*4°, (3.257)
also folgt
—iR(0,)7"° — %%*‘V“AM —meyy’ =0 (3.258)
= —ih(9, ) — %&V“AH —mep =0 (3.259)
= (0"P)u = Ou)y" = —% ¥ (Z YA+ mc>. (3.260)
SchlieBlich folgt
9, = —% b (i VA, + mc)w + % b (Z YA, + mc>w —0. (3.261)

O

3.3.6 Klein-Paradoxon

Als Anwendung betrachten wir die Streuung an einer Potentialstufe im Rahmen der Dirac-Theorie. Das skalare
Potential sei

o(2) = %6(2)7 Vo >0, (3.262)
wobei O(z) die Heavisidesche Sprungfunktion ist.
qo(z)
Vo
0 z
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Das Vektorpotential sei A = 0. Wir suchen stationdre Losungen fiir einen von links einlaufenden Teilchenstrahl
mit positiver Energie F > 0 und o.B.d. A. dem Spin-Zustand [1), also positiver Helizit4t. Die Dirac-Gleichung
lautet, siehe Gl. (3.249),

9 (e, 1) = (f;ca V4 g0(2) +/3mc2> bir 1) (3.263)

und speziell in einer Raumdimension
., 0 he 0 9
ih pn P(z,t) = (z as 5 +q9(2) + pmc ) ¥(z,1). (3.264)

Wir wihlen hier als rdumliche Koordinate z und nicht z, um die einfachere Standarddarstellung von v3 bzw. as
verwenden zu konnen. Die Ergebnisse miissen natiirlich analog sein. Wir machen den stationdren Ansatz

Uz, t) = p(z) e FD (3.265)

und erhalten die zeitunabhéngige Dirac-Gleichung

Ey(z,t) = —ihcas %ﬁ + qé(2) P(2) + mc?Ba(2) (3.266)
= (E—-qo(2)v(z) = —ihcas g—f +mc?B(2). (3.267)

Wir betrachten eine einlaufende Welle im Bereich I (Ansatz!):

Yin(2) = < ;%) e mit [1) = (é) : (3.268)

E ( /%) = hck a3 ( Jl%) +mc*p ( Jl%) . (3.269)

Die erste und dritte Komponente dieser Spinorgleichung ergeben

Einsetzen ergibt

E =hckA+mc*> N EA=hck —mc*A. (3.270)

Die Losung mit positiver Energie lautet

= VR2k? + m2c4, (3.271)

E — mc? hck
= ok = Erme (3.272)

Fiir die reflektierte Welle erhalten wir dasselbe Ergebnis mit k¥ — —k, also A — —A. Wir nehmen hier an, dass
der Spin erhalten ist. Fiir die transmittierte Welle im Bereich II finden wir ebenfalls dasselbe Ergebnis, jedoch
mit £ durch E — Vj ersetzt. Im Fall |E — V| < mc? wird die Wellenzahl

1

K = o V(E = V)2 = m2d! (3.273)

rein imaginér; etz ergibt dann eine exponentiell fallende Losung. Nach diesen Uberlegungen machen wir die

folgenden Anséitze in den Bereichen I und II:

Pri(z) = (A%) ety (Qfﬁ) e (3.274)
mit

1
E = —VE?-—m?2c, (3.275)



A = _
hek E + mc?
und i
/]\
¢II(Z) (A/|T> etk
mit
K= ! (E —Vp)? —m2ct
- hC 0 )
. E—-Vo—mc® hck!
- hek! T E—Vo+me?

(3.276)

(3.277)

(3.278)

(3.279)

Da die Dirac-Gleichung von erster Ordnung in rdumlichen Ableitungen ist, existiert nur die eine Anschlussbe-

dingung

¥1(0) = 111(0)
= 14r=t N A—Ar=A4"t
A—A 2A

= t = .
= "Taya " A+ A

Zur Bestimmung der Reflexions- und Transmissionskoeffizienten betrachten wir die Stromdichte
=5 =vleasy,

also fiir den einlaufenden Strahl (A ist reell)

0 0 1 0 1
0 0 0 -1 0
= c 1 0,A, 0 1 0 0 0 al= 2cA,
0 -1 0 O 0
fiir den reflektierten Strahl
0 0 1 0 1
0 0 0 -1 *
jR—crr 10 AO 1 0 0 o0 A = —2cAr*r
0 -1 0 0 0

und fiir den transmittierten Strahl (A’ kann reell oder imaginér sein)

0 0 1 0 1
jr = ct*t(1,0,(A")*,0) (1) 8 8 _01 j, =c (A + A™)t*t = 2cRe (A) t*t
0 -1 0 O 0
Damit ist der Reflexionskoeffizient .
—JR *
R=—"—=r7r"r
Jin
und der Transmissionskoeffizient
T_ Jjr _ Re(A")t*t

jin A
Wir unterscheiden zwei Fille:
1. |E — Vp| < mc?: A ist rein imaginér, damit ist 7 = 0 und

A-A
A4+ A

2 A2 4 (ImA)?
A2 4 (Im A")2

R:‘ 2_‘A—iImA’

T A+ iIm A
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(3.281)

(3.282)

(3.283)

(3.284)

(3.285)

(3.286)

(3.287)

(3.288)

(3.289)



2. |E — V| > mc?: A ist reell. Es folgt

oo (ACAN A 244 4 (AP
T O\A+A) T AT 244 + (A2
A 4A 4AA

T = _ =
A (At A)2 ~ A1 244 1 (A2

so dass R+ T =1 gilt, wie erwartet.

Solange V, < 2mc? ist, ergibt sich kein ungewthnliches Verhalten:

A

I ey

(3.290)

(3.291)

0 : >
ﬂ”iCZ mc? lF‘/O E
NN —
keine einlaufende
Welle
E A
mc2+W
— —— T —— ——— ~—»
-— — — —
mc?
0 >
z
-mc?

Das Klein-Paradozon tritt auf, wenn die Stufe héher ist als die zweifache Ruheenergie: Vo > 2mc?.
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mc? Vo -mc?

Im Energieintervall me?> < E < Vo — mc? finden wir R > 1 und T < 0. Wenn wir die Definitionen (3.287)
und (3.288) von R und T betrachten, sehen wir, dass einerseits |jr| > jin gilt und andererseits der transmittierte
Strom jr in die umgekehrte Richtung fliefit. Weiterhin finden wir |A’| > 1, d. h. die transmittierten Teilchen haben
ein hohes Gewicht von Zustédnden unterhalb der Energieliicke. Der Effekt beruht auf Tunneln von Zustinden
oberhalb der Liicke in Zusténde unterhalb der Liicke.

E A
mc?+V)
(‘W\/‘\
—_ — — —  ~~YSs || -——— —— —
mc?
0 >
z
_mCZ

Deren Strom ,,zdhlt aber negativ®. Das liegt daran, dass ihre Geschwindigkeit antiparallel zu k ist. Schon in der
Klein-Gordon-Theorie hatte es sich angeboten, Zustdnden unterhalb der Energieliicke stattdessen die entgegenge-
setzte Ladung zuzuordnen. In demselben Sinne kénnen wir sagen, dass an der Stufe zusétzliche Paare von Teilchen
mit den Ladungen +¢ erzeugt werden, so dass die Teilchen der Ladung —q nach rechts laufen und die mit der
Ladung ¢ nach links, zusétzlich zu den reflektierten einlaufenden Teilchen. Die Interpretation der zusédtzlichen
Teilchen mit Ladungen +¢ als Teilchen-Antiteilchen-Paare ist naheliegend. Diese Idee werden wir im néchsten
Abschnitt weiter verfolgen.
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Dies ergibt eine plausible Deutung der Ergebnisse R > 1 und 7' < 0. Es sei daran erinnert, dass wir stationére
Zusténde fester Energie F betrachten. Dennoch stellt sich die Frage, wie es sein kann, dass der reflektierte Strahl
eine hohere Intensitidt hat als der einlaufende Strahl (R > 1). Die Antwort ist, dass der Energiestrom im Bereich
IT negativ ist — die zusétzliche Energie lduft von rechts ein. Damit ist die gefundene Losung zwar ein sinnvoller
stationdrer Zustand, passt im Klein-Regime aber nicht zur Aufgabe, ausschliefllich von links einlaufende Teilchen
zu betrachten.

Wir probieren noch einen anderen Ansatz, der im Bereit II eine positive Geschwindigkeit und damit nach
rechts laufende Energie annimmt. Dazu schreiben wir

Yi(z) = (A%) et 47 (_Q%) e ke (3.292)

mit
K= %\/EQ sy (3.293)
E —mc? hck
A= hek B +mc2 (3.294)
und
Yu(z) =t (AT’>|T)) ek (3.295)
mit
1
K = %\/(E — V)2 — m2ct, (3.296)
E —Vy —mc? hck’
r _
A = el o (3.297)

Der wesentlichen Unterschiede sind der Faktor e~ anstelle von ¢*'# und der damit einhergehende Vorzeichen-
wechsel von A’ zu —A” in Gl. (3.295). Die Anderung sollte die Koeffizienten in der Losung dndern, die wir daher

mit 7 und ¢ bezeichnen. Aus v1(0) = ¢11(0) folgt

1+7=1t AN A—-Ar=-At (3.298)
. A+ A - 2A
= F=i—4 N i=0 (3.299)
Im Bereich I gilt weiterhin ji, = 2cA und jr = —2cA#*7. Im Bereich II betriagt der Strom
0 0 1 0 1
s e 0 0 0 -1 0o |_ N
jr = ct*t(1,0,—(A")*,0) 1 0 0 0 | = 2eRe(A) (3.300)
0 -1 0 0 0
Damit ist
R = _]JR — 7, (3.301)



. ' Re (A") 1
oo dr_ Re()rt
Jin A
Wir unterscheiden wieder zwei Fille:
1. |E — Vo| < mc?: A’ ist rein imaginér, also ist T = 0 und

2
=1

A+
R‘+

B > JA+ilmA
A=A

| A—iIm A’

2. |E — V| > mc?: A ist reell. Es folgt

(AT AN A2 4244+ (A)?
T O\A-A) T A2 AN+ (A)
7 A 4A —4AA

R

A (A—AN2 ~ A2 244 + (A

Offensichtlich folgt wieder R+ T = 1.

Beachte, dass der Reflexionskoeffizient mit der alten Losung geméf

R:

Mol

zusammenhéngt. Damit erhalten wir sofort, fiir Vo > 2mc=:

A

(e}
el
3
R
-+
=

(3.302)

(3.303)

(3.304)

(3.305)

(3.306)

Der alternative Ansatz ergibt also im Regime des Klein-Paradoxons, mc? < E < Vy — mc?, Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten zwischen 0 und 1, dafiir aber im eigentlich harmlosen Regime mit der Energie oberhalb
der Stufe, E > mc® + Vp, anomale Werte R > 1 und 7' < 0. Im Klein-Regime beschreiben wir jetzt wirklich
Teilchen, die aus Zustdnden oberhalb der Energieliicke im Bereich I in Zusténde unterhalb der Energieliicke im
Bereich IT tunneln. Das ist natiirlich nur moglich, wenn diese unbesetzt sind (s. u.). Insgesamt kénnen wir fiir alle
Falle verniinftige Reflexions- und Transmissionskoeffizienten finden, nur nicht immer mit demselben Ansatz. Das

Interband-Tunneln ist interessant, aber nicht paradox.

3.3.7 Lochertheorie

Die Dispersion freier Dirac-Teilchen ist, wie wir gesehen haben,

E = £/ h%c?k?2 + m2ct.
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Damit leidet die Dirac-Theorie, wie die Klein-Gordon-Theorie, unter dem Problem, dass das Spektrum nach unten
unbeschrinkt ist. Fiir die freie Theorie ist dies noch harmlos, da keine Ubergiinge zwischen Einteilchenzustéinden
stattfinden konnen. Koppeln wir aber die Teilchen an das elektromagnetische Feld, so kénnen sie beliebig viel
Energie abstrahlen und ihre Energie divergiert dabei nach —oo. Genauer miissen wir zwei Prozesse unterscheiden:
1. Teilchen auf dem oberen Ast der Dispersion kénnen unter Emission von (mindestens) zwei Photonen auf den
unteren Ast wechseln. Zwei Photonen sind erforderlich, weil eines nicht sowohl die Energiedifferenz als auch die
Impulsdifferenz aufnehmen kann.

E

2. Teilchen auf dem unteren Ast (oder Teilchen auf dem oberen Ast, die dort bleiben) kénnen nicht allein durch
Emission von Photonen relaxieren, da Energie und Impuls dabei nicht simultan erhalten werden kénnen. Es ist die
Absorption eines Photons oder die Beteiligung mehrere Dirac-Teilchen notwendig. Die Abstrahlung von unendlich
viel Energie, die mit der Relaxation zu £ — —oo einhergehen miisste, wird nicht beobachtet.

Dirac hat die Lichertheorie formuliert, um dieses Problem zu beheben: Im Vakuum sind die Zusténde negativer
Energie nicht, wie man zunéichst denken wiirde, unbesetzt, sondern sie sind alle besetzt. Sie spielen also eine
ghnliche Rolle wie der Fermi-See in Festkorpern. Aufgrund des Pauli-Prinzips kénnen sie nicht mehrfach besetzt
werden. Ein zusétzlich eingefiihrtes Elektron hat daher notwendigerweise positive Energie E > mc?. Dirac musste
Folgendes postulieren:

1. Das Fermi-Gas von besetzten Zustidnden, also das Vakuum, hat keine elektromagnetische Wirkung, obwohl
seine Ladungsdichte unendlich grof ist.

2. Das Vakuum hat keine gravitative Wirkung, obwohl seine Energiedichte unendlich grof ist.
3. Die negativ divergente Energie des Vakuums kann als Nullpunkt der Energieskala gewahlt werden.

Wie in Abschnitt 2.4.2 diskutiert, kostet dann die Entfernung eines Teilchens negativer Energie —v/h2c2k? + m2c?
die positive Energie v/h2c2k? + m2ct. Ein fehlendes Teilchen nennt man, wie in der Halbleiterphysik, ein Loch. Ein
Loch tragt die entgegengesetzte Ladung —q. Die Betrachtung von Wellenpaketen aus Zustédnden negativer Energie
zeigt, dass man die Dynamik in der Tat unter der Annahme der Ladung —¢ und der Dispersion y/p2c? + m2c?*
verstehen kann. Die triage Masse der Locher ist positiv und gleich der trdgen Masse der Teilchen.

Die Identifikation der Locher mit Antiteilchen liegt nahe. Damit kann man nun im Prinzip die Paarerzeugung
beschreiben: Ein Teilchen wird aus einem Zustand negativer Energie in einen Zustand positiver Energie angehoben
und ldsst ein Loch (Antiteilchen) zuriick. Entsprechend kann man die Paarvernichtung durch den umgekehrten
Prozess beschreiben.
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Paarerzeugung Paarvernichtung

Die Lochertheorie ist jedoch aus mehreren Griinden problematisch:

e Die Begriffe des Vakuums, der Paarerzeugung und -vernichtung und des Pauli-Prinzips sind samtlich nur
im Rahmen einer Mehrteilchentheorie sinnvoll. Die Lochertheorie ist also als Interpretation der Einteilchen-
Dirac-Theorie inkonsistent.

e Zwar sind die Voraussagen der Theorie symmetrisch fiir Teilchen und Antiteilchen, aber die Formulierung
ist asymmetrisch (unendlich viele Teilchen im Vakuum, aber keine Antiteilchen).

e Die Lochertheorie muss annehmen, dass eine unendliche Dichte von massiven, geladenen Teilchen keine
beobachtbaren Konsequenzen hat.

Diese Probleme lassen sich im Rahmen der Mehrteilchentheorie beheben. Die Anwendung der Methoden aus
Kap. 2, insbesondere der Zweiten Quantisierung, fithrt auf eine konsistente Dirac-Feldtheorie. Diese wird in der
Vorlesung Quantenfeldtheorie besprochen. Siehe auch das Skript zur Vorlesung Vielteilchentheorie.

3.4 Nichtrelativistischer Grenzfall und relativistische Korrekturen

Die Dirac-Gleichung und die nichtrelativistische Schrodinger-Gleichung scheinen sehr verschieden zu sein. Den-
noch sollte sich die nichtrelativistische Quantentheorie als Grenzfall der Dirac-Theorie ergeben, wenn die Teil-
chengeschwindigkeit klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢ ist. In diesem Abschnitt untersuchen wir diesen
Grenzfall und werden dabei auch herausfinden, was mit dem Teilchen-Spin geschieht. Wir betrachten auch die
fiihrenden Korrekturen zur Schrédinger-Theorie, wenn relativistische Effekte nicht ganz vernachlissigt werden
konnen. Dies ist z. B. in der Festkorperphysik wichtig.

3.4.1 Grofle und kleine Komponenten, Pauli-Theorie

Wir gehen von der Hamiltonschen Formulierung der Dirac-Theorie fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld
aus, siehe Gl. (3.249):
. oY

ih e = Hi = [ca- (p— T A) + g0+ fme? |y (3.308)

mit 5
p=-V. (3.309)
)

Wir suchen stationédre Zustédnde und schreiben ¢ und H wieder in Blockform,

r _ o(r) o iBt/
¥(r,t) (x(r)) EBt/R, (3.310)

H = ¢ (2 ‘5) . (p _ %A) +q¢ + <]B2 _?12> me2. (3.311)
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Dann lautet die Eigenwertgleichung fiir die Energie, also die zeitunabhéngige Dirac-Gleichung,

c (p _ %A) : (Z;) + o <§> +me? <—pr> —E <§> : (3.312)

Dies ergibt zwei gekoppelte Gleichungen fiir die Zweierspinoren ¢(r), x(r):

c(p—%A)'UX = (E - q¢—mc?) o, (3.313)
C(p—%A)~U(p = (E—qp+mc?) . (3.314)

Wir 16sen die zweite Gleichung nach x auf,

1 q
= - = A) . . 3.315

X E—q¢+m026(p c 7Y ( )

Soweit ist alles exakt. Wir betrachten nun den Fall E > 0 (E < 0 ist analog). Im nichtrelativistischen Grenzfall

ist die Geschwindigkeit klein, v <« c¢. Noch allgemeiner definieren wir den nichtrelativistischen Grenzfall dadurch,
dass die Ruheenergie mc? grof im Vergleich zu allen anderen Energieskalen ist. Dann ist E ~ mc? und es folgt

E — q¢ + mc* = 2mc? (3.316)
und ) 1
~ A o= _94).
X¥ome € (p c A) 7Y ome (p c A) 7 (3.317)

Eine Abschitzung fiir die Geschwindigkeit erhalten wir aus dem klassischen Grenzfall:

2
o _ OHuas _ 3[\/<p_‘clA) 2 + m2et + q¢

op op
_ (p-2A)c  (p-fA)F L(p-2a) (3.318)
\/(p — 1A)%2 4 m2ct me? " c/ |

Damit sehen wir, dass x relativ zu ¢ um einen Faktor der Groflenordnung v/c < 1 kleiner ist. Man nennt daher
o die groffe und x die kleine Komponente von 9 fiir den Fall E > 0. Wir schreiben

1 q v?
~ - (p_1 A) : (9(*). 3.319
X 2me <p c TPt c? ( )
Einsetzen in die Gleichung (3.313) fiir die grofie Komponente ergibt
1 q q v 2
—<p77A>~a'(pffA)~o'<p+O(—)%(E—ngfmc)cp. (3.320)
2m c c c3

In fithrender Ordnung in v/c erhalten wir damit die Pauli-Gleichung

Hpaui ¢(r) = (E — mc?) p(r) (3.321)
mit )
e (s_4 ) _ 4 )
Hpaui = 5 (p . A) o (p . A) o+ qop. (3.322)

Dieser Hamiltonian sieht des nichtrelativistischen Version schon recht dhnlich, aber die Pauli-Spin-Matrizen stéren
noch. Wir verwenden die Identitat

3
(a-o)(b-o) = Z A Ombnoy, = Z ambnOmon = Z Ambm

m

TmOm + § AmbnOmoy
m,n=1 _V]l m.n
=2 m¥#n
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= E Ambmla + E Crmbn, €mnp 10p
m m,n,p

= a-b+i(axb)-o. (3.323)

Im ersten Term in der letzten Zeile ist eine Einheitsmatrix 15 impliziert. Damit ist

1 2 ]
o = (o 18) 4 [0 24) (o 4) oo
2m c 2m c c
1 q,\* g
= —=A) — — A+A .
Qm(p c ) 2mc(p>< + xp) o +a9
1 2 i h h h
- —(p—gA) - f(VXA)—/z}//V-F;}//V o+ qd
2m c 2me | 1
1 q 2 qh
- _IA)y -2 RB. . 3.324
2m (p c ) 2me o +a ( )
Betrachten wir speziell ein Elektron, so ist
1 2 h
Hpuii =5 — (p+5A) + =B o —co. (3.325)
2me c 2mec

Offenbar tritt ein Zeeman-Term proportional zu B-S =B - %0' auf. Wir fithren das magnetische Moment p, ein
durch

eh
= — . B . 2
omec . C He (3.326)
mit A hS S
e e e
Hre =  2mec 7= M S=-2 o2mec h 2 n (3.327)

und dem Bohrschen Magneton, in Gaufschen Einheiten,

eh
= . 3.328
Hp =g (3.328)
Durch Vergleich mit der allgemeinen Beziehung
J
p=tgup ¢ (3.329)

(das Vorzeichen hingt vom Vorzeichen der Ladung des Teilchens ab) finden wir, dass der Landé-Faktor des
Elektronenspins

g=2 (3.330)

betrdgt. Die Kopplung an das elektromagnetische Feld fithrt zu einer kleinen Korrektur, die im Rahmen der
QED berechnet werden kann. Mit dieser Korrektur ist g = 2,0023. Zur Erinnerung: Fiir die Bahnbewegung eines

Elektrons findet man L
C L=—up = (3.331)

Ko = 72mec
also den Landé-Faktor g = 1. Wir erhalten folgende Resultate:
e Das Elektron hat auch im nichtrelativistischen Grenzfall einen Eigendrehimpuls (Spin) S = 1/2.

e Dieser ist mit einem magnetischen Moment verbunden, das doppelt so grof} ist, wie fiir Bahndrehimpulse.

89



3.4.2 Relativistische Korrekturen, Spin-Bahn-Kopplung

Bewegt sich ein Teilchen ,nicht ganz so langsam®, miissen wir {iber die Pauli-Gleichung hinaus die ersten Korrek-
turen in v/c bzw. 1/m beriicksichtigen. Die bei der Herleitung der Pauli-Gleichung verwendete Methode lisst sich
nicht leicht auf hohere Ordnungen verallgemeinern. Eine Schwierigkeit beruht auf dem Term ¢(r,¢) im Nenner
von Gl. (3.315), der nicht mit p kommutiert. Stattdessen verwendet man die sogenannte Foldy- Wouthuysen-
Transformation. Die Idee ist die folgende: Wir suchen eine evtl. zeitabhéngige unitére Transformation

U = e (3.332)

(S ist hermitesch), die die grofien und kleinen Komponenten in
/ .
W = (i,) = 'S qp (3.333)

bis zu einer gewiinschten Ordnung in 1/m entkoppelt. Die Entkopplung bedeutet, dass die transformierte Glei-
chung fiir ¢’ bis zu dieser Ordnung keine Terme enthilt, die ¢’ und x’ verkniipfen. Bis zu dieser Ordnung haben
wir damit unabhéngige Gleichungen fiir die Zweierspinoren ¢’ (wichtig fiir positive Energien) und x’ (wichtig fiir
negative Energien).

Die Entwicklung in 1/m oder dquivalent in 1/mc? ist mathematisch sauberer als die in v/c, da mc? ein
Parameter der Theorie ist, wéhrend wir v als Erwartungswert oder Operator ansehen miissen. Die Bedingung,
dass 1/mc? klein sein soll, bedeutet dabei, dass alle anderen Beitriige zur Energie klein gegeniiber der Ruheenergie
mc? sein sollen, was offensichtlich den nichtrelativistischen Grenzfall ergibt.

Aus der Dirac-Gleichung erhalten wir

-8¢'_-8¢s_-8is is . OV

ih % zh&e w—zFL(ate Y+e zha

——

= Hy

— Zh (8 eiS) e—is,(/}/ + eiSHe—iS,(/)/
ot
= —ihe™ (gt e—is) W+ S He Sy = Hy (3.334)
Der transformierte Dirac-Hamiltonian lautet daher

H' = ¢ (H —ih gt) e 9, (3.335)

Der ungewohnte zweite Term mit 9/0t erscheint, weil S zeitabhéngig sein kann. Es soll also ein S gefunden
werden, so dass in H' alle Terme bis zu einer gewissen Ordnung in 1/mc? verschwinden, die grofie und kleine
Komponenten koppeln. Wir geben hier nur die wesentlichen Ergebnisse an:

Fordern wir die Entkopplung bis zur Ordnung 1/mc?, so erhalten wir wieder den Pauli-Hamiltonian Hp,;
fiir die groBen Komponenten. Fordern wir dagegen die Entkopplung bis zur Ordnung (1/mc?)3, so erhalten wir
fiir die grofien Komponenten die transformierte Gleichung (wir lassen jetzt die Striche an H’ und ¢’ weg)

Hp=(E—mc?)p (3.336)
mit
1 2 h
H = —(p—gA) - B.-o+q¢
2m c 2mc
Hpauli
1 q \* qh? qh gh?> 0B
R —7A) - V-E - E x p)- e . (3337
8m3c2 (p c 8m2c2 4m?2c2 ( p)-o+ ‘sm2e ot 7 ( )
—_———
Korrektur zur Darwin-Term Spin-Bahn-Kopplung Korrektur zur Zeeman-Energie

kinetischen Energie
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Wir machen einige Bemerkungen zu den neuen Termen: Die Korrektur zur kinetischen Energie ist negativ, sie
reduziert also die kinetische Energie. IThr Ursprung ist einfach zu verstehen: Die wahre Dispersion wird durch
die Einsteinsche Energie-Impuls-Beziehung gegeben und ist damit hyperbolisch und nicht parabolisch. Der Kor-
rekturterm ist der zweite Term in einer Taylor-Entwicklung der Energie-Impuls-Beziehung in p — (¢/c¢) A. Den
Darwin-Term kann man als Korrektur zur potentiellen Energie interpretieren. Er enthélt

V-E = -V?¢ = 4np, (3.338)

wobei p die Ladungsdichte ist, von der E erzeugt wird, nicht die Ladungsdichte q|¢)|? des betrachteten Dirac-
Teilchens. Speziell in Atomen wird dieser Term nur fiir s-Orbitale relevant sein, da p(r) ~ Zed(r) und nur
s-Orbitale eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Kernort r = 0 haben. Der letzte Term in Gl. (3.337)
verschwindet offensichtlich fiir statische Felder. Mit Hilfe des Faraday-Gesetzes V x E = —(1/c) 0B/0t kénnen
wir ihn auch schreiben als
gh?
' 8m2e

In dieser Form kann man ihn mit dem sehr #hnlichen Spin-Bahn-Kopplungsterm zusammenfassen. Fiir beliebige
elektromagnetische Felder ist nur die Summe beider Terme hermitesch. Wir betrachten im Folgenden aber nur
statische Felder.

Die Spin-Bahn-Kopplung ist i. A. die wichtigste Korrektur. Wir kénnen sie fiir ein zeitunabhéngiges Vektor-
potential A schreiben als

(VxE)-o. (3.339)

qh
Hsg = T2 (Exp)-o A=0
—+i(v¢x ) = L(VV X p) (3.340)
T 4m2e? P)T = e P} '

wobei V' = g¢ das lokale Potential ist. Speziell fiir Zentralpotential gilt

dp r
_dor 341
V=" (3.341)
also ho1d 1d
Hop— - 140 hyoo 4 140y g (3.342)

T dm2e v dr T 2m2e v dr
Wir finden also eine L - S-Kopplung, wie sie aus der Atomphysik bekannt ist. Beachte, dass der Vorfaktor stark
r-abhéngig ist. Fiir das Coulomb-Potential ¢ ~ 1/r ist
1 do 1
ot Al 3.343
rdr 73 ( )
Wegen Hsp kommutieren weder L noch S mit dem Hamiltonian, also sind L und S keine Erhaltungsgréfien. Hpaui
fiir ein Zentralpotential und B = 0 kommutiert hingegen mit L und S. Die Verletzung der separaten Erhaltung
von L und S ist also ein relativistischer Effekt.
Jedoch gilt fiir den Gesamtdrehimpuls J =L+ S:

LS| = [J, ‘MZ_SQ] - % 3,32 - % L1 — 78,82 = 0 (3.344)

1
2 2
= [J,Hgp] =0. (3.345)

(Bei der letzten Folgerung haben wir verwendet, dass der Vorfaktor in Hgg nur vom Abstand r abhingt und
daher mit L und J kommutiert.) Der Gesamtdrehimpuls J ist also im Zentralpotential auch in Anwesenheit von
Spin-Bahn-Kopplung erhalten.
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3.4.3 Feinstruktur des Spektrums des Wasserstoffatoms

Eine wichtige Konsequenz der Spin-Bahn-Kopplung ist die Aufhebung von Entartungen im Energiespektrum von
Atomen und Ionen. Dies ist die sogenannte Feinstrukturaufspaltung. Wir konnten sie ausgehend vom genéherten
Hamiltonian mit relativistischen Korrekturen aus dem vorigen Abschnitt diskutieren. Jedoch ist dies fiir wasser-
stoffihnliche Systeme unnétig, da sich die Dirac-Gleichung fiir ein Elektron im Coulomb-Potential exakt 16sen
lasst. Die Vorgehensweise ist dhnlich zur Losung des Wasserstoffproblems in der Schrodinger-Quantenmechanik.
Wir geben hier nur das Ergebnis fiir die Energieeigenwerte an.

Der Hamiltonian lautet, jetzt in SI-Einheiten,

Ze? 1
H=ca p—ep(r)+ Pmec* =ca-p— 4:60 . + Bmec?, (3.346)
wobei Z die Kernladungszahl ist. Die Eigenenergien sind
—-1/2
Z2 2
Enj=mec 1+ “ . : (3.347)
[n—(j+1/2)+ /(i +1/2)? — 2202 ]

wobei n = 1,2,... die Hauptquantenzahl und j = 1/2,3/2, ... die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses ist. Nach
den iiblichen Regeln fiir die Kombination von Drehimpulsen ist

fiir [ = 0,
j= ) (3.348)
ldg firl=12...,

wobei [ die Quantenzahl des Bahndrehimpulses und 1/2 die Quantenzahl des Elektronenspins ist. Die Zustéinde
werden durch nl; bezeichnet, wobei [ = 0,1,2,... durch den Buchstaben s, p, d, f, g, h, ... ersetzt wird.
e 11
T dmeg he 137

(3.349)

ist die Feinstrukturkonstante in SI-Einheiten (jetzt wird klar, wieso sie so genannt wird!). Beachte, dass in E,, ;
nur die Kombination Z« auftritt. Da

1
Zoo~ = (3.350)

C

ist, entsprechen kleine Zo dem nichtrelativistischen Grenzfall. Entwicklung von E,, ; in Zo ergibt

meZ2%et 1 mec? 1 3
B, m— et L M g L 50} 3.351
nog = e (47eg)2h2 n? 2 “ (j+1/2)n®  4nt ( )
—_——
nichtrelativistischer

fiihrende relativistische

Limes Korrekturen

Die Feinstrukturaufspaltung ist offenbar am grofiten, wenn n und j moglichst klein sind. Fiir n = 1 gibt es
aber keine Aufspaltung, da ! dann auf den Wert Null und j daher auf den Wert j = 1/2 beschrinkt ist. Die
grofite Aufspaltung tritt also zwischen (2s1/9,2p;/2) einerseits und 2ps,/, andererseits auf. Im Wasserstoffatom
betragt diese Aufspaltung ungefdhr 0,1 meV. Dies entspricht einer Temperatur von T' =~ 1 K und ist somit fiir die
makroskopischen Eigenschaften von Wasserstoff unerheblich. Die Aufspaltung ist spektroskopisch aber leicht nach-
weisbar. 2sq /5 und 2p, /5 sind in der Dirac-Theorie noch entartet (gleiches n und j). Diese Entartung wird durch
die Wechselwirkung mit dem dynamischen elektromagnetischen Feld aufgehoben (Lamb-Shift, wird im Rahmen
der QED berechnet) und auch durch die Hyperfeinwechselwirkung mit dem Kern aufgrund der unterschiedlichen
Aufenthaltswahrscheinlich am Kernort fiir die 2s- und 2p-Orbitale.

Die Aufspaltung wiichst offenbar mit der Kernladungszahl stark an, némlich in fithrender Ordnung wie Z*.
Dies kann man so deuten, dass die typische Geschwindigkeit der Elektronen in inneren Schalen in dem tiefen
Potentialtopf fiir groe Z sehr grofl wird. (Der Virialsatz zeigt, dass in der klassischen Mechanik die kinetische
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und die potentielle Energie von gebundenen Systemen betragsméfig von derselben Groflenordnung sind.) Daher
werden relativistische Effekte wichtiger. Noch eine Bemerkung zum exakten Ausdruck (3.347): Das Ergebnis kann
nicht stimmen, wenn Za > 1 wird, da dann fiir den kleinsten Wert von j, ndmlich %, der Radikand

2
(j T %) —Z2%=1-72a%<0 (3.352)
wire. E, 1/, wiirde dann komplex, was fiir den Eigenwert eines hermiteschen Operators nicht stimmen kann.
In der hier nicht gezeigten Herleitung wird aber Za < 1 angenommen. Fiir Za > 1, also Z > 137, kann man
das Problem auch l6sen, nur braucht man weitere Uberlegungen. Physikalisch passiert fiir Z > 137 Folgendes:
Der am stérksten gebundene 1s;,,-Zustand hat eine Bindungsenergie, die grofier als 2mec? ist. Der Zustand
ist somit resonant mit dem Kontinuum von Zusténden negativer Energie (,,Positronen®). Ein unbesetzter 1s; /2"
Zustand wiirde sich daher sofort mit einem Elektron aus dem Kontinuum fiillen, wobei im Kontinuum ein Loch
(Positron) zuriickbleibt. Mit anderen Worten, die Bindungsenergie ist groBer als 2m.c?, daher wird spontan ein
Elektron-Positron-Paar erzeugt und das Elektron gebunden. Das Positron ist frei.

E
e -Kontinuum
m,c%
0 —
1s,,-Resonanz
-m,c2- - -
o —@— e*-Kontinuum

Bisher wurden keine Kerne mit Ladungszahlen Z > 137 hergestellt. Derselbe physikalische Effekt tritt jedoch
auch in Halbleitern auf, wenn die Bindungsenergie eines Donators gréfier ist als die Bandliicke.

3.5 Graphen

Als Beispiel dafiir, dass Dirac-Teilchen im vielleicht unerwarteten Kontext der Festkorperphysik auftreten kénnen,
betrachten wir hier die elektronische Struktur von Graphen. Es stellt sich heraus, dass die Elektronen in Graphen
bei niedrigen Anregungsenergien, d. h. nah an der Fermi-Energie, wie masselose relativistische Teilchen verhalten.

Graphen besteht aus einer Lage von Kohlenstoffatomen, die ein Honigwabengitter bilden. In Graphit sind
solche Schichten aufeinander gestapelt. Dieses ist ein Dreiecksgitter mit einer zweiatomigen Basis.




Die C-Atome bilden o-Bindungen zwischen sp?-Hybridorbitalen aus. Die bindenden Molekiilorbitale sind alle
besetzt, die antibindenden unbesetzt. Diese Orbitale spielen keine Rolle fiir die elektronischen Eigenschaften bei
niedrigen Energien (nahe der Fermi-Energie). Drei der vier Valenzelektronen des Kohlenstoffs besetzen diese Mo-
lekiilorbitale. Jedes C-Atom hat noch ein p,-Orbital, das senkrecht zur Graphen-Ebene steht, mit im Mittel einem
Elektron. Diese p,-Orbitale hybridisieren miteinander in Form von m-Bindungen und bilden ein halb besetztes
Energieband.

Eine verniinftige Néherung beriicksichtigt nur das Hiipfen von Elektronen zwischen néchsten Nachbarn. Wir
schreiben den Hamiltonian fiir diese Elektronen in zweiter Quantisierung:

H= —tz (CLRUCBRU + c]LqRacB,R,aQ)(7 + CLRUCB’R,al,U) +H.c., (3.353)
Ro

wobei sich A und B auf die beiden Basisatome beziehen und ,,H.c.“ fiir Hermitian conjugate steht.
Um die Eigenenergien aus Gl. (3.353) zu erhalten, fiihren wir eine Fourier-Transformation durch,

2 .
CARc =\ g e R Ao, (3.354)
— . 2 ik-(R+6)
CBRo — N zk: € CBko (3.355)

wobei N — oo die Zahl der C-Atome und N/2 somit die Zahl der Einheitszellen ist. d is der Vektor vom Atom
A zum Atom B in derselben Einheitszelle, siehe Skizze. Wir erhalten

2 ) 3 /. : /_ . . ,4 _
H= _tﬁk%: %: [e ik-R (ezk (R+8) 4 ik (R+0-a2) | ik/-(R+5 al)) chkchk/a
N Nea

n (e—ik-(R+5) 1 ek (Rtd-ay) +e—ik-(R+5—a1)) oK R }

CBkoCAK o
_ _tz [(eik.a 4k (6-a) eik~(5—a1)) CQkUCBka
k,o

n (e_iké 4 ek (d—az) | e_ik'(a_al)) CTBkaCAkU:|

_ 7tz {(eik.él 4 oikds 6ik.63) CLkUCBko I (eﬂ'k.al 4 eikedz | e—ik.ag) Cji’koCAkU} (3.356)
k,o

mit den Néichste-Nachbar-Vektoren

6, =90, (3.357)
62 =0 — ag, (3358)
63 =0 - aj. (3359)

Den Hamiltonian kann man kompakt schreiben als

H =" (e chiieo) H (K) (”“‘") (3.360)

C
ko Bko

mit

R ik-81 ik-8o ik-03
( 0 eko1 4 el 4 ¢ ) . (3.361)

H(k) = —t e—iked1 | o—ikiby | ik 0

Nun kénnen wir die Eigenwerte leicht bestimmen:

E — :l:t \/(e—ik~61 + e—ik~62 + e—ik~63) (eik-51 + eik-52 + eik-ég)

=+t /3 +2cosk- (02 — ;) + 2cosk - (03 — 82) + 2cosk - (8, — d3)
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3k 3k
=4t \/3—1—4005 5 €O \/_2 Y 4+ 2cosV3k,. (3.362)

Die beiden Béander sind hier skizziert:

ke

Wir finden Bandberiihrungen in Form von Doppelkegeln (,, Dirac-Kegeln“). Diese Dispersion erinnert bereits
an masselose Dirac-Teilchen. Die Brillouin-Zone ist ein Sechseck mit diesen Dirac-Punkten an den Ecken, also
erhalten wir zwei indquivalente Dirac-Kegel pro Brillouin-Zone. Wir konnen z. B. die Kegel an den Punkten K
und K’ wihlen.

Linearisiert man die Dispersion in der Néhe der Dirac-Punkte v = 1,2, so kann man mit

o kg firv=1,
q:=k-— { ke fir v =2 (3.363)
und 3
E4 = 54 (3.364)
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den Hamiltonian nédherungsweise schreiben als

H=3" Eq () qptrrar = qolrar) - (3.365)

v,q,0

Das hochgestellte 4+ im Subskript bezeichnet das Band positiver/negativer Energie.

Die Dispersion der Elektronen in Graphen bei niedrigen Energien ist also linear, &hnlich der von Dirac-
Fermionen im Limes m = 0. Handelt es sich nur um eine oberflachliche Analogie oder gilt sie tiefer, auf der Ebene
der Hamiltonians? Um zu zeigen, dass letzteres der Fall ist, drehen wir die soeben ausgefiihrte Diagonalisierung
zuriick und schreiben

Cl1Aqo
2 C2Aqo
H =3 (clage: hage: iae lpgs) H(Q) CQBZU (3.366)
&7 C1Bqo
mit
0 0
- 0 0
H(q) =t 0 e*i(kK'JFQ)'Jl + e*i(kK'+Q)'52 + e*i(kKl+Q)'53
e—i(kk+q) 81 + e~ i(kk+q)-62 =+ e—i(kk+q)83 0
0 eilkx+a)-81 | pilki+a)-dz | pi(kx+aq)-ds
eilkr+a)81  pilkir+a)d2 4 ik +a)-8s 0
0 0
0 0
0 0 \ 0 , e — 2qy
~ g 0 , 0 , Gz + 50y 0
, 0 \ —5q: t 59y 0 0
_Elqgc 54y 0 0 0
0 0 0 Gz + iqy
_ 3 0 0 Gz — iqy 0 _ —ﬁt 0 Gz01 — qyO2
2 0 —e — iqy 0 0 2 —qz01 + qy02 0
—dx + iq,y 0 0 0

_3 0 —iO’l 0 iO’Q
B8 Ve (L0, 0 )al] (3307)

Also lautet der effektive (linearisierte) Hamiltonian fiir festen Spin in erster Quantisierung

T 3t 0 —’iOl 0 iUQ
H, = 57 {( ion 0 )per + ( —igy 0 )py] . (3.368)
Beachte, dass die beiden hier auftretenden Matrizen hermitesch sind und auflerdem die folgenden Eigenschaften

haben:
0 —iO’l 0 —iO’l . 0 iO’Q 0 ’iUg o ]].2 0
( ’iUl 0 ) ( i01 0 ) - ( —’iUQ 0 > < —iUg 0 ) o ( 0 ]].2 )’ (3369)
0 —iO'1 0 iUg 0 iO'Q 0 —idl o 0 0

(ial 0 ><—i02 0)*(—@ 0)(@01 0 )(0 0)' (3:370)

Also handelt es sich um eine Darstellung der Dirac-Matrizen o und . Damit kénnen wir schreiben

~ 3

t
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mit

o= <Z;> (3.372)

Abgesehen davon, dass wir es mit einem zweidimensionalen System zu tun haben, ist dieser Hamiltonian identisch
mit dem Dirac-Hamiltonian fiir

31
¢=5 5 =UF und m =0, (3.373)

also fiir ein masseloses Teilchen mit der (Fermi-) Geschwindigkeit vy = 3t/2h, die fiir Graphen deutlich kleiner
als die Lichtgeschwindigkeit ist. Beachte, dass hier der Index v = 1,2, der zwischen Dirac-Punkten K, K’ un-
terscheidet, an die Stelle des Spins tritt (,,Pseudo-Spin“). Der reale Spin ¢ trat in der gesamten Herleitung nur
als Zuschauer auf. Durch die beiden Einstellmoglichkeiten o = 1, ] verdoppelt sich die Zahl der Zustdnde noch
einmal.

Die interessanten elektronischen Eigenschaften von Graphen beruhen iiberwiegend auf dem oben hergeleiteten
Ergebnis, dass sich die Elektronen wie masselose relativistische Fermionen in zwei Raumdimensionen verhalten. So
ist ihre Geschwindigkeit bei niedrigen Energien konstant gleich vg, unabhéngig vom Impuls. Es liegt daher nahe,
dass die Transporteigenschaften, die ja auf offensichtlich auf der Bewegung der Elektronen beruhen, ungew6hnlich
sein werden. Dies wird z. Zt. intensiv im Hinblick auf Anwendungen in der Elektronik untersucht.

3.6 Relativistische Quantenmechanik fiir groflere Spins

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die relativistische Quantenmechanik fiir Teilchen mit groeren Spins anspre-
chen, konkret fiir die Spins S = 1 und 3/2. Dies ist ein schwieriges und noch nicht abgeschlossenes Feld. Der
Abschnitt ist als Ergénzung fiir an Elementarteilchen- und Feldtheorie sowie an der “metaphysikalischen” Frage
der Theorieentwicklung Interessierte gedacht.

Sinnvoll ist sicherlich zun&chst eine Unterscheidung zwischen Bosonen und Fermionen. Fiir Bosonen be-
schrinken wir uns hier auf massive Teilchen; die Quantentheorie des elektromagnetischen Eichfeldes, die auf
masselose Photonen fiihrt, wird in Kapitel 5 diskutiert. Im Folgenden liegt das Augenmerk nicht nur auf der
konkreten Beschreibung, sondern auch auf der ,,metaphysikalischen* Frage der Konstruktion plausibler Theorien
— welche Ideen kénnen uns bei der Theorieentwicklung leiten?

3.6.1 Spin-1-Bosonen und die Proca-Gleichung

Wir beginnen mit der Diskussion von Spin-1- (Vektor-) Bosonen, motiviert durch die W*- und Z°-Bosonen
und die Spin-1-Mesonen p, w usw. Es ist naheliegend, von der Klein-Gordon-Gleichung auszugehen und der
Wellenfunktion einen zusétzlichen Spin-Freiheitsgrad zu geben. Wir erwarten, dass dieser 25 + 1 = 3 Werte
annehmen kann. Demnach sollte die Wellenfunktion ein dreikomponentiger Vektor sein. Aber die Theorie soll
natiirlich kovariant formuliert werden, daher muss insbesondere die Wellenfunktion eine kovariante Grofie sein.
Die einfachste Moglichkeit, einen dreikomponentigen Vektor unterzubringen, verwendet einen Vierervektor (B*).
Also postulieren wir, im Sinne einer moglichst einfachen Verallgemeinerung der Klein-Gordon-Gleichung,

2.2
(aVa, + mh,f > B" =0. (3.374)
Aber (B*) enthiilt hier noch vier unabhiingige Komponenten statt drei. Wir benétigen eine kovariante, skalare
Nebenbedingung, die die Zahl der unabhéngigen Komponenten auf drei reduziert. Wie kénnte diese lauten? Wir
haben nur die drei Vektoren (z*), (0*) und (B*) zur Verfiigung, wobei der letztere komplex ist. (z*) sollte
nicht auftauchen, denn sonst wiirde die Bedingung vom Raumzeitpunkt abhéingen. Es bleiben zwei einfache
Moglichkeiten:

e B B! = const oder auch B, B" = const: Dies wiirde die Theorie nichtlinear machen. Eine so fundamentale
Anderung der Struktur der Theorie beim Ubergang von Spin 0 zu Spin 1 scheint implausibel.
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e 0,B" = const: Dies ist eine lineare Bedingung, die Theorie bleibt daher linear. Wir zeigen zunéchst, dass
die Konstante Null sein muss. Sei némlich J,B* = ® = const. Dann folgt aus der verallgemeinerten Klein-
Gordon-Gleichung (3.374), dass gilt

2.2
9, (a"ay + mh; ) Br=0 (3.375)
2.2

= 9"0,0,B" + - 0,B" =0 (3.376)

y m2c?
= 0"0,P + 2 d=0 (3.377)

=0
= d =0. (3.378)
Die resultierende Bedingung

0,B" =0 (3.379)

ist von derselben Form wie die Lorenz-Eichung fiir das Vektorpotential (A*). Wie dort beseitigt sie einen
unphysikalischen Freiheitsgrad in einer kovarianten Art und Weise. Hier ist es aber keine frei wahlbare
Eichung.

Wir miissen noch priifen, ob die Lorenz-Bedingung (3.379) mit der Klein-Gordon-Gleichung vereinbar ist:
Wenn die Klein-Gordon-Gleichung fiir drei der vier Komponenten von (B*) gilt und 0,B* = 0 ist, dann
muss die vierte Komponente so bestimmt werden koénnen, dass sie ebenfalls die Klein-Gordon-Gleichung
erfiillt. Wir zeigen nun, dass dies moglich ist. Es gelte also, mit (B*) = (B°, B),

m2c?

(8“@ + hQ) B=0 (rdumliche Komponenten) (3.380)

und 0, B* = 0 (alle Komponenten). Behauptung:
BY = fc/dtV ‘B (3.381)

erfiillt die Klein-Gordon-Gleichung und die Lorenz-Bedingung. Der Ansatz enthélt die Stammfunktion von
V-B.

Beweis: 1. Wir finden

10
5MBM:EEBO—FV-B:—V-B—%V-B:O. (3.382)

m2c? 0 1 02 5  m2c?
(a”au—f—hQ)B:—C(CQatZ—V"‘ h2 )/dtVB

1 2.2
z—ng~B+V~c/dt (VQ—mC)B

2. Auflerdem gilt

c Ot h?
=§%B
10 10
=—-—-V-B .- =B =0. .
- atV +V -y 0 (3.383)

O

Wir kénnen die Gleichung fiir (B*) noch etwas anders schreiben: Addition von —9”9,, B* = 0 zur Klein-Gordon-
Gleichung ergibt (mit u, v vertauscht)

m2c?

h2

0,(0"B” — 9" B") + BY =0. (3.384)
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Dies ist die sogenannten Proca-Gleichung, die also aus der Klein-Gordon-Gleichung fiir die Komponenten B* in
Konjunktion mit der Lorenz-Bedingung 9, B" = 0 folgt. Man kann leicht zeigen, dass der Umkehrschluss ebenfalls
gilt: 1. Aus der Proca-Gleichung folgt

m2c?

FLQ

Nun ist im ersten Term 9,0, symmetrisch in y, v, wihrend 0* B — 0" B* antisymmetrisch ist. Damit verschwindet
der Term aufgrund der implizierten Summe iiber u, v. Es folgt die Lorenz-Bedingung 0, B” = 0. 2. Einsetzen
dieser Lorenz-Bedingung in die Proca-Gleichung ergibt sofort die Klein-Gordon-Gleichung fiir B”.

Die Proca-Gleichung hat groBe Ahnlichkeit mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen: Mit der Definition
des ,, Feldstérketensors“

8,0,(0"B” — 8" B") +

8, B = 0. (3.385)

FIV .= 9rB” — 9" B* (3.386)

folgt namlich

m2c?

Oubp" = === B". (3.387)
Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten, zum Vergleich, 0, F'*" = 47” 77. Die Proca-Gleichung beschreibt
also in gewissem Sinne ein Feld, das seine eigene Quelle ist. Es sei angemerkt, dass die Proca-Theorie die kon-
zeptionellen Probleme der Klein-Gordon-Theorie erbt. Diese werden in der Vielteilchen- bzw. Quantenfeldtheorie
iiberwunden.

Abschlieflend wére es noch wiinschenswert, explizit zu zeigen, dass die beschriebenen Teilchen den Eigen-
drehimpuls S = 1 tragen. Die entsprechenden Argumente fiir die Dirac-Theorie kénnen wir aber nicht direkt
iibertragen, da kein Hamiltonian existiert (Gleichung zweiter Ordnung!). Um dennoch den Spin-Gehalt der Theo-
rie zu verstehen, betrachten wir ebene Wellen, die ja spezielle Losungen der Klein-Gordon- und Proca-Gleichungen
sind:

Bh

ew = bage ™0, (3.388)
wobei € = £ das Vorzeichen der Energie ist und o evtl. mehrere Losungen fiir denselben Wellenvektor k abzéhlt.
Dies ist nur eine Losung, wenn gilt

m2ct

k¢ = ewy := e/ k2c2 + 3 (3.389)
und
0uBhe, = —ikubl e ™ =0 (3.390)
= k. bh., = 0. (3.391)
Wir suchen orthogonale Losungen und wéhlen eine bestimmte Normierung:
:ka,,ungcr’ = b:ka,ubgka’ = —0oor- (3-392)

Das Minuszeichen sorgt dafiir, dass das Betragsquadrat eines rein rdumlichen Vektors positiv ist. Wir wéhlen
die Polarisationsvektoren (bt ) reell. Da sie orthogonal zueinander und zu (k") sein sollen, existieren nur drei
unabhéngige Vektoren. Wir wéhlen zwei davon transversal:

(Vo) = (0,8a0), 0 =1,2, (3.393)

wobel €1 L éco orthogonale (Dreier-) Einheitsvektoren sind und €.k1, €2 L k gilt. Dies ist soweit analog zu
elektromagnetischen Wellen. Nun haben wir aber zusétzlich eine longitudinale Mode:

hk  ehwy - N k k
b )= —, k itk:=—=—. 3.394
o) = (1o D26k) itk = (3.300)
Dieser Vierervektor erfiillt
ewk hk chwy »  ehwy ehwy
kb = — — —k- k= — k=0 3.395
H7ek3 c mc mc? mc? mc? ’ ( )



Il N (S h? 99 oo m2ct
beres ubiys = m2c2  m2ct T m2ct <k ¢ —kSe” - B2 ) =-L (3.396)

Wir fordern noch, dass die riumlichen Komponenten &1, €2 und (ehwy/mc?) k ein Rechtssystem bilden.
Wie in der Elektrodynamik konstruieren wir aus den beiden transversalen, linear polarisierten Moden zwei
zirkular polarisierte Moden:
b £ ibier
by = T (3.397)
und setzen
bl = blis. (3.398)

Wir unterdriicken jetzt die Indizes €, k. Die zirkularen Polarisationsvektoren erfiillen die Orthonormalitétsrela-
tionen

b bl = by bl = —1, (3.399)
1 . , .. . N

*:t,}l.bl;: = 5 (617“ F ’Lb27ﬂ)(blll + Zbg) = 75 (e1 F ’Leg) . (e1 + Zeg) = 71, (3400)

X 1 . . L. L

1ubh = > (b1, Fibo,,) (b} Fiby) = 3 (61 Fi62) - (61 Fi62) =0 (3.401)

und analog b%. Mbi = 0. Die tibrigen gemischten Skalarprodukte sind offensichtlich gleich Null. Nun definieren wir
die Vierertensoren (S% ) und (S% ,) mit den Komponenten

St = —h (B, — b)), (3.402)

St = —V2h(bLby, + bhbE ) (3.403)
und untersuchen deren Wirkung auf die Polarisationsvektoren. Mit Hilfe der Orthonormalistétsrelationen finden
wir

hby
.
St b = fh(bibiwbg — b’ibi,ybg’) =0. (3.405)

= +hbt, (3.404)

—Y—v

S = —R (VLYY b — b bY) = {

Die Polarisationsvektoren sind also Eigenvektoren von (S¥ ) zu den Eigenwerten £ und 0. Weiter gilt

S b = —V2R (Vb bL + BEDL L bL) = 0, (3.406)
S V% = —V2h (VL6 b + 0 b b4 ) = V2 i, (3.407)
——
=-1
Sh b = —V2h (VL b, by FBEbS bY) = V2R (3.408)
~——

=-1
Schliellich betrachten wir noch die Vertauschungsrelationen

sy, sk, — St S0, = V21 (b7, — b b" )(bbg, + bgbL ) — (Bibg , + bobs ) (B0, — b7 b )]

0YF,v 0%F,p
= V2R [FULY;, FUhbL ) = £hSY (3.409)
St 8P, =St St =2n% [(bby, + bbb, + oy ,) — (Bb, + bYW b, — bt )]
= 207 [<b BT, — Dbt +BIDE, o+ bbG ] = 20 SE . (3.410)

Die Tensoren erfiillen also die Kommutatorrelationen fiir Drehimpulse. Im Rahmen dieser Deutung sind die
Polarisationsvektoren (b%y ) und (b, ) Eigenvektoren und entsprechend die ebenen Wellen (B! ) und (B)

Eigenfunktionen zu den Eigenwerten £/ und 0 der Drehimpulskomponente in Richtung k. Wir deuten

(St St S )

By .
(8%,): 2 ’ 2i

(3.411)
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als Spin (-Operator) des Teilchens bzgl. der Quantisierungsachse ¢k. Da es drei Einstellmoglichkeiten gilt, ist die
Liénge des Spins dann offensichtlich S = 1. Man kann auch priifen, dass der quadrierte Spin-Operator S(S +
1)A%?1 = 2h2 1 ist (s.u.). Der Spin ist fiir freie Teilchen per Konstruktion erhalten. Daraus folgt aber noch nicht,
dass (S*,) wirklich einen Eigendrehimpuls représentiert. Dazu miissten wir zeigen, dass unter Wechselwirkungen
und Teilchenerzeugung und -vernichtung der Gesamtdrehimpuls einschlieflich der Spins (S¥,) aller beteiligten
Vektor-Bosonen erhalten ist. Dies erfordert sicherlich Zweite Quantisierung.

Mehr Intuition fiir den Spin von Vektor-Bosonen kénnen wir durch die Betrachtung einer speziellen Losung
erhalten. Konkret fiir eine ebene Welle positiver Energie (¢ = +) in z-Richtung haben wir k = 2 und wihlen
€1x1 = X und é;x2 = ¥y. Dann folgt fiir die linear polarisierten Moden

(bik1> (0’&) (0,1,0 O) (3.412)
(Ml y2) = (0,¥) = (0,0,1,0), (3.413)
(Vxs) = (ZZ hu;l;2> = (Zi,&& Z:;) (3.414)

(Phice) =

1 i
= [~ =+ ) 0 9 3415
( ) ( V2T V2 > (3.415)
hk k - hk hwy
(biko) < ’ 2 Z) = (7 01 0, 2) . (3416)
Die Spin-Operatoren lauten dann explizit

(S,g,u) = ( (b +k+ +k+ v bik_ :—k—))

00 0 0 0 0 0 0 00 0 0
Bl 0 1 —i 0 Bl 0 1 i 0 00 —i 0
=500 1 o] 3lo 10|70 0 0l (3.417)
00 0 O 0 0 00 00 0 0
(S%,) = \@h(b et U0 + Voblinsn))
0 00 0 0 Ik 4l
hk _ hwk
_ KA 0 0 mE | g 0 0 0 0
0 0 il 0 0 0 0
00 0 0 lMew gjlen g
k +ik 0
h? —k 0 0 wk/c
T me | Fik 0 0 +iw/c |’ (3.418)
0  wk/c Ziwg/c 0
0 E 0 0
hQ —k 0 0 wk/c
M —_
0 wg/e 0 0
0 0 k& 0
»l o0 0 o0 0
oy —
(Sk,) = mel =k 0 0w (3.420)
0 0 wg/e O

Man kann nachrechnen, dass die Kommutatorrelation erfiillt sind: S% ) Sp , — S S8, = ih S¥, usw. Fiir alle drei

Komponenten findet man aulerdem die Eigenwerte 0, 0, h, —h. Offenbar ist ein Eigenwert Null , {iberschiissig*“.
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Weitere Einsicht bietet der Operator S?, genauer

2K k7 2 g/ 2 0 hune/e

2, L B 0 mec* [k 0 0

(S #I/) = (Sg,psg,l/ + S;j,psgf;,l/ + Sg,pszpﬂ/) - m 0 0 m2c2/h2 0 (3421)
—kwy/c 0 0 wi/c?

Dies sieht nicht besonders einfach aus, aber die Eigenwerte ergeben sich zu 0,272, 2A%, 2A%. Wir beschreiben also
ein Teilchen mit dem Spin S = 1 mit $? = S(S + 1)R?1 = 2A%1, wie gewiinscht, oder dem Spin S = 0. Der
Eigenvektor von S? zum Eigenwert Null ist, ohne Beachtung der Normierung,

Aoy hk
)= —,0,0,— 3.422
() = (20,028, (3.422)

er ist auch Eigenvektor von allen drei Spin-Komponenten zum Eigenwert Null. Die iibrigen drei Eigenvektoren
von S? kénnen wir als simultane Eigenvektoren von S, wihlen:

(") = (0,1,+4,0), (3.423)
hk Fuok

M= — — . 424

(UO) (mc’ 07 07 m02> (3 )

Wir iiberpriifen nun die Lorenz-Bedingung 0,B* = 0. Fiir ebene Wellen wird diese zu k,B* = 0. Fiir die
angegebenen Eigenvektoren finden wir, mit (k,) = (wk/c,0,0, —k),

2 2 2 4
H = “k % _ @ — h 2 2.2y h mtc _ A
kyw o o2 kmc e (wi — k“c) proge B+ 5 =l me # 0, (3.425)
ki =0, (3.426)
wx Ik A
kol == — —k— =0. 3.427
WO =T e mc? ( )

Also schlieit die Lorenz-Bedingung gerade die unerwiinschte Spin-0-Lésung aus.

3.6.2 Spin-3/2-Fermionen und die Rarita-Schwinger-Gleichung

Bei der Konstruktion einer plausiblen Theorie fiir Spin-3/2-Fermionen (z. B. die Spin-3/2-Baryonen A, 3, 2, Q)
gehen wir zunéchst dhnlich vor wie fiir Spin-1-Bosonen. Jedoch ist der Ausgangspunkt nun die Dirac-Gleichung. Da
ein Spin S = 3/2 vier Einstellmoglichkeiten hat, erwarten wir fiir die freie Theorie vierfach entartete Losungen fiir
festen Wellenvektor k und festes Vorzeichen der Energie, ¢ = +. Die Wellenfunktion sollte also acht unabhéngige
Komponenten haben. Die zentrale Idee ist, den Teilchen sowohl einen Spin-Freiheitsgrad der Lange 1 als auch
einen der Linge 1/2 zu geben. Dazu fiithren wir einen Vierervektor (*) von vierkomponentigen Dirac-Spinoren
ein, einen sogenannten Vektor-Spinor. (¢*) hat 4 x 4 = 16 Komponenten. Die Vierervektor-Struktur soll analog
zur Proca-Theorie den Spin 1 implementieren und die Dirac-Spinor-Struktur den Spin 1/2 sowie den Teilchen-
Loch-Freiheitsgrad € = +.
Die Dirac-Gleichung fiir den Vektor-Spinor (i*) lautet

(ih’y“@u — mc) Y = 0. (3.428)

Diese Gleichung hat ebenfalls 16 Komponenten. Fiir jeden Spinor ¢” (v fest) hat die Dirac-Gleichung wie bekannt
zwei entartete Losungen fiir feste k, €. Insgesamt erhalten wir demnach 4 x 2 = 8 entartete Losungen. Wir miissen
diese Zahl durch Nebenbedingungen auf vier reduzieren.

Wie fiir Spin-1-Bosonen suchen wir Nebenbedingungen, die linear in (¢*) und unabhingig vom Raumzeitpunkt
(z#) sind. Nun haben wir aber drei Vierervektoren zur Verfiigung: (v*), (0*) und (¢*). Die einfachsten linearen
Bedingungen lauten daher

ouYr =0 (3.429)
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und
Yot = 0. (3.430)

Diese Bedingungen sind jedoch nicht unabhingig; aus der zweiten und der Dirac-Gleichung folgt nadmlich die
erste:

(il 8, — me) v* =0 ‘ X (3.431)
= ih vy 0up” —me Y =0 (3.432)
~—— ~——
= 26l —yity, =0
= 29" — i, 1 =0 (3.433)
——
=0
= Ot =0. (3.434)

Der Vierervektor (y") zusammen mit der Lorenz-Bedingung 9,,* = 0 implementiert einen Spin-1-Freiheitsgrad,
analog zu Abschnitt 3.6.1. Der Dirac-Spinor in jeder Komponenten ¢* implementiert wie gesagt einen Spin-1/2-
Freiheitsgrad und den Teilchen-Loch-Freiheitsgrad. Wir erwarten, dass sich diese Spins zu einem Gesamtspin von
1—-1/2 =1/2 oder 1+ 1/2 = 3/2 zusammensetzen konnen. Der erste Fall ist hier nicht erwiinscht. Man kann
zeigen, dass die Bedingung 7,¢" = 0 auf den Unterraum zum Gesamtspin 3/2 projiziert. In diesem Abschnitt
verzichten wir weitgehend auf Beweise; siehe T. Pilling, Int. J. Mod. Phys. A 20, 2715 (2005).

Auch fiir Spin-3/2-Fermionen existiert eine alternative Gleichung. Wir definieren zunéchst einige Abkiirzungen:
Der ,,Chiralitdtsoperator® lautet

. 0 1
v =7" =iyt = 2. (3.435)
1, 0
Man {iberzeugt sich leicht, dass gilt
{75’,}/;14} =0 fur n= 0? 17 2737 (3436)
1575 = 1. (3.437)
Auflerdem sei ) ]
v ? L .V v J— ? L v
o =5 (" =) = 5 (3.438)

Dies ist ein antisymmetrischer Vierertensor von Matrizen auf dem Spinor-Raum. Man kann zeigen, dass die 16
linear unabhéngigen Matrizen 1, v, o*¥, vy5v* und -5 eine Basis der 16-dimensionalen Vektorraums iiber C der
komplexen 4 x 4-Matrizen bilden.

Damit kénnen wir nun die Rarita-Schwinger-Gleichung hinschreiben:

(Re"™ " y57,.0, — imc ot )ap, = 0. (3.439)

Man kann zeigen, dass 1. die Dirac-Gleichung fiir die Komponenten ¢* zusammen mit der Bedingung v, 4* = 0
die Rarita-Schwinger-Gleichung impliziert und 2. die Rarita-Schwinger-Gleichung die Dirac-Gleichung und die
Bedingung v,4¢* = 0 impliziert.

Die Kopplung von Spin-3/2-Teilchen an das elektromagnetische Feld sollte mittels minimaler Kopplung erfol-
gen. Aber Fierz und Pauli haben schon 1939 festgestellt, dass dies fiir alle Spins S > 1 zu Inkonsistenzen fiihrt.
Fiir die Spin-3/2-Theorie sehen wir dies wie folgt: Zunichst folgt aus der minimal gekoppelten Dirac-Gleichung,
analog zum freien Fall,

(il Dy =me) 6 =0 | D=0 +i-= A, (3.440)
= b Y Dy’ —me Y’ =0 (3.441)
~—— ~——
=265 —yHy, =0
= 2RD, " — il Dy, (3.442)
——

=0
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= Dt =0. (3.443)

Nun wenden wir D, auf die Dirac-Gleichung an:

D, (iky*D,, — me) ¢” =0 (3.444)
= " D,D," —mc D,yp" = 0. (3.445)
——"

=0

Wir wollen im ersten Term D, und D,, vertauschen, um D, %" = 0 ausnutzen zu kénnen:

ThAH i i V=
=iy (ay+zhcAy) (6,L+zhcA“>7,/1 0 (3.446)
iy |00+ L (0,4 +i L A0, + i L 40 +(¢i)2AA W =0 (3.447)
1| OO T R O ) T A T RO T ) B '
——
_ .4 ;4
= zhcaﬂAy th (0, AL)
= ihy"D, DY +ibyt i L (8,4, — 8, A,) ¥ =0 (3.448)
S—~— hc—/—’
=0 =Fyu=—Fu
= FYHFLqu =0 3.449
I;

mit dem elektromagnetischen Feldstarketensor (F),, ). Dies ist eine zusétzliche Nebenbedingung fiir (¢), die nicht
vorhanden ist, wenn das elektromagnetische Feld verschwindet oder nicht an die Teilchen koppelt. Das bedeutet
aber, dass die Theorie fiir elektrisch geladene Spin-3/2-Teilchen weniger Freiheitsgrade beschreibt als fiir freie Teil-
chen. Man findet auch, dass die minimal an das Feld gekoppelte Rarita-Schwinger-Gleichung Moden vorhersagt,
die schneller als mit Lichtgeschwindigkeit propagieren. Zusammengefasst bezeichnet man diese Schwierigkeiten
als ,,Rarita-Schwinger-Paradoxien®.

Eine mogliche Deutung ist, dass keine fundamentalen Spin-3/2-Teilchen existieren kénnen, die an das elektro-
magnetische Feld koppeln. Allerdings existieren zusammengesetzte Teilchen mit dem Spin 3/2 und elektrischer
Ladung, z. B. die A-Baryonen aus drei Spin-1/2-Quarks u und d mit parallelen Spins. Man wiirde die A-Baryonen
gern durch eine effektive Rarita-Schwinger-Theorie beschreiben kénnen. Die hier angerissenen Probleme sind nicht
abschlieflend gekldrt. Es wurden jedoch signifikante Fortschritte erzielt, die aber eine Vielteilchen- bzw. Quanten-
feldtheorie erfordern.

104



Kapitel 4

Streutheorie

Das dritte grofle Kapitel der Vorlesung beschéftigt sich mit der Streuung von Teilchen. Wir werden eine allgemeine
Theorie fiir Streuuzustidnde entwickeln, dhnlich wie wir in der Quantentheorie 1 eine allgemeine Theorie fiir
gebundene Zustéinde entwickelt haben. Wie dort gehen wir zunéchst von der (Schrédingerschen) Wellenmechanik
aus und kommen spéter zu einer formaleren und allgemeineren (Dirac-) Notation.

Auf Basis der in der Quantentheorie 1 iiberwiegend betrachteten gebundenen Zustdnde kénnen wir die meisten
spektroskopischen Experimente im Prinzip verstehen. Diese Experimente messen die Ubergangsenergien zwischen
gebundenen Zustinden sowie die Ubergangsraten unter bekannten Stérungen (vgl. die zeitabhingige Stérungs-
theorie). Bei Streuezperimenten sind dagegen der Anfangs- und Endzustand i. A. ungebunden. Beispiele sind die
Experimente von Rutherford, Franck und Hertz, Stern und Gerlach sowie Compton und natiirlich die Experimen-
te mit Teilchenbeschleunigern. Um Streuexperimente beschreiben zu kénnen, bendtigen wir eine systematische
Quantentheorie der Streuung, von der wir hier die Grundziige entwickeln wollen.

Im Vergleich zu den letzten beiden grofien Kapiteln wird die Streutheorie oft als mathematisch aufwendiger
empfunden. Bis einschliefilich Abschnitt 4.4 werden wir das Streuproblem in der Ortsdarstellung behandeln. In
diesem Rahmen resultieren die mathematischen Schwierigkeiten daraus, dass wir nichttriviale Losungen partieller
Differentialgleichungen untersuchen miissen. Das liegt in der Natur der Streuung in mehr als einer Dimension.
Die Denkweise und auch ein Teil der Methoden erinnern hier an die Elektrodynamik, in der es ja auch um nicht-
triviale Losungen partieller Differentialgleichungen geht. Bei der ersten Beschiftigung mit dem Thema besteht
eine Schwierigkeit oft darin, dass wichtige Aspekte hier in der mathematischen Methodik stecken, zusétzlich zur
physikalischen Erkenntnis.

In den Abschnitten 4.5 und 4.6 verlassen wir dann die Ortsdarstellung und gehen zu einer abstrakteren
Beschreibung iiber. Dies entspricht dem Schritt von der Schrodingerschen Wellenmechanik zum Dirac-Formalismus
in der Vorlesung Quantentheorie 1.

4.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt besprechen wir, was wir iiberhaupt mit Streuzustinden meinen, und definieren zentrale
Groflen. Wir beweisen auch eine wichtige Eigenschaft dieser Streuzustinde, ausgedriickt durch das Optische
Theorem, das die gesamte Streuung und die Streuung in Vorwértsrichtung miteinander in Beziehung setzt.

Wir unterscheiden folgende Fille:

e Streuung an einem festen Target. Dies ist ein Einteilchenproblem: Wir suchen Streuzustéinde eines Teilchens
in einem gegebenen Potential. Diese Streuung ist immer elastisch, die Einteilchenenergie ist erhalten.

e Streuung an anderen Teilchen. Dies ist i. A. ein Mehrteilchenproblem und damit schwierig. Handelt es sich
jedoch um elastische Streuung, d.h. Streuung ohne innere Anregung der Teilchen und ohne Teilchenerzeu-
gung und -vernichtung, an einem anderen Teilchen, kann das (Zwei-Teilchen-) Problem durch Transformati-
on auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten auf die Streuung am Potential (festem Target) zuriickgefiihrt
werden. Dies ist analog zur Reduktion des Wasserstoffproblems (Elektron und Proton!) auf ein effektives
FEinteilchenproblem in der Quantentheorie 1.
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Wir machen einige vereinfachende Annahmen: Wir betrachten, zumindest vorerst, nur
e Streuung an einem Potential (also automatisch elastisch).

e den nichtrelativistischen Grenzfall, die kinetische Energie lautet also

p2

T=—. 4.1
o (4.1)
Eine Verallgemeinerung auf die Dirac- oder Klein-Gordon-Theorie ist moglich.

e ein hinreichend schnell abfallendes Potential, genauer

lim rV(r) = lim rV(r,d,p) =0 V9, 0. (4.2)

=00 r—00

Das bedeutet, dass V schneller als 1/r abfillt. Beachte, dass wir damit das Coulomb-Potential ausschlieflen
— wir kommen spéater darauf zuriick. Den Punkt r = 0 nennen wir das Streuzentrum.

e cinen einfallenden Teilchenstrahl mit festem Impuls Ak und daher fester Energie E = h%k?/2m weit entfernt
vom Streuzentrum. Weit entfernt wird der einlaufende Zustand also durch eine ebene Welle 9o(r,t) ~
ek r=Et/h) heschrieben. Das ist nicht realistisch, da diese ebene Welle unendlich breit ist, was auBerdem
im Experiment die Detektion der gestreuten Welle stéren wiirde. Wir stellen uns daher bei Bedarf ein
Wellenpaket vor, das hinreichend breit ist, um gut durch eine ebene Welle angendhert zu werden.

Das Streuproblem besteht jetzt aus der Losung der zeitunabhéngigen Schrédinger-Gleichung

(—;—mVQ + V(r))w(r) = EyY(r) (4.3)
mit £ > 0 und
1/)(1“) = ¢O(r) + 1/)5(1') ) (4 4)
—— ——

Priméarwelle  Streuwelle

wobei )
to(r) = T (4.5)

gesetzt wird (die Primérwelle wurde o. B. d. A. auf die Amplitude 1 normiert). Die Primérwelle 1 wire fiir V=0
bereits allein eine Losung, die Streuwelle ¢ beschreibt also den Effekt des Streupotentials.

Weit entfernt vom Streuzentrum muss ¢ und damit auch v, die freie Schrodinger-Gleichung zur Energie
E (elastische Streuung!) erfiillen. Daher muss 1, eine Superposition von ebenen Wellen mit |k| = v2mE/h
sein. Wegen der Lokalisierung des Streuers [schneller Abfall von V (r)] ist eine Darstellung in Kugelkoordinaten
glinstig. Wir wahlen das Koordinatensystem so, dass sich die einlaufende Welle entlang der positiven z-Richtung
ausbreitet: k = kz.

y
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Nun ist )
ezkr

Yale) = 70, 0) & (1.6
mit k = vV2mE/h (A = 2n/k = 2nh/v2mE ist die de-Broglie-Wellenlinge der Streuteilchen) fiir grofle r eine
Losung der freien Schrodinger-Gleichung. Beachte, dass im Exponenten nicht k - r auftritt, sondern kr = |k||r|.
Der Faktor e?*" /r beschreibt eine auslaufende Kugelwelle. Der Beweis ist einfach:

2 2 ikr
72himvzw5(r) - %sz(ﬁ’ :0) er'k ik ik 2
gt S Y g s 0
21.2 ikr 2 ikr
B EQ:L fer _ZthO(ferT)
= B ()~ O (2 L), @)

Die Schreibweise soll andeuten, dass die Beitriige der Ableitungen nach 199, ¢ durch einen zusitzlichen Faktor 1/72
unterdriickt sind. Fiir grole r erfilllt ¢5 also die freie Schrédinger-Gleichung. O
Daher koénnen wir nun fir grofie r schreiben

ezkr

Y(r) =™ 4 (9, 0) (4.8)

t
Man nennt f(¢,¢) = f(¥) mit ¢ := r/r die Streuamplitude. Sie ist i. A. komplex. Es ist wichtig, immer zu
bedenken, dass dies nur eine asymptotische Form fiir grofle Abstéinde vom Streuzentrum ist.

Wir definieren nun den differentiellen Wirkungsquerschnitt (oder Streuquerschnitt) do /d€) zuniichst in Worten:
Es ist

do = di 4O — Zahl der gestreuten Teilchen in d2 pro Zeit (4.9)
7= 40 ~ Zahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fliche '

y A

r2dQr

<
X
dQ
0
z

dQ) = sinddddy ist das Raumwinkelelement in der Richtung #. Z&hler und Nenner sind weit entfernt vom
Streuzentrum, d. h. fiir r — oo, auszuwerten. Weiter definieren wir den totalen Wirkungsquerschnitt (oder Streu-

querschnitt)
Zahl der gestreuten Teilchen pro Zeit

(4.10)

tot = Zahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fliche

Otot — /dO':/dQ % (4].1)

Otot hat die Dimension einer Fliche und ldsst sich als Querschnittsfliche des Anteils des einlaufenden Strahls
interpretieren, der gestreut wird. Fiir den Fall der klassischen Streuung an einer harten Kugel mit dem Radius
R ist oy = mR2, also ist der totale Wirkungsquerschnitt gleich der Querschnittsfliche der Kugel.

Offenbar gilt
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Um die Messgrofie do/dQ2 durch die Streuamplitude f auszudriicken, bestimmen wir die Stromdichte der
einlaufenden ebenen Primérwelle,

. * h —ik-r 1, ik-r ik-r . —ik-r hk
Jo(r) = i {1/’0( )Vipo(r) *%/fo(r)v%(r)} = o [e7 ™ Tike™ ™ — ™7 (—ik)e 7] = ™ (4.12)
und die Stromdichte der Streuwelle fiir r — oo,
36) = o [ () V(1) — s () V55 ()
* 2mi L7° s ?
r—00 h 7zkr zkr zkr efik'r
= {f* Vit vy }
mi
h —ikr o 6 eikr o efzk'r R . )
2mz[ (ff rOr roor >+0(f 7"3819f fr3819 )
. 1 o ..
T <f 73 sin ¢ %f fr351n19 O )} (4.13)

Wir benétigen nur die radiale Komponente, da nur diese auf den Detektor trifft,

T

r 'js(r)

||z¢

) e—ikr o eikr ikr o e—ikr
|f‘ le 877_77

T T
2 ik Qhk 1
— 12 S ( N T (4.14)

Die Zahl der gestreuten Teilchen pro Zeit, also den Strom, im Raumwinkelelement df) erhalten wir, indem wir jg
fiir r — oo iiber ein Flichenelement r? dQ# der Kugeloberfliche mit dem Radius r integrieren. Dies entspricht
einfach der Multiplikation mit dem Fléchenelement, da dieses infinitesimal ist:

r2dQt - j, = |f|2@d9. (4.15)
m

Die Zahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fliche ist die Stromdichte

hk:
4.1
ol = . (416)
Damit folgt
hk
do |f1? oy aq )
m
also &
o= lfw) (418)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist demnach das Betragsquadrat der Streuamplitude. Dies ist eine zentrale
Aussage der Streutheorie. Es folgt sofort

do
Ctot = /dQ 0= /dQ If (0, 0)* = /dﬁdap sind | f(9, p)|?. (4.19)

Ist das Streupotential speziell ein Zentralpotential, V(r) = V(r), so ist das System invariant unter Drehungen um
die Einfallsrichtung (z-Achse). Daher miissen beobachtbare Groflen ebenfalls diese Rotationssymmetrie haben.
Das bedeutet, dass f und do/d€2 nur von 9, aber nicht von ¢, abhingen kénnen. Das System hat keine volle
Kugelsymmetrie, da die Primérwelle eine Richtung k = 2 auszeichnet.
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4.1.1 Teilchenzahlerhaltung und Optisches Theorem

Aus der Tatsache, dass in der Abwesenheit von Teilchenerzeugung und -vernichtung die Zahl der gestreuten
Teilchen gleich der Verminderung der Zahl der in Vorwirtsrichtung ungestreut weiterfliegenden Teilchen sein
muss, folgt das Optische Theorem

Otot — 4% Im f('l9 = 0) (420)

Hier ist f(¢ = 0) = f(¥ = 0,¢) die Streuamplitude in Vorwirtsrichtung. Wir beweisen nun dieses Theorem
(einige Subtilitéiten werden wir hier nicht erschopfend erértern — eine klarere Herleitung folgt in Kiirze mittels
der Methode der Partialwellenzerlegung).

Die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit bzw. der Teilchenzahl bedeutet, dass der Gesamtstrom durch eine ge-
schlossene Fliche verschwinden muss. Wir wéhlen eine Kugel mit dem Radius  um das Streuzentrum. Wihlen wir
r hinreichend grofl im Vergleich zur Reichweite des Streupotentials, so kénnen wir in der Ndhe der Kugeloberflache
die Wellenfunktion durch ihre asymptotische Form ersetzen,

ezkr

U(r) = 93;* f(9,9) —. (4.21)

Yo(r) T~
s (r)
Die ebene Welle allein tragt nichts zum Gesamtstrom durch die Kugeloberfliche bei, denn was hinein fliefit, kommt
auch wieder heraus. Die Streuwelle allein tragt, wie wir gesehen haben, den aus der Kugel heraus fliefenden Strom

L= [dorigm="" [df0.0)F = 0w (4.22)
m m

bei. Wie kann dann der Gesamtstrom verschwinden? Notwendig dafiir ist die Interferenz von Primérwelle und
gestreuter Welle. Der Interferenz-Beitrag zur Stromdichte lautet

i (0) = 51 [ 0) Vb () + 42 ) V() — o) V35 () — (1) 9 ) (4.23)
Wir bendtigen nur die radiale Komponente, fiir grofe 7,
B i) = e (r)
— o [4B0) 3 )+ 0E(0) 3 () — (o) 3 ) — ) 3 )
= e S p0) g e L e
— ek % £ (9, ) ei;kr — [0, ) 6:” % e~ikr | (4.24)

Hier erscheint die ebene Welle €™ fiir groBe r. Der Grenzwert lim, _, ., e’XT existiert aber nicht im Sinne von

gewohnlichen Funktionen, sondern nur als Distribution. Wir miissen uns iiber die physikalisch angemessene Inter-
pretation von €% fiir groBe r klar werden. Sie bestimmt hier die Reihenfolge von Grenziibergéingen. Der Ansatz
Yo(r) = €™ ist eine Idealisierung fiir einen Strahl mit endlichem Radius b, der grof ist gegeniiber der de Broglie-
Wellenldnge 27/k = A und gegeniiber der Reichweite des Streupotentials. Der Radius r der betrachteten fiktiven
Kugel soll aber grofi gegeniiber allen Langen im System sein, also auch r > b. Oder, physikalisch ausgedriickt,
der Detektor ist viel weiter vom Target entfernt, als der Strahl breit ist.
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p
x
B [V Z T
I ] :
2b
Eine erste Idee ist, die Priméarwelle als
Yo(r) = O — 2% — y?) e = O(b* — r?sin? ) etFrsY (4.25)

zu schreiben. Der hierdurch beschriebene scharf begrenzte Parallelstrahl ist aber gar keine Losung der freien
Schrodinger-Gleichung. Andererseits hatten wir schon gesehen, dass Kugelwellen fiir » — oo Losungen der Glei-
chung sind. Nun ist fiir 7 > b der Parallelstrahl ununterscheidbar von ein- und auslaufenden Kugelwellen, die auf
kleine Raumwinkelbereiche um die z-Achse beschrinkt sind. Wir machen daher den Ansatz

eik:r —ikr

+B8(E + 2)

Yo(r) = ad(t —2)

auslaufend einlaufend

- (4.26)

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten «, 8. Diese miissen so gewéahlt werden, dass unser Ansatz fiir kleine r,
also im Streubereich, mit der ebenen Welle mit Amplitude eins, e’®*, kompatibel ist. Dazu betrachten wir — ad
hoc — die iiber die Oberfliche einer kleinen Kugel des Radius r < b integrierte (oder gemittelte) Wellenfunktion

5 iler ! ) ) R eikr . ) e—ikr
dQre™T = [ dQr® |ad(f — 2) + B4(r + z) — (4.27)

r

Die linke Seite ergibt

T 1 ikr _ —ikr
/dQ r2elkT = 27rr2/ di sin g e?Freos? — 271'7‘2/ d(cos ) eFr sV = 972 c ik: (4.28)
0 -1
Die rechte Seite ergibt einfach 4 ‘
=7 (a e 4 ﬂe_””). (4.29)
Gleichsetzen liefert 5 5
™ ™
- =0 =_=2 4.30
Tk ik (4.30)
Der Ausdruck fiir die Priméarwelle lautet damit
~ 27 ikr S/ 5 2m —ikr S(a 5
Po(r) = o © ot —2) o € ot +2). (4.31)
Dies setzen wir jetzt in den Interferenz-Beitrag zur radialen Stromdichte ein,
h 27 e—ikr o eikr eikr o eikr
e = e o | = S 6(F — 2)f(F) 5 5(E+2)f(F) -
Jint, 2mi ik r (F—2)f(F) ar r + r (F+2)£(F) or r
efikr o eik:r efik:r o 67ikr
* [ i S(F — %) — (¢ I 5(f ~
P08 - () o (4 2)
eikr . e o e—ikr e—ik’r ) e o e—ikr
— MA@ s e D) () 5
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+ f(1) . (t—2)— f(¥) o 6(f+2)|. (4.32)
Nun ist 5 ik ik
e IRT ) 1 e IRT

— = (izk—;) —. (4.33)

Die Beitriige mit einem zusétzlichen Faktor 1/r fallen fiir 1 — oo schneller ab und sind daher vernachlissigbar.
Es bleibt

h 27 ik
2mi ik 2
05— 2) () — D+ oLE) — 05 — 2) F(F) — ST

_ _%%5@—2) Im f(#) = —%%6(1?—2) Im f(2). (4.34)

Jint,r

Der Interferenzterm tritt also in Vorwértsrichtung (¢ = 0) auf, wo o und 1, denselben Wellenvektor haben und
daher in einer festen Phasenbeziehung stehen kénnen. Die radiale Komponente iy, ist negativ, falls f(9 = 0) > 0,
d. h. der Interferenzstrom flielt von rechts nach links. Dies driickt aus, dass ji,t eine Vermindung der i. A. sehr
viel grofleren Stromdichte jo in Vorwértsrichtung beschreibt. Der Interferenz-Beitrag zum Gesamtstrom durch die
grofle Kugel ist damit

Ty = / dQ7? fing () = —4m % Im f(2) = —4n % Im f(¥ = 0). (4.35)

Der Gesamtstrom muss verschwinden,

T= Ip 41+ T = Xy —ar Im f(9 = 0) = 0. (4.36)
~— m m
=0
Es folgt
4
Otot — ? Im f(ig = 0) (437)

Jo

Wihrend das Optische Theorem aus einem einfachen Prinzip, der Teilchenzahlerhaltung, folgt, ist die Herlei-
tung recht subtil. Wir werden sehen, dass es sich im Rahmen der im Folgenden betrachteten Partialwellenmethode
einfacher begriinden ldsst.

4.2 Partialwellen und Streuphasen

Hier entwickeln wir eine Methode zur praktischen Losung von Streuproblemen. Sie beinhaltet eine Entwicklung
der Streuwelle nach Kugelflichenfunktionen und ist mit der Multipolentwicklung in der Elektrodynamik und mit
der Losung des Wasserstoff-Problems in der Quantentheorie 1 verwandt. Anschlieend wenden wir diese Methode
auf wichtige Beispiele an.
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Wir haben gesehen, dass fiir das Streuproblem die Verwendung von Kugelkoordinaten bzgl. des Streuzentrums
als Koordinatenursprung niitzlich ist. Dies legt nahe, die Wellenfunktion nach Kugelfiichenfunktionen Yi, (9, )
zu entwickeln, die die natiirliche Basis des winkelabhéingigen Anteils bilden. Das ist ganz dhnlich zur Losung
fiir die gebundenen Zusténde (Wasserstoff-Problem). Wir beschrinken uns auf den Fall eines Zentralpotentials
V(r) = V(r) und wihlen wie gewohnlich die z-Achse parallel zur Einfallsrichtung. Dann ist das System rotati-
onssymmetrisch um die z-Achse und in der Entwicklung treten nur Terme mit m = 0 auf,

21+ 1
Yio(¥, ) = y— P;(cos ) (4.38)

mit den Legendre-Polynomen P;(u). Die Legendre-Polynome niedrigster Ordnung lauten

Py(u) = 1, (4.39)
Pi(u) = w, (4.40)
2
-1

o) = (4.41)

Wir schreiben also -

w(r)

= P, 0 4.42
o) = 3 #7 Ploos) (4.42)
und nennen dies die Zerlegung nach Partialwellen. Die Beitrdge von | = 0,1,2,... nennt man s-, p-, d- usw.

Wellen-Streuung. Insbesondere ist die s-Wellen-Streuung unabhéingig vom Streuwinkel 9, da Py(u) = 1 = const.

Der explizite Faktor 1/r in Gl. (4.42) wird sich spéter als niitzlich erweisen; dies war auch schon bei der
Betrachtung gebundener Zustinde im Zentralpotential der Fall. Wie dort zerlegen wir die kinetische Energie in
Radial- und Winkelanteile und driicken letztere durch den Drehimpuls L aus,

Hy(r) = {— ;—m % % r+ 2;7 + V(T)]w(r) = E¢(r) (4.43)
= [ ;—m % uy (1) % w(r) + @ ul(r)} P/(cosd) = E Z @ Pi(cos?)  (4.44)
1 ]
2 2
- 3 { %ug,(r) L h éﬁ;;l) w(r) + V(T)ul(r)} Pcosd) = EY w(r)P(cosd).  (4.45)
] ]

Unter Ausnutzung der linearen Unabhingigkeit der P;(u) erhalten wir

B, P21+ 1)

— 5 Ui (r) + S u(r) +V(r)w(r) = FEulr) (4.46)
= u/(r)+ [k* —veg(r)] w(r) = 0 (4.47)
mit
k= Q%E (4.48)
Vet (1) = % Vegg(r) = % Vir)+ l(lr%l) (4.49)

Fiir grofle Abstéinde vom Streuzentrum geht veg (1) gegen Null und u; (r) erfiillt daher asymptotisch die Gleichung

ulf (1) = —k2uy(r) (4.50)
mit der Losung 4 .
u(r) = Aje™ " + Bpettr . (4.51)
—— ——

einlaufend  auslaufend
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Wegen der Teilchenzahl- und Drehimpulserhaltung (letztere folgt aus der Rotationssymmetrie um die z-Achse)
muss fiir jedes [ die auslaufende Amplitude gleich der einlaufenden sein:

|Bi| = A (4.52)

Die u;(r) enthalten sowohl die Primirwelle als auch die Streuwelle. Der asymptotische einlaufende Anteil A; e ="
enthilt natiirlich ausschliefilich die Primérwelle.

Diese Beobachtung nutzen wir jetzt aus, um die A; zu bestimmen. Dazu entwickeln wir die Primérwelle ¢y =

e’ in Partialwellen. Wir verwenden die Identit#t (ohne Beweis, vgl. Multipolentwicklung in der Elektrodynamik)
elkr — gikreosd — Z(2l + 1) ji(kr) Py(cos®) (4.53)
1=0

mit den sphdrischen Bessel-Funktionen

()= [ 3 Ty @) (154)

(diese lassen sich fiir ganzzahlige [ durch elementare Funktionen ausdriicken, wir kommen darauf zuriick) und den
Legendre-Polynomen P, (u). Fiir z > 1 gilt nun aber

sin (xw— 5 l) (455)

1%

Ji(z)

und fiir groffle Abstidnde vom Streuzentrum, kr > 1, folgt

ik =il _ g—ikr gl

ikr g sin (kr — 5 1) _ 1
e = ;(21 +1)d — Pi(cos?) = ;(21 +1)4 57hm Py(cos¥)
A(O) —ikr B(O) ikr
LYy A TR peosy). (4.56)
r
!
Damit sind die Koeffizienten (beachte e'™/2 = i)
izl
A = —@)itS = () @4 1) .
| @S = () @) (4.57)
izl 1
BY - @+1)iS— = (@+1) = 4,
I @+1)7 — 20 +1) 5 (4.58)
Der einlaufende Anteil von 1 (r) stammt nur von der Primérwelle, also ist
A=A = —(~1)! 2+ 1) = 4.
(=AY = () @) o (459)
Mit |B;| = |A;| [Gl. (4.52)] und analog |Bl(0)| = |Al(0)\ (was man auch explizit sieht) folgt
0 0 20+1
Bl = 14 = 4] = 1B | = =5~ (4.60)

B und Bl(o) unterscheiden sich also héchstens in ihrer Phase. In der Partialwellenzerlegung (4.42) mit Gl. (4.51)
fiir grole r kennen wir jetzt also alles bis auf die Phasen der B;.
Wir geben diesen Phasen einen Namen: Wir schreiben

B, = ¢* B (4.61)

und nennen die §; Streuphasen. 29; ist also die Phasenverschiebung der auslaufenden Welle im Kanal [ im Vergleich
zur Primérwelle. Die Streuphasen héingen i. A. von der Energie ab.
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Wir erhalten nun fiir grofe r,

—ikr eikre2i51

2ik +2+1) 2k

(ezkrefzilezél _ efzkreijlefzéz)

e

w(r) = —(=1)'(20+1)
2124';@1 REIRE
1
2A+1
— 1€

01 _r
A sin (kr 5 I+ 51). (4.62)

Wir haben damit die Partialwellen explizit durch die Streuphasen ausgedriickt. Diese Darstellung werden wir
spiter wieder bendtigen.
Fiir grofe r gilt aber auch

Y(r) = kT4 f(9) ei:r (4.63)
R (1.61

Wir setzen auch fiir den Ausdruck auf der rechten Seite die asymptotische Form fiir grofie r ein. Dies liefert eine
exakte Gleichung fiir die asymptotische Form. Unter Beachtung von A; = Al(o) erhalten wir

0l - B, - BY ;Zp 9 4.65

f()r—zl:(l—l)rl(COS) (4.65)

= f0) = Z%(e2wu1m(c05ﬁ) - 221;1&51 sin & Py(cos 9). (4.66)
1

Die Streuphasen §; bestimmen also f(¢) und damit das Streuverhalten fiir groie r eindeutig und vollsténdig.
Beachte, dass Anderungen von §; um ganzzahlige Vielfache von 7 (nicht nur von 27) nicht zu einer Anderung von
f () fithren.

Insbesondere ergibt sich fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

Tot = /dQ|f(19)|2 = 27r/07rd19 sind f*(9) f(9)

20+ 1)(2U +1 sy T
= 27 Z % e~ gin 5y sin oy /0 d¥ sin ¥ P;(cos?) Py (cos )
w

_ _2
— 21+1 Sy

4 .
= = (20 + 1) sin? 5. (4.67)
1
Diese Gleichung beschreibt die Beitréige von verschiedenen Drehimpulsen [ zum totalen Wirkungsquerschnitt.
Andererseits erhalten wir fiir die Streuamplitude in Vorwértsrichtung

20+1 2041
fO=0)=>" T+ ¢Psing P(1) = Imf(=0)=) 1?6 (4.68)
1 el ]
Daraus folgt das Optische Theorem
4
ot = % Im f(¥ = 0) (4.69)

ohne weitere Miihe. Dies ist die rigorose Herleitung des Theorems.
Als Beispiel fiir die Partialwellenmethode betrachten wir zunéichst ein Potential der Form

B r2C
T 2mr?

V(r) (4.70)
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mit einer dimensionslosen Konstante C' > 0, fiir das sich die Streuphasen exakt bestimmen lassen. Es ist

_CHIl+1) G

Vet (1) = (4.71)

r? T2
Wir erkennen schon, wieso das Potential in Gl. (4.70) besonders einfach ist: Es hat dieselbe Form wie der Win-
kelanteil der kinetischen Energie. Die Radialgleichung
C
u)'(r) + [k2 — 7.2l:| w(r)=0 (4.72)

ist vom Bessel-Typ und hat die allgemeine Losung, fiir alle r,

w(r) za?'\/;H\J;m/Q(kr) —I—af\ﬁHm/Q(kr) (4.73)
mit den Hankel-Funktionen
HE(x) == Ju(z) £ Y, (z). (4.74)

Die Hankel-Funktionen sind fiir unsere Zwecke giinstiger als die Funktionen J,(x) und Y, (), da sie fiir grofie =
eine einfachere asymptotische Form haben:

HE() =/ % etin o FiE (n 1) (4.75)
T

ot i eikr o =i5 (VIFACIHD) |~ 3 e—ikr 1% (VIFACI+1)
UV ork UV rk

Daher finden wir fiir grofle r,

w(r) =
il A e~ 4 B, et (4.76)
also
ar %ez%(\/m-‘rl) — A4 =AY = —(—=1)' 2 +1) ﬁ (4.77)
und
+\/7 —iF(VIFIOH) — g, = 20 g — (97 4 1) e (4.78)
a |\ € LT 2ik

Division der beiden Gleichungen durcheinander ergibt

| af e~ (VIFACi+D)

+
o210 —( _ 7(71)10471643\/1%0,64%
af i % (VIFACI+1) ay ~—
—1
O[+ -
= (1)} L etz VT (4.79)

@

Nun miissen wir noch die Koeflizienten ali bestimmen. Fiir kleine r wird die Radialgleichung (4.72) zu

C
/' (r) — 721 w(r) =0 (4.80)
mit den beiden Lésungen
uli(r) = Bli Pz (1EVIHIC), (4.81)

Man kann leicht zeigen, dass die Losungen wu; (1) in 9(r) zu einer Divergenz fiir 7 — 0 fithren, wegen der 1(r)
dort nicht beschrénkt ist. Also muss gelten 5, = 0 und

1

u (1) [3[" p2(HVIFIC) g 0 (4.82)
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> a2 gy Bt r3VIFIC _ ), (4.83)

r—0 /T r—0
Es folgt
0 = lim (r) = lim [o) H (kr)+o; H, (kr)]
r—0 /T r—0 \/Wﬂ V144G /2
= }13(1) [(of +a;) J a2 (kr) +i (o —ap) Y\/mﬂ(kr)]. (4.84)

Da die Bessel-Funktionen Y,,(x) fiir + — 0 divergieren, folgt

of =a. (4.85)
Damit ist
20— (1)l EVITIG _ (iF giml o—i§ VI
= exp (i?T [Z + - - %mb (4.86)
= 8 = g(Hf—ﬁ\/TLLCZ) =g(z+%—%\/1+4l(l+1)+40)
_ g(”;_ (l+;)2+0>, (4.87)
wobei die Streuphasen nur modulo 7 definiert sind. Als Probe setzen wir C' = 0 ein, d. h. das Potential verschwin-
det. Dann ergibt sich §; = 0 fiir alle [. Die auslaufenden Partialwellen sind dann genau die Partialwellen der

Primérwelle, wie zu erwarten war.
Jetzt konnen wir im Prinzip alle interessierenden Gréflen berechnen, z. B.

F9) = l 2l;rlexp<g[l+;— (H—;)Q—FC’])sin(g[H-;— (z+;)2+cDPl(cosﬂ) (4.88)

4 T 1 1\2
Otot = k’ XZ:(QZ + 1) sin <2 |:l + 5 - (l + 5) + O:|> . (489)

Beachte, dass fiir [ > 1 gilt

s 1
N L \/—1/2
= 2[”2—(”2) i) oA
m C _3
= i ol 3). (4.90)

Die Streuphasen verschwinden fiir I — oo wie 1/I. Die Beitrige groer Drehimpulse zum totalen Wirkungsquer-
schnitt opor ~ >, (20 4+ 1) sin? §; verschwinden also auch nur wie 1/1> = 1/ und die Reihe divergiert. Das liegt
daran, dass das Potential ~ C'/r? langreichweitig ist. f(1) und damit do /d) sind jedoch wohldefiniert, wenngleich
die I-Reihe sehr langsam konvergiert.
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4.2.1 Streupotentiale mit endlichem Triger

Weitere Erkenntnisse lassen sich fiir den Fall von Zentralpotentialen mit
V(ir)=0 VYr>a (4.91)

gewinnen, deren Tréger also eine Kugel mit endlichem Radius ist. In diesem Fall konvergieren auch alle auftre-
tenden [-Reihen.

V=0
/ V(1) beliebig ",
: i
‘\\ a ll
Es sei 5
m
v(r) = T V(r), (4.92)
also a1
+
Vet = v(r) + ( 2 ) (4.93)
Wir wollen die Gleichung
(r+1
u) (r) + [/{:2 —o(r) — ( :; )]ul(r) =0 (4.94)
mit den Randbedingungen
u(0) = 0, (4.95)
damit ¢(r) bei r = 0 beschrénkt ist, und
2041 , .,
u(r) = T+ il € sin (kr - g I+ Jl) fiir grofie r (4.96)
(exakte asymptotische Form) 16sen. Fiir > a haben wir die Besselsche Differentialgleichung
(l+1
u)(r) + [kz _l+l) :; )} w(r)=0 (4.97)
mit der allgemeinen Losung (s.o.)
w(r) =a; \/;Hlilﬂ(kr) +o; \/;Hl:—l/Q(kT)' (4.98)
Fiir unseren Fall ist aber eine andere Darstellung giinstiger:
w(r) = B v julkr) + 87y (kr), (4.99)
wobei
. ™ m
@) =4[5 D (@), @) =4/ 5 Vi (@) (4.100)
sphérische Bessel-Funktionen erster bzw. zweiter Art sind. Diese sind fiir [ = 0,1,2,... durch elementare Funk-
tionen darstellbar:
. sinx
joe) = =, (1.101)
. sinz —xcoszx
n@) = ——— (4.102)
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(3 —2?)sinx — 3z cosx

() —
]2( ) . £L'3 )
CcoS &
yo(SC) = - - ;
cosx + xsinx
yi(z) = T2
(3 —2?)cosx + 3rsinz

Y2 (‘r) = - xg ’

(4.103)

(4.104)
(4.105)

(4.106)

Die Funktionen j;(z) sind alle fiir  — 0 endlich (hebbare Singularitét), die Funktionen y;(z) haben dort jedoch

einen Pol.
Fiir grofe x gilt

1%

Ji(x) —

1%

yi(z) EE—

also

1%

uy () % [ l(l) sin (kr— gl) - 1(2) cos (k‘r— ;Tl)]

Um die Randbedingungen (4.96) zu erfiillen, setzen wir

l(l) = [;cosdy,
P = —pBising,

denn dann folgt

Il

uy(r) [cos d; sin (k‘r — gl) -+ sin d; cos (kr — g l)}

=~ =

- sin(kr—gl—&-él) L QZT“

Daher muss gelten _
B = (20 +1)d ™.
Die Losung fiir > a lautet also
w(r) = (20 + 1) 4 ei‘;lr[cos 61 ji(kr) — sin 6 yi (kr)].

Sie ist exakt, enthélt aber noch die unbekannten Streuphasen J;.
Somit haben wir fiir 0 < r < a zu lésen

u (r) + [kE* —o(r) — l(l:; 1)]ul(r) =0

mit den Randbedingungen

ul(O) = 0,
w(a) = (204 1)d ew’a[cos &1 ji(ka) — sin 6y yy (ka)],
uy(a) = d%‘ (20 + 1) ey [ cos 8y ji(kr) — sin 6 y; (k)] _
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(4.108)

(4.109)

(4.110)
(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)
(4.117)



20+ 1 .
T+ il eid { cos 0} [k:ajl_l(ka) + ji(ka) — ka jl+1(ka)]

— sin&; [kay—1(ka) + yi(ka) — kay1(ka)] }7 (4.118)

unter Verwendung von Identitéiten fiir sphérische Bessel-Funktionen. Drei Randbedingungen {iberbestimmen die
Losung der Differentialgleichung, die ja von zweiter Ordnung ist. Die zusétzliche Gleichung legt die noch unbe-
stimmte Streuphase d; fest.

Wir betrachten zunéchst den Spezialfall [ = 0 (s-Wellen-Streuung). Hier ist einfach

ug(r) + [k* —v(r)]uo(r) = 0 (4.119)
mit
up(0) = 0, (4.120)
is sinka = . cos ka el
ug(a) = €a (COS do sin dg ) = sin(ka + dp), (4.121)
ka
d 62’60 5
up(a) = e sin(ka+ )| = €™ cos(ka + &p). (4.122)
Es folgt
uo(a) 1
= - k 4.12
) . tan(ka + do) (4.123)
= 0y = —ka+arctan lmfo(a) + vm = —ka + arctan d# +um (4.124)
up(a) ar nuo(r)],_,,

mit v € Z. Beachte, dass wir hiermit die Losung fiir §g nur modulo 7 bestimmt haben. Wir hatten aber oben
schon gesehen, dass sich f(¢) bei einer Verschiebung 6; — &; + 7 fiir irgendwelche [ nicht &ndert. Wir kénnen
also v = 0 setzen. Explizite Berechnung von 4y erfordert natiirlich die Losung der Differentialgleichung fiir ein
konkretes Potential v(r).

Fiir [ > 0 ist die allgemeine Rechnung mithsam und wir betrachten nur zwei Grenzfille:

e 0 <[ < ka: Wir kénnen die asymptotische Form der sphérischen Bessel-Funktionen fiir grofle Argumente
verwenden und erhalten, analog zum Fall | = 0,

. in (ka — %1 ka — Zl
w(a) = (204 1)i'e®a [cos o W +sind, W
20+ 1 .
_ T+ it e sin (ha - ug ). (4.125)
uj(a) = (204 1)4 e cos (ka - gl + (5;), (4.126)
also (wieder modulo 7)
v ku(a) k
W=-l—k t =—1l—k tan ———— 4.127
1= a + arctan () 5 a + arctan o (r) ’T:a ( )
e | > ka: Hier kbnnen wir die asymptotische Form fiir kleine Argumente verwenden, diese lautet
) = T (4.128)
= '
- (20— 1!
wle) = =g, (4.129)
wobei die Doppelfakultét fiir ungerades n definiert ist durch
nll:=1x3x5x---Xn. (4.130)
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Damit ist

~ i (ka)' (20 —1)!
wla) = (204+1)i'ea [cos o CE +sind; T | (4.131)
/ ~ ) (ka)"! : (20—
ul(a) = (2l —+ 1) 1 e lkCL |:l COSs 6[ m — (l + 1) Sln(Sl W . (4132)
Es folgt
w(a) 1 cos 51 21+i)u +sind; (2l 1142'1‘ (2(1]11%)” + ((?cla_)lllr tan dy
7 - % 21— YT Ra) @i—) (4.133)
uy(a) l cos 51 2l+1 — (I +1) sing; ) L+z l EsyI 1+ 1) ha) T tan ¢;
u(a)
(k;a)zl“ l l(a) a
tang; = . 4.134
T tand @+ U= D (1) 4 (4.134)
ul a
Fiir ein nicht speziell gewiihltes Potential v(r) erwarten wir
w(@) O(a) (4.135)

und der zweite Faktor auf der rechten Seite ist nicht besonders grofi. Der erste Faktor ist jedoch sehr klein
fiir I > ka. Fiir [ > 1 ergibt sich dies mittels der Stirling-Formel:

(k‘a,)QH'l N (k‘a)QH'l :1 ekf@ 20+1 1 N 1 e @ 2l+1 (4 136)
20+ D)2 — 1)1 \/5(2(l+1))l+1\/§(21)z 2\ 2 I+ 2\2 1 ' '

€

Das ist wegen [ > ka klein fillt als Funktion von [ schnell ab. Gilt andererseits nicht [ > 1, aber weiterhin
I > ka, so muss ka < 1 sein. Dann ist der Faktor offensichtlich klein fiir alle [.

Damit wird tand; und auch §; sehr klein — die Streuung in Kanéile [ > ka ist stark unterdrickt. Im
Spezialfall ka < 1 sind das alle [ bis auf | = 0 (s-Wellen-Streuung). Das ist im Rahmen der klassischen
Mechanik verstidndlich: Klassisch kénnen nur Massenpunkte mit Stoiparametern b < a gestreut werden.

Sie haben den (erhaltenen) Drehimpuls L = bp = bhk. Der maximale Drehimpuls von Teilchen, die klassisch
gestreut werden, ergibt sich fiir b = a, er betrigt

Lax = hka. (4.137)

Solange die klassische Nidherung gerechtfertigt ist, sollte also die Streuung fiir

Lmax
12 =5 =ka (4.138)

unterdriickt sein.
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Als Beispiel betrachten wir die quantenmechanische Streuung an einer harten Kugel. Wir erhalten diesen
Spezialfall durch den Grenziibergang

v(r) = oo fiir r < a. (4.139)

Dies kénnen wir praktischer durch die neue Randbedingung

u(a) =0 (4.140)

ausdriicken. Wir hatten jedoch schon eine Randbedingung fiir u;(a), aufgrund unserer Losung fiir r» > a:

u(a) = (21 +1)i' e”'a [cos & ji(ka) — sind; yi(ka)]. (4.141)

Es folgt eine Bestimmungsgleichung fiir die Streuphase:

cos 0y ji(ka) — sin 6; y;(ka) =0 (4.142)
jl(ka)
= tand; = 4.143
" wilka) (“143)
= 0; = arctan juka) +vm, velz (4.144)
yi(ka)

Damit ist das Problem i. W. gelost. Wir erhalten den totalen Wirkungsquerschnitt

ot | T

4 4 tan? §;
ot = — 204+ 1) sin?8, = — 2A41) ———
Ttot 52 El:( 1) sinto = o5 zl:( ) T tanzs,
47 g2 (ka)
= — 20+1) —2 4.145
w 2D ) (1.145)
4;‘ -
3+ |
2; ''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''''' 7 Utot/rraz
----- classical
T o o o o o o o o o e e -
0’\ L L L L
0 5 10 15 20

Nun ist A = 27/k die de-Broglie-Wellenléinge der Streuteilchen. Wir betrachten zwei Grenzfille:

e ka < 1, also A > a: Wir spalten den Beitrag fiir [ = 0 ab und verwenden fiir die iibrigen die Naherung fiir

kleine Argumente,

i (ka)?
4 jd(ka) Ar & ahw
Tt = 17 ey + 20 T 2T G
4n sin? ka dr & (ka)4+2

k2 cos? ka + sin® ka N k2 = 2L+ 1)(20 —1)n4
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4mr 1
= sin® ka + = O(ka)®. (4.146)

Bis auf Korrekturen héherer Ordnung ist also

4
Otot = k—z sin? ka = 4mwa?, (4.147)

das ist die vierfache Querschnittsfliche der Kugel. Auflerdem liegt praktisch reine s- Wellen-Streuung (I = 0)
vor.

ka > 1, also A < a: Naiv kénnten wir die Ndherung fiir grole Argumente verwenden:

oo -2 . m [o'e)
oy = % S (@ +1) sin (ka — 51) N (214 1) sin (ka=21).  (a148)
=0 =

cos? (ka — Z1) + sin? (ka — %) Nzl — 2

Diese Reihe divergiert. Wir haben aber einen Fehler gemacht: Die Néherung fiir grofle ka gilt nicht mehr,
wenn [ 2 ka ist.

Eine bessere Naherung erhalten wir, wenn wir beachten, dass A < a gerade den klassischen Grenzfall
beschreibt. Daher sollten, wie oben gesehen, nur Drehimpulsquantenzahlen | < ka beitragen. Sei lpax der
ganzzahlige Anteil von ka, dann erhalten wir die Abschéitzung

Imax

L Am . 9 T
Orot = 73 ;(21 +1) sin (ka —3 l). (4.149)

Wir fassen die [-Terme paarweise zusammen (da lp.x > 1 macht es nur einen vernachlissigharen Unter-
schied, ob lax gerade oder ungerade ist),

(lmax—1)/2
4
Otot = % Z [(4n +1) sin®(ka — mn) + (4n + 2) sin® (ka —1n — Z)] ’ wobei [ = 2n
k n=0 2
A (Imax—1)/2
= 12 Z [(4n +1) sin? ka + (4n + 2) cos? ka]
n=0
(lmax—1)/2 (Imax—1)/2 (Imax—1)/2
An 4 167
= o > (4n—|—1)—|—ﬁcoska 21:? S on
n=0 "—0
%/—/
O(12,.x) O(lmax)
167—1- M_l Imax—1 +1 27_(
- 2 - 22 ) = 12 lax = 2ma’. (4.150)

Dieses Ergebnis ist doppelt so grof$ wie die Querschnittsfliche. Klassisch berechnet man als totalen Wirkungs-
querschnitt aber genau ma?. Wieso ist das quantenmechanische Ergebnis im klassischen Limes A < a doppelt
so grof3? Das liegt daran, dass auch fiir A < a die Wellennatur von 1 (r) nicht vernachlissigt werden kann.
Tatséchlich ist die Situation analog zur Lichtstreuung an einer perfekt reflektierenden Kugel. Eine Analyse
des differentiellen Wirkungsquerschnittes do /dS2 zeigt, dass zu oy, = 2ma? zwei sehr unterschiedliche Effekte
beitragen: einerseits isotrope Reflexion, die den klassischen, mechanischen Beitrag wa? liefert, und anderer-
seits Beugung, die stark anisotrop ist und ebenfalls a2 zu o, beitriigt. Der Beitrag der Beugung ist grof in
Vorwiirtsrichtung, was vom Optischen Theorem erzwungen wird: Im f (9 = 0) = (k/47) oot = ka?/2 > a.
Diese Vorwértsstreuung fithrt im klassischen Grenzfall zur totalen Ausléschung der Wellenfunktion im Schat-
ten der Kugel durch destruktive Interferenz mit der Primérwelle. Daher kann man die Vorwértsstreuung,
und damit den resultierenden Zusatzbeitrag ma? zu oy, im klassischen Grenzfall als Ausdruck der Ab-
schattung deuten. Beachte auch, dass in oo, nur |f(19)|? eingeht — negative Beitrige zum Strom, wie in
Vorwértsrichtung, tragen positiv zum totalen Wirkungsquerschnitt bei.
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4.2.2 Resonanzstreuung

Die Diskussion im vorigen Abschnitt legt nahe, dass fiir ein Streupotential begrenzter Reichweite a die Streuung
in Kanéle mit [ 2 ka unterdriickt ist. Fiir I < ka ist die Streuung i. A. stark und die Streuphase §; hingt
vom spezifischen Potential v(r) ab. Die s-Wellen-Streuung (I = 0) ist natiirlich immer in diesem Regime. Die
Schlussfolgerung, dass die Streuung fiir [ 2 ka schwach ist, gilt aber nicht immer, wie wir im Folgenden zeigen.
Wir betrachten der Einfachheit halber die Streuung langsamer, d. h. energiearmer, Teilchen. Dann ist ka < 1.

Dartiberhinaus beschrianken wir uns auf die Streuung an einem sphdrischen Potentialtopf,

Vir) = —-V06(a—r),
v(r) = —vBO(a—r)
mit 9
m
Vo = ﬁ % > 0.
V
0 a v
-V

Zunéchst untersuchen wir die s-Wellen-Streuung: Fiir [ = 0 und r < @ haben wir zu 16sen
ug (r) + (k* + vo) uo(r) =0

mit ug(0) = 0. Die Losung ist
ug(r) = co sin(v/k? +vor) =: cosinkr.
~—
Normierungsfaktor

Wir kennen bereits [siehe Gl. (4.124)]

kuo(a) k sin ka
; + vm = —ka + arctan
up(a) K COS Ka

b = —ka+ arctan
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k
= —ka+ arctan (/€ tan /m) +uvm (4.156)

mit v € Z. Wir definieren die Streulinge

1 t
as:=a [1 — — arctan <ka an Ha)], (4.157)
ka Ka
so dass gilt
0o = —kag + v. (4.158)
AuBler sehr nah an den Polen des Tangens ist das Argument des Arcustangens wegen ka < 1 klein und wir
erhalten
t
as = a (1 _ et m). (4.159)
Ka
Der Beitrag von [ = 0 (s-Welle) zum totalen Wirkungsquerschnitt ist dann
4 4
0p = k—z sin? 6y = 1; sin? kag = 47TCLS (4.160)

Die Néaherung im letzten Schritt gilt wieder {iberall, auer in der Nihe der Pole des Tangens.
Hat tan ka = tanv/k? + v a dagegen einen Pol bei k = k,, so gilt

arctan( )]
1/k?—i—voa VE2+vga — ,/k:Q—i—voa

= a 1—|—arctan< )]
L 1/l<:2—i-voa VEk? +voa—\/k2+wva
a 1+sgn(\/k‘2+v0a1/l€g+voa)} - a{1+2;asgn(kkp)} (4.161)
] P

kpa 2

o~

as

I

Da kpa < 1 gilt, folgt

ag ﬁsgn(k kp) (4.162)

und der Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt ist

4T 4
oo = 2 sin? k,ag = 7z (4.163)
P P

Dieser Beltrag 1st endlich, aber gro gegeniiber 4ra?. [Wegen k2 >~ 72 /4a?% gemiB Gl. (4.162) lisst er sich auch
als 0o = (16/7) a% schreiben. Dies ist kleiner als das generische Ergebmb 4ra% aus Gl. (4.160), aber ag selbst ist
jetzt groB.|

Uns interessiert hier aber vor allem der Fall [ > 1. Hier miissen wir l6sen

(141
w (r) + [k* + g — ( 3 4, (r)=0 (4.164)
mit u;(0) = 0. Die allgemeine Losung lautet, wie bekannt,
w(r) =B rji(kr) + B vy (k). (4.165)

Jedoch divergieren die Funktionen y;(x) fiir # — 0 wie 1/2!*1. Die Randbedingung u;(0) = 0 erfordert daher

l(2) = 0 und wir erhalten

w(r) = B 7 jikr). (4.166)
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Fiir ka <« 1 gilt offensichtlich auch ka < 1 V1 > 1. Fiir diesen Fall hatten wir schon gefunden [siche Gl. (4.134)]

ui(a)

S e LHB-0 @)™ lu() - v (4,167
11 = = . .
! (2l+ 1)1 (20 — ! (1+1) “fg“; +a (21 4+ 1)!12 (I +1)w(a) + auj(a)
'Lbl a

Also erhalten wir durch Einsetzen

(20 + 1) (ka)? ™t laji(ka) — aji(ka) — a®k j](ka)
20+ )12 (I + Daji(ka) + aji(ka) + a®k j](ka)
(20 + 1) (ka)? Tt (1 — 1) ji(ka) — ka j](ka)
QU+ (1+2)ji(ka) + ka jj(ka)

Il

tan d;

(4.168)

Falls der Nenner nicht aufgrund einer speziellen Wahl von ka = v/k2 + vy a klein oder sogar Null ist, ist der gesamte
Ausdruck wegen des Faktors (ka)2*! sehr klein und §; ist damit ebenfalls sehr klein. Das ist der Fall, den wir
oben schon betrachtet haben. Dieses Argument fiir eine kleine Streuphase §; bricht jedoch in der Umgebung der
Nullstellen des Nenners zusammen. Diese treten fiir £k = k;;, ¢ = 1,2,... mit

1+ z)jl(, [k2, + vo a) + k2, + voaj;(, [k2, + v a) =0 (4.169)

auf, also fiir Energien E = Ej; = h*k},;/2m. Hier divergiert tand; und es folgt & = 7/2 4 v, v € Z. Damit ist
der Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt

47
i

4
k= ki) = 17 (20 + 1) sin? §, = % (20 + 1) (4.170)

Dies ist i. A. grofl im Vergleich zur s-Wellen-Streuung oo (beachte k;; < 1/a). Diese Erhohung der Streuung
fiir bestimmte Energien und Drehimpulse [ > 1 nennt man Resonanzstreuung. Die physikalische Ursache ist die
Kopplung der Streuzustinde an metastabile Zustinde (Resonanzen) im effektiven Potential veg(r) = v(r) + (1 +
1)/r%. Metastabile Zustéinde treten auf, wenn der auslaufende und der am Potential — in unserem Beispiel an der
Stufe bei r = a — reflektierte Anteil der Wellenfunktion konstruktiv interferieren.

Veff

Resonanze;n .
E:. N 1(+1)/r?
0 ‘1—_';,2 a r

Vo

Ein Streuteilchen kann fiir eine betriichtliche (aber endliche) Zeit im Potentialtopf in einem Drehimpuls-I-Zustand
gefangen werden, daher wird die Streuung sehr stark. Eine detailiertere Untersuchung zeigt, dass die Breite AE der
Streuresonanz in der Energie iiber 7 &~ i/ AE mit der Lebensdauer 7 des metastabilen Zustands zusammenhéngt.
Resonanzstreuung ist z. B. bei der Streuung von Neutronen an Atomkernen zu beobachten.
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4.2.3 Integraldarstellung der Streuphasen und Bornsche Niherung

Die bisher besprochenen Methoden erfordern die analytische oder numerische Loésung der Radialgleichungen fiir
uy(r), um die Streuphasen zu berechnen. Der Zusammenhang ist durch die asymptotische Form in Gl. (4.62)
gegeben. In diesem Abschnitt besprechen wir eine explizite Darstellung der Streuphasen durch das Streupotential
v(r), die ohne die Bestimmung der Radialfunktionen u;(r) auskommt. Die Darstellung gilt allerdings nur dann,
wenn v(r) als kleine Stérung behandelt werden kann.

Wir starten von der bekannten Gleichung

w'(r) + [k2 +o(r) - l(l; D]ul(r) =0 (4.171)

mit der Randbedingung u;(0) = 0. Analog erfiillt die freie Losung (Partialwelle der Primérwelle) ul(o) (r) die
Gleichung
(1+1
u{ (r) 4+ [lﬁ _ i+ ; ) ]ul(o)(r) =0 (4.172)
mit ul(o) (0) = 0. Wir multiplizieren Gl. (4.171) mit ul(o)(r)7 Gl. (4.172) mit u;(r), ziehen die Ergebnisse voneinander
ab und integrieren iiber [0, col:

/O T ar [u$ (r) ! (r) = w(r) " (r) = v(r) u{” (r) w(r)] =0 (4.173)
= /0 dr [ul(o) (r)u) (r) —w (T)ul(o)/'(r)] = /0 dr v(r) ul(o) (r) w(r). (4.174)

Auf der rechten Seite setzen wir die explizit bekannte Losung fiir ul(o)(r) ein und erhalten

=i (204 1) /000 dr v(r)r g (kr)uy(r), (4.175)

der hier verwendete Normierungsfaktor ist so gew#hlt, dass u;(r) — ul(o) (r) fir v(r) — 0V r. Die linke Seite ldsst
sich partiell integrieren:

0w — ) ol ]~ [ e [ 0) i) = ) 0l )]
0

=0
= tim [u” () uj(r) = () u”(r)]. (4.176)
Wir setzen nun die asymptotischen Formen von u;(r) und ul(o)(r) fiir grofle r ein:
= (212_721)2 % Tll)rrolo [sin (k;r — gl) ek cos (kzr — %l + (51) — " gin (k:?“ — gl + 51) k cos (k‘r - glﬂ
N J}; D? ot o sin(—g) = —2 ZLED” J]; D® ot in gy, (4.177)
Insgesamt erhalten wir also
i (21 +1) e sin§; = — /000 dr v(r)kr g (kr) w (r). (4.178)

Diese Gleichung ist exakt. Sie ergibt offensichtlich §; = 0 fiir v = 0. Fiir von Null verschiedenes Potential ist die
Gleichung fiir die ezakte Losung des Streuproblems aber nicht besonders niitzlich, da sie auf der rechten Seite die
unbekannte Funktion u;(r) enthilt, und zwar fiir alle r, nicht nur fiir grofe r.

Ist das Potential jedoch hinreichend schwach, so erhalten wir

w(r) = ul”r)+O0®W), (4.179)
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o = O(v), (4.180)

was im Nachhinein zu iiberpriifen ist. Dann kénnen wir in fithrender Ordnung in v die linke Seite von Gl. (4.178)
entwickeln, '

el sin &; 2 §; + O(67), (4.181)
und auf der rechten Seite u;(r) durch ul(o) (r) ersetzen, da der Ausdruck schon explizit von erster Ordnung in v
ist. Damit wird

L1
2041 ),

i i : /0 dr v(r)krjl(kr)/jjl/}/l’frjl(kr)

7% / " dr o(r) ke (k)] (4.182)

0

¢

o = =i drv(r)krjl(kr)ul(o)(r)

Dies nennt man die Bornsche Ndherung fiir die Streuphasen. Sie ergibt einen expliziten Ausdruck fiir §;. Wir
sehen, dass 0; wie angenommen von erster Ordnung in v ist. Eine besonders einfache Form ergibt sich fiir s-
Wellen-Streuung, da exakt jo(z) = sinz/z gilt:

1 [e.¢]

_%0

Il

o dr v(r) sin® kr. (4.183)

4.3 Coulomb-Streuung

Hier kommen wir zur Streuung an einem Coulomb-Potential, das bisher ausgeschlossen werden musste, weil es zu
langsam abfillt. Die Ideen der Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen und der Streuphasen lassen sich aber
auf diesen Fall erweitern. Wir werden sehen, dass das sehr langreichweitige Coulomb-Potential den Streuzustand
auch weit entfernt vom Streuzentrum beeinflusst, was nicht iiberraschend ist. Als Anwendung leiten wir die

Rutherfordsche Streuformel quantenmechanisch her.
Die offensichtlich wichtige Streuung an einem Coulomb-Potential erfiillt nicht die bisher gestellte Bedingung
lim rV(r) = 0. (4.184)

r—00

Daher lautet die asymptotische Form der Wellenfunktion fiir grofie r nicht

) ikr
b(r) = e+ [0, ) er ; (4.185)
wie wir jetzt zeigen werden. Die Schrodinger-Gleichung lautet (in SI-Einheiten)
[ I qg
_ 1142 = F 4.1
(=90 7+ o 22 Yui) = Ewte) (4.186)
mit den Ladungen g;, g2 von Streuteilchen und Streuzentrum. Wir definieren k := v2mFE/h und
4192 M
= —. 4.1
K dmeq B2k (4.187)
Damit lautet das Potential 2
0% 1
Vir) = - 4.188
(=208 (4188)
bzw. 5 ok
o(r) = 55 V() = == (4.159)
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Die Schrodinger-Gleichung lésst sich nun schreiben als

V3)(r) + <k2 - 2:’“>¢(r) =0. (4.190)

Physikalische Losungen miissen — trotz des Pols des Coulomb-Potentials — am Ursprung r = 0 regulér sein. Die
Schrodinger-Gleichung kann man mit dem Ansatz

Y(r) = e** g(r — 2) (4.191)

16sen, wobei die spezielle Wahl des Koordinatensystems einem entlang der negativen z-Achse einlaufenden
Teilchenstrahl entspricht. Das Argument der unbekannten Funktion ¢ ist etwas ungewohnlich: r — z
Va2 +y?+ 22—z =7 (1 — cos ). Einsetzen in the Schrodinger-Gleichung ergibt

V2™ g(r — 2) + <k2 - M)eikz g(r—2z) =0. (4.192)
r
Wir benétigen
Vel = ikz e, (4.193)
Vit = _ |2 eth= (4.194)
sowie
Vglr—2)=¢'(r—2)t—2)=(t—-2)¢'(r —2), (4.195)
Vi(r—z)=V-[E-2)g(r—2)]= [V-G—2)] Jr—2)+E—-2)-F—2)g"(r—2). (4.196)
—_———
=VEi=V.E=2

Damit erhalten wir

, 4 9 ,
k2R gt 2) 4 2ik 2 et (- 2) g'(r —2) + S e g/ (r —2) + (F—2) - (F—2) R g (r - 2)

r

+ <}% 27’“) e* g(r — 2) = 0. (4.197)

r

Division durch e*# ergibt, unter Verwendung von z - # = cos 9 = z/r,

Zik(gfl)g'(r—z)Jr%g/(sz)JrZ(lf;)g”(rfz)fyg(rfz)

ikz —ikr + 1 2vk
:2(1—E> g”(r—z)JrQMg’(r—z)—Lg(rfz). (4.198)
r r r
Multiplikation mit r/2 ergibt
(r—2)g"(r—z)+ (ikz —ikr + 1) ¢'(r — 2) — vk g(r — z) = 0. (4.199)
Mit ¢ := ik(r — z) erhalten wir
d*g dg
ik( — +ik(1—-()—=—~vkg = 0 4.200
Z<d<2+%( C)dC vk g ( )
d*g dg
= — 4+ 1-¢)—=+1 = 0. 4.201
CdC2+( C)d<+wg ( )
Dies ist eine sogenannte Kummersche Differentialgleichung. Die allgemeine Losung lautet
9(¢) = e1 M(=iv,1,¢) + 2 U(=iv, 1, ), (4.202)
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wobei M und U konfluent hypergeometrische Funktionen (oder Kummersche Funktionen) sind. Die Funktion U
ist jedoch nicht regulér; sie hat einen Schnitt auf der negativen (-Achse. Die physikalisch sinnvolle Losung ist
daher die Funktion M. Es ist

ala+1) 22 ala+1)(a+2) 23

@
M(a,B,2) = 1F1 (o B52) i =14+ = — — 4.203
(@00 = Bl = et Gy o T e Gy 3 (4209

Wir haben also mit Hilfe des Ansatzes eine Losung der Schrodinger-Gleichung gefunden:
Y(r) = 1 e M (—iv, 1,ik(r — 2)), (4.204)

mit einer Konstanten ¢;. 1(r) beschreibt einen Streuzustand, da E > 0 angenommen wurde. Es ist aber natiirlich
nicht garantiert, dass diese spezielle Losung etwas mit der Streuung einer von negativem z her einlaufenden Welle
zu tun hat. Um zu sehen, dass die Losung tatsichlich diese Situation beschreibt, kénnen wir Re(r) plotten:

;;m””ll\\\\\\
1111

<

Diese Graphik legt nahe, dass tatséichlich die gewiinschte Situation beschrieben wird. Um dies zu beweisen,
betrachten wir Orte r nahe der negativen z-Achse, weit entfernt vom Streuzentrum. Hier ist

r groB, |z| groB, z < 0, (4.205)

also auch r — z > 0 groff. Fiir groe p := r — z ist aber (vgl. Abramowitz, Stegun, Handbook of Mathematical
Functions)

u L 677'7/2ei'ylnkp eikp eTr'y/Qe—i'ylnkp A
—iv,1,i ~- - N .206
(=iv,1,ikp) it ke TA-i) (4.206)
mit der Gammafunktion I'(z), sowie

U(—iv,1,ikp) = e~ ™1/ 2eivinke, (4.207)

Dies gestattet, die Wellenfunktion ¢ (r) durch Addition von Null in zwei Anteile zu zerlegen, von denen einer fiir
grofie p beinah eine ebene Welle ist und der andere fiir grofie p eine rein auslaufende (Streu-) Welle:

P(r) = a eikzM(—i’y, 1,ik(r — z))
= ¢ ett? —em, U(—ivy, 1,ik(r — z))
I'(1+ 1)
=: 1o (r)
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e

+cq e | M (—iv, 1,ik(r — 2)) = ———— U(—iv, 1,ik(r — 2)) | . 4.208
e M (i 1 = 2)) = g gy U LG =) (4.208)
=:¢5(r)
Die beiden Anteile lauten ndmlich, asymptotisch fiir grofie p = r — z,
em/? ikz+iyInk
r) & ¢ —— hFtiyink(r=2) 4.209
Yo(r) T i) ( )
7wy/2 iy Ink(r— ik(r—=z 7y/2 ,—iyInk(r—z 7y /2 iy Ink(r—
() = Cleikze'v/ey% etk(r=2) omv/2p—ivInk(r—2z) ew/ev/ﬁ%

T +iy)  kr-z (-4  —T0+)

eﬂ"y/Q etkr—ivIn k(r—z)
TTATA i) k(r—2)

(4.210)

1o(r) hat asymptotisch die Form einer von links einlaufenden ebenen Welle, bis auf den logarithmischen Term
im Exponenten. Dieser ist zwar klein im Vergleich zum linearen Term ¢kz, divergiert aber dennoch entlang der
negativen z-Achse, ndmlich wie iy In 2k|z|. Diese Korrektur zeigt an, dass das langreichweitige Coulomb-Potential
die Primérwelle schon im Unendlichen beeinflusst. Wir wéihlen die Normierungskonstante als

e7r'y/2

S —e ™27+ 4.211
C1 F(1+Z'Y> < C1 € ( +27)7 ( )

dann wird die Amplitude von vy asymptotisch zu eins:
o (I‘) ~ eikz-{-iv In k(r—z). (4212)

Die ezakte Losung des Streuproblems lautet damit

P(r) = e ™21 +iy) e M (—iy, 1,ik(r — 2)). (4.213)
In der Streuwelle 15 verwenden wir
z =rcos? (4.214)
und erhalten fiir grofle r — z,
() = L(1+1iv) ethr—ivin [’“(1_“0“9)] (1 +iv) exp (ik:r — iy1n 2kr — iy Insin? g) (4.215)
s\r)=— 3 = - N . .
7 (1 —iv) kr(1 — cos) 7 (1 — i) 2kr sin? g
Wir definieren ‘ ‘ ‘
(14 iy) = |T(1 +iv)| e @8 TA+Y) = |D(1 4 iy)| e, (4.216)
dann ist 4
T(1—iy) =T +1iv)" =|T(1 +ivy)| e *° (4.217)
und ikr—ivy In 2k ( 2 19)
e I ERT exp (2100 — iy Insin® §
L(r) 2 — . 4.218
¥s(r) K 2kr sin? g ( )
Dies kénnen wir schliellich schreiben als
eikr—i’y In 2kr
bs(r) = fo(0) —— —— (4.219)
mit der Coulomb-Streuamplitude
fe@) = S — exp (21'00 — iy Insin? ﬁ) (4.220)
2k sin® & 2
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Beachte, dass f¢ nur von 9, aber nicht von r abhingt. Die Streuwelle hat, wie angekiindigt, fiir groe r nicht die

Form
eikr
) <, (4.221)

r

sondern enthélt, wie vy, einen zusétzlichen logarithmischen Term aufgrund der langen Reichweite des Coulomb-
Potentials. Beachte, dass dieser Term nur eine abstandsabhingige Phase reprisentiert. Die Amplitude fallt wie
immer fiir eine Kugelwelle mit 1/r ab, was durch die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit erzwungen ist.

Bei genauerem Hinsehen bemerken wir, dass sowohl ¢g(r) als auch t4(r) auf der positiven z-Achse, wo r = z
gilt, singulér sind. Die volle, exakte Losung (4.213) ist dort jedoch regulér. Sie lautet

P(2z) 20 ™2 T(1 + iv) € M(—iv,1,0) = e ™2 (1 + iv) e'*2. (4.222)
=1
4.3.1 Die Rutherfordsche Streuformel

Die asymptotische Form von (r) fiir grofie Abstéinde reicht aus, um den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu
berechnen — wir betrachten die Stréme durch eine Kugel des Radius » — oo um das Streuzentrum. Die Primérwelle

lautet asymptotisch
'(/JO(I') ~ eikz—i—i'ylnk(r—z) (4-223)

und nahe der negativen z-Achse insbesondere

wo(r) o eikz+i"/ ln(72kz). (4224)

Die zugehorige Stromdichte ist

jO(I‘) = 72’”” |:e—lkz—zry In(—2kz) 3 @ ezkz-‘rz*y In(—2kz) _ ezkz-‘rz*y In(—2kz) 3 % e—zkz—z*y In(—2kz)
h hk
- Uy (k + 1) =~y (4.225)
m z m

Die Korrektur zur einlaufenden Stromdichte aufgrund der langen Reichweite verschwindet also fiir groe |z|. Die

Streuwelle .
ezkrfz'y In 2kr

s(r) = fo(0) —— —— (4.226)
hat die Stromdichte
js(r) ~ Tz” :f‘ |fC (19)‘2 (e—ikr-i-’:’y In 2kr % eikr—:‘/ In 2kr B eikr—z: In 2kr % e—ikr-‘r’:’y In 2/€T)
9 5 (1600) 3 fe(0) = Fel0) 3 £2(0)
- r WZ;‘“; Loi (k= D)9 L (70) 2 fold) — fol) o fg(ﬁ))} S (a22m)

Wir vernachlissigen Terme von der Ordnung 1/r® gegeniiber 1/r% und erhalten

WL

e T (4.228)

Js(r)

Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann exakt (er ist im Grenzfall r — oo definiert) gegeben durch

js(r) - £ r2dQ

do = lim . 4.229
O] (4229)
do o _ iz m
= -5 T To.d7 7= =y
dQ 4k2 sin”® 5 4meq h2k
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71g2\? 1 1
N (4’/T60) (4E)? sin* 2° (4.230)
Dies ist die bekannte Rutherfordsche Streuformel. Das Ergebnis ist identisch mit dem klassischen Resultat, siehe
Vorlesung Klassische Mechanik. Daher konnte Rutherford sein Streuexperiment erfolgreich mittels einer klassi-
schen Rechnung erkléren. Die klassischen und quantenmechanischen Herleitungen scheinen nichts miteinander
zu tun zu haben, insofern ist das identische Ergebnis iiberraschend. Auch sind die klassischen und quanten-
mechanischen Voraussagen fiir gebundene Zustdnde im Coulomb-Potential bekanntlich fundamental verschie-
den (Wasserstoff-Problem). Die Korrespondenz von klassischer und quantenmechanischer Streuformel wurde von
Norcliffe, Percival und Roberts [J. Phys. B 2, 590 (1969)] untersucht und verallgemeinert. Eine wesentliche Er-
kenntnis dabei war, dass die klassischen Teilchenbahnen den Strahlen der Wellenfunktion 4 (r) der Quantenme-
chanik entsprechen.
Es ist schon aus der klassischen Mechanik bekannt, dass der totale Wirkungsquerschnitt divergiert.

do 4 . ~?
Otot = /dQ m = 27T/0 dy sind m (4231)

Der Integrand verhilt sich fiir ¥ — 0 wie 1/92 und damit divergiert das Integral. Das ist wieder eine Konsequenz
der langen Reichweite.

4.3.2 Partialwellenzerlegung

Die Zerlegung der Wellenfunktion 1 (r) in Partialwellen ist auch fiir ein langreichweitiges Potential moglich,

W(r) = i ") p(cos ). (4.232)

r
=0

Fiir die reine Coulomb-Streuung ist diese Zerlegung nicht besonders niitzlich, da wir das Problem ja exakt l6sen
kénnen. Auch konvergiert die Partialwellenzerlegung sehr langsam. Sie ist aber niitzlich, wenn zum Coulomb-
Potential ein kurzreichweitiges Potential hinzutritt, z. B. bei der Streuung von Protonen an einem Atomkern. Wir
illustrieren das Vorgehen dennoch fiir das Coulomb-Potential. Die Partialwellen u;(r) miissen die Gleichung

@ — W —; D) u(r) =0 (4.233)

" k2 _

up (r) + -

mit der Randbedingung u;(0) = 0 erfiillen. Die allgemeine Losung ldsst sich durch sogenannte Whittaker-

Funktionen ausdriicken, die ebenfalls mit den Kummerschen bzw. konfluent hypergeometrischen Funktionen zu-
sammenhéngen,

w(r) = B My 141y /2(2ikr) + B2 Wiy (a111) j2(2ikr). (4.234)
Es gilt

Moo (2) = e 22 M(u—k+1/2,1+2p,2), (4.235)

Wen(2) = e #2220 — Kk +1/2,1 + 2, 2). (4.236)

Die Funktionen W divergieren fiir kr — 0, so dass 51(2) = 0 sein muss. Die asymptotische Form fiir grofie kr lautet
dann

/31(1) My (2141)/2(2ikr)
exp(ikr — iy 1ln 2kr)
T(+1—1i)

w(r)
; exp(—ikr + iy In 2kr)
T(+1+i7)

1

W (21 + 1)1 ™/ —(-1) (4.237)

Wir driicken die komplexe Gammafunktion durch Betrag und Phase aus,

1

o (1) 2l + 1)! /20 -
uy(r) 20+ 1)le i RS
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x | (—i)!

exp(ikr —iyln2kr) p exp(—ikr + iy 1n 2kr)
exp(—iarg'(l + 1+ iv)) exp(iarg'(l + 1 +i7))
(1) (21 + 1)| eTr'y/Q it

= l er — i~ In 2 T . r i )
Tl+1+)| [eXP(Zk‘r iyIn 2kr zQZ—I—zarg (I+1+1i7))

—exp(—ikr+i’yln2kr+igl—iarg1"(l+1+i7))}

(1) 7v/2 ;141
2 20+ 1)le™
= Gl |(I‘(ZJ—F|— l)fi7)| " sin (/cr —vyIn2kr — g I+ 01) (4.238)

=: ¢; = const

mit

op:=argl(l+1+iv). (4.239)
Wir sehen, dass die asymptotische Form von w;(r) nicht mit derjenigen fiir kurzreichweitige Potentiale iiberein-
stimmt. Dort gilt, siche Gl. (4.62),

w(r) = ¢} sin (kr — gl + 51). (4.240)

Aufgrund der langen Reichweite des Coulomb-Potentials tritt wieder ein zusétzlicher logarithmischer Term auf.
Man kann also keine Streuphase d; definieren, die von r unabhéngig wire. Beriicksichtigt man den logarithmischen
Term explizit, so bleibt die r-unabhéngige Phase o; iibrig. Man nennt sie die Coulomb-Streuphase.

Im Prinzip miissen wir noch die Koeffizienten 51(1) bzw. ¢; bestimmen. Die Idee ist dieselbe wie fiir ein kurz-
reichweitiges Potential: Wir entwickeln die Primérwelle 1 in Partialwellen und nutzen die Drehimpulserhaltung
aus. Nur ist die Primirwelle jetzt keine ebene Welle e mehr. Wir kennen aber die asymptotische Form von 1),
wenn der langreichweitige Anteil des Potentials vom Coulomb-Typ (1/r) ist: Sie lautet

Yo(r) = ekErivnk(r=2) — oy (ikr cos ¥ + iy In[kr(1 — cos 9)])

)
exp (ikr cos ¥ + iy In 2kr 4 4 In sin® 5)

I\
= exp (i’y In 2kr + i~ In sin? 5) gtkreos?d
(4.56) 9 o0 eikrfigl o efierrigl
~ iy In2kr + iy Insin? 2) 30 (20 + 1) Pcosd).  (4.241
exp (z*y n2kr + iy Insin 5 ;( +1)4 S7kr ) (cos ) ( )

Der einlaufende Anteil muss auf der negativen z-Achse mit dem einlaufenden Anteil der vollen Wellenfunktion
asymptotisch identisch sein. Wegen der Drehimpulserhaltung gilt dies fiir jeden Kanal ! fiir sich:

) —ik’r—i—i%l i e—ikr+i’y1n2kr+i%l—ial
_erin2krigp Lyt &P py L@ Pi(—1 4.242
V(2 4 1) ST py (1) £ 2 N H(-1) (4:242)
1 , 20 + 1) il e'
= —@+Di = = :—%. (4.243)
Dafiir kénnen wir auch schreiben
2l 1 1 iarg D(I+1447) 2l 1 - Nt/ 1 :
Cl:_( + )'Le :_( + )Z (+ +Z’7). (4244)
k k T(l+1+dy)|
Mit [siche Gl. (4.238)]
281 (21 4 1)1 em™/2 j1+1 (4.245)
= .
: IT(l+1+iv)]
erhalten wir
W _ P+ 1+iy)| (2+1)d T+ 1+iy) :Z_eﬂwﬂ D(l+1+ i) (4.246)
! 2(20 4 1)l em/2 k ID(1+ 1+ iv)| 2(21)! k ' '
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Die Partialwellenzerlegung fiir die Coulomb-Streuung lautet schliellich

oo

1 1 1 . ;
P(r) = 3 /2 o Z @ L+ 1+ i) My (2141)/2(2ikr) Pi(cos ). (4.247)

Wie gesagt ist diese exakte Partialwellenzerlegung fiir das reine Coulomb-Potential nicht sehr niitzlich, da das
ebenfalls exakte Resultat in Gl. (4.213) einfacher ist. Die Methode ist niitzlich, wenn zusiitzliche kurzreichweitige
Terme im Potential auftreten.

4.4 Streuung ununterscheidbarer Teilchen

In diesem Abschnitt diskutieren wir zunéchst die Streuung von Teilchen aneinander anstatt an einem festen
Target. Dann beschéftigen wir uns insbesondere mit der Streuung ununterscheidbarer Teilchen aneinander. Dabei
wird die bereits bei der Einfiihrung ununterscheidbarer Teilchen angesprochene Erkenntnis wichtig, dass man die
herauskommenden Teilchen nicht eindeutig mit den hineinfliegenden identifizieren kann. Das bedeutet praktisch,
dass der Streuzustand die bekannte Symmetrie unter Teilchenaustausch haben muss.

4.4.1 Streuung von Teilchen aneinander

Wir betrachten zunichst die Streuung von zwei unterscheidbaren Teilchen mit den Massen mq, mo aneinander
aufgrund der Wechselwirkung V' (rq, r3). Spielen andere Teilchen und duBlere Felder keine Rolle, so ist V(ry,rs) =
V(ry —ry). Es ist giinstig, zu Schwerpunkts- und Relativkoordinaten iiberzugehen,

miry + Mol

R = —|—————= (4.248)
mi -+ mo
T (4.249)
so dass gilt
n = R—— "2 (4.250)
mi 4+ ma
r, = R+ —1 (4.251)
mi 4+ mo
Der Hamiltonian lautet ) )
h? 0 K2 0
e _ 9\ _ o —r). 4.252
2m1 <81‘1> 2m2 <81‘2> +V(I‘2 I‘1) ( g )
Mit
0 my 0 0
o _ e 4.253
Or; mi +mqe OR  Or’ ( )
0 ma 0 0
9 _ 9 .9 4.254
ory my + mso 8R+8r (4.254)
(4.255)
(Kettenregel!) erhalten wir
R2 1 m 0 o\ 1 my 8 9Y
H = —_—— —_— —_— -_ — - e
2 [ml <m1 +my OR 8r) * mo (m1 +mg OR * 8r> } Vi)
h2 o\ /1 1 o\
- " (oY _ (i, 2\ (2 4.2
2(my 4+ ma) <6R> 2 <m1 + m2> (81‘) +V(r) (4.256)
| ——
=:1/m
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mit der reduzierten Masse myms

m=——2=_. (4.257)

mi + mo

Die Schwerpunkts- und Relativbewegung separieren also. Die Schwerpunktsbewegung ist unbeschleunigt. Fiir die
Relativbewegung konnen wir die bisher fiir festes Target eingefiithrte Theorie anwenden, dabei miissen wir nur
die Teilchenmasse durch die reduzierte Masse ersetzen. Typischerweise ist am Ende der Rechnung eine Koordina-
tentransformation vom Schwerpunktsystem zuriick ins Laborsystem notwendig. Damit erhalten wir z. B. aus den
Ergebnissen aus Abschnitt 4.3 eine exakte Beschreibung der Elektron-Proton- und Elektron-Positron-Streuung

im nichtrelativistischen Limes.

4.4.2 Ununterscheidbare Teilchen

Bei der Streuung zweier ununterscheidbarer Teilchen muss der Zweiteilchenzustand unter Vertauschung symme-
trisch (fiir Bosonen) bzw. antisymmetrisch (fiir Fermionen) sein. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass der
Spin-Zustand der beiden Teilchen feste Paritét hat, d. h. symmetrisch oder antisymmetrisch ist. Das ist z. B. fiir
spinlose Bosonen trivialerweise der Fall, ebenso fiir zwei Fermionen mit identischer Spineinstellung. Es ergibt sich
eine rdumliche Wellenfunktion (r1,r2) mit fester Paritét, wie in Kap. 2 besprochen.

Ist die Wellenfunktion ¢ (ry,r2) = U(R) ¢ (r) symmetrisch/antisymmetrisch, so gilt fiir die abseparierte Rela-
tivbewegung

Y(—r) = £¢(r). (4.258)

Dies konnen wir wieder durch explizite Symmetrisierung/Antisymmetrisierung erreichen. Ist va(r) eine ohne Be-
achtung der Symmetrie gefundene Losung, so ist

() = P(r) £ (-r) (4.259)

mit geeigneter Normierung eine Losung mit der geforderten Symmetrie. [Mit @Z(r) ist auch z/NJ(fr) eine Losung
der Schrodinger-Gleichung, sofern V(r) = V(—r) gilt.] Fiir hinreichend kurze Reichweite von V' (r) gilt

~ . ikr
P(r) e 4 f(F) & (4.260)
fiir groBe r. (Die Verallgemeinerung auf das Coulomb-Potential ist unproblematisch.) Damit ist
X . eikr eikr
P(r) = e 4 e RT 4 f(5) — £ f(-F) —, (4.261)

wobei wir eine spezifische Wahl fiir die Amplitude der ebenen Wellen e*** getroffen haben. Ist V (r) = V(r) ein
Zentralpotential, so folgt

eikr

U(r) =T £ e 4 [f(0) £ f(m — 0)]

(4.262)
Fiir die Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts gehen wir von der Definition in Abschnitt 4.1 aus:

d Zahl der gestreuten Teilchen in d2 pro Zeit
o

~ Zahl der einlaufenden Teilchen pro Zeit und Fliche’ (4.263)
Da wir ununterscheidbare Teilchen betrachten, konnen wir aus Prinzip nicht zwischen den beiden gestreuten
Teilchen unterscheiden. Zwischen den einlaufenden Teilchen kénnen wir aber unterscheiden — wir préaparieren ja
einen nach rechts laufenden und einen nach links laufenden Strahl. Wir kénnten fiir die einlaufenden Teilchen
(Nenner von do) entweder nur die aus einer Richtung einlaufenden oder die aus beiden Richtungen einlaufenden
Teilchen zéhlen. Die iibliche Definition verwendet die aus einer Richtung einlaufenden. Dann ist

2704 .3
do — T ds (4.264)
ljol
mit b
1 = — 4.2
ljol - (4.265)
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und

r—00 e—ik'f eikr
& Ao re -0 S0 -0

eikr o efik'r }

2msi

— @) £ f(m =) —— - [/ () £ f*(r = )]

or r
- 2%2 [F(0) £ f*(r =] [f9) £ f(x — V)] (% ,%+ %’; +%)
- % %2 (£ + | f(m —9)|*> £ 2Re f*(0) f(m — )] (4.266)
Es folgt
00— | F(0)2 + 1 — ) £ 2Re £ (9) (o — ). (w267

Im Vergleich zur Streuung am festen Target oder von unterscheidbaren Teilchen aneinander erhalten wir einen
zusétzlichen Interferenzterm +£2Re f*(9) f*(r — ). Dieser beruht auf der Interferenz der beiden méglichen (und
ununterscheidbaren) Zuordnungen von ein- und auslaufenden Teilchen:

Wir erkennen, dass fiir reine s-Wellen-Streuung und antisymmetrische Wellenfunktion der differentielle Wir-
kungsquerschnitt verschwindet: Es ist dann f(¥) = f = const und daher

d
== =P +1fP = 2f? =0. (4.268)

Dieses Ergebnis ldsst sich mit Hilfe der Partialwellenzerlegung verallgemeinern.
Die Partialwellenzerlegung lésst sich wie folgt auf ununterscheidbare Teilchen erweitern: Wir schreiben wie
vorher

P(r) = i UziT) Py(cos ). (4.269)
1=0
Da jedoch 9(—r) = £1(r) gelten soll und
Pi(cos(m —9)) = Pi(—cos ) = (—1)'Py(cos V) (4.270)

ist, konnen nur gerade [ (fiir symmetrische Wellenfunktion) bzw. ungerade [ (fiir antisymmetrische Wellenfunktion)
vorkommen.

Interessant ist der Fall eines Streupotentials V' (r) mit beschrinktem Triger mit dem Radius a und ka < 1.
Wie oben gesehen, ist die Streuung in Kanéle mit Drehimpulsquantenzahl [ > ka stark unterdriickt. Das sind
fiir ka < 1 aber alle bis auf [ = 0. Fiir symmetrische Wellenfunktion ergibt sich nichts wesentliche neues. Fiir
antisymmetrische Wellenfunktion ist jedoch I = 0 ausgeschlossen. Der (typischerweise) fiihrende Term hat daher
I = 1 (p-Wellen-Streuung) und ist bereits stark unterdriickt. Man kann dies so deuten, dass sich die Teilchen
aufgrund der Antisymmetrie von t(r) nicht sehr nahe kommen und daher im Fall ka < 1 das Streupotential
kaum sehen.
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4.4.3 Mittelung iiber Spin-Einstellungen

Im Allgemeinen enthalten die Teilchenstrahlen eine gewisse Verteilung von Spin-Einstellungen. Wir betrachten
hier unpolarisierte Strahlen aus Teilchen mit dem Spin S = 0,1/2,1,3/2,... Die Einteilchen-Dichtematrix auf
dem Spin-Hilbertraum fiir unpolarisierte Teilchen ist

1
28 +1

ps = 1. (4.271)

Die beiden Teilchen zusammen haben (25 + 1)? mogliche Spin-Einstellungen. Wir charakterisieren diese durch die
beiden Spin-z-Quantenzahlen my, ms = —S, ..., S und schreiben die entsprechende Basis des Spin-Hilbertraums
als {|m1,ma)}. Aus diesen Basiszustinden kénnen wir die folgenden linear unabhiingigen symmetrischen und
antisymmetrischen Kombinationen bilden:

e symmetrisch:
\m17m1> (4272)

(beide Spins haben dieselbe S,-Quantenzahl) sowie

|m1, ma) + |ma, my)
V2

das sind insgesamt soviele Zusténde, wie Paare (mq, mg) mit —S < my < mgy < S existieren, also

Gau (1+25+1)(25+1)

fiir m; < ma, (4.273)

1+243+...+(25+1) 5 =(S+1)(25+1) (4.274)
Zusténde,
my
SO -0 --0--0--0
e o o
° ,,o/
//.Ill
-S
_TS' S m
e antisymmetrisch:
Iy ma) = mas ) g, (4.275)

V2

das sind insgesamt soviele Zusténde, wie Paare (mq, mg) mit —S < my < mg < S existieren, also

1+ 29)28
1+2+3+...+25G23%=S(25+1) (4.276)
Zusténde.
my
S0 o o
[ ] [ ]
[ ]
_S—E s ™
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Zusammen erhalten wir offensichtlich (25 + 1)? Zusténde, damit haben wir einen vollstindigen Satz konstruiert.
Da dieser durch eine unitére Transformation aus {|mq, m2)} hervorgeht, ist die Dichtematrix auch in dieser neuen
Basis 1
1 4.277
25 +1)27 ( )
d. h. alle Zusténde sind gleich wahrscheinlich. Nun miissen wir das vorige Ergebnis Gl. (4.267) fiir den differentiellen
Wirkungsquerschnitt iiber alle diese Spin-Zusténde mitteln. Es folgt fiir das Spin-Mittel

ps®ﬂs=(

do  (S+1(2S+1) do S(28+1) do

aQ (25+1)2  dQ (25 +1)2 dQ

sym. Spin-Zustand antisym. Spin-Zustand

g S
25111 2Re f1(0)f(7 = 0) F g 2Re 7 (0) f(m = V)

Re f*(9) f(r — ¥), (4.278)

[F +1f(m =9 +

[F@)P + |f(m = 0)) +

25+1

wobei jetzt das obere (untere) Vorzeichen fiir Bosonen (Fermionen) gilt. Der quantenmechanische Interferenzterm
iiberlebt also fiir unpolarisierte Strahlen, nimmt aber fiir groffle Spins S ab. Das ist verniinftig, da S — co dem
klassischen Grenzfall fiir Drehimpulse entspricht.

Zusammengefasst: Gleichung (4.278) gestattet uns, den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/dQ) fir die
Streuung unpolarisierter Strahlen ununterscheidbarer Teilchen zu bestimmen, wenn wir die Streuamplitude f(¢)
kennen. f(1) berechnen wir im Rahmen der Theorie fiir die Streuung am festen Target.

4.5 Green-Funktions-Methode

Die Partialwellenzerlegung ist insbesondere fiir hohe Energien nicht giinstig, da die Entwicklung nach Drehimpuls-
l[-Beitrégen langsam konvergiert. Hier besprechen wir eine alternative Methode unter Verwendung von Green-
Funktionen.

4.5.1 Integraldarstellung der Streuamplitude
Mit k = v2mE/h und v(r) = 2mV (r)/h? kénnen wir die zeitunabhiingige Schrodinger-Gleichung schreiben als
(V2 + k) 9 (r) = v(r) ¥(r), (4.279)

wobel wir jetzt micht annehmen, dass V(r) ein Zentralpotential sein muss. Die zugehorige freie Differentialglei-
chung (die Helmholtz-Gleichung) habe die Losung o (r):

(V2 4+ k2) po(r) = 0. (4.280)
Die Green-Funktion Gi(r,r’) ist definiert als Losung der Gleichung
(V2 + k%) Gr(r,v') = 5(r — 1), (4.281)

die aus der freien Gleichung (4.280) durch Einfiigen der Inhomogenitét 6(r —r’) hervorgeht. Sowohl vy (r) als auch

Gi(r,r’) (als Funktion von r) sollen dieselben Randbedingungen erfiillen wie ¢ (r): Fiir das Streuproblem sind

alle diese Funktionen auf R? definiert und miissen fiir » — oo beschrinkt bleiben. Aus der Translationsinvarianz

des Problems folgt dann, dass G (r,r’) nur von r —r’ abhéngen kann. Wir schreiben daher Gy (r,r’) = G (r —r’).
Der Nutzen der Green-Funktion liegt darin, dass jede Losung ¢ (r) der Integralgleichung

P(r) = Po(r) + /d?’r’ Gr(r,v")v(r') y(r') (4.282)
die Schrodinger-Gleichung 16st. Beweis:
(V24 ) () = (V2 + 1) o) + [ &7 (924 ) Gulo ! )olb!) 0l&') = o(a) (). (4.283)
=0 =6(r—r’)
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Wir wollen nun ¢o(r) und Gg(r,r’) explizit bestimmen. Wir betrachten einen entlang der negativen z-Achse
einlaufenden Teilchenstrahl. Daher gilt einfach

Yo(r) = e, (4.284)
Zur Losung von Gl. (4.281) ersetzen wir zunéchst r — r’ — r und schreiben
(V2 4 k?) Gi(r) = 6(r). (4.285)

Dann machen wir den Ansatz '
Gr(r) = e Fy(r). (4.286)

Damit ist
(V2 + k) Gr(r) = (V2 + k?) eF*7 Fy(r)

1 d? , , . .
_ ( i r e:l:zkr) F}.@ (I‘) +92 Ve:l:zkr A VFk (I’) + e:l:zkr V2Fk (I‘) + er:tzkrFk (I‘)

1 . ikr ikr . ikr 9 ikr ikr
2 ;(izk)ei By (r) —Mi 2iketik o Fi.(r) + X V2 Ey (r) —I—M

%k .. . ,
= i%k TR By (r) £ 2iket R % Fi(r) + %" V2, (r) £ o(r)

= VZF(r) £ 2ik % Fy(r) + ? Fi(r) = eT*75(r) = 6(r). (4.287)

Wir wissen aus der Elektrodynamik, dass gilt
1
V2= = 47 é(r) (4.288)
r

(dies ist die Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung) und probieren daher den Ansatz

Fy(r) = 747717"' (4.289)

Einsetzen in die Gleichung fiir Fy(r) ergibt

5(r) + % + % — 5(r). (4.200)

Die Gleichung ist also erfiillt. Damit haben wir zwei Losungen fiir die Green-Funktion gefunden:

. ’
e:I:zk|!‘—1‘ |

Gr(r —1') = (4.291)

Cdnlr—r|

Im Prinzip kénnen wir noch eine beliebige Losung der homogenen (Helmholtz-) Gleichung addieren. Man kann
aber zeigen, dass dies zu Losungen der urspriinglichen Schrédinger-Gleichung fiihrt, die nicht der Streusituation
entsprechen. Aus demselben Grund miissen wir die Lésung mit ethlr—r'| wihlen; damit beschreiben wir auslaufende
und nicht einlaufende Kugelwellen. Also erhalten wir

G ' et 4.292
k(r_r)__47r|r—r’| (4.292)
und damit die Lippmann-Schwinger-Gleichung in Ortsdarstellung,
ikz 1 3./ eik|r—r'\ / !
b(r) =™ - — i r— o(r') (r'). (4.293)
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Dies ist nun eine explizite Integralgleichung fiir ¢ (r), die der Streusituation (ebene Primérwelle, auslaufende
Kugelwelle) angepasst ist. Es ist aber noch nicht klar, was wir durch die Ubersetzung einer partiellen Differential-
gleichung fiir ¢(r) in eine Integralgleichung gewonnen haben. Wir werden gleich sehen, dass die Integralgleichung
fiir bestimmte Naherungen giinstig ist.

Wir betrachten zunéchst die Gleichung fiir groe Abstéinde r vom Streuzentrum. Ist v(r’) hinreichend kurz-

reichweitig, trigt der Integrand
6ik|r7r'|
W 'U(I'/) 1/1(1'/) (4294)

nur fiir kleine 7’ < r bei. Dann kénnen wir fiir ' < r entwickeln:

1 1
>~ 4.295
r—r/| r ( )

und

r r

. , r-r '\ 2
el = exp (iky/r2 + (")2 = 2r -1/ ) = exp <ikr 1-2——+ (f) )
/

>~ exp (ikr[1 -2 D = eikremikir (4.296)
T

mit ¢ = r/r. (Dass diese Ordnungen ausreichen, kann man priifen, indem man héhere Terme mitnimmt und zeigt,
dass die resultierenden Korrekturen in der Streuamplitude klein sind.) Damit gilt fiir grofe r,

) ikr 1 o,
Y(r) = et — 67 yo /d?’r’ e RET (e (r). (4.297)
Vergleich mit der asymptotischen Form
) ikr
lr) = e+ S f() (4.298)
ergibt fiir die Streuamplitude
f(#) = L [ ek ET (1) (1) = — o [ @3 e TR ET Y (2 () (4.299)
47 27h? ' '

Diese Beziehung ist fiir hinreichend kurzreichweitiges Potential exakt, da f(#) durch das asymptotische Verhalten
definiert ist. Es sei daran erinnert, dass wir nicht angenommen haben, dass V (r) rotationssymmetrisch (also ein
Zentralpotential) ist.

4.5.2 Bornsche Reihe

Die Lippmann-Schwinger-Integralgleichung (4.293) fiir ¢(r) legt eine iterative Losung nahe: Wir ersetzen ¢ unter
dem Integral durch den durch die Lippmann-Schwinger-Gleichung gegebenen Ausdruck. Wir erhalten ein doppeltes
Integral, das wiederum 1 enthilt. Dies ersetzen wir wieder durch die rechte Seite der Gleichung usw. iterativ. Das
Ergebnis ist die Bornsche Reihe

d(r) = ¢ (r) (4.300)
n=0
mit
VOr) = or) = ™2, (4.301)
M) = — [ @3y et | V)™ D) firn > 1 (4.302)
- 27h? v —r/| - '
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Beachte, dass der Term (™) (r) von n-ter Ordnung im Streupotential V(r) ist, die Bornsche Reihe stellt also eine
Storungsentwicklung fiir kleine Potentiale V' dar. Sie ist eine exakte Losung der Lippmann-Schwinger-Gleichung
und damit der urspriinglichen Schrédinger-Gleichung, denn sie erfiillt

U(r) = Zw“‘)(r) = e“”+2w<"><r>
zk|r r'|
= ZW/“”” vy )

ik|r—r'|
N Z 272 / & /6 V(™ ()

ik|r—r’|

m 3, €
2mh? v — 1’|

ikz

V(" )(x'). (4.303)

Die n-te Bornsche Niherung besteht in diesem Kontext darin, die Reihe fiir ¢/(r) nach dem n-ten Term abzubre-
chen. In der Praxis ist insbesondere die erste Bornsche Ndiherung von Bedeutung. Hier ist

P(r) =2 e 4y (r) (4.304)

mit —
)y — M 3, € Vi) e 4.305
V) = —5 s N F— (x') e (4.305)

Aus Gl. (4.299) erhalten wir eine analoge Bornsche Reihe fiir die Streuamplitude,

FE=> ") (4.306)

n=1

mit

F (@) 27rh2/d3’”/eﬂk”v( "), (4.307)

wobei f(") () von n-ter Ordnung in V ist. Es tritt kein Term nullter Ordnung auf, da fiir die ungestreute Welle
natiirlich f =0 gilt.
Die erste Bornsche Nédherung fiir die Streuamplitude lautet nun

/dST/ efzkrr V( ) ikz’ —

Dies ist nun eine explizite Darstellung der genédherten Streuamplitude. Dasselbe sollte sich ergeben, wenn man in
die exakte Darstellung von f durch die Streuphasen ¢; die Bornsche Niherung fiir die 0;, Gl. (4.182), einsetzt und
bis zur linearen Ordnung in V entwickelt. Beachte, dass wir bei der Herleitung von Gl. (4.182) ein Zentralpotential
angenommen haben. Das neue Ergebnis ist insofern allgemeiner und auch einfacher in der Anwendung.

In erster Bornscher Néherung ist die Streuamplitude durch die Fourier-Transformierte des Streupotentials,

f(l) )

/d3 ek Xy (g, (4.308)

27rh2 27rh2

V(q) = / d3re TV (1), (4.309)
gegeben,
FO @) s ) "yl 211?1?;2?55 (4.310)
2 - = - 2 . .
2rh 2mh cost) — 1

Wenn wir die k-Abhingigkeit von f(1) explizit machen und k, 4, ¢ als Kugelkoordinaten des Wellenvektors k der
auslaufenden Teilchen auffassen, konnen wir schreiben

f(l)(k) = f(l)(k7197<p) = -

m N

141



wobei kz der Wellenvektor der einlaufenden Teilchen ist. Das Argument von V ist also (bis auf einen Faktor
h) der Impulsibertrag. Wir erkennen, dass die Streuung bei grofien (kleinen) Energien der Streuteilchen, also
grofen (kleinen) k v.a. fiir das Fourier-transformierte Streupotential V(q) = V(k — kz) bei groBen (kleinen)
Impulsiibertrigen |q| empfindlich ist.

Die erste Bornsche Néherung, und tatséichlich jede Bornsche Niherung, hat die Schwéche, dass sie das Optische
Theorem verletzt. Das ist im Prinzip ein ernstes Problem, da das Optische Theorem aus der Teilchenzahlerhaltung
folgt. Daher muss in Bornscher Ndherung die Teilchenzahlerhaltung verletzt sein. Wir kénnen leicht sehen, dass
das Optische Theorem nicht erfiillt ist:

=0 = fOE=g) = [dr e ey
m !
= —53 B3r'v(r') = %h V(q=0). (4.312)

Dies ist reell, weshalb das optische Theorem ergibt

o) = [l -
= [P, =0 Vi, (4.314)

4]: Im fO (9 =0) =0 (4.313)

und das ist ein Widerspruch. Die erste Bornsche Naherung ist dennoch verniinftig, wenn das Streupotential
hinreichend schwach ist. Wir hatten ja schon gesehen, dass die erste Bornsche Néherung gerade die Streuamplitude
bis zur ersten Ordnung im Streupotential beschreibt. Man sollte aber nicht versuchen, mittels einer Bornschen
Néherung die Streuamplitude in Vorwértsrichtung zu bestimmen.

Als Beispiel betrachten wir die Coulomb-Streuung. Hier wiirden wir nicht erwarten, dass etwas Verniinftiges
herauskommt, da sich die Wellenfunktion asymptotisch gar nicht wie

ikr

W(r) = etk 1 S () (4.315)

verhélt. Die Abweichung liegt in logarithmischen Termen in den Phasen der ein- und auslaufenden Wellen. Den-
noch berechnen wir

2 2
W) = - "™ Vik—kg)=__" & 1 ___me 1 1
FoE) 2mh? ( 2) 2rh? €y k2(f — 2)? 2mh2eq k2 2 —2cos?d
me? 1 1 e2 1 1
= = . 4.316
 8mh2eq k2 sin 2%  167eo E sin 2% ( )
Damit erhalten wir 1o (D) 2
g (1) (21(2 ( e ) 1 1 431
(dQ) = I = dmeg/ (4E)? sin® 2 (4.317)

Das ist tatséichlich die exakte Rutherfordsche Streuformel aus Abschnitt 4.3. Das ist erstaunlich, denn die Phase
von f(1)(#) ist offensichtlich falsch — es fehlt der logarithmische Term. Die héheren Bornschen Niherungen sind
ebenfalls falsch und sogar divergent.

4.6 Basisunabhingige Streutheorie

In diesem Abschnitt heben wir die Beschreibung der Streuung auf ein allgemeineres Niveau. Die neue Beschrei-
bung ist unabhiingig von einer bestimmten Basis. Der konzeptionelle Schritt ist analog zum Ubergang von der
Schrodingerschen Wellenmechanik zur Dirac-Notation in der Quantentheorie 1.

Etwas konkreter formuliert ist die bisher entwickelte Streutheorie noch nicht sehr allgemein, da sie

e cine spezielle Art von einlaufenden Zustéinden, namlich ebene Wellen, betrachtet und
e in Ortsdarstellung formuliert ist.

Im Folgenden wollen wir eine allgemeinere Formulierung besprechen.

142



4.6.1 Die allgemeine Lippmann-Schwinger-Gleichung

Wir arbeiten jetzt mit Zustandsvektoren ohne Bezug auf eine bestimmte Basis. Die zeitunabhéngige Schrodinger-
Gleichung laute (in diesem Abschnitt kennzeichnen wir Operatoren mit einem Zirkumflex bzw. Dach)

Hlp)= (Ho+V)[0) = El) = (Ho—E)[g)=-VI[¢). (4.318)
Die freie Gleichung, d.h. die Gleichung in Abwesenheit von Streuung, laute
Hylo) = Elo) = (Ho—E)tho) =0, (4.319)

wobei Hy nicht unbedingt nur die kinetische Energie enthalten muss — wir haben eine grofle Freiheit bei der Wahl
von Hj. Typischerweise wird es ein Teil von H sein, dessen Eigenzustidnde wir einfach bestimmen kénnen.

Beachte, dass wir in beiden Schrédinger-Gleichungen dieselbe Eigenenergie E' gewihlt haben. Dies kénnen wir
tun, wenn Hy und H dasselbe kontinuierliche Spektrum haben, was fiir ein lokales Streupotential V erfiillt sein
sollte. Es folgt

(Ho — E) (|¥) = [¢0)) = =V [4). (4.320)
Falls Hy — E = Hy — E1 invertierbar ist, konnen wir folgern
1 A
_ = v 4.321
) = o) == 7 V1) (4321)
——

konventionelle
Schreibweise fiir
(Ho—E1)"?

= [¥) = [vo) - 7 1_ - V[ (4.322)

In der Ortsdarstellung ist dies die Lippmann-Schwinger-Gleichung (4.293). Die Herleitung war aber nicht sauber,
da Hy— E nicht allgemein invertierbar ist, fiir Eigenwerte ' von Hy némlich nicht. |tho) soll aber ein ungebundener
Zustand sein, also liegt F im kontinuierlichen Spektrum und Hy — E ist fiir alle F nicht invertierbar.

Wie 16sen wir dieses Problem? Dazu betrachten wir die zeitabh#ingige Schrodinger-Gleichung. Uns interessiert
der Fall, dass der Zustand lange vor der Streuung, fiir ¢t — —oo, ein freier Zustand ist, also

im (j9 ()~ lo(1))) = 0 (4.323)

oder kiirzer, aber unsauber,

[9(=00)) = [tho(=00)). (4.324)
Hier soll |¢(t)) eine stationdre Losung des vollen Streuproblems zu einer Eigenenergie E sein. |1)o(t)) ist die
Losung der freien Schrodinger-Gleichung, die zu einem frithen Zeitpunkt ¢ — —oo mit |¢(¢)) iibereinstimmt.
[to(t)) ist i. A. keine stationdre Losung der freien Gleichung. Unter Verwendung der Zeitentwicklungsoperatoren
zu den jeweiligen Hamiltonians Hy und H folgt

o) = [1ho(0)) = lim_ e~ #1000/ (1))

t——o0

_ iHot

= Tim_ e [yi(1))

_ iHot/h —iHt/h
im_etfot/me [(0))

_ t_lgl;noo eiHot/fL e—iEt/ﬁ |,(/}>

_ T i(Ho—E)t/h
= lim e ). (4.325)

Bei der Ersetzung von H durch E haben wir verwendet, dass |¢(t)) stationir sein soll.
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Fiir den Grenzwert fiir t — —oo konnen wir folgende Identitdt ausnutzen:

hm 77/ dt e™ f(t) ‘ Substitution ¢ = %
= lim du e" / du e lim f( ) ‘ beachte u < 0
n—0t+ J_ o n—0+
0
_ f(—oo)/ duc' = lm_f(1) (4.326)

Damit folgt

0 N
o) = tim 7 [ deen/neioBiny)
— 00

n—0t
lim f/ dt ¢'(Ho—E~ MR )
n—0+ R

— lim A n el i(Ho—E—in) t/hﬁ )
n—0* {(Hy — E —in) <
N———

=1dan>0
Operatorinverses

. m
= lim ——— |¢). 4.327
n—0t E — Hy +in ) ( )

Hierfiir findet man oft folgende Schreibweisen: Entweder man lésst lim, o+ weg (der Grenziibergang ist aber
impliziert) oder man schreibt
i0t
W) = ——— |9). 4.328
o) = 57 1) (4.328)
Eine alternative Herleitung betrachtet ein Streupotential, das adiabatisch, d. h. sehr langsam, eingeschaltet wird,
V(t) = e™V. Dies fiihrt auf dieselben Ergebnisse.

Wir definieren den Greenschen Operator zu Hy:

A 1
Fi= (4.329)
E — Hy +i0t
Der Operator £ — Hy + 0% ist wegen des Imaginiirteils {07 invertierbar.
Nun folgt
107
— = 1-—
=t = (1- 0
1 . 0F
= [A.(E—Ho—i-iO'*) — 37 [4)
FE — Hy + 0t E — Hy +1i0+
1 - 1 . N
= — ——  (FE— Hy+i0" —40% = —+—(H - H
o B o ) = 5 or (A~ Ho) 1)
1 N
= —— V¥, 4.330
E — Hy+i0t ) ( )
also 1
- + V) = + GV |¥), 4.331
) = ¥0) + g V1) = o) + G V1) (4.331)
oder dquivalent
1 N
= - V), 4.332
) = Wob = o V190 (4.332)
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anstelle von Gl. (4.322). Diese beiden Formen sind die allgemeine, basisunabhingige Lippmann-Schwinger-
Gleichunyg.

Die Lippmann-Schwinger-Gleichung kann wieder durch Iteration gelost werden, was auf eine Bornsche Reihe
fithrt:

W) = o) + GV o) + GEVGTV o) + ...
AT 1
= T;)(va)7l o) = v [%0)- (4.333)

Wir iiberpriifen noch, dass das Lippmann-Schwinger-Ergebnis die Schrodinger-Gleichung 16st: Es ist

l¥) =

1-GJV) ™ o) = [0 — (B — Ho +i07) 7 V]! Jaho)
E— Hy+i0t = V)" Y(E — Hy +i0%) |1o)

= (E—H+i0")"1i0T o) (4.334)
= (E-H) ) = (E—-H+i0t—i0") )

= (E—H=70") (E=H=30") 1 i0*[¢o) —i0T (B — H+i0%) 71 i0" [¢p)

o in
= lmin(l—- ——— =0. 4.335
ns0t 77( E—H+in) od (4.330)

(
(
(
(

O
Man schreibt die Lippmann-Schwinger-Gleichung auch in Operatorform mit Hilfe des Mpller-Operators Q.
Dieser ist definiert durch die Beziehung

) = QF [¢bo), (4.336)

wobel |¢), |t) weiterhin die oben angefiihrten Bedingungen erfiillen sollen, insbesondere |¢)(—00)) = |[tg(—00)).
Dann ist

QT [vo) = [vho) + GZVQT [o). (4.337)
Da dies fiir jeden Zustand |vg) gilt, erhalten wir die Lippmann-Schwinger-Gleichung in Operatorform:
Ot =1+ GFVat. (4.338)
Die explizite Losung ldsst sich leicht finden:
Q-GIV)Ot = 1 (4.339)
A 1
= Qf = — (4.340)
1-G§V
Eine andere Form der Losung ergibt sich mit
~ 1 A
Qf = 1+ ——vot (4.341)
E — Hy +1i0+
= (E-—Hy+i0")QO" = E—Hy+i0t +VQF (4.342)
= (E-H+4+i0"HQ" = E—Hy+i0t = E—H+i0t+V (4.343)
= O = 14 —F—V (4.344)
E—H+i0t
und der Definition des Greenschen Operators zum vollen Hamiltonian H ,
At 1
GT = ———, (4.345)
E—H+i0*
(ohne Subskripte ,,0¢) zu X o
Ot =1+GHV. (4.346)



Es ist fiir formale Manipulationen oft niitzlich, Streuzustéinde |¢)~) zu betrachten, die im Fndzustand, nicht
im Anfangszustand, mit freien Zustinden [t¢) tibereinstimmen. Dies ist natiirlich keine experimentell leicht zu
realisierende Situation. Wir definieren den Mgller-Operator 2~ durch

7)) = Q7 [vo), (4.347)
wobei der einzige Unterschied ist, dass nun gelten soll
Jim (97 (6) = [o(t)) = 0. (4.348)
Vollig analoge Herleitungen ergeben
Q" = 14+G;VO, (4.349)
A 1
Q0 = —, (4.350)
1-G;V
QO = 1+G7V (4.351)
mit
A 1
Gy = —————, (4.352)
E— Hy—i0t
A 1
G = . (4.353)
E—H -0t

Man nennt éar , G+ retardierte und Ga , G~ avancierte Greensche Operatoren. Erstere beschreiben die Propagati-
on von Zustédnden vorwérts in der Zeit, ausgehend von einem gegebenen Anfangszustand, letztere die Propagation
riickwérts in der Zeit, hin zu einem gegebenen Endzustand.

4.6.2 Die S-Matrix

Die gesamte Information iiber das Verhalten eines Streuers ldsst sich mit Hilfe der Streumatrix oder S-Matrix
ausdriicken. Wir betrachten Teilchen, die sich fiir ¢ — —oo im freien Zustand |y 5, (t)) = e~iHot/h |to,n) befanden,
d.h. ihr Zustand |7 (¢)) erfiillt

[y (=00)) = |tho,n(—00)). (4.354)
n bezeichnet einen geeigneten Satz von Quantenzahlen. Wir wollen nun die Frage beantworten, welcher Anteil der
Teilchen sich nach der Streuung, fiir ¢ — 400, im freien Zustand |¢g,m(c0)) befindet. Die Antwort wird sicherlich
von der Ubergangsamplitude

(Y0,m(00) |7 (00)) (4.355)

(mit geeigneter Normierung) bestimmt sein. Diese Ubergangsamplitude kénnen wir schreiben als

(o,m(c0) 5 (00)) = Jim (tom(D)55 (1))
= lim lim (o (6)] e T k()

t—o0 t/——o0

= lim lim (o (6)] e TP g ()

t—o00 t'——o00

= Jim lim (g (0)] 0NN em U ZHHOT/R 1y (0)) (4.356)
(Y0, m| [¥0,n)

Der hier auftretende Operator ist der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungs- (Dirac-) Bild,

UD(t, t’) _ e+iﬁot/ﬁ efifi(tft’)/h efiﬂot’/h' (4.357)
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Also ist A
(Y0,m (00|90 (00)) = lim  lim (¢, | Up (¢, 1) [th0,n)- (4.358)

t—oot/'——o0
Fiir die Berechnung sind die Mgller-Operatoren QOF niitzlich. Dabei miissen wir jetzt aufpassen, welche Energie F
in OF auftritt und wir machen diese Energieabhiingigkeit von OF (E) daher explizit: Die einlaufende (auslaufende)
Energie sei E,, (E,,). Da wir einlaufende und auslaufende Zusténde betrachten, die fiir t - —oco bzw. t — oo mit
freien Losungen |tg ) bzw. [¢o.m,) iibereinstimmen und wir annehmen kénnen, dass ein Teilchen fir ¢ — +oo
nichts vom Streupotential merkt, kénnen wir E,, (E,,) als Eigenenergien von stationdren freien Losungen [¢g )
(|b0.m)) auffassen. Eine saubere Herleitung betrachten ein Streupotential V (t), das adiabatisch ein- und wieder
ausgeschaltet wird.
Ausgehend von der dritten Zeile von Gl. (4.356) schreiben wir nun

(om(c0)ltf (00)) = lim (om(D)le™ /" Tim e/ Mo (1))
= (0 (0)]f (0))
= (W) A
= <w0,m|[Qi(Em)]TQ+(En)|1/}O,n>- (4'359)

Hier ist |¢,,) der Zustand, der fiir ¢ — +oco in den freien Zustand [ty ,,,) tibergeht, vgl. den vorigen Abschnitt.
Wir definieren nun die S-Matriz

S =8(Ep, Ey) = [0 (Bn)] O (E,). (4.360)
Damit lauten die Ubergangsamplituden
Smn = <1/)0,m| S' |w07n> = (%ZW:D (4361)
Wir bestimmen nun S,,, mit Hilfe der Ergebnisse des letzten Abschnitts. Es gilt
|¢;1> - |Qz/};r:> = [Qi(Em) - Q+(Em)] W}O,m>
= []l + G_(Em) —-1- G+(Em)v] |¢0,m>
= [G_ (Em) - CAJ-‘_(E‘m)] V |’(/}O,m>- (4362)

Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit (¢;"| und erhalten
(Wi lvm) — Wl = (WG (Bm) = GT(En)]V [to.m) (4.363)
= Wl = (on(—00)om(=00)) = (Yol [XF (BT (G (Ew) = G (En)]V [Wo,m)- (4.364)

Im zweiten Term auf der linken Seite haben wir verwendet, dass das Skalarprodukt invariant unter unitéiren
Transformationen ist, hier konkret unter der Zeitentwicklung. Es folgt

S — 0(m = 1) = (Wo.n| [XT(ER)]T[GT (Em) = GF(En)]V [o.m). (4.365)

Hier bedeutet die §-Funktion d(m —n) ein Produkt von J-Distributionen fiir alle kontinuierlichen Quantenzahlen
und von Kronecker-0-Symbolen fiir alle diskreten Quantenzahlen. Komplexkonjugation der letzten Gleichung
liefert

Smn = d(m —n) + (Yo,m| 14 [é_ (Em) — CATV—’_(Em)]Jr Q+(En) %0,n)- (4.366)
Nun ist
N 1 f 1 .
(GH)' = - = - =GT (4.367)
E— H+4i0t E—HFi0*
und es folgt o X A
Smn = 8(m —n) + o,m| V[GT(En) — G (En)] QT (En) [Yo,n)- (4.368)
Wir benétigen also die Differenz
Gt (En) — G (Ep) = lim ( L - L ) T (4.369)
=0t \E,—H+in E,—H—in =0+ (B, — H)? 4+ n?
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Im Ausdruck fiir S,,, wirkt dieser Operator auf Qt(E,)[o,) = |;), was ein Eigenzustand zu H mit der
FEigenenergie F,, ist. Wir konnen also H durch den Eigenwert E,, ersetzen und erhalten eine Lorentz-Funktion,
die im Grenzfall n — 0% in die d-Distribution {ibergeht,

L —2im o .
= n]gng BB 211 6 (Ep — Ey). (4.370)
Damit ist o
Smn = d(m —n) — 2w 6(Ey, — Ey) (Yo,m VQ+|TZ)0)H> . (4.371)
———
[¥it)

Dies ist die Grundformel der Streutheorie oder auch Streuformel. Wir haben das Energieargument von QF weg-
gelassen, da es wegen der d-Funktion keine Doppeldeutigkeit mehr gibt. Beachte, dass der erste Term einfach die
Matrixelemente der Einheitsmatrix darstellt, wihrend die J-Funktion im zweiten Term Energieerhaltung garan-
tiert. Ohne Streuung hitten wir S,,,, = é(m — n), also wire der Endzustand gleich dem Anfangszustand (bis auf
einen energieabhéngigen Phasenfaktor), wie erwartet.

4.6.3 Die T-Matrix

Wir wollen zum Schluss die Grundformel der Streutheorie noch etwas umschreiben. Dadurch wird sie symmetri-
scher in Anfangs- und Endzustand. Aulerdem werden wir eine Verbindung zur zeitabhéingigen Stérungstheorie
erkennen. Es ist

S = 5(m — n) — 271 (5(Em - En) <'L/}O,m| VQ+‘7/)O,H>

N 1
= dm-—-n 7225Em7En mVﬁ n
( ) — 2mi o ) (to,m| G |vb0,n)
= §(m—n) = 2mi6(Bpm — Bn) (om| V+ VGV +VETVEIV + . o) (4.372)

Wir definieren die Transfermatriz oder T'-Matriz durch ihre Matrixelemente

= <1/)O,m| VQ+|,(/)O,TL>
= Wom|V+VGEIV+VGIVEEV + ... |¢on). (4.373)
Damit ist
Smn = 0(m —n) — 271 §(Ey — En) Trun- (4.374)

Die letzte Form in Gl. (4.373) gibt 7" als Entwicklung in der Anzahl der Streuungen am Potential V wieder.
Zwischen den Streuereignissen wird die Propagation der Teilchen durch den freien Greenschen Operator G(J{

beschrieben:
I —_ [ ] A

Hier haben wir T;,,, und damit S,,,, explizit durch eine Bornsche Reihe ausgedriickt. Die erste Bornsche Naherung
besteht in diesem Formalismus darin, die Reihe nach dem ersten Glied abzubrechen,

SO = 6(m —n) — 2mi 6(Ey, — En) TS (4.375)
mit A
Tr(nlv)z = <w0,m| 14 |’(/}0,n>~ (4376)

Dies sind einfach die Matrixelemente des Streupotentials beziiglich der freien Zusténde. Diese Naherung erinnert
an Fermis Goldene Regel aus der zeitabhidngigen Storungstheorie und in der Tat ist die obige erste Bornsche
Né#herung deren Verallgemeinerung auf Streuzusténde.
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4.6.4 Zusammenhang mit der Streuamplitude

Die Verbindung zwischen der abstrakten Streutheorie und der vorher betrachteten Streuamplitude f (9, ¢) kénnen
wir erkennen, wenn wir fiir 19, ), |¥o,») speziell ebene Wellen einsetzen, die fiir den Spezialfall

Hy = ol (4.377)
2m

offenbar freie Losungen sind. Wir schreiben also fiir die Streuformel

Sk = Ok —k)—2mi§(Ew — Ex) Twx

= 0(k'—k)— 2m'6<h—2 [(K)? — k2]) Tk
2m
2m 6(K — k
= 5(k/*k)*2ﬂ'lﬁ(27k)Tk/k
.. m
= (K k) — 2mi o5 5K — k) Tiene (4.378)
Vektoren! Betrége!
mit R
Twk = (K| T(Ex) |k) (4.379)

mit Impulseigenzustéinden (ebenen Wellen) |k), |k’). Nun ist
Twx = (K| VO (B)|k) = / Br d3r (K |e') (' |V e) (e|QF (By) k) (4.380)

und QF (Ey)[k) ist der sich aus der ebenen Welle |k) fiir t — —oco entwickelnde Zustand. Also finden wir die
Wellenfunktionen

1 ik-r 1

(rlk) = W‘i . :Wdlo(r),
GBI = s V) (4381)

wobei wir geeignete Normierungsfaktoren eingesetzt haben. Demnach ist
1
(2m)?

vgl. Gleichungen (2.70) und (2.72). Da die Streuung elastisch ist, gilt |k’| = |k| = k. Wir schreiben k' = kf, wobei
der Einheitsvektor ¢ die betrachtete auslaufende Richtung (Richtung des Detektors) angibt. Damit ist

Tk’k =

/dgrdgr’e_ikl'rl(r'ﬂﬂr}w(r) = (2;)3 /d?’r’e_ik,‘”lV(r’) P(r'), (4.382)

Tk’k =

ﬁ [ e v v, (4.383)

Jetzt erinnern wir uns an die exakte Darstellung (4.299) der Streuamplitude,

F0) = =57 | @' e VI o), (4.384)
und folgern fiir diesen Spezialfall
h? h?
Ty = - f(@) = R f(,0), (4.385)

wobei 9, ¢ die Polarwinkel von k’ = kt relativ zu k, also zur Strahlachse, sind. Damit erkennen wir, dass die
T-Matrix eine natiirliche Verallgemeinerung der Streuamplitude auf das allgemeine Streuproblem ist, in dem H,
praktisch beliebig und der einlaufende Zustand nicht unbedingt eine ebene Welle sind. Abschlieflend sei erwéihnt,
dass sich die basisunabhéngige Streutheorie mit wenig Miihe auf die relativistische Dirac-Theorie erweitern lésst.
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4.7 Anhang: Zeitabhingige Storungstheorie

In diesem Abschnitt wird kurz die zeitabhdngige Storungstheorie eingefithrt bzw. wiederholt. Dies bietet sich an,
da sie mit der formalen Streutheorie verwandt ist. Der Abschnitt ist als ergéinzende Information gedacht.

Die Aufgabenstellung der zeitabhéngigen Storungstheorie besteht darin, die zeitliche Entwicklung eines Sys-
tems unter dem Einfluss einer zeitabhéngigen Stoérung zu bestimmen. Der Hamilton-Operator hat die Form (wir
verzichten hier auf den Zirkumflex bei Operatoren)

H(t) = Hy + V(t), (4.386)

wobei Hj einfach und zeitunabhéngig sein soll und V (¢) die zeitabhéingige Stérung ist. Fiir diesen Fall ist eine
Formulierung niitzlich, die sich auf die nichttriviale Zeitentwicklung aufgrund von V' (¢) konzentriert. Eine solche
Formulierung wird durch das Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild) realisiert.

4.7.1 Bildwechsel in der Quantentheorie

Es soll kurz an die Beziehungen zwischen Schrodinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungs-Bild erinnert werden.
Die einzigen beobachtbaren Gréfien in der Quantentheorie sind Matrixelemente von (hermiteschen) Operatoren,
(p]|A]y). Diese sind invariant unter unitidren Transformationen

o) = Uly), (4.387)
[y — Uly), (4.388)
A — UAUT (4.389)
(U unitér), da unter dieser Transformation
T T _
(PlA[Y) = (Ll U'UAU U |) = (| Al¢)) (4.390)
1 1

gilt. Dies kann man ausnutzen, um eine dem jeweiligen Problem angemessene Darstellung zu konstruieren.
Im Schrédinger-Bild haben Operatoren hochstens eine explizite Zeitabhéingigkeit (z. B. zeitabhéingiges dufleres
Potential). Zustéinde erfiillen die Schrédinger-Gleichung

in 5 [6(0) = H 19(0). (4.391)

Wir betrachten zunéchst einen zeitunabhéngigen Hamiltonian H. Das ist nicht konzeptionell notwendig, macht
die Diskusion aber klarer. Dann ist die formale Losung der Schrédinger-Gleichung

[(t)) = e 7 | (0)). (4.392)

Im Heisenberg-Bild verwenden wir eine unitédre Transformation, um die Zusténde zeitunabhéngig zu machen.
Die gesamte Dynamik ist dann in den Operatoren enthalten. Dazu wéhlen wir, fiir zeitunabhéngiges H, U =
e'Ht/h Das dreht gerade die Zeitentwicklung der Zustinde im Schrodinger-Bild zuriick:

[(E) = e R [ (1)) = e MR [(0)) = [1(0)) (4.393)
Heisenberg Schrédinger (ohne Index) Schrédinger

(zeitunabhingig). Andererseits werden Operatoren zu
A (t) == eHt/h g e iH/R, (4.394)

Hier ist A ein Operator im Schrodinger-Bild, der explizit zeitabhéingig sein kann. Zum einen folgt
Ly =0 (4.305)
de ' '
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und zum anderen

%AH = %eth/hAe—th/h
= Eeth/hAe—th/h | GiHt/h oA e—iH/h | GiHU/R 4 —iHU/h _iH
h ot -
= 3 (H HHE/ R ppo—iHt/h _ JiHt/h g —iHt/h H)+ eiHt/h % e iHt/R
h t
Ay Ag 0
i 0A
= A ot ), 4.396
j (H Anl + ( ot >H (4.396)

Das ist die bekannte Heisenberg-Gleichung. Sie ist dquivalent zur Schrédinger-Gleichung.
Im Wechselwirkungsbild oder Dirac-Bild (es hat nichts mit der relativistischen Dirac-Quantenmechanik zu
tun) fithren wir eine unitire Transformation durch, die nur einen Teil des Hamiltonians enthélt. Es sei

H(t) = Hy + V(¢), (4.397)
wobei dieser Formalismus wie erwéhnt niitzlich ist, wenn Hy zeitunabhéngig und einfach ist. V(t) kann explizit
von der Zeit abhingen. Wir verwenden U = e*Hot/h.

[(6)p = ot Ju(t) (4.398)
T N——

Dirac Schrédinger

und ‘ ‘
Ap(t) := eHot/h g giHot/h, (4.399)
Es folgt
L d _ 4 imgn
) = i ()

= —Hy e ot/m |y(8)) + e Hot/M H |4 (t))

=1
—N—
— _HO ez’HUt/h |'(/J(t>> + 6iH0t/hHe—iH0t/heiH0t/h |’(/J(t)>
T
Hy = 6iHOt/h}v_loe—iHOt/h — HO,D

= Vo(®) [4(t)p- (4.400)

Wir erhalten eine Gleichung von der Form der Schrédinger-Gleichung fiir |¢(t))p, die nur die Storung (den
komplizierten Anteil) Vp enthélt. Die einfache Zeitentwicklung aufgrund von Hy steckt einzig in den Operatoren.
Die Losung ist von der Form

[v(t))p = Up(t, to) [¢(to)) p (4.401)

mit einem unitdren Operator Up(t,ty), der natiirlich auch nur von Vp abhingen kann. Offensichtlich ist
Up(to,to) = 1.
Wir betrachten zunéchst eine zeitunabhéngige Stérung V. Dann ist auch H zeitunabhéngig und es gilt

(1)) p = et [ (t)) = e ot/ = M (0)). (4.402)
Beachte, dass Hg und H i. A. nicht kommutieren, daher gilt nicht

oiHot/h—iHt/h 2 i(Ho—H)t/h _ ~iVit/h (4.403)

Man erkennt leicht, dass diese Gleichung fiir nicht kommutierende Operatoren nicht stimmt:

1 1
edeB =~ <1+A+ 2A2> <1+B+ 232)
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1 1
o ]1+A+B+A7B+§A2+§B2, (4.404)

wéhrend
1
AP 2 14 A4 B+ 5(A+B)2
1 1 1, 1,
¥ 1+A+B+ jAB+ S BA+ S A%+ DB (4.405)
Es folgt auch
[W(to))p = eHoro/MemHio/M 4 (0)) (4.406)
= [p(0)) = e/ el /M) p, (4.407)
also . ‘ ‘ ‘
W}(t»D _ ezHOt/h e—th/hetho/h e—zHotg/h |w(t0)>D7 (4408)
|
so dass gilt
UD(t,tO) _ eiHot/h e—iH(t—to)/h e—iHoto/h‘ (4409)

Man sieht, dass dieser Operator unitér ist.
Fiir eine allgemeine, zeitabhéingige Stérung V' (¢) setzen wir

[v(t))p = Up(t, to) [¥(to)) p (4.410)

in die Schrédinger-Gleichung ein:
S Up(t,to) Woltolho = Vo) Un(t,to) [0(to)p 1b(to))o (4.411)
= Zhi UD(t,to) = VD<t) UD(t,to) (4.412)

dt

mit der Anfangsbedingung Up(tg,to) = 1. Dies ist eine Differentialgleichung fiir eine operatorwertige Funktion.
Integration liefert

1 t
Up(t,to) =1+ ﬁ/ dty Vi (1) Up (11, to). (4.413)
to

Nun haben wir eine Integralgleichung erhalten. Was haben wir dadurch gewonnen? Wir konnen die Gleichung
iterieren, indem wir Up (¢, tp) immer wieder rechts einsetzen:

t
Up (t to) =1+ 7h dty VD tl / dty VD tl / dto VD t2 (4414)
to to

Das koénnen wir kompakter schreiben. Der Term n-ter Ordnung enthélt

t th—1 t
/ dtl--o/ dt, Vp(t1) -+ Vp(ts) :/ dty dty -+ dt, Vp(t1)Vp(ta) - Vp(t,)
to to to

anwachsende Argumente
nur to<t, <t,_1<...<ta<t1<t

S / vty -t T Vp(t) -V (i) (4.415)

thordnungsopcrator
Anzahl der Permutationen

Der Zeitordnungsoperator ist definiert durch

LIRS Ryt (1410
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Es kommt natiirlich nicht darauf an, wie wir die Zeitvariablen numerieren, nur dass sie der Grofle nach sortiert
sind. Es folgt

t
/ dty - dtn TV (t1) - Vb (tn)

to

ot
= Texp (Z/ dt’ VD(t’)) . (4.417)
I Jy,
Dies definiert die zeitgeordnete Exponentialfunktion. Sie ist gegeben durch die Taylor-Reihe, wobei der Zeitord-
nungsperator auf jeden Term unter dem Integral anzuwenden ist.

Die Reihenentwicklung fiir Up (¢, to) in Potenzen der Stérung Vp lisst sich mit Hilfe von Diagrammen veran-
schaulichen:

V(1)

Vp(1)

)

Ist Vp klein, so kann man die Reihe abbrechen. Es wird oft erst nachtriglich klar, ob man ein Vp als klein ansehen
kann. Z. B. lautet die Ndherung erster Ordnung

t

1
UD(t, to) =214 — dt; VD(tl). (4418)
th Jy,

4.7.2 Fermis Goldene Regel

Fermis Goldene Regel ergibt sich in der zeitabhingigen Stérungstheorie als Naherung fiir die Ubergangsrate von
einem Zustand |i) in einen Zustand |f). Wir definieren die Rate wie folgt: Das System startet zur Zeit to im
Zustand

[(to)) = i) (4.419)

(im Schrédinger-Bild). Der Hamiltonian sei
H=Hy+V (4.420)

mit zeitunabhingigem Hgy. Wir nehmen nun an, dass V langsam eingeschaltet wird. Dazu schreiben wir die
Zeitabhéngigkeit explizit hin,
H(t) = Ho+ Ve/m, (4.421)

wobei 17 > 0 klein und V zeitunabhéngig ist. Dann ist

[¢(to))p = e/ M 4 (tg)) = e Horo/M i) (4.422)
Auflerdem ist
[b()p = Ubl(t,to) [¥(te))p (4.423)
= [¥(t) e HO R T (#, 1) eHoto/ |y, (4.424)
~——

Schrédinger
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das System zur Zeit ¢ im Zustand |f) zu finden, ist

(Flp(t)) = (fle PP Up(t, tg) oo/ |i). (4.425)
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Wir betrachten Ubergiinge zwischen Eigenzustinden |i), |f) von Ho mit Energien E;, E; und nehmen i) # |f)
an. In erster Ordnung in Vp gilt

I

. 1 [t ,
e (1 2 [t v ) et
ih Jy,

—<ﬂw@Wg1 b o [ an ol )em o

<~ ih
a (f1i)=0 fo

t
— <f| ef’iEft/h ih\/ dtl eiHOtl/h V(tl) e*iHotl/heiEito/h |l>
2

to S—~—
Venti/h
t
= %< FIV]iyetErt/h / dty e'(Fs =i/l gnia /I gifito/h, (4.426)
1 to
Das hier auftretende Integral ist
i(By—Ei)t1/h gnt1/h )¢ i(Ef—Ei)t/h gnt/h _ oi(B—Ei)to/h gnto/h
=h & ¢ - ¢ ¢ — (4.427)
~~ i(Ey—Ei)+n |, i(Ey— Ei)+n

Wir schicken nun ¢y nach —oo, d. h. das System wurde vor beliebig langer Zeit prépariert. Es folgt
i(Ef—Ei)t/h ,;nt/h —iE;(t—to)/h ,nt/h

€ eiBito/h — _(fV]i) < — (4.428)
Ey —E; —in Ey —E; —in

N —g €
(Flo()) = —(fIV]i) e~ Brtin
Die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit ¢ im Zustand |f) zu finden, wenn es zur Zeit tg — —oo im Zustand

1) prapariert wurde, ist dann t))|2. Die Ubergangsrate T'f; von |i) nach ist die Anderungsrate dieser
f
Wahrscheinlichkeit mit der Zeit,

Dp o= ()P

) d eQnt/h
= |<f\V\Z>\2£ m
f 2 n n—0t
. 1 2776277t/h
= [fIVI)]? - —— . (4.429)
B (Er =B+, 00
Der letzte Faktor ist eine Darstellung der §-Funktion. Wir erhalten Fermis Goldene Regel
2m D
Pri = = 8(Ey — E3) [(fIVIDI. (4.430)

Bemerkung: Oft wollen wir eigentlich die Rate fiir Ubergéinge nach |f) ausrechnen, mit der Bedingung, dass das
System zur Zeit ¢ (oder genauer ¢t — 6t, 6t — 01) im Zustand |i) ist. Was wir aber anscheinend ausgerechnet
haben, ist die Rate unter der Bedingung, dass das System zur Zeit —oo im Zustand |i) war. Ist das nicht etwas
anderes? Im Allgemeinen schon, aber in erster Ordnung in V' kommen wir damit durch, weil vor der Zeit ¢ keine
anderen Uberginge stattfinden kénnen — wir brauchen den einen Faktor von V schon zur Zeit ¢:

)

V(L)
}bleibt in i)

|i)
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4.7.3 Verallgemeinerung auf die T-Matrix

Es ist im Prinzip klar, wie wir zu hoheren Ordnungen in V {ibergehen konnen: Wir setzen die vollstandige
Reihenentwicklung fiir Up(¢,tg) ein,

. 1 t 1 t t1 .
(Fl(®)) = (fle B | — / dity Vo (1) + s / ‘“1/ dta Vo (t1)Vp(ts) + ... eP00/ M i), (4.431)
ih Jy, (ih) to to
Der Term n-ter Ordnung enthélt, mit tg — —o0,

vertauschen nicht

1 t 31 tn—1 ) N 1
L . e .

X e*ZH()tl/heZH()tg/hventQ/heleth/h . eZHotn/hventn/heleotn/h

E;
1 t t1 tn—2 )
= (.7h)n_1 / dtl / dtz e / dtn,1 elHotl/hVe”tl/h
t —o00 —0o0 —o00
X e—iHotl/h - eiHOtnfl/hVe"]tnfl/h
) et(HG —Ei)tn—1/h+ntn_1/h
x = tHetm=T V. (4.432)

Ei—Ho—Fin

Der Bruch steht hier wieder fiir eine Operatorinversion. Fiir ¢,,_; haben wir im Prinzip das gleiche Integral zu
16sen, aufler dass die obere Grenze t,,_o ist und dass n durch 27 ersetzt wird. Es geht weiter mit Iteration bis wir
schlieSlich erhalten

efi(HofEi)t/hennt/h 1 1

Ez—HO‘f'Zn?? EZ—H0+Z(TL—1)’I7 EZ—H()‘FZ?]

(4.433)

Nun kénnen wir den Grenziibergang  — 0% im ersten und in den folgenden Faktoren unabhiingig voneinander
ausfithren, da die Grenzwerte jeweils fiir sich allein existieren. Der erste Faktor fithrt, wie wir sehen werden, zu
einer §-Funktion. In den iibrigen Faktoren zeigt der kleine Imaginérteil im Nenner nur an, auf welcher Seite der
reellen Achse die Pole liegen. Wir schreiben, mit € = nn,

O oi(HT—Ei)t/hget/h

(fle= BTy 2 - s

Vv V...
E; — Hy + 10t E;, — Hy +i0t

VeiEito/h ‘Z>

(Fle())

E’L - HQ + i€ e 0+
T
Ey
e—iEi(t—to)/heet/h 0 1 1
= v V... V7). 4.434
B, — Ey + e me; B, — Hy +i0" B Ho ot (4.434)
Hier finden wir die oben definierte T-Matrix wieder:
1 1 1
TE) =V4+V——"—"-—V4+V v V+... 4.435
(i) + E; — Hy 40t + E; — Hy+i0t E; — Hy+i0t + ( )
Die Ubergangsrate ist schlieflich
d 1 2ne2nt/h )
Ly = —[(flWO) = 7 53 [(FIT(E:) [3)[?
! dt h (Ei = Ep)?+12, s
27 .
= 5 0By = E) [(fIT(E) ), (4.436)
Offenbar erhalten wir die Goldene Regel richtig als fithrende Ordnung in V:
27 .
T(E)2V = Iy« = S(Ef — E) [(f|V]i)]2. (4.437)

Bemerkungen:
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e T(E;) scheint merkwiirdig asymmetrisch definiert zu sein, da E; explizit auftritt, nicht aber Ey. Die beiden
sind aber wegen der §-Funktion gleich. Es ist ungiinstig, aber iiblich, die Abhéngigkeit von T von E; nicht
explizit als T'(F;) anzugeben.

e Im T-Matrix-Formalismus beschreibt I'y; nicht die Ubergangsrate von |i) zur Zeit t — & nach | f) zur Zeit t,
sondern die Anderungsrate der Wahrscheinlichkeit von |f) zur Zeit ¢, unter der Bedingung, dass das System
zur Zeit —oo im Zustand |¢) war. Bei der Interpretation ist also Vorsicht angebracht.
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Kapitel 5

Feldquantisierung

In diesem letzten Kapitel sollen in knapper Form wesentliche Grundideen der Quantisierung von Feldern bespro-
chen werden. Wir beginnen mit dem Postulat der kanonischen Quantisierung und wenden es auf verschiedene
Feldtheorien an. Dann kommen wir zur Quantentheorie des elektromagnetischen Feldes und schliellich zu seiner
Kopplung an ein fermionisches (Elektronen-) Feld — das Ergebnis ist die Formulierung der Quantenelektrodyna-
mik.

5.1 Von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik

In diesem Abschnitt wiederholen wir das Hamiltonsche Prinzip der klassischen Mechanik und die Herleitung der
Lagrange- und Hamilton-Bewegungsgleichungen aus diesem Prinzip. AnschlieBend wiederholen wir die Postulate
hinsichtlich des Ortes und des Impulses, die von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik fithren. Der
Sinn dieser Wiederholungen ist, dass wir spédter ganz analoge Schritte fiir andere Theorien, insbesondere fiir die
Elektrodynamik, durchfithren wollen.

In der klassischen Mechanik kann man die Bewegungsgleichungen fiir ein System (mit bestimmten Eigen-
schaften) mit N generalisierten Koordinaten ¢, ..., gy aus dem Hamiltonschen Prinzip erhalten. Dieses Prinzip
fordert, dass die Variation der Wirkung S verschwindet:

5S =0, (5.1)

wobel

to
5= [ ariia.aw.0 (5.2)
1

ist. L ist die Lagrange-Funktion, die von den Koordinaten q = (qi,...,qn), den Geschwindigkeiten q =
(¢1,-..,4n) und i. A. explizit der Zeit ¢t abhéingt. Bei der Variation sind die Anfangs- und Endkonfigurationen
q(t1), q(tz) festzuhalten.

Die Wirkung ist ein Funktional S[q] der Bahnkurven q(t), d. h. eine Abbildung aus einem Funktionenraum in
eine Menge von Zahlen, hier R. Wir kénnen das Hamiltonsche Prinzip auch mit Hilfe von Funktionalableitungen
schreiben, namlich als

08
—— =0 Vi,t, 5.3
dqi(t) (5:3)
wobei die Funktionalableitungen im Sinne von Distributionen definiert sind durch ihr Verhalten unter einem

Integral, : | d
oS . Slg+ef]—Slq
/dtmf(t) =lim ——————

) lim - (5.4)

mit einer beliebigen Testfunktion f(t), so dass S[q + ef] existiert.

157



Wir stellen einige niitzliche Beziehungen zusammen: Ein spezielles Funktional, also eine Abbildung aus einem
Funktionenraum auf einen Zahlenraum, ist sicherlich die Auswertung einer Funktion an einem festen Argument.
Wir betrachten also S[g] = ¢(u). Dafiir erhalten wir mit der Definition (5.4):

| i Gy 0 =y 2L o

so dass man schreiben kann

9q(u)

dq(t)
Das ist eine offensichtliche Verallgemeinerung der partiellen Ableitung 0¢;/0q; = d;;. Fiir Funktionalableitungen
von Ableitungen betrachten wir S[q] = ¢™ (u) (die n-te Ableitung von ¢). Dann ist

= 5(u—t) = 8(t —u). (5.6)

[ 2 g g TSN T o, -7
aq(t) e—0 €
Das kann man durch Bl )( )
O™ (M) sty — 4y = (—1)76™ (¢ —
500 5 (u—t) = (=1)"6"M (t — ) (5.8)

ausdriicken, denn n-fache partielle Integration ergibt

/dt(—l)"é(”)(t —u) f(t) = +/dt5(t —u) fM ) = £ (). (5.9)

Mathematisch unsauber aber etwas schneller kénnen wir dieselben Ergebnisse auch erhalten, indem wir als
Testfunktion f(t) = §(t — to) setzen. Dann ist

6 [ Sla(t) +ed(t — to)] ~ Sla(t)] 5.0
dq(t) t=t, 70 €
Fiir S[q] = q(u) erhalten wir
oq(u) i ET ) —gel (5.11)
6q(t) [, =0 € ’ '
dq(u)
= = f(u—t 5.12
o= - (512)
und fiir die n-te Ableitung
6(] (u) — lim g/)’(ﬁg)/—’_ €d (u tO) Q/)’(’ﬁf _ 5(71) (U _ tO) (513)
dq(t) t=to =0 €
3¢ (u)
S (u—t) = (=1)" 5" (t — ). 5.14
a (w—t) = (-1t~ u) (514)
Auflerdem gilt fiir eine beliebige von ¢ unabhingige Funktion g:
O9(u) S 10 | O (5.15)
(Sq(t) t=t, e—0 € e—0 ’
dg(w)
5.16
dq(t) (516)

Die Funktionalableitung ist eine natiirliche Verallgemeinerung der partiellen Ableitung auf Funktionale.
Aus dem Hamiltonschen Prinzip folgen die Lagrange-Gleichungen 2. Art. Diese sind nédmlich die Euler-La-
grange-Gleichungen des Hamiltonschen Prinzips. Zur Erinnerung soll hier die Herleitung angegeben werden:

IS [ g S0

" o T, 54:(t)
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B /tz W aL q;(t' Z oL 9g;(t) L ot

I’ 8qj 5qi(t) 9i; oai(t) | OF bgi(t)
N——

=0

— /tht’< 5 5(t’—t)+2$5ij5’(t’—t)>. (5.17)

Partielle Integration liefert

t2 oL d 0L oL
_ ’ o _ o o
0_/tl dt [ 94, St —t) (dt, 8qi>5(t t)] + o, (' —t)

Nun miissen aber ¢;(t1) und ¢;(t2) konstant gehalten werden, daher muss der letzte Term, der von der Variation
von S mit ¢;(t1) und ¢;(t2) stammt, verschwinden. Formal sind also nur solche Testfunktionen f(t) zugelassen,
da mit dem Variationsproblem vereinbar, die fiir ¢; und t5 verschwinden. Damit folgt die Lagrange-Gleichung

to

(5.18)

t1

oL d dL
dq;  dt 0g;

=0 fiir alle 4. (5.19)

Fiir den Ubergang zur Hamilton-Mechanik definieren wir den zu ¢; kanonisch konjugierten Impuls

OL
pii= g (5.20)
und die Hamilton-Funktion
q7p7 Zplqt - q7 (.Ia t) (521)

Der Ubergang von der klassischen zur Quantenmechanik lésst sich natiirlich nicht im Rahmen der klassischen
Mechanik begriinden. Die klassische Mechanik ist schlieflich nur ein Grenzfall der Quantenmechanik. Es sind
Postulate erforderlich, die auflerhalb der klassischen Physik liegen. Diese Postulate miissen sich letztlich durch
den Vergleich der auf ihnen beruhenden Voraussagen mit Experimenten bewéhren. In dieser Hinsicht erfolgreiche
Postulate lassen sich wie folgt formulieren:

1. Observable werden durch lineare, hermitesche Operatoren auf einem Hilbertraum beschrieben. (In diesem
Kapitel notieren wir Operatoren mit einem Dach.)

2. Kanonisch konjugierte Observable §;, p; erfiillen die Vertauschungsrelationen
[G;,D;] = ik, (5.22)

wihrend nicht konjugierte Observable, die klassisch in Involution stehen (vgl. Vorlesung Theoretische Me-
chanik), kommutieren. Also gilt insbesondere

[Gi,p5] = ihdij, (5.23)
[6i,q;] = 0, (5.24)
[pi,pj] = 0. (5.25)

3. Die Ersetzung der Variablen ¢;, p; in der Hamilton-Funktion durch die Operatoren ¢;, p; ergibt den Hamilton-
Operator H. Eventuell sind weitere Postulate erforderlich, um die Reihenfolge nicht kommutierender Ope-
ratoren festzulegen. Dabei wird insbesondere postuliert, dass H hermitesch ist, das geniigt aber nicht immer
fiir eine eindeutige Festlegung des Hamilton-Operators. Der Hamilton-Operator H bestimmt die Zeitent-
wicklung iiber die Schrodinger- bzw. Heisenberg-Gleichung.
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5.2 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder

Hier iibertragen wir Ideen aus dem vorigen Abschnitt — Hamiltonsches Prinzip, Lagrange-Gleichungen, kanonisch
konjugierte Impulse, kanonische Gleichungen — auf Feldtheorien. Wir werden sehen, dass wir viele alte Bekannte
auf diese Weise formulieren kénnen, ndmlich die Schrodinger-, Klein-Gordon- und Dirac-Quantentheorien sowie
die Elektrodynamik.

5.2.1 Lagrange-Formalismus

Es ist bemerkenswert, dass sich die Grundgleichungen praktisch aller Zweige der Physik als Euler-Lagrange-
Gleichungen aus Hamiltonschen Prinzipien fiir geeignete Wirkungen S herleiten lassen. Das gilt insbesondere
auch fiir die Bewegungsgleichungen von Feldern, z.B. die Maxwell-Gleichungen. Ein Feld ist eine Grofle, die
an jedem Raumpunkt r einen oder mehrere Freiheitsgrade hat. D.h. die Ortsvariable r tritt an die Stelle des
Index ¢ = 1,..., N der generalisierten Koordinaten oder zu diesem hinzu. Die Funktionalableitung nach einem
Feld o(r,t) ist analog zur Funktionalableitung nach einer zeitabhéngigen Funktion ¢(t) definiert, wobei nur zu
beachten ist, dass ¢ von zusétzlichen Variablen abhéngt. Insbesondere gilt

0p(R,T)

=0R—-1)6(T -t 5.26
) = ORI (5.26)
und allgemeiner fiir einen beliebigen Differentialoperator D, z. B. Vg, V%{, 0/0T, ...,

0Dp(R,T)
dp(r,t)

Fiir ein Feld ¢ schreiben wir die Wirkung als

= DS(R —1)8(T — t) (5.27)

S = ’ dt L(t) = / dt dr L(r,t) (5.28)

t1

mit der Lagrange-Dichte L, die (typischerweise lokal) vom Feld, dessen ersten Ableitungen und evtl. explizit von
Ort und Zeit abhéngt. Also ist

S = /dtd3r L(p, 0, Vi, t,r), (5.29)

was wir auch in Viererschreibweise als
S = /d4x L(p,0%,0 p, 0%, 030, 2", ', 22, %) (5.30)

schreiben konnen. Die Wirkung kann also ein Lorentz-Skalar sein. Fiir eine kovariante Theorie ist dies notwendig,
sonst natiirlich nicht. Wir betrachten einige wichtige Beispiele:

1. Skalare Wellengleichung: Mit

L= 2 (0,0)(0") (5.31)
fiir ein reelles Feld o(r,t) lautet das Hamiltonsche Prinzip, mit 9, := 9/0x"",
T / 4,07 |:68}iso(xl) / / / ’ 58/“90(xl)
0 = = [ d% | —+—=0"p@)+ 0 p(z) ————=
o) 2 Topay OO TG

= 3 [ (@5~ )" o) + B8~ )]

= 3 [ @ B = 220"l + (07005’ ~ o)

= —70,0"p(x). (5.32)
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Damit erhalten wir als Euler-Lagrange-Gleichung die Wellengleichung

_ 1 Py 2
Fiir ein komplezes Feld ¢ und
L =7(0,¢")(0"¢) (5.34)
lautet das Hamiltonsche Prinzip
S / i, 00,07
= = | dz' vy ————93"Mp(z"). 5.35
@) sy 0P (5:39)

@ und ¢* sind linear unabhéngig, da Re ¢ und Im ¢ es sind, vgl. Abschnitt 2.5.2. Es folgt

0= /d4 F@16(x — )0 p(a')) = —7/d4x'5 £)0]0" o) = —0,0" p(2). (5.36)
Daher erhalten wir wieder P
1

Die resultierende Euler-Lagrange-Gleichung ist offensmhtlich unabhingig von einem globalen Faktor, hier
~. Dieser wird jedoch wichtig, wenn wir zur Quantentheorie iibergehen.

2. Elektromagnetisches Feld: Hier wird das Feld durch den Vierervektor (A*) beschrieben. Wir schreiben die
Lagrange-Dichte in Gaufischen Einheiten. Beachte, dass im Kontext der Quantenfeldtheorie oft sogenannte
Heaviside-Lorentz-Einheiten verwendet werden. Diese vermeiden unhandliche Faktoren von 4, die sich bei
der Verwendung von Gauflschen Einheiten durch die Rechnung ziehen. Wir wollen wir aber nicht neben SI-
und Gauf3-Einheiten noch ein drittes Einheitensystem einfithren. Die Lagrange-Dichte lautet

1
CZ——F“”F ——jrA 5.38

167 c I ( )
mit P = gt AY — 9V AP, wobei £ und S als Funktionale von (A*) aufzufassen sind. [In Heaviside-Lorentz-
Einheiten ist £ = —(1/4) F*'F,,, — (47/c) j*A,.] Man kann zeigen, dass aus 65 = 0 als Euler-Lagrange-
Gleichungen die Maxwell-Gleichungen folgen, vgl. z. B. die Vorlesungen Elektrodynamik und Vielteilchen-
theorie.

3. Klein-Gordon-Theorie: Mit

h? . mc?
L= 5 (@) (0") = Ty (5.39)
folgt
. S B 4 K2 (58/w*(1~/) ) ) mc? &b*(x/) )
0 = s = [ g m V)

= [ [ st - o) - e s~ e
= /d4a:' §(x' —x) [ - % 9,0 p(2") — mTCZ 1/1(1'/)}

h? m2c?
= [0+ T v, (5.40)
also die Klein-Gordon-Gleichung
1 02 m?2c?
<02 proie V2 + = )1/1(9:) =0. (5.41)
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Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus 65/6¢ = 0 nach Komplexkonjugation.

Beachte, dass es bei dieser Herleitung keine Rolle gespielt hat, dass ¢ eine quantenmechanische Wellenfunk-
tion, also ein Quantenzustand in der Ortsbasis, ist. Das Hamiltonsche Prinzip stellt sich als mathematische
Methode fiir die kompakte Formulierung von allgemeinen Feldgleichungen dar, fiir die es egal ist, was das
dadurch beschriebene Feld physikalisch reprasentiert.

4. Dirac-Theorie: Mit

L =1 (ihcy"d,, — mc?) 1, (5.42)
wobei ¢ = 4% die Dirac-Adjungierte ist, folgt fiir den vierkomponentigen Gradienten 65/5¢(z) im Spi-
norraum 55

= 570) = /d4x’ §(a' — x) (ihey*0); — me®) Y (a') = c (ihy* 8, — me) (x). (5.43)
x

Dies ist die Dirac-Gleichung multipliziert mit c¢. Dasselbe Ergebnis erhilt man aus 65/61 = 0 durch hermi-
tesche Konjugation.

5. Schridinger-Theorie: Mit

o *
L=ihy" o = o= (V") - (V9) = V(1) "y (5.44)
folgt
i ! 0 hQ / / T
"7 e /dt ! [ih6 — )50~ 1) 57— 2 (V'S — 1) St~ 1) - (V(r', )
—V<r>6<r — 1) — ) v, t)]
2
- G g V=V, 5.15)
also die Schrodinger-Gleichung
o,
hgr = "oy VYTV (5.46)

Dasselbe Ergebnis erhélt man aus 65/ = 0.

5.2.2 Hamilton-Formalismus

In der Lagrange-Formulierung von Feldtheorien im letzten Abschnitt spielt das Feld die Rolle der generalisierten
Koordinaten. Wir kénnen auch das Konzept eines kanonisch konjugierten Impulses auf Felder iibertragen. Das
zu einem reellen oder komplexen Feld o(r,t) kanonisch konjugierte Feld lautet

oL
n(r,t 5.47
m(r,t) = 95| (5.47)
Eine dquivalente Form ist
08 oL oL
n(r,t dt' &’ —=| (' —r)o(t' —t) = = 5.48
(r,1) = 52 = 55, 00 PN~ =57 (5.48)

Da die Definition von 7(r,t) die zeitliche Ableitung des Feldes ¢ enthéilt, aber nicht die rdumlichen Ableitungen,
zeichnet sie offensichtlich die Zeit vor den rdumlichen Koordinaten aus. Wir erhalten daher i. A. keine explizit
kovariante Formulierung, selbst wenn die betrachtete Theorie eigentlich Lorentz-invariant ist. Analog hatten wir
in der Mechanik gefunden, dass die Hamilton-Funktion, die p; = dL/d¢; enthélt, nicht Lorentz-invariant ist.

In den obigen Beispielen erhalten wir jeweils Folgendes fiir das konjugierte Feld:

1. Skalare Wellengleichung (fiir ein reelles Feld):

0 1 . .
=523 |2 98- (Vo) (V)| = 5 ¢ (5.49)



2. FElektromagnetisches Feld: Es ist niitzlich, die Lagrange-Dichte umzuschreiben:

1 1
L = —— FWE,, —-jlA
167 PR
3 3 3 3
1 1 1 1 1
= — Y FF——Y F"F, — — FWE, — =% — =) j*A,
167 0" T6n > T v = )0 CZJ '
p=1 v=1 w,v=1 =
1
- legritlrge_-leB- A
167 * Tor 87 pot
1 i
= 87(E2—B)—p¢+EJ-A, (5.50)

wobei wir daran denken miissen, dass (A*) = (¢, A) das relevante Feld ist. Also sind E = —V¢$ — A /¢ und
B =V x A durch ¢ und A auszudriicken. Das zu A* konjugierte Feld ist

oL
Insbesondere ist das zu A = ¢ konjugierte Feld
Ty = Zz 0, (5.52)

da ¢ gar nicht in £ vorkommt. Das bedeutet, dass ¢ keine dynamische Variable ist. Dieses Ergebnis versteht
man am besten mit Hilfe der Coulomb-Eichung: Damit gilt ndmlich

4
V2 = ——” P, (5.53)

d. h. ¢ ist durch die Ladungsdichte und Randbedlngungen eindeutig festgelegt und hat keine eigene Dynamik.
Wir finden, dass das vierkomponentige Feld (A*) hochstens drei Freiheitsgrade beschreibt.
Andererseits ist das zu A konjugierte Feld

oL _ 9 1

]._.[ == —_— =
0A OA 8m
0 1 1 .\2
- 87A o (-vo--A)
= = (V¢+ A) = 7%, (5.54)

also proportional zum elektrischen Feld. Wir kommen bei der Feldquantisierung darauf zurtick.

3. Klein-Gordon-Theorie: Hier haben wir es mit einem komplexen Feld ¢ zu tun. Das konjugierte Feld

oL

T=— 5.55
o9 (5.55)
ist dann i. A. auch komplex. Mit der Lagrange-Dichte
h? mc?
_ 7 * o YA
L=o— (0u")(0") — ——¥™ (5.56)
erhalten wir 5 2
31/) 2mc? Y= 2mc? v (5.57)

Das kanonisch konjugierte Feld ist also i. W. die Zeitableitung des komplex konjugierten Feldes. In allen
drei bisherigen Beispielen hiangt das konjugierte Feld eng mit der Zeitableitung des urspriinglichen Feldes
zusammen. Das liegt daran, dass in allen drei Fillen die Lagrange-Dichte von zweiter Ordnung in (ersten)
Zeitableitungen ist. Ahnlich ist in der klassischen Mechanik in kartesischen Koordinaten die Lagrange-
Funktion quadratisch in der Geschwindigkeit und der Impuls proportional zur Geschwindigkeit.
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4. Dirac-Theorie: Mit -
L =1 (ihey"0,, — mc®) (5.58)

folgt
" aiwihmoizb = ihn° = ihyin’° = ihy, (5.59)

da ¢ = ¢TyY definiert wurde. w ist ein vierkomponentiger Dirac-Spinor, daher ist 7 ein vierkomponentiger
Gradient des Skalars £ nach v. Wir finden, dass das zum Spaltenvektor ¢ konjugierte Feld der Zeilenvektor

7w =ikt ist.
5. Schridinger- Theorie: Mit
c=ing 2 gy (Ve V) (5.60)
—! at  2m g ’
folgt
1o .

= —ithy™ = ihy*. 5.61
7T o0 (Y G (5.61)

Fiir die Schrédinger- wie auch fiir die Dirac-Theorie sehen wir, dass das kanonisch konjugierte Feld mit dem
komplex konjugierten zusammenhéngt, nicht mit der Zeitableitung. Dies liegt daran, dass die Zeitableitung
in der Lagrange-Dichte in der Form ¢*¢ erscheint. Fiir diese beiden Theorien sind auBlerdem Real- und
Imaginérteil der Wellenfunktion zueinander kanonisch konjugiert. Fiir den Schrodinger-Fall erhalten wir
nédmlich aus ¢ = ¥ + @), ™ = 71 + ime mit Y1, Yo, T, T2 € R, dass gilt

71'1+Z"/T2:’L‘h('L/)l*Z‘wQ):h?/JQ‘FZ‘hl/Jl, (562)

also
T = Nl (5.63)
T = h¢1 (564)

11 und 19 sind damit keine unabhéngigen Freiheitsgrade des Feldes.

Es ist jetzt moglich, mittels der Legendre-Transformation
H=nmp—L (5.65)

eine Hamilton-Dichte H einzufithren und kanonische (Hamiltonsche) Bewegungsgleichungen herzuleiten. Diese
sind zu den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen #quivalent. Wir kommen auf die Hamiltonsche Formulierung
im Zusammenhang mit der Feldquantisierung zuriick; dann werden wir H bené6tigen, um Hamilton-Operatoren
zu konstruieren.

5.3 Kanonische Quantisierung und Quantenfeldtheorien

In diesem letzten Abschnitt iibertragen wir die Idee der Orts-Impuls-Quantisierung, die von der klassischen Me-
chanik zur Quantenmechanik fiihrte, auf Felder. Die Anwendung auf die Einteilchen-Quantenmechanik ergibt —
vielleicht erstaunlicherweise — die Mehrteilchen-Quantentheorie. Die wichtigste Anwendung erfolgt dann aber auf
die Elektrodynamik, d. h. wir konstruieren eine Quantentheorie des Elektromagnetismus. Hier erhalten wir bereits
mehrere nichttriviale Ergebnisse, insbesondere kénnen wir die Eigenschaften des Photons verstehen. Schliefllich
koppeln wir das elektromagnetische Quantenfeld an das elektronische Quantenfeld, das Ergebnis ist die Quante-
nelektrodynamik (QED). Wir gehen in dieser Vorlesung aber nicht iiber die Formulierung der QED hinaus.

Die zentrale Idee bei der Konstruktion von Quantentheorien fiir Felder ist, die in der Quantenmechanik
erfolgreichen kanonischen Vertauschungsrelationen

[Gi> Dj] = ih i (5.66)

der konjugierten Groflen ¢;, p; auf konjugierte Felder zu iibertragen. Man postuliert also:
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1. Felder werden durch Feldoperatoren ¢(r,t) auf einem Fock-Raum (siehe Kap. 2) beschrieben. Fiir komplexe
Felder geht die komplexe Konjugation in die hermitesche Konjugation fiir die Feldoperatoren iiber, d. h. ¥*

wird zu Jf.
2. Kanonisch konjugierte Felder ¢;(r,t), #;(r,t) erfillen die Vertauschungsrelationen (wir betrachten hier
Bosonen)
[pi(r, ), 7;(x' 1)) = ihds; 6(r — '), (5.67)
[Sbl (I‘, t)7 Sbj (I‘/, t)] =Y (568)
[ﬁl (I‘, t), ﬁj (I‘/, t)] =0 (569)

fiir reelle und komplexe Felder. Beachte, dass die beiden Felder bei derselben Zeit t auszuwerten sind, die
Ortsargumente aber verschieden sein konnen. Das ist analog zum Fall der Mechanik, da r, r’ analog zu 4, j
in Gl. (5.66) die Freiheitsgrade des Feldes abzihlen. Die Indizes 4, j in Glg. (5.67)—(5.69) beziehen sich auf
die Komponenten von Vektorfeldern wie (A*).

5.3.1 Schrodingersche Wellenfunktion

Wir wenden diese Postulate zunéchst auf die Schrodinger-Theorie an, d.h. wir versuchen, die Schrédingersche
Wellenfunktion kanonisch zu quantisieren. Das scheint zunéchst eine absurde Idee zu sein, da die Wellenfunktion
¥ (r,t) ja bereits einen quantenmechanischen Zustand beschreibt — sie ist ein Zustandsvektor in der Ortsdarstel-
lung. Jetzt tun wir so, als ob ¢ (r,t) ein klassisches Feld analog zum elektromagnetischen sei. Dennoch wollen wir
sehen, was bei dieser Ubung herauskommt.

Wir hatten 7 (r,t) = ihi*(r,t) gefunden. Demnach fordern wir

[¢(r,t),7(r' )] = ihd(r —1') (5.70)
& b, t),dT (e, )] = ihd(r — 1) (5.71)
o [h(x, 1), T (', 1)] = 6(r —1'). (5.72)

Genau dieselbe Relation hatten wir in Abschnitt 2.3 aus der Konstruktion des Fock-Raums erhalten, siehe
Gl. (2.188). Diese Konstruktion als direkte Summe von N-Teilchen-Hilbertrdumen, die nur total symmetrische
Zusténde enthalten, hat ebenfalls den Charakter eines Postulats, wirkt aber physikalisch naheliegender als die
ad-hoc Annahme der kanonischen Quantisierung. Es ist interessant, dass beide Wege zu demselben Ziel fithren.
Fiir Fermionen wird im Postulat der kanonischen Quantisierung der Kommutator durch den Antikommutator

ersetzt:
{@i(r, t), ﬁ'j (I‘l, t)} = ihéij 6(1‘ — I'/) (573)

usw. Dies fithrt im Schrédinger-Fall offensichtlich auf
{o (1, ), 0L, (', 8)} = 000 6(x =), (5.74)

was mit dem Resultat aus Abschnitt 2.3 iibereinstimmt.
Ohne kanonische Quantisierung der Wellenfunktion (also ,klassisch®) erhalten wir die Hamilton-Dichte

. . . K2
H=m)— L =ihy"p —ihy™ ) + o (V™) - (V) + V(r) ™o
K2 N N
=5 (V™) - (V) + V(r) ™. (5.75)

FEinsetzen der Feldoperatoren und Integration iiber den Raum ergibt den schon bekannten Hamilton-Operator

2 ~ ~ ~ A~
b= / dr [;n (VO - (V) + V() ). (5.76)
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Dieser Weg macht noch deutlicher, wieso die Methode ,, Zweite Quantisierung” genannt wird: Wir kommen zur
Vielteilchentheorie, indem wir die Schrédinger-Gleichung in erster Quantisierung als , klassische“ Wellengleichung
auffassen und dann die Wellenfunktion kanonisch quantisieren.

Diese Erkenntnis ermutigt uns, die kanonische Quantisierung auf weitere Feldtheorien anzuwenden. Fiir die
Klein-Gordon- und Dirac-Theorien funktioniert dies analog. Die resultierenden Theorien werden in der Vorlesung
Quantenfeldtheorie besprochen. Wir untersuchen hier zum Abschluss die kanonische Quantisierung der Elektro-
dynamik.

5.3.2 Elektromagnetisches Feld

Wir hatten bereits gesehen, dass das skalare Potential A° = ¢ kein dynamisches Feld, sondern durch duflere
Ladungen und Randbedingungen determiniert ist. Das zu ¢ konjugierte Feld verschwindet identisch. Daher kann
¢ nicht kanonisch quantisiert werden — der Kommutator ist trivialerweise Null — und bleibt damit klassisch. A
ist dagegen dynamisch und das dazu konjugierte Feld ist

E 1 1

B gy LA .
dre  4me Ve + 47c? (5:77)
Wenn wir naiv kanonisch quantisieren, erhalten wir
2 1 = / 2. /
Ap(r,1), o E,(r',t)| = ihdmnd(r — 1), (5.78)
also . R )
[Ep(r,t), Ap(r', t)] = 4mi he §pnd(r — 1'). (5.79)
Dieser Ansatz fithrt aber auf zwei Wegen zu Widerspriichen:
1. Wir diirfen sicherlich die Coulomb-Eichung R
V-A=0 (5.80)
wéhlen. Dann folgt aus Gl. (5.79) aber
0 = [Bn(r,t),0] = [Em(m), 3 0 An(r',t)}
— ox!,
= 3 (B, Antr!, 1)
~ ax’/n i ) )
= 4m hcz 9 Smn 0(r —1")
— Oz,
= 4mihc 0 5(r—r') = —4mihe 0 S(r—r1') (5.81)
N ox!, N O ’

und wir finden einen Widerspruch.

2. Die Quantisierung soll die Maxwell-Gleichungen respektieren. Wir erwarten also
V-E=4mp (5.82)
und insbesondere in Abwesenheit von Ladungen
V-E=0. (5.83)

Es folgt



0xm

5(r —r'), (5.84)

. 0 , .0
4ﬂzhc;%6mn6(r—r) = 47rzhcaxn

also ebenfalls einen Widerspruch.

In Worten: Das Vektorpotential kann immer transversal (quellenfrei) geeicht werden und das elektrische Feld ist
in Abwesenheit von Ladungen notwendig transversal. Daher muss der Kommutator von E und A [die linke Seite
von Gl (5.79)] transversal sein, die rechte Seite ist es aber nicht.

Da die naive kanonische Quantisierung nicht zum Erfolg fiihrt, miissen wir das Quantisierungspostulat anpas-
sen. Wir beschriinken uns auf den ladungsfreien Fall (p = 0) und verwenden die Coulomb-Eichung. Die wesentliche
Idee ist, die rechte Seite von Gl. (5.79) durch ihren in r und r’ transversalen Anteil zu ersetzen. Dies lisst sich
bequemer im Impulsraum ausdriicken. Zunéchst transformieren wir Gl. (5.79) in den Impulsraum, wobei wir ein
endliches, aber grofies Volumen V annehmen und die Faktoren in der Fourier-Transformation symmetrisch zu

1/v/V wiihlen:

. N 1 o . RVIA -
[Ep(k, )T A, (K 1) = v /d‘gr d3r! ek TR (r,t), Ay (v, 1))
z 74721}%0 Smn / Br dPr’ KT s )
4mi b , /
_ //T:} Cdmn/dST ez(kfk )r
= 4mihc 6mn6kk’- (5.85)

Wir haben hier angenommen, dass E(r, t) hermitesch ist, da dieses Feld aus dem reellen elektrischen Feld hervor-
geht. Aus der Transversalitéit von A folgt

0= [Enk,t) kK - A(K,1)] = 4mi he kb (5.86)
und aus der Transversalitit von E,
0=k Bk ), A, (K, t)] = dri hc knbiac, (5.87)

also zwei Widerspriiche. Wir postulieren jetzt, dass der Kommutator proportional zum in k und k’ transversalen
Anteil von iy ist:

. . . kmk
(B (k, )T, A, (K, )] = 47i he <6mn — |ITZ|;> Ok - (5.88)
Jetzt ist die rechte Seite transversal in k und k’, denn
kmkn k|%k,
47 hcz km <§mn - |k|2) Ok = 4mi he <kn - | |1|(2 ) O =0 (5.89)
und analog
k’mkn km k g
41 hCZk;L <5mn - |k|2 ) 6kk’ = 4mihe <km — |k|2| ) 6kk’ =0. (590)

Die neue Quantisierungsbedingung (5.88) kann auch in den Ortsraum zuriicktransformiert werden:

(B (r,t), Ay (v, 1)] = 4mi he 6T (r — 1) (5.91)

mit

1 ; kmk
T o § : ik-r _ vm™n
5mn(r) T \/]7 - € (5mn |k|2 > (592)
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Es gibt nun zwei orthogonale lineare Polarisationen von A, da A transversal ist. Die entsprechenden linearen
Polarisationsrichtungen seien €y1, €xo; die klassischen Lésungen fiir A seien also proportional zu

L R (5.93)
Wir vereinbaren, dass €x1, €xe und k ein Rechtssystem bilden, also

R . -k

€K1 X €y = k= E (594)
(beachte, dass der Zirkumflex hier Einheitsvektoren und nicht Operatoren kennzeichnet). Wir kénnen dann nicht
€_x1 = —€; und é_g o = —€ko als Polarisationsrichtungen fiir —k wéhlen, da —éy;, —€x2 und —k ein Links-
system bilden. Stattdessen vereinbaren wir

e_x1 = €, (5.95)
€_x2 = —€xo. (5.96)

Dann ist .
é_k71 X é_k72 = ékl X (—ékg) =-k (5.97)

und die drei Vektoren bilden ein Rechtssystem.
Fiir das Folgende ist die Zerlegung des Feldes in entgegengesetzt zirkular polarisierte Komponenten giinstig
oder zumindest iiblich. Diese sind durch komplexe Einheitsvektoren

€k1 i €ko

€kt = 7 (5.98)

gekennzeichnet. Beachte
o, bks — €1 - €x1 ;‘ék2 Cka 1. (5.99)
6l s = Gt - € ;é“ G ) (5.100)

Auch niitzlich sind die Identitaten

. é_x1Etié ko € Fiéko
e_ = : = = =e 5.101
k,+ \/§ \/§ k¥ ( )

und
€ry =€k =€ i 4. (5.102)

Wir schreiben das klassische Feld A nun als Superposition von ebenen Wellen (d. h. wir schreiben die allgemeine
Losung der freien Maxwell-Gleichungen als Superposition eines vollstandigen Satzes linear unabhéngiger spezieller

Losungen),
Al ) = TS LS [ o 07 4 g a7 0T (5.103)
1% K 2wk —

mit wix = ck. Die Koeflizienten axs und a;;, miissen als zueinander komplex konjugiert gewéhlt werden, um zu
gewiihrleisten, dass A(r,t) reell ist. Dass ein reeller Faktor /4mhc? /2wy explizit hingeschrieben und nicht in
ks, Qs absorbiert wurde, ist an dieser Stelle reine Konvention. Diese Schreibweise fiihrt aber nach der Quanti-
sierung zu einfacheren Ergebnissen.

Beim Ubergang zum Quantenfeld A miissen wir die Koeffizienten ays, ay., durch Operatoren ays, d]is ersetzen:

N 4mhc? 1 . )
Aty =\ ——> — > [éks dnes €'t ar gl e*“k'r*wkt)]. (5.104)
4 k VY 2wk s==+
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Es folgt (beachte p = 0 und die Coulomb-Eichung)

5 10, [ach ,
B(r,t) = —— aA r,t) mh Z,/“k Z B1cs liges € KT _ eikrmwid) | (5.105)

Wir wollen nun die Operatoren dys, &LS durch die Feldoperatoren A und E ausdriicken. Dazu transformieren wir
die vorigen Gleichungen in den Impulsraum,

A 1 ) .
Aty = 5 e A
47Thc2 1 . ~ N —i(k—K' ) r—iw s . ) A
= )Y ; m ES /d37" |:ek/s Ak’ g € (k—k') k't + &5, aLS e (k+k')-r+iw, t}

Vdrhe? 1 . ; .
= V Z m Z (ek,s ax’s )% (5kk/ e—zwk/f + ek’ ak, 1% 6]( —k’ e“"k’t>
k’/ kK

27 h02 : :
N ~ 1wkt ~ % AT TWikt
2: (eks Qks € <+ € ks k€ - )
Wk s / ’

2rhc? : :
\/T: S e (s e+l ) (5:106)

(wir haben &, , = é_y + verwendet) und analog

B(k,t) = i v2rhoe > éis (aks emint gt ei"”‘t). (5.107)

Es folgt
w—: Ak t) —iE(kt) = /8rhwk Y eww dus e ¥, (5.108)
‘%“A(k, H+iBlkt) = Brhoe Y el e, (5.109)
also
G | A —iE()] = VBrhwga e, (5.110)
&k, - [%k Ak, t) + i B(k, t)] = VBrhwal e, (5.111)
und schliellich
~ 1 Wit Ak .A(l(7 t) 1 ~
Qks e s VW — Ek,t)|, 5.112
ko = e e [V T - =Bl )| (5.112)
1 ( VR
AT — 77,wkt A E —k ¢
s 87T |: + \/OTk ( ) )i|
1 i
_ —zwkt A T
_ T, g k,)']. 5.113

Die letzte Gleichheit folgt aus der Hermitizitiit von A(r,¢) und E(r,t). Die Gleichung fiir &LS folgt natiirlich auch
unmittelbar aus derjenigen fiir axs. Nun berechnen wir den Kommutator

8T c?

mn

P P 1 i (wWk —wys Ak ~ Vv WkWk’ 2 N
s ] = g T D Cm (e“’S’)”{ S Ak, 8), An (K1)

=0
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1 Wk ~ ~ ’l, Wk’ N ~
- Ap(k, 1), B, (K, 1)1 —= En(k,t), A, (K, 1)
+ L Al B, 01] = 06, 400
= —dmihc (Smn—Emn ) s, = amihc (Sn—Embn ) 500
(hermitesch konjugiert)
1 A A
+ En(k,t), B, (K, t)f

=0

A% . kmkn
= Z(eks)m (ek’s’)n <6mn - k2)5kk,

er. k) (éks -k
Y R C A LT
———

=0
= g5 0Kk’ - (5.114)

Analog erhélt man
laxes, trers] = [a) ,,af ] = 0. (5.115)

dLS,dks sind also bosonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Sie erzeugen bzw. vernichten ein Quant
des elektromagnetischen Feldes, also ein Photon. Wir haben damit gelernt, dass Photonen Bosonen sind und fiir
jedes k zwei Moden mit entgegengesetzter zirkularer Polarisation (Helizitéit) existieren.

Schliefllich kénnen wir noch den Hamilton-Operator ermitteln: Klassisch erhalten wir fiir die Hamilton-Dichte
im freien Fall

H = O-A-¢
_ E 1 2 P 1 2 2
- 4re ( cE) 8T (E B%) = 47TE 8 (& B)
1
= —(E*+B? 11
(54 B), (5.116)

was die bekannte Energiedichte des freien elektromagnetischen Feldes (in Gaufschen Einheiten) reproduziert.
Diese konnen wir auch durch A ausdriicken:

1 [1/0A\° )
Durch Einsetzen der Feldoperatoren und Integration iiber den Raum erhalten wir den Hamilton-Operator
.1 1 0A 0A . A
H=— [ &5+ — A)- A)l. 11
o / r[c2 5% ot +(VxA)-(Vx )] (5.118)

Wenn wir hier die Darstellung des Feldes A durch Erzeuger und Vernichter einsetzen, finden wir
1h 1
R DI o)
2V W 2 Wk’ Wk o’
x {gt (&1 s €070 1 &5, €710 Tt

0
ot

o S
+ 02 (v ~ (ek’s’ rer o7 ez(k r—wyst) + e;;’s’ GLS’ e—z(k r—wk/t)))

(éks s ei(kr—wkt) + élts d;{(S e—i(k~r—wkt))

. (V X (éks s e?eTent) 4 gx &Ls 6i(k~rUJkt))>]

Ihs~ 1 3
2v§,2m§/‘”
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. N ~ S . R R T
% |:( — Wk’ €k’ Ak’s’ el(k r-wiet) + g eltls/ G/kas/ e i(k'r wk,t))

. (iwk s (ks ez(krfwkt) — él*(s dif(s efz(k-rfwkt))

o .y
+ C2 (Zk/ X €k/sr Ak’ s’ el(k Towwt) Zk/ X el*qs/ aL/sz e_z(k 'r—wk/t))

. (Zk X éks &ks ei(k4r7Wkt) - Zk X éi’;é &Ls ei(k-rwkt)>:|

1 1
- 5h272m§

kk'
. { — Ok, kW €t ks Gt lics € 2! Gk W B - €, e il
+ Jieric wié s " €ks &le (ks — Ok/,—k wd éik,s, -85, &-‘;k,s’ &Ls e2iwict
— 0 e (k) X 6 per) - (K X €15) Gy, s € 20
i (kX @uesr) - (K X &) e i, + P ienc (K X &) - (K X 8ca) iy s

2 Ak Ak \ AT At 2dwit
— 0wk (k) x €%y o) - (k x &) aly o ay, e .
Nun verwenden wir €_i + = &5, €y, - €xs = 0y, und

kXékl:FiS,kXékQ kXékliiSkXékQ
V2 V2
kékg iis’kékl k‘ékz $’i8kék1

V2 ' V2

(k x &) - (k X &) =

k2 / ]{?2
— % — 5. k2.
Es folgt
2 1 1 2 - - — 2wyt 2 AAT 2 PP
H = 3 h Z Toon Z [ — Wi 0g75 A_x 5 Qs € + wi O/ Qs Oy, + Wi O Ay, ks
k !

2 ~ ~ 2wyt 21,2 ~ ~ —2iwkt 21.2 ~ ~
7wk55’saT—ksaLse T+ Tk 0grs G k,s Qks € Wit L etk 5s/sakSaLs

+ k%5, dks aks + Pk%6, al Des T e2i“kt}.

(5.119)

(5.120)

(5.121)

Mit wy = ck heben sich jetzt die Terme der Form aa und afa' zwischen den E- und B-Feld-Beitriigen heraus und

es folgt

. 1
H 5 hzk:wk zs: aksakg + akgaks Z hwk akgaks +1+ akgaks)

1
Z huwy (&Lsdks + 5)
ks

(5.122)

Der Hamiltonian zerféllt also in eine Summe iiber nicht wechselwirkende harmonische Oszillatoren. Die durch dLS,
axs beschriebenen Photonen sind fiir das freie elektromagnetische Feld also wechselwirkungsfreie Bosonen. Der
Beitrag %hwk ist die Vakuumenergie der Mode k,s. Offenbar divergiert die totale Vakuumenergie. Im Rahmen
einer Theorie fiir Materie und das elektromagnetische Feld, und auch im Standardmodell der Elementarteilchen-
physik, ist das nicht kritisch, da man diese unendliche Energie dem Feld nicht entziehen kann. Bezieht man
aber die Gravitation mit ein, so ist bisher nicht klar, wieso die Vakuumenergie des elektromagnetischen Feldes
und weiterer Felder nicht zu einer zumindest sehr groBen kosmologischen Konstanten fithrt. (Aus der offenbar
beschleunigten Ausdehnung des Universums schlieft man, dass die kosmologische Konstante zwar nicht Null ist,
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aber viel kleiner, als die erwartete Vakuumenergie aufgrund bekannter Felder.) Dies ist ein Aspekt des grofieren
Problems, dass es an einer konsistenten Quantentheorie des Gravitationsfeldes mangelt.

Der Casimir-Effekt wird oft als Beispiel fiir die Beobachtbarkeit der Vakuumenergie angefiihrt. Die Idee ist,
dass die Randbedingungen an — insbesondere leitenden — Koérpern die erlaubten Feldmoden einschranken und
damit die Vakuumenergie reduzieren. Dies fiihrt zu einer Kraft zwischen den Koérpern. Diese Interpretation ist
umstritten; es wird auch behauptet, dass der Casimir-Effekt ohne Riickgriff auf die Vakuumenergie als relativis-
tische van der Waals-Kraft verstanden werden kann.

Analog kann man den Gesamtimpuls des Feldes herleiten und findet

1
p = th (ancsd, + o] ) th (ks + )

Z Rk af s, (5.123)

wobei sich die Vakuumbeitrége von k und —k aufheben. Wir folgern, dass Photonen den Impuls ik tragen.
Ahnlich kénnen wir herleiten, dass ihr Spin S = 1 ist, siehe z. B. die Vorlesungen Quantenfeldtheorie und Viel-
teilchentheorie und vgl. auch Abschnitt 3.6.1 zur Theorie massiver Spin-1-Bosonen.

5.3.3 Kopplung an Materie: QED

Addieren wir die Lagrange-Dichten des elektromagnetischen und des Dirac-Feldes und quantisieren sie kanonisch
(transversal bosonisch bzw. fermionisch), so erhalten wir sofort die Lagrange-Dichte der Quantenelektrodynamik
(QED). Sie lautet in Gaufischen Einheiten

1 _ _
L= —FF’“’F = P A+ ihe A — me g (5.124)
Y C

mit der Ladungsstromdichte -
= cqpat . (5.125)

Sie unterscheidet sich von der Wahrscheinlichkeitsstromdichte aus Abschnitt 3.3.4 durch einen Faktor der Ladung
q. Hier haben wir den Zirkumflex zur Kennzeichnung der Feldoperatoren weggelassen. Es folgt

1 _ _ _
L = —FF“”F,W — qu“AM Y +ihc "0, w —me )
v
— ihegt (a i ) b —me g — T F"F,, (5.126)
%,_/
=D,

Fiir das Elektronenfeld ist natiirlich ¢ = —e. Die gesamte QED, eine quantitativ sehr erfolgreiche Theorie, beruht
also auf der Lagrange-Dichte, in knappster Form,

L = ihe Y Py — mc g — —F‘“’F (5.127)

Diese Gleichung ist bemerkenswert kurz. Allein hieraus ergibt z.B. die prézise Berechnung des g-Faktors des
Elektrons, g ~ 2,00231930. Dies funktioniert so gut, weil die charakteristische Kopplungsstiarke der QED, ndmlich
die Feinstrukturkonstante o &= 1/137 (a = €?/he in GauB-Einheiten), recht klein im Vergleich zu eins ist, was
Storungsrechnung mit « als kleinem Parameter gestattet.

Die Quantenfeldtheorien der vereinigten elektroschwachen und der starken Wechselwirkung lassen sich durch
konzeptionell dhnliche, aber kompliziertere Lagrange-Dichten charakterisieren. In diesen Féllen sind die Kopp-
lungsstiarken aber nicht klein, so dass Stérungstheorie weniger prizise Ergebnisse liefert oder ganz versagt.
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