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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Warum Theoretische Physik im Lehramtsstudium?

e ... weil Sie Sachverhalte verstehen miissen, um sie erkldren zu kénnen. Nur wenn Sie ein iiber den Unter-
richtsstoff hinausgehendes Verstédndnis haben, kénnen Sie entscheiden, welche begrifflichen Hilfsmittel
Sie in der konkreten Situation bei der Erklirung verwenden wollen und welche Details Sie erwéhnen
oder weglassen sollten. Mit Bertolt Brecht: ,Ich rate, lieber mehr zu kénnen als man macht, als mehr
zu machen als man kann.“

e ... weil Sie aktuelle Entwicklungen in der Physik nur dann verfolgen und ggf. im Unterricht behandeln
konnen (Nobelpreise!), wenn Sie sie in ein Gesamtkonzept einordnen kénnen.

e ... weil die Vorlesungen der Experimentalphysik manchmal nicht die Zusammenhénge und die zu Grun-
de liegenden Prinzipien herausstellen. Damit besteht die Gefahr, dass die Physik als Reihung von
zusammenhanglosen Erfahrungstatsachen erscheint.

e ...weil nur im Zusammenwirken von Experiment und Theorie naturwissenschaftliche Erkenntnis ge-
wonnen werden kann. Das ist im Unterricht genauso.

o ...weil die Theoretische Physik Sie die Welt auf einem fundamentaleren Niveau verstehen ldsst, was
intellektuell befriedigend ist, unabhingig vom praktischen Nutzen.

1.2 Ziele und Arbeitsweise der Quantenmechanik

Die Quantenmechanik ist sicherlich einer der weniger anschaulichen Zweige der Physik. Wir haben zunéchst
keine Intuition fiir Konzepte wie Wellenfunktionen, Operatoren und den Hilbert-Raum. Das ist anders als
in der klassischen Mechanik. Wir haben z.B. eine sehr gute Intuition fiir die Flugbahn beim schrigen Wurf
und koénnen daher einen geworfenen Ball fangen, ohne jemals etwas iiber Physik gelernt zu haben. Es ist
aber nicht verwunderlich, dass wir fiir Prozesse, bei denen die Quantenmechanik eine entscheidende Rolle
spielt, keine solche Intuition besitzen. Im Laufe der Evolution haben wir geistige Féhigkeiten entwickelt, die
fir das Uberleben in der gegebenen Umwelt niitzlich waren. Quantenmechanische Prozesse sind aber auf
den fiir uns Menschen unmittelbar beobachtbaren Lingen- und Zeitskalen nicht evident. Es gab daher nie
einen Selektionsdruck, solche Prozesse in demselben Sinn voraussehen zu kénnen, wie wir die Flugbahn eines
geworfenen Balls voraussehen kénnen.

Das heifit natiirlich nicht, dass quantenmechanische Prozesse fiir unser Leben unwichtig sind. In einem
rein klassischen Universum ginge gar nichts: zum Beispiel gébe es keine Energieproduktion in der Sonne.
Selbst wenn die Sonne dennoch scheinen wiirde, fiande auf der Erde keine Photosynthese statt, so dass
die Strahlungsenergie nicht von Lebewesen genutzt werden konnte. Tatséchlich gidbe es gar keine Erde,
geschweige denn Lebewesen, weil keine stabilen Atome existieren wiirden. Auch fiir technische Anwendungen
ist die Quantenmechanik von iiberragender Bedeutung: ohne Quantenmechanik kann man die Funktion von
elektronischen Bauelementen wie Transistoren nicht verstehen, um nur ein Beispiel zu nennen. Weiter ist
die gesamte Chemie angewandte Quantenmechanik. Die Quantenmechanik nimmt daher zu Recht einen
zentralen Platz im Stoffplan ein.

Die Quantenmechanik ist die Theorie der Dynamik von Teilchen. Sie betrifft damit dieselben Systeme
wie die klassische Mechanik, ist aber die umfassendere Theorie. Die Quantenmechanik enthélt die klassische
Mechanik als Grenzfall. Das ist der Inhalt des wichtigen Korrespondenzprinzips. In dieser Vorlesung werden
wir uns ausschliefSlich mit der nichtrelativistischen Quantenmechanik beschéftigen. Diese beschreibt Teilchen



mit (Relativ-) Geschwindigkeiten v, die klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit ¢ sind. Die nichtrelativi-
stische Quantenmechanik ist die Ndherung fiir v < ¢ einer allgemeineren, relativistischen Quantenmechanik.
Auch diese ist nicht die fundamentalste Theorie, sondern ist ihrerseits in der Quantenfeldtheorie enthal-
ten. Diskussionen iiber die Deutung der Quantenmechanik greifen z.T. an der falschen Stelle an; manche
Merkwiirdigkeiten finden in der Quantenfeldtheorie eine natiirlichere Erklarung, z.B. der ,, Welle-Teilchen-
Dualismus“. Dennoch wollen wir in dieser Vorlesung auch auf das Deutungsproblem eingehen, das in der
Naturphilosophie seit den 1920-er Jahren (der Zeit der Entwicklung der modernen Quantenmechanik) eine
grofle Rolle spielt.

Um sinnvoll iiber die Deutung der Quantenmechanik sprechen zu kénnen, miissen wir ihren Formalismus
zunichst besser verstehen. Im Ubrigen zeigt sich, dass der Mensch in der Lage ist, auch fiir zunichst un-
anschauliche Konzepte eine Intuition zu entwickeln. Nach einiger Beschéftigung mit der Quantenmechanik
kann man ein Gefiihl dafiir entwickeln, wie sich gewisse quantenmechanische Systeme verhalten werden.

Das unmittelbare Ziel der Quantenmechanik ist die quantitative Beschreibung von physikalischen Vor-
géngen. Die Arbeitsweise der Theoretischen Physik besteht in der Formulierung von Theorien, d.h. Be-
schreibungen der allgemeinen GesetzmiBigkeiten. Aus einer brauchbaren Theorie lassen sich Voraussagen
fir Experimente herleiten, die es gestatten, die Theorie zu iiberpriifen. Wie der Naturphilosoph Sir Karl
Popper sagte, kann man eine Theorie niemals beweisen, aber im Prinzip leicht widerlegen (falsifizieren).
Experimente, die mit den Vorhersagen einer Theorie iibereinstimmen, stiitzen diese, beweisen sie aber nicht.
Fiir die Widerlegung reicht dagegen eine Beobachtung aus, die der Theorie widerspricht. Das Experiment
ist immer die letzte Instanz in der Physik. Wir kénnen uns also auf den Standpunkt stellen, dass die Quan-
tenmechanik so ist wie sie ist, weil umfangreiche Experimente diese Theorie stiitzen und nicht irgendeine
alternative Theorie. Manche Autoren belassen es dabei und halten die Frage nach der Deutung fiir wenig
produktiv. Diese Haltung wurde mit dem Aphorismus ,,shut up and calculate“ charakterisiert, der offenbar
auf N. D. Mermin zuriickgeht, der diese Haltung im Ubrigen nicht teilt.

Einige weitere Bemerkungen:

e Man muss sich klarmachen, was Popper mit ,,beweisen* meinte: Man kann eine Theorie nicht in mathe-
matischer Strenge beweisen, aber viele physikalische Theorien sind im , juristischen® Sinne bewiesen,
sie sind nédmlich ,nach menschlichem Ermessen“ wahr. Die englische Formulierung ,, without reasonable
doubt® ist noch treffender.

e Die strikte Widerlegung einer Theorie durch ein Experiment im Sinne Poppers ist auch eine idealisierte
Vorstellung, da man nie absolut sicher ist, dass ein Experiment wirklich zeigt, was man denkt, dass es
zeigt.

e Viele Theorien sind im Sinne Poppers falsifiziert. Wie schon erwéhnt, versagt die nichtrelativistische
Quantenmechanik bei hohen Teilchengeschwindigkeiten nahe c. Das bedeutet nicht, dass diese Theorie
nutzlos oder nur von historischem Interesse wére. Es ist gut verstanden, unter welchen Bedingungen
sie prézise Voraussagen macht. In diesen Féllen wire es unsinnig, die viel kompliziertere Quantenfeld-
theorie zu verwenden.

Die Theoretische Physik formuliert die zu Grunde liegenden Gesetzméfligkeiten in der Sprache der Mathe-
matik, weil diese fiir die Beschreibung quantitativer Zusammenhénge am besten geeignet ist. Daher werden
wir zahlreiche mathematische Methoden verwenden. Aber Theoretische Physik ist nicht Mathematik, &hnlich
wie ein literarisches Werk nicht mit der Sprache identisch ist, in der es verfasst ist. Die Formulierung verwen-
det meist Begriffe der Analysis und der Linearen Algebra, nicht selten aber auch solche der Gruppentheorie
und Geometrie.

Die speziell in dieser Vorlesung notwendigen mathematischen Hilfsmittel sind insbesondere

e Lineare Algebra

e Analysis (Differential- und Integralrechnung), einschliellich Vektoranalysis
e Gewohnliche Differentialgleichungen

e Partielle Differentialgleichungen

Diese werden in der Vorlesung entwickelt oder wiederholt, soweit es notwendig erscheint.



Kapitel 2

Grenzen der klassischen Physik

In diesem Kapitel werden wir diskutieren, welche Experimente eine Erweiterung der Physik in der Richtung
der Quantentheorie notwendig gemacht haben. Dazu werden wir zunéchst den Stand der Physik gegen Ende
des 19. Jahrhunderts umreifien.

2.1 Das goldene Zeitalter der klassischen Physik

Gegen Ende des 19. Jahrhunderts schien die Physik im Wesentlichen verstanden und vollstindig. Es gab zwar
noch offene Fragen, aber diese meinte man der mathematischen Schwierigkeit der Losung der Gleichungen
zuschreiben zu konnen. So riet der Miinchner Physik-Professor P. von Jolly bekanntlich Max Planck 1874
davon ab, Physik zu studieren, weil nur noch Detailfragen zu klaren wiren.

Die damalige Physik unterschied zwei Kategorien von Objekten, ndmlich Materie (Teilchen) und Strah-
lung (Felder):

Materie Strahlung

e besteht aus Teilchen, e besteht nicht aus
die zu jeder Zeit lokalisierten Teilchen,
durch ihren Ort 7 sondern zeigt wellen-
und ihren Impuls p’ artiges Verhalten

charakterisiert sind

e gehorcht den Gesetzen e gehorcht den Maxwellschen
der klassischen Mechanik Gleichungen
(Newton, Lagrange, Hamilton)

Die Atomstruktur der Materie konnte zwar noch nicht direkt nachgewiesen werden, war aber indirekt sehr
gut bestitigt. Da typische Korper offenbar aus sehr vielen Teilchen bestanden (1 mol aus Ny, = 6,022 x 1023
Teilchen), konnte man die Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik nicht direkt 16sen. Aulerdem war
die individuelle Bewegung der Teilchen gar nicht interessant, da im Allgemeinen nicht beobachtbar, sondern
es galt, die gemittelten, makroskopischen Eigenschaften der Materie zu verstehen. Aus diesen Griinden
entwickelte sich die Statistische Physik, die aber konzeptionell die klassische Physik noch nicht in Frage
stellte.

Es war natiirlich gut bekannt, dass Teilchensysteme wellenartige Phéinomene zeigen konnten, z. B. beim
Schall oder bei Wasserwellen. Daher lag es nahe, auch fiir die elektromagnetischen Wellen einen materiellen
Tréger zu vermuten, der , Ather* genannt wurde. Diese Idee wurde aber durch die Experimente von Michel-
son und Morley (1887) widerlegt, wonach die Lichtgeschwindigkeit unabhéngig von der Richtung relativ zur
Bewegung der Erde und damit des Labors ist. Das kann man nicht verstehen, wenn sich die Erde gegeniiber
einem Ather bewegt. Damit schien zuniichst klar, dass Materie und elektromagnetische Strahlung zwei we-
sentlich verschiedene Kategorien waren. Aber mit einiger Verzdgerung fithrten die Experimente auch zum
ersten grofien Umsturz der Physik am Anfang des 20. Jahrhunderts, nimlich zur Formulierung der Speziellen
Relativitdtstheorie. Wichtig fiir uns ist, dass auch die Spezielle (und die Allgemeine) Relativitiitstheorie nicht
konzeptionell iiber das klassische Bild von genau lokalisierbaren Teilchen und von wellenartiger Strahlung
hinausgeht.



2.2 Der schwarze Korper

Ein schwarzer Kdrper ist definiert als ein Korper, der die gesamte auftreffende Strahlung absorbiert. Es ist
eigentlich eine Fehlbezeichnung, da der Korper im thermischen Gleichgewicht mit dem elektromagnetischen
Feld genauso viel Energie emittiert wie absorbiert. Ein scharzer Korper bei hohen Temperaturen ist also
nicht schwarz, sondern er gliiht. Die Sonne verhélt sich z. B. ndherungsweise wie ein schwarzer Korper.

Eine sehr gute experimentelle Realisierung eines schwarzen Koérpers ist ein Hohlraum mit einer kleinen
Offnung. Fast das gesamte von auflen auf die Offnung treffende Licht wird absorbiert und fast das gesamte
aus der Offnung austretende Licht wurde von den Innenwéinden emittiert.

7

Temperatur T

RN

- L -

Im Rahmen der klassischen Physik ldsst sich die Energieverteilung, die spektrale Energiedichte w(v), des
austretenden Lichtes berechnen. Wir betrachten einen wiirfelformigen, geerdeten, metallischen Hohlraum.
Das elektromagnetische Feld im Innern lédsst sich unter Vernachldssigung des Loches in stehende Wellen
zerlegen. Es sind nur solche stehenden Wellen moglich, fiir die die parallelen Komponenten E | des elektrischen
Feldes und die Normalkomponente B des Induktionsfeldes auf der Oberfliche verschwinden.

In einer Dimension hétten wir die Bedingung

n%:L7 n=123,... (2.1)
n=1
n=2
n=3
- L >
Also mit der Wellenzahl k = 27/,
k:n%, n=1,2,3,... (2.2)

In einem wiirfelférmigen Hohlraum haben wir entsprechend fiir den Wellenvektor

%, n=1,23,... (2.3)

Die Frequenz der Welle ist



n
N
Fiir y/n2 +n2 4+n? > 1 oder A < L kénnen wir die Diskretheit der Punkte (n,,n,,n.) vernachléssigen.
Dann gibt es
1 dr (2L \®  8r L?
N(v) = 2 - =) = =8 2.
W= 2 8 3<c”> 3 3 (25)
Polarisation ~~

nur ein Oktant
(ng Sy ,Mz >0)

Feldmoden mit Frequenzen kleiner oder gleich v. Die Anzahl der Moden mit Frequenzen im Interval [v, v+dv]
ist dN = (dN/dv) dv mit

(2.6)

Nach dem Gleichverteilungssatz (siehe Vorlesung Thermodynamik) enthilt im Gleichgewicht jede Mode die

Energie kT, dazu tragen das E-und das B-Feld jeweils k5T /2 bei. Die spektrale Energiedichte pro Volumen

ist dann )
1 dN v
= ——kpT =8r—kpT. 2.7
w(v) 3 dv B TahE (2.7)
Das ist das sogenannte Rayleigh-Jeans-Gesetz. Es ist im Rahmen der klassischen Physik exakt. Wir sehen
aber sofort, dass sie nicht stimmen kann: die gesamte Energiedichte ist

o0 T o0
w= /dyw(y) = 8#%/duu2, (2.8)
0 0

was bei groBen Frequenzen divergiert (Ultraviolett-Katastrophe). Auch im Vergleich zum Experiment versagt
die klassische Theorie:

w(v) I .
, =— Rayleigh—Jeans

, / Experiment
/

exponentieller Abfall
/ (Wiensches Gesetz)

|
T

Vimax ~ I(B-r

\

Zur Losung des Problems nahm Planck an, dass die stehenden elektromagnetischen Wellen in Resonanz mit
gewissen (nicht n#her charakterisierten) Oszillatoren in der Innenwand des Hohlraums stiinden und dass
diese nur in Zustédnden mit bestimmten diskreten Energien E, = ne, n =0,1,2,... existieren konnen. Man
zeigt in der Statistischen Physik, dass die mittlere Energie eines solchen Oszillators dann

_ 0e" kBT 4 ge=e/kBT 4 9ge—2e/kT 4 €
b= e—0/kpT | g—e/kpT 1 ¢—2¢/ksT 1 . ee/knT _ | (2.9)




lautet. Die Experimente zeigten, dass € proportional zur Frequenz v sein musste. Die Proportionalitétskon-
stante nennen wir heute das Plancksche Wirkungsquantum h. Also schreiben wir

€= hv. (2.10)

Planck ersetzte dann die mittlere Energie kg7 in der Rayleigh-Jeans-Formel durch E und erhielt so die
Plancksche Strahlungsformel
V3 h

w(v) = SWCTehy/kBT -1

(2.11)
Sie geht fiir h < kgT in die Rayleigh-Jeans-Formel iiber (da e"/*8T —1 2 hy/kpT) und fiir hv > kT ins
Wiensche Gesetz. Beachte, dass Planck diskrete Energieniveaus fiir die Oszillatoren in der Wand angenommen
hat. Wir wissen heute, dass die Strahlungsformel tatséchlich von der diskreten Besetzung der Feldmoden,
d. h. von der Teilchennatur des Lichtes, herriihrt. Die Wand hat nur die Funktion eines Warmebades mit der
Temperatur 7.

2.3 Der Photoeffekt

Hertz beobachtete 1887, dass bei Bestrahlung mit (UV-) Licht Elektronen aus Metalloberflichen austreten.
Das ist der sogenannte Photoeffekt oder lichtelektrische Effekt. Hertz machte folgende Beobachtungen:

1. Der Photoeffekt tritt nur auf, wenn die Lichtfrequenz v eine materialabhéngige Grenzfrequenz v,
iibersteigt.

2. Die (kinetische) Energie der austretenden Photoelektronen ist proportional zu v — vy:

imv2 ~v—uygfirv >y, (2.12)
3. Sie ist unabhiingig von der Lichtintensitiit I ~ E2 (FEy ist die Amplitude des elektrischen Feldes der

elektromagnetischen Lichtwelle).
4. Die Anzahl der pro Zeit emittierten Photoelektronen (der Strom) ist proportional zur Intensitét I.
5. Die Emission erfolgt ohne messbare Verzogerung, selbst bei sehr geringen Lichtintensitéten.

Aus der klassischen Elektrodynamik war bekannt, dass elektromagnetische Wellen Energie tragen und dass
ihre Intensitét (iibertragene Energie pro Zeit pro Fliche senkrecht zur Ausbreitungsrichtung)
1
I=3 ceoFR (2.13)
ist. Es schien plausibel, dass diese Energie bei Absorption an einer Metalloberfliche auf Elektronen iibertra-
gen wird und dass sie diese so herauslosen kann. Aber was sagt die klassische Physik fiir die Photoelektronen
voraus? Wir betrachten zwei Grenzfille:

1. Falls die auf ein Elektron pro Periode 7 der Lichtwelle iibertragene Energie sehr klein im Vergleich
zu seiner Bindungsenergie im Metall (der Austrittsarbeit Wa) ist, sollte es iiber viele Perioden immer
mehr Energie aufnehmen, bis es schliefllich genug Energie hat, um das Metall zu verlassen. Die Energie
der Photoelektronen sollte dann gering sein, denn sie haben ja gerade genug Energie, um das Metall
zu verlassen.

V(2

Metall Vakuum



Insbesondere sollte die Elektronenenergie nicht von der Lichtfrequenz abhingen. Dies steht im Wi-
derspruch zum Experiment. Auflerdem sollte es bei geringer Lichtintensitit eine Verzdgerung bis zum
Austritt der Photoelektronen geben, ebenfalls im Widerspruch zum Experiment.

2. Falls die Dauer der Energieiibertragung bis zum Austritt klein im Vergleich zur Periode 7 ist, sollte
ein Kraftstof§ proportional zur Feldamplitude Ey auf die Elektronen wirken (ﬁ = —eE!). Waren sie
vorher in Ruhe, sollten sie auf Geschwindigkeiten vy, (M fiir ,,Metall“) proportional zu Fy beschleunigt
werden. Thre Energie relativ zum Grundzustand im Metall sollte dann

1
3 mvi; ~ B} (2.14)

sein, also proportional zur Lichtintensitdt I, ebenfalls im Widerspruch zum Experiment.

V(2)

Imvd

~E5~1 W,

Metall Vakuum

Der Photoeffekt wurde 1905 korrekt von Einstein erkldrt, wofr er 1922 den Physik-Nobelpreis (fiir das
Jahr 1921) erhielt. Einstein machte den Schritt, den Planck noch vermieden hatte, und postulierte, dass
die elektromagnetische Strahlung selbst (und nicht gewisse Oszillatoren in festen Kérpern wie bei Planck)
aus Paketen mit der Energie £ = hv besteht. Deren Anzahl pro Zeit und Querschnittsfliche muss dann
proportional zur Intensitéit sein. Nach Einstein kann Energie zwischen dem Licht und der Metalloberfliche
nur durch Absorption oder Emission ganzer Pakete ausgetauscht werden (Lichtquantenhypothese). Diese
Pakete verhalten sich also wie Teilchen, deren Anzahl aber im Unterschied etwa zu Elektronen nicht erhalten
ist. Diese Teilchen nennen wir heute Photonen.

Absorbiert ein Elektron mit der Bindungsenergie (Austrittsarbeit) W4 ein Photon der Energie hv, so
bleibt ihm die kinetische Energie

%mvz =hv — Wjy. (2.15)

V(2)

Imv
2

z
Metall Vakuum
Damit (1/2)mwv? > 0 ist, muss hv > W4 gelten, was fiir die Grenzfrequenz
W
vy = TA (2.16)



impliziert, in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment. Weiter ist der Photoelektronenstrom pro-
portional zur Zahl der absorbierten Photonen und damit zur Intensitédt. Alle Ergebnisse der Theorie sind
experimentell sehr gut bestétigt.

Da die Photonen die Geschwindigkeit ¢ haben, sind sie nach der Speziellen Relativititstheorie (SRT)
masselos. Die SRT ergibt dann fiir ihren Impuls p:

E h h
E? =p? 4+ mict =p?c® = p=== w_n (2.17)
c c A
Mit w = 27y und k = 27/ findet man die hiufig verwendeten Beziehungen
hw hk
E=— d p=—. 2.1
27 i 27 (2.18)
Man definiert die Abkiirzung
h
hi=—=1 1073 2.1
o ,055 x 107°% Js (2.19)
und erhalt
E=hw und p=hk. (2.20)

2.4 Der Compton-Effekt

Der Compton-Effekt ist die elastische Streuung von Licht an freien oder zumindest schwach gebundenen
Elektronen. Er konnte nicht mehr zum Umsturz der klassischen Physik beitragen, da er erst 1924 entdeckt
wurde, hat aber Einsteins Teilchenbild der elektromagnetischen Strahlung untermauert. Experimental fand
Compton, dass sich die Wellenldnge von Licht bei der Streuung um

h Y
AN = 41— sin® — 2.21
ﬂ'mcsm 5 ( )

verschiebt, wobei 9 der Ablenkungswinkel des Lichtes ist.

& Detektor

Quelle

Elektronen

A ist insbesondere unabhéngig von der Wellenlinge A der einfallenden Strahlung und damit von ihrer
Frequenz. Klassisch wiirde man eine kontinuierliche Energieiibertragung von Licht an die anfangs ruhenden
Elektronen erwarten und damit eine Verteilung von A\ fiir gegebene Raumrichtung, nicht einen scharfen
Wert fiir A.

Im Rahmen des Photonenbildes kann man das Experiment dagegen als elastischen Stof zwischen einem
Photon und einem anfangs ruhenden Elektron verstehen. Beim elastischen Stofl miissen Impuls und Energie
erhalten bleiben:

Photon

p
Photon
Elektron
7+0 = p+ P, (2.22)
pc+mc® = pet+ V(P22 +m2ct . (2.23)

(relativistische Energie-Impuls-Beziehung)
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Aus der Impulserhaltung folgt

P=p-5 = (P) PP+ ) -2

p? + (p')? — 2pp’ cos V. (2.24)
Eingesetzt in die Energieerhaltung ergibt sich
pc+me? = ple+ \/p2 + (p')? — 2pp’ cos ¥ + m2c? ¢ (2.25)
= p—p +mec = \/p2 + (p')? — 2pp’ cos ¥ + m2c? (2.26)
= pZJrWJer 2pp’ + 2pme — 2p'me = pz + (P97 — 2pp’ cos ¥ + P (2.27)
Also mit p = h/\,
2h?  2mhc  2mhec 2h?
v + DY = cos v (2.28)
= 1+ 2T = —cosw (2.29)
h h
h 2h 0 h )
= AAN=XN-)A=—(1—-cos?) = —sin® — = 4r— sin® . (2.30)
mc mc 2 mc 2

Das ist die beobachtete Verschiebung. A¢ := h/mec nennt man die Compton- Wellenlinge des Elektrons und
Ac = h/mc = 3,86 x 10~ m die reduzierte Compton- Wellenlinge.

2.5 Welle oder Teilchen?

Die bisher besprochenen Experimente lassen sich auf natiirliche Weise nur im Teilchenbild des Lichts erkléren.
Fiir Materie erschein das Teilchenbild ohnehin als gesichert. Es hat eine lange Geschichte, wichtig waren z. B.
die Experimente von Thomson, Townsend und Wilson von 1896 zum elementaren Charakter des Elektrons
und zu seiner Ladung und Masse. In diesem Abschnitt besprechen wir kurz Experimente, die zeigen, dass
das Teilchenbild nicht ausreicht.

2.5.1 Welle-Teilchen-Dualitat des Lichts

Die schon lange bekannten Beugungs- und Interferenzerscheinungen des Lichts werden sehr erfolgreich durch
das Wellenbild erkléart. Z. B. finden wir beim Doppelspaltexperiment ungefahr dquidistante Maxima, die auf-
treten, wenn der Wegunterschied As zwischen den beiden Spalten und einem Punkt auf dem weit entfernten
Schirm As =nA, n=0,£1,4+2, ... ist.

A

N

Man beobachtet dasselbe Interferenzmuster, wenn man die Lichtintensitdt so weit verringert, dass praktisch
sicher immer nur ein einzelnes Photon zur Zeit den Doppelspalt passiert. Im klassischen Teilchenbild erwartet
man, dass, wenn das Photon durch den rechten Spalt fliegt, die Position des linken Spalts keine Rolle spielt
und umgekehrt. Das Bild auf dem Schirm sollte also einfach die Uberlagerung der von den beiden Spalten
erzeugten Bilder sein. Das beobachtet man aber offenbar nicht. Man ist also gezwungen anzunehmen, dass
das Photon beide Spalte sieht, obwohl diese einen makroskopischen Abstand voneinander haben. Das ist mit
klassischen Teilchenbahnen nicht vereinbar.

Die Schlussfolgerung ist, dass sich Licht in manchen Situationen wie eine Welle und in anderen wie
eine Ansammlung von Teilchen verhilt. Dies wurde Welle-Teilchen-Dualitdt genannt, aber zuniichst nicht
verstanden.
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2.5.2 Welle-Teilchen-Dualitat der Materie

In den Jahren 1927/28 wiesen mehrere Experimente unabhéingig voneinander nach, dass auch Materiestrahlen
Beugung und Inteferenz zeigen. Dabei wurden die Reflexion und Transmission von Elektronenstrahlen an
Kristallen untersucht. Die aus den Experimenten ermittelte Wellenldnge der Elektronenwellen betrug

AP (2.31)
P mu
(de Broglie-Wellenlinge). In diesem Fall ging die theoretische Voraussage (de Broglie 1923) dem Nachweis
voraus.
Die Experimente zeigen, dass auch Elektronen sich manchmal wie Wellen und manchmal wie Teilchen
verhalten. Spéter wurde dies auch fiir andere Teilchen gezeigt, fiir Neutronen ist es z. B. inzwischen eine
Standardtechnik.

2.6 Das Versagen des Rutherfordschen Atommodells

Rutherford untersuchte 1906-13 die Streuung von a-Teilchen (aus radioaktivem Zerfall) in Transmission
durch diinne Goldfolien. Die gemessene Haufigkeit der Ablenkung in ein Raumwinkelelement df2 unter einem
Winkel ¢ gegeniiber der Einfallsrichtung léasst sich sehr gut klassisch beschreiben. Dabei muss man annehmen,
dass fast die gesamte Atommasse in einem sehr kleinen Kern der Ladung +Ze vereinigt ist. Dann ergibt sich
die Rutherfordsche Streuformel

Z2
dN ~ N ———— df). 2.32
S (0/2) (2.52)

Au do

Die Ubereinstimmung mit der klassischen Streuformel mit dem Experiment scheint zuniichst die klassische
Physik (Mechanik und Elektrodynamik) glinzend zu bestétigen. Die Experimente untergraben die klassische
Physik aber an anderer Stelle, ndmlich beim Verstdndnis des Rutherfordschen Atommodells.

2.6.1 Stabilitidt der Atome

Nach Rutherford bestehen Atome aus Elektronen (leichten Teilchen der Ladung —e) und Kernen (schweren
Teilchen der Ladung +Ze). Die Elektronen laufen geméfl der Gesetze der klassischen Mechanik auf Bahnen
um den Kern. Da das Coulomb-Potential von der Form V(7) ~ 1/r und anziehend ist, handelt es sich um
ein Kepler-Problem; die Bahnen miissen im klassischen Bild Ellipsen sein. Nun findet man in der klassi-
schen Elektrodynamik, dass beschleunigte Ladungen elektromagnetische Wellen abstrahlen. Elektronen auf
Ellipsenbahnen sind natiirlich beschleunigt,

- F ¢E 1 Ze?

r=—=—— =

m m m 4mwegrs

7 0. (2.33)

Die Abstrahlung reduziert die Energie des Elektrons. Da seine kinetische Energie nicht negativ werden kann,
muss die potentielle Energie immer kleiner werden, d.h. das Elektron fillt in den Potentialtopf des Kerns.
Mann kann die moglichen Elektronenbahnen im Rahmen der klassischen Physik berechnen. Man findet,
dass ein Elektron innerhalb einer Zeit von der GréfSenordnung 101! s von einer Bahn mit einem typischen
Atomradius (1071° m) in den Kern fillt. (Was im Kern mit dem Elektron passiert kann die klassische Physik
nicht beantworten. Ist die Kernladung iiber das Kernvolumen ausgeschmiert, gibt es aber zumindest keine
Divergenz der Elektronenenergie nach —oc.)

Die klassische Physik sagt also voraus, dass das Rutherford-Atom auf einer typischen Zeit von 107! s
kollabiert. Atome sollten unter Abstrahlung von elektromagnetischen Wellen in kleine, elektrisch neutrale
Partikel (Kerne mit darin gefangenen Elektronen) iibergehen, im Widerspruch zu allen Beobachtungen. In
diesem Bild gibe es nichts, was den Abstand der Kerne in Festkorpern und Fliissigkeiten bei etwa 10710 m
stabilisieren wiirde. Es gibe damit insbesondere keine Erde.
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2.6.2 Atomspektren

Sollte das Rutherford-Atom durch unbekannte Mechanismen den Kollaps vermeiden, so sollte es jedenfalls
beliebige Betrige von Energie aufnehmen und abgeben kénnen, zumindest bis zu einem gewissen Maximum.
Beim klassischen Kepler-Problem gibt es ndmlich keinen Grund, warum bestimmte Werte der Bindungsnergie
vor anderen ausgezeichnet sein sollten.

Balmer beobachtete nun 1885, dass ein durch Stéfle mit Elektronen angeregtes verdiinntes Wasserstoffgas
nur Licht mit bestimmten, diskreten Wellenléingen abstrahlte. Spater wurden noch weitere Emissionslinien bei
UV- und IR-Wellenldngen beobachtet. Alle beobachteten Wellenldngen gehorchten der empirischen Rydberg-

Formel ) ) )
v
L —— 2.34
c A R(n2 m2) (2:34)

mit natiirlichen Zahlen m > n. Auflerdem fand man, dass offenbar alle dadurch vorhergesagten Linien im
beobachtbarem Spektrum tatséichlich vorkamen. Fiir feste n ergeben sich Serien von Spektrallinien mit
m =mn+1,n+2n+3,... (Lyman-Serie: n = 1, Balmer-Serie: n = 2, Paschen-Serie: n = 3, Bracket-
Serie: n = 4, Pfund-Serie: n = 5, ...). Dasselbe Verhalten, nur mit anderem Vorfaktor, erhiilt man fiir die
wasserstoffihnlichen Ionen He™t, Li?*, ... Bei komplizierteren Atomen und Ionen findet man ebenfalls Serien,
die aber nicht einer einfachen Formel gehorchen. Es gilt jedoch immer das Ritzsche Kombinationsprinzip:
Jede Frequenz im Spektrum ist die Differenz zweier anderer Frequenzen.

Wir kommen im néchsten Kapitel auf die Deutung der Spektren im Rahmen der , dlteren Quantentheorie*
(Bohr, Sommerfeld) zuriick. Im Vorgriff darauf ist es nach Einsteins Lichtquantenhypothese naheliegend, das
Spektrum durch Emission einzelner Photonen der Energie hv zu interpretieren. Dann ist es natiirlich,

B 1 1\  Er  Eg
"”v’wR<nzm2>mﬁnQ
::ER

(2.35)

so zu deuten, dass das Wasserstoffatom bei der Emission einen Ubergang zwischen zwei Zustéinden mit den
Energien —FEgr/n? und —Egr/m? ausfiihrt (Eg = 13,6 eV heifit Rydberg-Energie). Das fiihrt zu dem Schluss,
dass das Wasserstoffatom nur diskrete Energiewerte —Er/n?, n = 1,2,... haben kann.

2.6.3 Der Franck-Hertz-Versuch

Die Vorstellung diskreter Energiezustinde der Atome wurde 1914 durch Franck und Hertz bestétigt. Sie
untersuchten die Streuung von monoenergetischen Elektronen an Atomen.

-+

Elektron

Die Messung der (kinetischen) Energie der Elektronen nach der Streuung ergab, dass die Energiedifferenz
AFE = Evorher - Enachher (236)

nur diskrete Werte 0 < AF; < AFEs < ... annehmen konnte. War insbesondere Fyorner < AFE7, so betrug die
Energiedifferenz AE = 0, da schon die kleinste nicht verschwindende Energiedinderung AE = AE; wegen
Erachher = Evorher — AFE7 < 0 nicht moglich war. Es trat dann also nur elastische Streuung auf.

Die diskreten Energien AFE1, ... nimmt offenbar das Atom auf. Es liegt nahe, sie im Widerspruch zum
Rutherfordschen Atommodell als Differenzen zwischen diskreten atomaren Energiezustéinden zu deuten. Fiir
das Wasserstoffatom ist z. B.

EFr FEr 3 Er FErp 8
st = ZER’ AFE, = —~ =_Fp usw. (2.37)

AB = T332 T2 T
2.7 Der Stern-Gerlach-Versuch

Dauermagneten sind seit der Antike bekannt. Experimente von Oersted zeigten 1819, dass elektrische Strome
Magnetfelder hervorrufen. Es lag daher nahe, das Magnetfeld von Dauermagneten durch elektrische Strome
in ihrem Inneren zu erkldren. Das Rutherfordsche Atommodell lieferte eine offensichtliche Erklarung fiir
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Strome im Inneren der einzelnen Atome durch die Bahnbewegung geladener Elektronen. Stern und Gerlach
wollten 1921 /22 das magnetische Dipolmoment von einzelnen Atomen untersuchen und schickten dazu einen
Strahl von Silberatomen durch ein inhomogenes Magnetfeld. Die Energie eines magnetischen Dipolmoments
[ in einem B-Feld ist .

FEZceman = — [ - B. (2.38)

Wir legen die z-Achse entlang B , dann ist
EZeeman = *,L_[’ ézB = 7,U,ZB (239)

(wir bezeichnen Einheitsvektoren durch ein Dach iiber dem Symbol). Aufgrund dieser potentiellen Energie
wirkt auf den Dipol eine Kraft
F = —VFEzeeman = 1.V B. (2.40)

Diese Kraft ist offensichtlich nur in einem inhomogenen Feld von Null verschieden.

Ofen =

Blende Schirm

Querschnitt: \/

B
AN

Wir berechnen die Ablenkung der Atome unter der Annahme, dass sie sich nur sehr kurz im Bereich des
B-Feldes authalten. Dann erfahren sie einen Kraftstof3

Ap=FAt mit At= L (2.41)
v

Die Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung ist vor dem B-Feld-Bereich Null und dahinter

. FL 20B/0z
pooPe o Fp, _ m0B/02 1 (2.42)
m m m v
Der Ablenkungswinel ¢ erfiillt
v, [ OB
tanp = 22— - 92 2.43
e T 2 e (243)

Wir nehmen an, dass die Silberatome ein Dipolmoment vom Betrag p > 0 haben. Beim Eintritt in das B-
Feld sollte die Richtung des Dipolmoments der Atome beliebig verteilt sein, daher sollte die z-Komponente
W, zwischen —p und p eine kontinuierliche Verteilung zeigen. Entsprechend sollte man auf dem Schirm eine
breite Verteilung zwischen den Winkeln —pax und @pmax mit

l 0B

mu? Eu

tan pmax = (2.44)

erwarten.
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Haufigkeit

f tand
= tand max 0 tanp .y

tan ¢ sollte tatsdchlich sogar gleichverteilt sein, denn tan ¢ ~ u, = fi-é = pcosf und die Verteilungsfunktion
von u = cos f ist, in Kugelkoordinaten,

2m ™
1
P(u) = E/dgb/d@ sin @ §(u — cos 0)
0 0
1
= §/d0 sin 0 6(u — cos 0)
0

n=cos 0

1
/dn o(u—m)= % = const (2.45)
21

fir w € [-1,1].
Das beobachtet man aber nicht. Stattdessen findet man zwei ziemlich schmale Maxima in der Haufigkeit,
die die gleiche Hohe haben.

Haufigkeit

|

t t t tanq)
= tand max 0 tanp

(Die Verbreiterung beruht auf der endlichen Auflésung des Experiments und ist nicht fundamentaler Natur.)
Die zwei beobachteten Ablenkungswinkel entsprechen in guter Naherung

H, = +up = i?m' (2.46)
Die z-Komponente des Dipolmoments kann offenbar nur zwei diskrete Werte +up (up ist das Bohr-
Magneton) annehmen. Das ist klassisch nicht verstéandlich.
Fiir Ag*-Ionen beobachtet man keine Aufspaltung. Sie haben also kein magnetisches Dipolmoment. Man
kann das beobachtete Moment demnach dem im neutralen Atom aber nicht im Ion vorhandenen (Leucht-)
Elektron in der duleren Schale zuschreiben.

2.7.1 Der Zeeman-Effekt

Die Spektren von Atomen, siehe Abschnitt 2.6.2, zeigen in einem angelegten Magnetfeld B eine zu |§|
proportionale Aufspaltung in eine ganze Zahl von Linien. Dies beobachtete Zeeman 1896.
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0 B

Der lineare Zusammenhang deutet auf die Energie E, = —[i- B eines magnetischen Dipolmoments im B-Feld
hin. Im Photonenbild ist es naheliegend, die Verschiebung der Frequenz im Feld als

_AE, _AMZB

Av . A

(2.47)

(mit B = Bé.) zu deuten. Die Diskretheit der Linien zeigt, dass sich die z-Komponente des Dipolmoments
nur um diskrete Werte #indern kann, im Einklang mit dem (spéteren) Stern-Gerlach-Experiment. Wir werden
dies spéter aus den quantenmechanischen Eigenschaften des Drehimpulses erkldren.

16



Kapitel 3

Die dltere Quantentheorie nach Bohr
und Sommerfeld

Die &ltere Quantentheorie wurde von Bohr und anderen ab 1913 entwickelt, um die offenbar diskreten
Energiewerte von Atomen zu beschreiben und so die Berechnung der Spektren zu ermdéglichen. Sie beruht
auf der Annahme, dass die klassische Physik die Dynamik von Teilchensystemen ,,im Prinzip*“ beschreibt,
dass aber nur bestimmte Teilchenbahnen tatséchlich realisiert sind. Welche das sind, ergibt sich aus ad
hoc eingefithrten Quantisierungsregeln. Zu ihrem Versténdnis ist vielleicht eine kurze Wiederholung der
klassischen Mechanik angebracht, siche den Anhang zu diesem Kapitel.

3.1 Die Bohrschen Postulate

Wie erwahnt, schlug Bohr vor, dass nur bestimmte der klassisch moglichen Bahnen wirklich vorkommen.
Diese Annahme widerspricht offensichtlich der klassischen Physik, die eine kontinuierliche Energieabhnahme
durch Abstrahlung elektromagnetischer Wellen voraussagt. Diese Abstrahlung musste durch einen (von Bohr
nicht erkldrten) Mechanismus verhindert werden. Andererseits wurde ja eine Abstrahlung beobachtet, aber
nur bei diskreten Frequenzen. Bohr formulierte seine Annahmen in der Form von zwei Postulaten:

1. Periodische Bewegungen kénnen nur mit bestimmten diskreten Energien F4, Es, ... erfolgen. Sie sind
strahlungslos.

2. Ubergiinge zwischen erlaubten periodischen Bahnen der Energien E,, und E,, erfolgen unter Emission
oder Absorption von elektromagnetischer Strahlung mit einer Frequenz der Form
En - Em

V= ———. 3.1

- (3.1)

Es folgt hieraus zwar nicht, ist aber im Allgemeinen richtig, dass ein System mit periodischen Bahnen, z. B.

ein Atom, einen Grundzustand niedrigster Energie hat. Ist ein Atom im Grundzustand, so kann es keine

Energie mehr abstrahlen und bleibt daher in diesem Zustand, bis es durch eine duflere Stérung angeregt
wird.

3.2 Die Quantisierungsregel von Bohr und Sommerfeld

Die Bohrschen Postulate sagen noch nicht aus, welche der klassisch erlaubten periodischen Bahnen wirklich
vorkommen. Wir diskutieren dies, wie Bohr, zunéchst fiir das Wasserstoffatom.
Das Wasserstoffatom

In der klassischen Mechanik handelt es sich dabei wie erwéhnt um ein Kepler-Problem. Fiir alle negativen
Energien F < 0 findet man elliptische (speziell Kreis-) Bahnen mit der Umlauffrequenz

1 14meg [2|E3
ahn — = - 3.2
VBabn = o — = - (32)
und der groflen Halbachse
1 e 1 (3.3)
a=—-——-5—. .
2 4dmeg | E|
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Wie in Kapitel 1 diskutiert, gilt die klassische Physik auf makroskopischen Léngenskalen sehr gut. Also er-
warten wir, dass die Quantentheorie im Grenzfall grofler Lingenskalen, also hier grofier a, mit der klassischen
Physik iibereinstimmt. Das ist die Anwendung des wichtigen Korrespondenzprinzips auf das Wasserstoffa-
tom. Wir kommen darauf zuriick. Grofie a entsprechen grofien Umlaufzeiten Tpann, kleinen Energien |E| und
kleinen Frequenzen vgany.

Klassisch betrachtet, sollte das Atom elektromagnetische Wellen mit der Frequenz vg,n, und hoéheren
Harmonischen 2vpann, 3VBahn, - - - abstrahlen. (Hohere Harmonische treten auf, weil das Elektron auf einer
Ellipsenbahn keinen idealen schwingenden Dipol darstellt.) Quantentheoretisch betrachtet, sagen die Bohr-
schen Postulate aus, dass das Atom Wellen mit Frequenzen der Form (FE,, — E,,)/h abstrahlt. Im Sinne des
Korrespondenzprinzips fordern wir nun, dass fiir kleine Energie |E| = |E,| die kleinste klassisch mogliche
Frequenz vpan, (die Grundfrequenz) gleich der kleinsten quantenmechanisch moglichen Frequenz ist,

E,—E,_
VBahn = V = n ! . (34)

Da E,, mit n anwéchst — so zéhlen wir die erlaubten Energien — und F,, negativ ist, entsprechen kleine |E,|
grofilen Quantenzahlen n. Ist E, — E,_1 < |E,|, was wir nachtréglich {iberpriifen sollten, so kénnen wir

schreiben
1dFE,

h odn
Diese Beziehung gilt gemé&f des Korrespondenzprinzips fiir grole n. Bohr forderte nun, dass sie fiir alle n
gelten soll. Die Gleichung

VBahn =

(3.5)

1dE,

- = vgann(En 3.6
5 = VBahn(En) (3.6)
ist dann eine Differentialgleichung fiir £, als Funktion von n. Trennung der Variablen ergibt
dE,
————— =hdn 3.7
VBahn(En) ( )
und
i dE
e LR n+ ne h’ 3.8
/ I/Bahn(En) ( ) ( )

wobei n. eine Konstante ist. Fiir das Wasserstoffatom erhalten wir

Jh = B |
(n+n / 147\'50\/W 460\/»/ 3/2 (3 9)

—0o0 T e

Fiir £ < 0 konnen wir das Integral auswerten,

€2 m 1
Jh = — =2 ——
(n+ne) =\ 2k
e? m 1
= —\ 5 1
250 2 \/—E (3 0)

e*m 1

8c2h? (n+ne)?

Die Konstante n. bekommt man nicht aus dem Korrespondenzprinzip. Vergleich mit dem beobachteten
Spektrum ergibt jedoch n, = 0, wenn n = 1,2,3,... Dann ist

E

Dies ergibt

E,=E=— (3.11)

Er

E,=— — (3.12)
mit )
e4m 62 m
Ep=—— =972 =13,6€V. 3.13
R=Re2pe — 7 (4m0> 2 ¢ (8:13)

Die Differenzen dieser quantisierten Energien ergeben genau die Frequenzen der beobachteten Spektrallinien
iiber v = (F,, — Eyp,)/h. Das war ein grofier Erfolg des Bohrschen Atommodells.
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Ein Freiheitsgrad

Auf periodische Systeme mit nur einem Freiheitsgrad ldsst sich Bohrs Idee sofort iibertragen und anschliefend
in einer besonders eleganten Form schreiben. Fiir einen Freiheitsgrad ist der Phasenraum zweidimensional
und wird durch ¢, p parametrisiert. Man kann zeigen, dass gilt

E !
dE 7{
A pdg. 3.14)
/Emin VBahn(El) H(q,p)=FE (

Dabei ist Eyj, die minimale klassisch mogliche Energie und das Integral auf der rechten Seite ist iiber eine
Periode der Bahn mit der konstanten Energie H(q, p) = E zu fiihren. Dieses Integral heifit Wirkungsintegral.
Es hat die einfache geometrische Interpretation der im Phasenraum von der Bahn eingeschlossenen Fléche.

p

Die Quantisierungsregel lautet dann

pdg=mnh, n=1,2,3,... (3.15)
H=E

Die von der Phasenraumbahn eingeschlossene Fléiche, die auch fiir generalisierte Koordinaten immer die
Dimension einer Wirkung (Energie x Zeit) hat, muss nach Bohr also ein ganzzahliges Vielfaches des Planck-
schen Wirkungsquantums betragen.

Beispiel: Harmonischer Oszillator. Die Hamilton-Funktion lautet

o1

Fiir H = E = const ist das eine Ellipsengleichung mit den Halbachsen

2F
max — R max = V2 E. 3.17
q mag? P m (3.17)
Damit ist die Flidche der Ellipse
21E
% pdq = TqmaxPmax = L ; nh. (318)
wWo
H=E
Es folgt
E,=nhwy, n=1,2,3,... (3.19)

Die Absténde der Energieniveaus kommen hier korrekt heraus, aber die Grundzustandsenergie ist um einen
Faktor 2 zu grofi. Die Ursache ist die Vernachlédssigung der Konstanten n.., die die Bohrsche Quantentheorie
nicht festlegen kann.

Mehrere Freiheitsgrade

Hat man mehrere Freiheitsgrade, so muss man zur Ubertragung der Bohrschen Regel zunichst die Koor-
dinaten und Impulse so transformieren, dass jeder generalisierte Impuls p; nur von der dazu konjugierten
Koordinate g; abhéngt. Das ist nicht fiir alle Systeme moglich. Falls es moglich ist und dann die Bewegung
fiir jede der Koordinaten ¢; periodisch mit Frequenzen v; ist, die nicht gleich sein miissen, so fordert man
mit Wilson und Sommerfeld
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Beispiel: Wasserstoffatom. Da die Kepler-Bahnen eben sind, handelt es sich um ein zweidimensionales Pro-
blem. Geeignete generalisierte Koordinaten und konjugierte Impulse sind die Polarkoordinaten r, ¢ und p,
sowie p, = L. Es ist

1 L? e? 1
H=_—(p+=5 ) -——-. 3.21
2m (pr T ) dmeg r (8:21)
—_—
T 174

Aufgrund der Energieerhaltung héngt, fiir gegebene Energie H = E = const und gegebenen Drehimpuls L,
pr bis auf das Vorzeichen nur von r, aber nicht von ¢ ab:

1 , L2 e? 1
— =F. .22
o (72453) (322)

72 dmeg v

Andererseits héngt p, weder von r noch von ¢ ab, da L = p, erhalten ist:
py = L = const. (3.23)

Die zweite Beziehung fiihrt auf die Quantisierung
7{ pydp = 27L = n,h (3.24)

= L=n,h, n,=1,23,... (3.25)

Die erste ist etwas komplizierter und fithrt nach einiger Rechnung auf

2
]{prdr:27r4:_€ ,/—%—%Lénrh, ne=1,2,... (3.26)
0

Definieren wir die ,,Drehimpulsquantenzahl® | := n, = 1,2,... und die ,Hauptquantenzahl® n := n, +n, =
2,3, ..., so erhalten wir

Er
n2’

L=h und E=-— (3.27)

Das stimmt insoweit mit dem Ergebnis der modernen Quantenmechanik iiberein, wie wir sehen werden, aber
die Quantenzahlen durchlaufen in Wirklichkeit die Werte n = 1,2,3,... und | = 0,1,...,n — 1. Wieder
kann die Bohr-Sommerfeld-Quantisierungsregel die erlauben Quantenzahlen nicht bestimmen und macht
ad-hoc-Annahmen notwendig.

3.3 Schwierigkeiten der dlteren Quantentheorie

Die Bohrsche Quantentheorie erlaubt, unter Hinzunahme einiger ad-hoc-Annahmen, eine quantitative Be-
schreibung der Spektren des Wasserstoffatoms und einer ganzen Reihe weiterer Systeme. Jedoch liefert sie
keine befriedigende fundamentale Beschreibung und hat mehrere deutliche Méngel:

o Notwendigkeit von ad-hoc-Annahmen (Unvollstdndigkeit der Theorie),
e sie macht keine Aussagen iiber klassisch ungebundene Bewegungen, z. B. Streuprozesse,

e sie macht keine Aussagen iiber klassisch gebundene, aber aperiodische Bewegungen (Beispiel: Teilchen
in einem kugelférmigen Hohlraum mit harten Winden),

e Inkonsistenz in der Deutung, z. B. miisste beim Wasserstoffatom aufgrund der Kugelsymmetrie jede
Drehimpulskomponente L/h = 0,1,2, ... erfiillen, also

L-a

== =0,1,2,... 3.28
h ) ) Y ( )

fiir alle Einheitsvektoren 7. Da ist nur im trivialen Fall L = 0 moglich.
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Anhang: Klassische Lagrange- und Hamilton-Mechanik

Wir beschrinken uns auf Systeme mit nur holonomen Nebenbedingungen, fiir die zumindest ein verallgemei-
nertes Potential existiert (siehe Mechanik-Skript), um irrelevante Komplikationen zu vermeiden. Ein System
von Teilchen wird dann durch eine Lagrange-Funktion

L:L(Ql»Q2a-~~§C]1»Q2a-~~§t) (329)

beschrieben, wobei q1, go, ... generalisierte Koordinaten und ¢, s, ... die zugehdrigen Geschwindigkeiten
sind.
Die ¢; und ¢; gehorchen den Bewegungsgleichungen

doL 9L
dt Bql 8qi N

(3.30)

fiir alle . Das sind die Lagrange-Gleichungen (2. Art). Ein Vorteil des Formalismus liegt darin, dass man fast
beliebige generalisierte Koordinaten wihlen kann, solange sie nur unabhéngig sind und das System eindeutig
beschreiben.

Es ist jedoch oft niitzlich, zur &quivalenten Hamiltonschen Formulierung der Mechanik iiberzugehen.
Dazu definiert man die generalisierten Impulse

o oL
P 54,

(3.31)

und mit diesen die Hamilton-Funktion

H=H(q1,q2,---;p1,p2,---;t) :Zdipifﬂ (3.32)

Wichtig ist, dass H als Funktion der ¢; und p; ausgedriickt werden muss, die Geschwindigkeiten ¢; miissen
mit Hilfe von Gl. (3.31) eliminiert werden. Man zeigt, dass dann die Bewegungsgleichungen

_ OH
0q;

I = und p; = 3.33
qi By Di ( )
(fiir alle ¢) lauten. Dies sind die Hamiltonschen Gleichungen. Die Stirke des Formalismus liegt darin, dass
sich die Form dieser Gleichungen unter einer sehr groflen Gruppe von Transformationen der ¢; und p;, den

kanonischen Transformationen, nicht d&ndert.
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Kapitel 4
Materiewellen

Louis de Broglie war 1923 klar, dass das Licht sowohl Wellen-Charakter (Beugung) als auch Teilchencharakter
(Photoeffekt) hat. Er schlug nun vor, dass die Konstituenten der Materie ebenfalls einen solchen Welle-
Teilchen-Dualismus aufweisen. Diese kithne Vermutung wurde erst ab 1927 durch Beugungsexperimente mit
Elektronenstrahlen bestétigt. Sie gestattete jedoch eine sehr elegante Deutung der Quantisierung der Energie
gebundener Zustinde z. B. beim Wasserstoffatom: Fiir Lichtwellen zeigt die klassische Elektrodynamik, dass
in einem Hohlraum nur bestimmte, diskrete Eigenmoden existieren kénnen, die ndmlich die Randbedingungen
an der Oberflache erfiillen. Das ist eine ganz allgemeine Eigenschaft von Wellen, wie z. B. die diskreten Moden
einer schwingenden Saite zeigen. Nun ist das Elektron im Wasserstoffatom ebenfalls eingesperrt, namlich
durch die Coulomb-Kraft. Hat das Elektron Wellennatur, konnen wir die diskreten Energiezustdnde durch
Eigenmoden der Elektronenwelle in diesem “Hohlraum” verstehen.

4.1 Freie Teilchen

Wenn wir die Analogie mit dem Licht weiter treiben, sollten Teilchen in Abwesenheit von Kriften durch
ebene Wellen beschrieben werden. Diese haben die Form ei(F7=(®)t) (bzw. des Realteils davon), wobei die
Frequenz gemif einer — noch unbekannten — Dispersionsrelation w(E) vom Wellenvektor abhéngt.

Jetzt wenden wir das Korrespondenzprinzip an: Um im Wellenbild zum klassischen Grenzfall lokalisierter

Teilchen zu kommen, bilden wir ein im Ortsraum schmales Wellenpaket

3 - T o
w(Fy t) — / (;lﬂ-];?) f(k') 6z(k-r7wt)' (41)

In einer Dimension:

Bl t) = / f(k) etk (4.2)

Das ist im Wesentlichen die Fourier-Transformation der (komplexen) Funktion f (k) bzw. f(k). Bekanntlich
bewegt sich der Schwerpunkt des Wellenpakets, 7 bzw. Z, mit der Gruppengeschwindigkeit

Ty=Viw=—5 (4.3)

vorwirts. Weiter wissen wir, dass die Fourier-Transformierte einer breiten Funktion im k-Raum eine schmale
Funktion im Ortsraum ist und umgekehrt. Fiir die Breiten gilt ndmlich

Ar > — (4.4)
wenn Ak die Breite von | f(k)] ist, die wir durch

=

J &SRR | Sk |

AR? =2 —k -k = - -
f(g;';s DIE f(” f (&)
[ @RR SR lfd%kIf( )2 ] (4.5)
[ d3k|f(k)[? J k| f (k)P

definieren koénnen. Ar ist entsprechend definiert.
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Das Korrespondenzprinzip verlangt, dass die Geschwindigkeit v, des Wellenpaketes gleich der klassischen
Geschwindigkeit ¢ des Teilchens sein soll. Also fordern wir

dw
ok

)

I N
=7 :’[}:7_’
g ap’

(4.6)
die letzte Gleichheit ist eine der Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik.

Der Photoeffekt zeigt, dass fiir Photonen E = fw gilt. de Broglie stellte nun die Vermutung auf, dass
die von ihm vorgeschlagenen Materiewellen dieselbe Relation erfiillen. Dies lag nahe, da im Wasserstoffatom
einerseits und in der Schwarzkorperstrahlung und im Photoeffekt andererseits anscheinend dieselbe Planck-
Konstante h auftrat. Dann folgt aus Gl. (4.6) sofort

=

P = hk (4.7)
fiir Materiewellen, wie auch fiir Licht. Fiir Materiewellen ohne dufleres Potential folgt die Dispersionsrelation

h2k2
2m

hw(k) = (4.8)
Schrodinger stellte sich nun die Frage, welche Gleichung die Materiewellen beschreibt. Er forderte, dass die
vorgenannte Dispersionsrelation nicht nur im klassischen Grenzfall, sondern immer gilt — eine sehr starke
Forderung. Dann gilt sie insbesondere auch fiir ebene Wellen, die also die Form

. - . hk? i, - . h2k?
W(T, t) = 1 exp (z {k-r— th}) = g exp <h {hkw— o t}) (4.9)
mit ¥y = const haben sollten. Wir beachten, dass gilt
GRS G (4.10)
1
V(1) = —}?%kzw(ﬁ t), (4.11)
0] i h2k?
—(rt) = —= o t). 4.12
Tt =~y (112)
Die einfachste, nicht triviale Differentialgleichung, die von (7, t) gelost wird, lautet
0 h?
ih— (7, t) = —— V(7,1 4.1
i Y7 0) = 5 VR ), (113)
denn Einsetzen ergibt
h2k? h2k?
rt) = ). 4.14
) = S () (1.14)

Gleichung (4.13) ist die Schridinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen, also ein Teilchen ohne duleres Poten-
tial. Thre Form ist weitgehend, aber nicht vollstdndig, durch das Korrespondenzprinzip bestimmt. Es gibt
andere Gleichungen, die dieselben Losungen (7, t) haben, z. B.
0? R
2 — _ 4 N
Dass (4.13) die richtige Gleichung ist, ist ein zusitzliches Postulat, das durch Experimente bestéitigt wird.
Es ist zu beachten, dass Gleichung (4.13) nicht zur Wellengleichung

10> 9 o
22 o(7,t) = V2p(7 t) (4.16)
dquivalent ist. Letztere fiihrt auf die Dispersionsrelation w(E) = ck, die fiir Licht gilt, aber nicht fiir Mate-
riewellen.

Das Argument, mit dem wir hier die Schrodinger-Gleichung (4.13) motiviert haben, ist keine Herleitung.
Eine solche ist nicht moglich — die Schrodinger-Gleichung hat den Charakter eines Postulats, das sich durch
den Vergleich der aus ihr abgeleiteten Voraussagen mit Beobachtungen bew#hren muss. Im obigen Argument
sind an drei Stellen Postulate eingegangen: Zunéchst in der Forderung des Korrespondenzprinzips, dann in
der Forderung der allgemeinen Giiltigkeit der Dispersionsrelation (4.8) iiber den klassischen Grenzfall hinaus
und schlieflich in der Auswahl von Gl. (4.13) als einer moglichen Gleichung mit den gewiinschten Lésungen.
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4.2 Langsam verinderliches und allgemeines Potential

Wir untersuchen nun, wie sich die Gleichung fiir Materiewellen éndern sollte, wenn ein langsam verédnderliches
Potential V(7) vorliegt. Damit meinen wir, dass sich V(7) iiber eine Wellenlinge A = 27 /k nur schwach
dndert. Fiir Lichtwellen besteht die analoge Situationen darin, dass sich die Dispersionsrelation

k
n(7)

langsam im Raum #ndert. In diesem Grenzfall ist die Geschwindigkeit eines Wellenpakets weiterhin durch
Uy = Ow/0k gegeben. Per Analogie sollte fiir Materiewellen gelten

w(k,7) = (4.17)

h2k?

2m

hw(k,7) =

+ V(7). (4.18)
Die Verallgemeinerung der freien Schrodinger-Gleichung, die auf diese Dispersionsrelation fiihrt, ist

2
ih%w(ﬁ t) = _2% V2Y(F,t) + V(7)o (7 t). (4.19)

Dies ist die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im dufleren Potential.
Wir haben die Schrodinger-Gleichung so konstruiert, dass sich die durch sie beschriebenen Wellenpakete
im semiklassischen Grenzfall (langsam verédnderliches Potential) wie klassische Teilchen verhalten. Schrédin-
ger hat nun postuliert, dass die Gleichung allgemein gilt, also insbesondere fiir beliebige Potentiale. Er schloss
damit zusétzliche Terme aus, die fiir schnell veréinderliche Potentiale auftreten kénnen, wie z. B. einen Term

proportional zu (V2V) .
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Kapitel 5

Grundlagen der Wellenmechanik

In Kapitel 4 haben wir gesehen, dass die Schrodinger-Gleichung die einfachste Wellengleichung ist, die unter
gewissen plausiblen Annahmen mit dem Korrespondenzprinzip vereinbar ist. In diesem Kapitel wollen wir
die Quantentheorie nach Schrodinger, d.h. die Wellenmechanik, sorgfiltiger formulieren.

5.1 Operatoren

Die Schrodinger-Gleichung
=
ot 7 2m
enthilt Terme, die durch Ableitungen der Wellenfunktion ¢ (7,t) und durch Multiplikation mit anderen
Funktionen entstehen. Diese konnen wir durch Einfithrung des Begriffs des Operators vereinheitlichen. Ein

Operator A ist eine Abbildung von einem gewissen Raum R, hier einem Funktionenraum, in denselben Raum
R:

V2(F,t) + V(F) (7, t) (5.1)

R
A TR, (5:2)

Beachte, dass man meistens Aty und nicht A(¢)) fiir das Bild schreibt. In der Quantenmechanik interessieren
uns nur lineare Operatoren. Diese sind durch die Eigenschaft

AMY1 + Aathe) = A Ahr + A Ars (5.3)
mit Zahlen A1, Ao definiert. Zwei Typen von linearen Operatoren sind besonders wichtig:
1. Differentialoperatoren, z. B.

— = Y(rt) — P2 W(T,t), (5.4)

2. Multiplikationsoperatoren, z. B.

V(i t) = V(F) (7, ). (5.5)

Operatoren kénnen auch Vektorcharakter haben; ein Vektoroperator ist ein Vektor, dessen Komponenten
Operatoren sind. Die wichtigsten Beispiele sind

1. der Nabla-Operator

B 0/0x . oY /0x
Vi=| 0/0y |; V:o@FEt) — | /oy |, (5.6)
0/0z o/0z

2. die Multiplikation mit einem Vektor, z. B.

Fiop(7t) — T(F ). (5.7)

Man zeigt leicht, dass fiir lineare Operatoren A, B folgendes gilt:
1. cA mit einer Zahl c ist ein linearer Operator,

2. A+ B ist ein linearer Operator,
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3. AB ist ein linearer Operator, wobei das Produkt als Hintereinanderausfithrung von rechts nach links
definiert ist:

ABy(7,t) := A[BY(T, t)]. (5.8)
Es ist wichtig zu beachten, dass dieses Operatorprodukt i.A. nicht kommutativ ist. Beispiel:
A= a%’ B=uzx (z)=2" (5.9)
Dann ist
ABy = E(m2) _ O 3x? (5.10)
Oz Ox ’ '
aber 5
BAyY = xa—xx2 =z 22 = 22°. (5.11)
Man definiert den Kommutator von A und B,
[A,B] := AB — BA. (5.12)

Dies ist wieder ein Operator. Er driickt offenbar das Mafl der Nichtkommutativitdt aus. Zum Beispiel gilt
fiir beliebiges 1:

{;x,x} V(@) = a%w(x)—:c%w(x)

0

0
= V(@) +ogt(n) o) = la). (513)

Da dies fiir beliebiges 1 gilt, konnen wir das Ergebnis als Operatoridentitit

{8‘17 x} =1 (5.14)

schreiben.
Als néchstes betrachten wir den Impulsoperator. Fiir ebene Wellen gilt

Vi (i, 1) = ik (7, t). (5.15)
Aus dem Korrespondenzprinzip hatten wir geschlossen, dass p = hk gelten soll. Demnach ist fiir ebene Wellen

. hs

PY(Tt) = = V(T 1) (5.16)

Schrodinger hat postuliert, dass man fiir beliebige Wellen ¢ und auch bei Anwesenheit eines beliebigen
Potentials V(7) den Teilchenimpuls durch den Differentialoperator

s He
darstellen muss. Dann ist natiirlich
P=p-p=—h*V?=—h2A (5.18)
(A ist der Laplace-Operator) und die Schrédinger-Gleichung ldsst sich schreiben als
in Ly = Loy vy (5.19)
ot o2m ’ ’
ﬁQ

Wiéhrend wir den Impuls durch einen Differentialoperator darstellen, werden der Ort 7 und ortsabhéingi-
ge Funktionen offenbar durch Multiplikationsoperatoren dargestellt. Wir kénnen also hier 7" oder 7 bzw.
V(7) oder V(7), oder auch V(7), schreiben. Das gilt aber nur, weil wir die Wellenfunkton ¢ im Ortsraum
geschrieben haben, wie wir noch sehen werden.
Der Operator
~2
3 p
H:=—+V 5.21
v (521)
stellt offenbar die Energie dar. Er wird Hamilton-Operator (oder Hamiltonian) genannt. Damit lautet die
Schrédinger-Gleichung sehr kompakt
P .
zha (7, t) = H(F,t). (5.22)
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5.2 Quantisierungsregeln

Beruhend auf dem Korrespondenzprinzip hat Schrodinger, wie im vorigen Abschnitt gesehen, die Quantisie-
rungsregeln

I (5.23)
N
7 — p=-V (5.24)

~

fir den Ubergang von der klassischen zur Quantenmechanik aufgestellt. Damit ergibt sich der Hamilton-
Operator H aus der Hamilton- Funktion H.

Allgemein ist die klassische Hamilton-Funktion eine Funktion von generalisierten Koordinaten und da-
zugehorigen Impulsen (und eventuell der Zeit),

Wir wiirden also gern die Quantisierungsregeln verallgemeinern zu

?

G = G =a (5.26)
? h 0
L p=2 2
P — Pj i 9g; (5.27)

Aber diese Regeln sind nicht eindeutig. Z.B. erhalten wir nicht denselben Hamilton-Operator, wenn wir
diese Regeln fiir kartesische oder sphérische Koordinaten verwenden. Vergleich mit dem Experiment zeigt,
dass man kartesische Koordinaten verwenden muss. .

Ein weiteres Problem ergibt sich daraus, dass ¥ und p nicht kommutieren (nicht vertauschen): enthélt
die Hamilton-Funktion z. B. einen Term der Form

Hi=cr-p=cp-7 (5.28)
mit einer Zahl ¢, so ist nicht klar, ob wir
H = cF-p, (5.29)
H = c¢p-7 5.30)
H = ¢ % oder (5.31)

]:[1 = CZ 'Fz ]51\/5 (532)
i

schreiben sollen. Wir werden sehen, dass die ersten beiden Formen nicht zu sinnvollen Quantentheorien
fithren. Aber das fithrt noch nicht zu einer Entscheidunge zwischen den letzen beiden.

Letztlich handelt es sich aber um Scheinprobleme. Die Quantenmechanik ist eine umfassendere Theorie
als die klassische Mechanik. Wir konnen daher gar nicht erwarten, die Quantenmechanik eindeutig aus der
klassischen Mechanik zu gewinnen.

5.3 Wahrscheinlichkeitswellen

Wir haben noch nicht diskutiert, was die Wellenfunktion (7, t) eigentlich bedeutet. Das wollen wir nun tun.
Nehmen wir ein Wellenpaket

W(F,0) = / &k f(R) eF T (5.33)

als Anfangsbedingung fiir die Losung der Schrodinger-Gleichung, so finden wir im Allgemeinen, dass die
Breite des Wellenpakets mit wachsender Zeit ¢ > 0 unbeschriinkt anwéchst. Ausnahmen sind nur sehr spe-
zielle Potentiale wie V = 0 (freies Teilchen) und V = k2?/2 (harmonischer Oszillator). Das Wellenpaket
zerflieit also. Der Teilchencharakter geht mehr und mehr verloren. Das beobachten wir jedoch nicht — Streu-
experiemente zeigen z. B., dass Elektronen punktférmig sind und bleiben.

Wo liegt das Problem? Die Beugung von Materiewellen gibt einen Hinweis: Beim Doppelspaltversuch
beobachtet man Interferenz selbst bei sehr kleinen Intensitdten — ein Teilchen ,interferiert mit sich selbst*
— aber auf dem Schirm nachgewiesen werden einzelne Teilchen. Wo das néchste Teilchen auftreffen wird, ist
dabei nicht vorhersagbar. Ebensowenig ist beim Stern-Gerlach-Versuch vorhersagbar, ob das néchste Atom
nach oben oder nach unten abgelenkt werden wird. Diese Beobachtungen legen eine statistische Interpretation
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der Wellenfunktion nahe: Die Wellenfunktion (7, t) beschreibt dennoch nicht, wie die Materie zur Zeit ¢ im
Raum verteilt ist, sondern mit welcher Wahrscheinlichkeit das — an sich punktférmige — Teilchen zur Zeit ¢
am Ort 7 zu finden ist.

Wir miissen uns iiberlegen, wie ¢ (7,¢) im Detail diese Wahrscheinlichkeit beschreibt. Die naheliegende
Idee ist, dass 9(7,t) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, dass also (7, t) d®r die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
ein Teilchen im Volumenelement d®r zu finden. Aber das kann nicht stimmen, denn eine Wahrscheinlich-
keitsdichte o(7,t) muss

1. o(F,t) > 0 V7, t und
2. [d®ro(7,t) = 1 (die Gesamtwahrscheinlichkeit ist eins)

erfilllen. Wenn wir zu einem Zeitpunkt, z.B. ¢ = 0, eine Funktion ¢ (7,t = 0) mit diesen Eigenschaften

wihlen, zeigt aber die Schrédinger-Gleichung, dass sie fiir spitere Zeiten nicht mehr gelten. Also ist unter

der Wirkung der Schrédinger-Gleichung weder [ d3r (7, t) erhalten, noch ist ¥ (7, t) positiv semidefinit.
Andererseits fithrt der Ansatz

Q(F’ t) = W)(F’ t)|2 =" (7?; t) 7/}(7:; t) (534)

nicht zu Problemen. Bedingung 1 ist automatisch erfiillt. Auerdem ist

d . op* LY
g [erweor = [er B w ]
- Jerfmy ot
1 NS * 13
= [ [f(Hw) b+ H¢] . (5.35)
Hierbei ist fiir den Fall eines Teilchens
2 *
() = |-V + V)
h2
= ) + V() (530)
und damit
G0 S ot L (V20*) ¢ — VB P — vy + VAP
dt ’ ih 2m 2m
part. Int. (Oberfliichenterm = 0) — %% d*r [(ﬁw*) (V) — (V) - (ﬁw)}
= 0. (5.37)

Die Oberfldchenterme verschwinden hier, wenn wir annehmen, dass ¢ (7, t) fiir || — oo hinreichend schnell
abfillt. Es folgt, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit [ d®r[¢|* eine Erhaltungsgrofe ist. Fordern wir also
[ d®r|¢]* =1 im Anfangszustand, so gilt diese Normierung fiir alle Zeiten.

Wir haben oben eine spezielle Form des Hamilton-Operators H angenommen. Es ist klar, dass Erhaltung
der Gesamtwahrscheinlichkeit gilt, sofern

/d% (Hy) o = /d%w*fw (5.38)

erfiillt ist. Diese Eigenschaft des Operators H nennt man Hermitizitit. H muss also hermitisch sein, um [1)|2
als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren zu kénnen. (7, t) selbst nennt man Wahrscheinlichkeitsampli-
tude.

Als Wellenfunktion fiir ein Teilchen kommen also solche Funktionen (7, t) in Frage, die die Normie-
rungsbedingung

[rwop -1 (5:39)
erfiillen. Etwas allgemeiner kénnen wir auch nur fordern, dass

/d% (7, D) < 00 (5.40)

ist. Dann kénnen wir ¢ (7, t) einfach durch Multiplikation mit einer Zahl normieren. Funktionen, die Gleichung
(5.40) erfiillen, heiBen quadratintegrabel.
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Lokale Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Wir hatten gefordert, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit [ d®r|t|? erhalten ist. Das ist ein globaler Erhal-
tungssatz. Die durch die Schrodinger-Gleichung beschriebene Dynamik fiithrt jedoch auf eine noch strengere
Erhaltung. Es ist

O o2 0 ... a .
GEOP = (5u0) 0 + v g
1 -
- fﬁ(Hw Yo+ oty
_ 1 2 1 1 [ K, T,
= zh( Vﬁ’)ﬂ’ W+m¢<2mv¢>+. 7)Y
_ _h 2
= 5= (V") — ¢ V2]
h 1= « 7 .ot
C [ () -7
= h * v = %
= Voo [V - (Fu] (5.41)
also
8 2 = | x
DP9 o [y — (Fu] =0, (5.42)
Da ¢ = [)|? eine Dichte ist, liegt es nahe, den zweiten Term als Divergenz einer Stromdichte
) = o [V (FOVeE D - (Vo' (7.0) w7 0)] (5.43)
) 2mi ) 7 ) )
zu schreiben. 7'ist die Wahrscheinlichkeits-Stromdichte. Damit erhalten wir eine Kontinuitdtsgleichung
do = .
§+v-g_o (5.44)

wie in der Elektrodynamik, aber nun fiir die Wahrscheinlichkeit anstelle der Ladung. Sie beschreibt die lokale
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit: ¢ kann sich nur dadurch &ndern, dass Wahrscheinlichkeit zu- oder abflief3t.

Die freie Welle

Verschwindet das Potential, so lautet die Schrédinger-Gleichung

52

z/} — _7V2¢ (5.45)
Unabhéngige Losungen sind die ebenen Wellen
Yi(7, 1) = el T (5.46)
mit
w(k) = Zij (5.47)

und beliebiger, komplexer Amplitude a. )

Jetzt stoBen wir aber auf das Problem, dass die ebene Welle e!(* 7=« auf R3 nicht quadratintegrabel
ist. Ein moglicher Ausweg ist, ein beliebig grofles, aber endliches Volumen V' anzunehmen. Dann lautet die
Normierungsbedingung

/d3r (7, 1)])? = 1. (5.48)
|4
Dies fiihrt auf
/ &r|af? | FT=wD2 = 1 (5.49)
J -

= | = (5.50)

Il
<l
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Die allgemeine Losung der freien Schrédinger—G_}eichung ist die Linearkombination der unabhingigen Losun-
gen mit beliebigen komplexen Koeffizienten f(k),

=3 Ry e, (5.51)
B

Hier tritt eine Summe iiber k auf und kein Integral, weil wir ein endliches Volumen angenommen haben. In
einem endlichen Volumen mit periodischen Randbedingungen sind bekanntich nur diskrete Werte fiir den
Wellenvektor k moglich. (7, t) kann insbesondere ein Wellenpaket beschreiben, wie wir es oben untersucht
hatten.

Wir kommen zuriick auf das Problem, dass eine ebene Welle auf R? nicht quadratintegrabel ist. Eine al-
ternative Behandlung ist die folgende: Wir akzeptieren, dass der Mangel an Quadratintegrabilitit bedeutet,
dass ebene Wellen keine einzelnen Teilchen beschreiben kénnen, sondern nur Teilchenstréme. Dann ist na-
heliegend, die Forderung der Quadratintegrabilitit aufzugeben und nur zu fordern, dass die Dichte [ (7, ¢)|?
auf R3 beschriinkt sein soll. Fiir die ebene Welle ist |1(7,t)|?> = const offensichtlich beschréinkt. Wir kénnen
immer noch [ (7, t)|? d®r als Wahrscheinlichkeit dafiir interpretieren, ein Teilchen in d®r zu finden.

Die Wellenfunktion im Impulsraum

Nicht nur fiir das freie Teilchen, sondern ganz allgemein kénnen wir die Fourier-Transformierte der Wel-
lenfunktion definieren. Wir driicken diese in der Quantenmechanik iiblicherweise als Funktion des Impulses
p = hk anstelle des Wellenvektors k aus:

_ 1 o

Bt = / dBr e~ PR 1), (5.52)
1 o

YD) = o / B e G ) (5.53)

+ und 1) enthalten offenbar dieselbe Information. ¥(p,t) heifit Wellenfunktion im Impulsraum. Die Moglich-
keit von &dquivalenten Darstellungen im Orts- und Impulsraum ist schon in der klassischen Hamilton-
Mechanik angelegt, in der Ort und Impuls praktisch gleichberechtigt auftreten.

Man kann zeigen, dass aus

/d3r lp(7 ) =1 (5.54)
folgt, dass gilt

[ @lir = (5.55)
(Satz von Parseval). Da [¢(p,t)|? normiert und natiirlich auch nicht-negativ ist, liegt es nahe, ||? als
Wahrscheinlichkeitsdichte im Impulsraum zu interpretieren. Wir werden sehen, dass dies mit der Darstellung

des Impulses durch den Operator (/i/i)V im Ortsraum konsistent ist.
Wir kénnen auch die Schrodinger-Gleichung in Impulsdarstellung schreiben:

0 1 iR 0 .
tho ¥ t) = W/d?’re g /hzha¢(r7t)

Durch zweimalige partielle Integration im kinetischen-Energie-Term erhalten wir

2
= (%h)s./z / d’r [Qmeﬂpr/hl[’(ﬁt)+V(ih§ﬁ)e_iﬁ'F/hw(F,t)}. (5.57)

Die letzte Identitéit verstehen wir am besten, wenn wir V (7) in eine Taylor-Reihe entwickeln: Jede Potenz von
thV 5 bringt genau die gleiche Potenz von " aus dem Exponenten herunter. Jetzt kénnen wir die Integration
ausfiihren,

L0 - p2 - ey T
mpr, t) = — w(p, t) + V(ihVy) (P, t). (5.58)

In der Impulsdarstellung ist also der Impulsoperator emfach die Muktiplikation mit dem Zahlenvektor .
Der Ortsoperator ist dagegen nun komplizierter: i = th Beachte die Ahnlichkeit mit dem Impulsoperator

in Ortsdarstellung, 73' = —ihV .
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5.4 Erwartungswerte

Da wir |[¢(7,t)|> als Wahrscheinlichkeitsdichte identifiziert haben, kénnen wir sofort die Ausdriicke fiir die
Erwartungswerte (Mittelwerte) von nur ortabhéngigen Groflen A(7) angeben. Dies ist der Mittelwert von
Messwerten von A iiber viele (ideal) Messungen. Der Erwartungswert lautet

A(F)>:/d37"lw( t)|* A() = /dgw JA(P)) (7, 1) (5.59)

Fiir impulsabhéngige Groflen gehen wir zur Impulsdarstellung iiber:

B(@) = / & (5, 1) > B() = / Bpi* (5.0 BE)P (5. 1). (5.60)

Wir betrachten zuniichst den einfachsten Fall einer impulsabhéingigen Funktion, den Impuls selbst,

w = / PEpd* (5

_ / rd3r d3p62p r/hw (,,, t) zﬁ-i"’/hw(f'l’t)

) p(p,t)

CAD

CAD

— / rd3r d3p e T/ (7 L >(ih%e*iﬁ'f”/h (i, t)

partiInt. _ Br B3y d?)pezp r/hw (7’ t) ,Lhefzpr /hﬁ?/w(?/,t)
h o (=7
- o / P ) S 1) [ e
h
= rd3r’ P*(F );wa(r 1) (2mh)? o(7 — )
- / d%*(ﬁt);v;wm) - / & g (7, 1) P ) (5.61)

mit dem oben eingefithrten Impulsoperator. Analog zeigt man allgemeiner
ho
B@) = [ Ero o5 (59) v, (5.62)

vgl. Abschnitt 5.3. Also schreiben wir ganz allgemein fiir beliebige Messgroen C(7, p):
A=
(C(7,p)) = /d?’m,b*(ﬁ t)C (F, Z_v) Y(F,t). (5.63)

(Wir kiimmern uns hier nicht weiter um Probleme, die sich aus der Nichtvertauschbarkeit von # und 6;
ergeben.)

5.5 Schwankungen

Ebenso wie Mittelwerte konnen wir auch hohere Momente der Verteilung von Messwerten ausrechnen, insbe-
sondere deren Schwankungen. Wir werden sehen, dass in der Quantenmechanik solche Schwankungen oder
Streuungen von Messwerten aus prinzipiellen Griinden auftreten miissen, selbst fiir ideale Experimente, die
keine zusétzlichen Messfehler einfithren. Als mittlere quadratische Schwankung einer Grofie C(7, p) definieren
wir

= (3 = (0. (5.64)

Beim letzten Ausdruck ist zu beachten, dass (C?) nicht dasselbe ist wie (C)?. Nimmt C z. B. mit gleichen
Wahrscheinlichkeiten die Werte +1 an, so ist (C?) = (1) = 1, aber

(C)? = < x 1+ £ (1))2 =0%=0. (5.65)



Beispiel: Gaufisches Wellenpaket. Wir betrachten die Wellenfunktion, in Ortsdarstellung,

ot/ oxp, (_("T_“"O)Q> ) (5.66)

402

1
Yz, t=0)= 7(27T)1/4\/5

Uns interessiert hier nicht die Zeitentwicklung, daher wihlen wir eine feste Zeit, ¢t = 0. Es ist

o _ 1 (z — o)
P = o o (-5, (5.67)

die Wahrscheinlichkeitsdichte ist also eine auf eins normierte Gaufl-Funktion um den Mittelwert zg und mit
der Breite 0. Das Quadrat der Schwankung des Ortes ist

At = @af = (- @) = ()
- \/21?0 / dx (z — a:o)2 exp (—W)
e 7duu2 exp (;‘22) _— (5.6)

Die Wellenfunktion im Impulsraum ist

P(p) dx e~ r/h P(x)

1
vV2rh

NV [ o2(p — )2
(W) \/;el(iﬂo Peo/h exp((f’iﬁpo)), (5.69)

Die Fourier-Transformierte einer (normierten) Gauf-Funktion ist wieder eine (normierte — hier nicht gezeigt)
Gauf-Funktion. Der Mittelwert des Impulses ist offenbar py. Die Schwankung zum Quadrat ist

Ap* = {p—po)?)

= \/50 / dp (p — po) exp 20 (p po)
Th 0 TR
20 T 9 20292 K2

Also ist die Fourier-Transformierte (p) umso breiter, je schmaler die urspriingliche Funktion 1 (z) ist. Das
ist eine allgemeine Eigenschaft der Fourier-Transformation. Konkret erhalten wir hier

h h

Der spezielle Wert /2 auf der rechten Seite beruht auf der Wahl einer Gaufi-Funktion fiir ¢(x).
5.6 Orts-Impuls-Unschéirferelation

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass fiir Gau-Pakete AxAp = h/2 gilt. Wir wollen dieses Ergebnis
jetzt auf beliebige Wellenfunktionen verallgemeinern. Dazu betrachten wir die Hilfsgrofle

(5.72)
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Aufgrund des Betragsquadrats im Integranden ist I(A) > 0 VA. Wir formen das Integral um:

Also ist

part. Int.

h o

+A2Ap?
Az? — B\ + Ap? N2

Az? > —Ap*\2 + BN YA

(5.73)

(5.74)

Da dies fiir alle A gilt, gilt es auch fiir das A, welches die rechte Seite maximiert. Diesen Wert von A erhalten

wir aus

Damit ist

und

und schlielich

%(_Ap%\? + A\ = —2Ap° A+ h=0
= A= ﬁ
2 2 2
A > ~Ap’ Zp4 + 2sz = 4Zp2
Az?Ap? > %2
Ax Ap > g

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)

(5.79)

Dies ist die Heisenbergsche Orts-Impuls-Unschérferelation. Aus dieser Relation folgt, dass es prinzipiell
unmdoglich ist, den Ort und den Impuls eines Teilchens zugleich scharf zu messen. Denn dann wéren Az = 0
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und Ap = 0, im Widerspruch zur Unschérferelation. Wenn wir die Herleitung betrachten, sehen wir, dass das
Ergebnis auf der Anwesenheit des Terms —A\ in Gleichung (5.73) beruht. Dieser ergab sich aus der Differenz

von
00

/ da ™ (z) (x — () (P — (D)) ¥ (=) (5.80)

— 00

und

/ dz 4™ (2) (p - () (& — (@) (z), (5.81)

d. h. daraus, dass Ort und Impuls nicht vertauschen. Es ist ndmlich

2.5 0@) = o)~ 20 frp(a)
= 22 - Ty oL
= () (5.82)

fiir jede Wellenfunktion v (z) und daher ganz allgemein, als Operator-Identitét,
[Z,p] = ih. (5.83)

Wir werden auf den Zusammenhang zwischen Kommutatoren und Unschérferelationen noch zurriickkommen.

5.7 Die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung

Wir beschriinken uns in dieser Vorlesung auf den Fall, dass der Hamilton-Operator nicht explizit von der
Zeit abhéngt. Dann kénnen wir die Schrédinger-Gleichung

ih% (7 t) = H(7, 1) (5.84)
mittels eines Separationsansatzes in eine einfachere Form {iberfiihren. Wir machen den Ansatz
(7, t) = o(r) (1) (5.85)
Dann folgt
, df -
() = (Ho(@) f(0). (5.56)
Wir teilen durch (7, t):
df .
oodt _ HY(7)
th—->~ = —a 5.87
ORTG (57

Wir sollten nachtriiglich priifen, was an Punkten mit (7, t) = 0 geschieht, wo wir diese Division nicht
ausfithren konnen. Nun ist die linke Seite der Gleichung ausschlielich eine Funktion von ¢ und die rechte
eine Funktion von 7. Beide sollen fir alle 7,t (evtl. bis auf Punkte mit ¢ (7,t) = 0) gleich sein. Dann miissen
sie aber gleich einer Konstanten sein, der Separationskonstanten. Diese bezeichnen wir hier mit £. Dann gilt

af
ih% = EF und (5.88)
Hy(r)
= F. 5.89
o) (559
Aus der ersten Gleichung folgt
L df
zh% =Ef(t) (5.90)
und aus der zweiten R
H() = By, (5.91)

E hat offenbar die Dimension einer Energie. Gleichung (5.90) hat die einzige linear unabhiingige Losung
e~ Ft/T ynd entsprechend die allgemeine Lisung

f(t) = foe EU/R, (5.92)
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Dies gilt fiir jede vorgegebene (komplexe) Zahl E. Aus physikalischen Griinden muss E aber reell sein, da f(t)
sonst einen exponentiell anwachsenden oder abfallenden Faktor enthielte, was mit der Normierungsbedingung
[ d®r||* =1 fiir alle Zeiten ¢ unvereinbar wire. Abgesehen davon, schrinkt Gleichung (5.90) die méglichen
Werte fiir E nicht ein. Gleichung (5.91),

Hy(7) = E (), (5.93)
ist die zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung. Wir werden sehen, dass sie nur fiir bestimmte Werte F,, von
E durch normierbare Funktionen ¢, (7) gelost werden kann. v, (7) heift dann FEigenfunktion von H zur
Figenenergie (zum FEigenwert) E,. Wir werden sehen, dass diese Begriffe eng mit den Eigenvektoren und
Eigenwerten von Matrizen zusammenhéngen. Falls die Eigenenergien eine diskrete Menge {E1, Ea, E3, ...}
bilden (einige E,, konnen dabei gleich sein) und v, (7) die zu E = E,, gehérende Losung ist, so ist die
allgemeine Losung der urspriinglichen, zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung eine allgemeine Superposition
aller linear unabhéngigen speziellen Lésungen, also

) = apthy(i)e (5.94)

Wie wir spéter allgemeiner zeigen werden, sind Losungen der zeitunabhéngigen Schrodinger-Gleichung zu
verschiedenen E,, # E,, orthogonal im Sinne von

/ A3 (7) o (7) = 0. (5.95)

Ist E,, = E,,, obwohl n # m, so kann man die Losungen orthogonal wihlen. Zusammen mit der Normierung
erhalten wir die Orthonormierung

/ & (%) Yo (7) = . (5.96)

Eine typische Aufgabenstellung besteht darin, ¢ (7,¢) fiir ¢ > 0 zu finden, wenn (7, 0) als Anfangsbe-
dingung vorgegeben ist. Das System soll also zu einer Zeit in einem bestimmten Zustand, beschrieben durch
eine Wellenfunktion, prépariert werden und wir interessieren uns fiir die zeitliche Entwicklung zu spéteren
Zeiten. Zur Losung eines solchen Anfangswertproblems zerlegen wir (7, 0) in Eigenfunktionen von H:

= Z anthn (7). (5.97)
Wir finden die Koeffizienten a,, mit Hilfe der Identitéit
/d37’”¢) 77) w Z Ay /d37’”¢) 77) wn F) Z an’énn/ = Qp. (598)

iEnt/h

Wir wissen, dass zu 9, (7) die einfache Zeitabhiingigkeit e~ gehort, also ist die gesamte Losung fiir

beliebige Zeiten
SN 59

mit den Koeffizienten a,, aus Gl. (5.98).

Beispiel: Wir betrachten einen eindimensionalen Kasten der Lénge L mit undurchdringlichen Winden
bei z = 0 und x = L. Es ist plausibel und wird spiiter genauer begriindet, dass dann ¢ (z,t) an den Rindern
verschwinden muss. Zur Zeit ¢t = 0 soll die Wellenfunktion

¥(z,0) = c sin® % (5.100)

vorgegeben sein, wobei ¢ eine Normierungskonstante ist (man berechnet ¢ = 4/+/5L). Die Funktion ¢ (z,0)
erfiillt offenbar die Randbedingungen bei x =0 und x = L
Schritt 1: Eigenfunktionen v, (7) und Eigenenergien E,. Die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung

lautet
——2 —2 =F x 5.101
2m dx? ¥n(®) ntn() (5. )

mit ¢, (0) = ¢, (L) = 0. Das kénnen wir auch schreiben als

2mE,,
Un(2) = === Ynl@). (5.102)
Ansatz: 4 ‘
Un(x) = Ae*® 4 Be=th® (5.103)
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= w/l(x) _ _Ak2€ika: o Bk267ik1 _ _kan(x)

n

2mE h2k?
= k= " = E,= .
h? " 2m
Randbedingungen:
Yr(0)=A+B=0
und

¥n(L) = Ae™ + Be™ ™ =0

= B=-A und ¢,(L) = A(e*F — e L) = 2iAsinkL =0

= kL=nm, neN,

Daher lauten die Eigenenergien

mh?
"oz S N
und die dazugehorigen Eigenfunktionen
Yn(x) = ¢, sin ?

¢, sind Normierungskonstanten. Wir finden
L L
[ tn@l = leal? [[dosw? "5 < e, L L1
L 2
0 0

2
= ‘Cn|2: Z

Y (z) = \/zsin ?

Schritt 2: Entwicklung der Anfangsbedingung.

Wihle ¢,, = 1/2/L, also

L

[ dz i@ b0

an

o

V5L x —— firn=3
0 sonst
3
— firn=1
\/110
- —— firn=3
V10
0 sonst.
Also ist 5 )
z,0) = —=Y1(z) — ——= Y3(x).
Schritt 3: Zusammensetzen der Losung. Fiir alle ¢ folgt
3 m2h 1 In2h
t) = — —f—t| - —= ———t
vt) = vae (~igrst) - S a@)en (<ign o)
_ 3 me o (omh N1 3w 9%k
I 7R A Ty o Y5 A Al Ty 22
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Kapitel 6

Quantensysteme in einer Dimension

In diesem Kapitel untersuchen wir die Bewegung eines Teilchens in einem dufleren Potential in einer Dimensi-
on. Dies ist auch fiir realistische Situationen in drei Dimensionen interessant, da sich viele hoherdimensionale
Probleme auf eindimensionale reduzieren lassen und da viele der allgemeinen Einsichten unabhéngig von der
Dimension sind.

6.1 Allgemeine Eigenschaften

Wir beginnen mit der Diskussion allgemeiner Eigenschaften der eindimensionalen zeitunabhéngigen
Schrédinger-Gleichung
FLQ d21/}
—o o5 T V(@)Y(2) = Ey(z) (6.1)

2m dx?

mit der Nebenbedingung, dass |¢(x)|* fiir © € R beschréinkt ist. Diese Bedingung ist natiirlich schwéicher als
Quadratintegrabilitit, erlaubt aber die Behandlung von stationédren Streuzustédnden, die auf R nicht qua-
dratintegrabel sind. Da die hier untersuchte Schrédinger-Gleichung nur reelle Koeffizienten enthélt, reicht es
aus, reelle Losungen zu betrachten; alle komplexen Losungen ergeben sich bei Bedarf einfach durch Multi-
plikation mit beliebigen ¢ € C. Allerdings ist es manchmal, gerade bei Streuzustéinden, niitzlich, komplexe
Funktionen als Losungen anzusetzen.

Die Resultate in diesem Abschnitt beruhen auf verschiedenen Sétzen aus der Theorie gewGhnlicher Dif-
ferentialgleichungen, die wir hier nicht im Detail besprechen oder beweisen werden. Fiir das Potential V' (x)
nehmen wir zunéchst folgendes an:

| 2

1. V(x) sei beschrinkt von unten,
2. V(x) sei stiickweise stetig und alle Unstetigkeiten seien Spriinge,

3. limy 0o V(z) =: V4 und lim,, o V(x) =: V_ existieren als reelle Zahlen oder +oo. Vi und V_ miissen
nicht gleich sein. Annahme 3 schliefit z. B. oszillierende Potentiale der Art V(z) = v sin kz aus.

Eine wichtige Grofle ist das Minimum Vj := min V' (z) des Potentials.
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V(X)

X
0
Da V (z) stetig bis auf Spriinge ist, gilt dies auch fiir
2m
V(@) = =5 [E - V()] ¥(2). (6.2)

Daher ist 1" integrierbar. Somit existiert ¢/’ und ist stetig. Schlielich existiert dann auch v und ist stetig. Wir
finden also, dass die Wellenfunktion und ihre erste rdumliche Ableitung unter den gegebenen Vorausetzungen
stetig sein miissen, insbesondere auch an den Spriingen von V(z). Das gilt nicht mehr, wenn ein Sprung
unendlich hoch wird, wie wir sehen werden.

Klassisch verbotene und erlaubte Bereiche

In der klassischen Mechanik kann sich ein Teilchen nur in Bereichen befinden, in denen E > V' (z) gilt. Denn
fir E < V(x) wire die kinetische Energie T' = E — V() < 0, was klassisch unméglich ist. Sind klassisch
erlaubte Bereiche durch klassisch verbotene Bereiche getrennt, so kann ein Teilchen klassisch betrachtet
niemals von einem erlaubten Bereich zum anderen gelangen.

In der Quantenmechanik ist die Situation anders. Fiir E > V (z) (klassisch erlaubter Bereich) haben wir

Y(a) = 22 (B~ V(@) 9() (63)

| —
<0

also 9" (x) = 0 dann und nur dann, wenn 1 (z) = 0 und sonst

1/;}((;) _ —%’? IE—V(2)] <0 (6.4)

(wir konnen reelle Losungen 1 (z) annehmen). Damit ist der Graph von (z) immer zur x-Achse hin ge-
kriimmt, typisch ist daher oszillierendes Verhalten.

W)
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Fir E < V(z) (klassisch verbotener Bereich) haben wir stattdessen

Y (@) =~ B - V()] (a), (65)
[ —

>0
also wieder " (z) =0 < (x) = 0, aber andernfalls nun

Vi) om
W) W

Der Graph von () ist immer von der a-Achse weg gekriimmt. Typisch sind zumindest ein Maximum am
Rand und, fiir ein unbeschréinktes Intervall, asymptotisch verschwindendes ().

E—V(z)] > 0. (6.6)

W(x) P

Insbesondere erhalten wir i. A. auch in klassisch verbotenen Bereichen eine nicht verschwindende Wahr-
scheinlichkeitsdichte |1 (z)]2.

Spektrum

Man kann folgendes zeigen:

1. Fiir Energien E < Vj existieren keine beschrénkten Losungen. Es ist wichtig, sich klar zu machen, dass
die Schrodinger-Gleichung fiir solche Werte von E durchaus Losungen hat, diese aber nicht mit der
Randbedingung vereinbar sind.

Beispiel: V =0, also V5 = 0 und

h2
—%df”(ﬂc) = EyY(z). (6.7)
Ansatz: (z) = e
21.2
= 25 ) = Bu(a) (6.8)

Sei jetzt £ < Vy = 0. Dann ist

v J2mE
k= iZTmE - ii% (6.9)

imaginér. Die allgemeine Losung ist

Y(x) = A exp <—‘2m|E x) + B exp <+2m|E| x) . (6.10)

h h

Damit ist [1/|?> unbeschriinkt, auer im trivialen und unphysikalischen Fall A = B = 0. Fiir £ < 0
existieren also keine beschréankten Losungen.

2. Fir Vo < E < V4, V_ kann man zeigen, dass alle beschrédnkten Losungen auch

lim (z) =0 (6.11)

r—+oo
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erfiillen. Diese beiden Randbedingungen fiir x — +oo fithren dazu, dass nur fiir eine diskrete Menge von
Eigenenergien E,, beschrinkte Losungen existieren. Das knnen wir wie folgt verstehen: Die Schrodinger-
Gleichung ist zweiter Ordnung in z, also enthélt die allgemeine Losung fiir gegebene Energie E zwei
freie Parameter ¢y, co. Da die Gleichung aulerdem linear ist, kann einer der Parameter, sagen wir
o, als globaler (Normierungs-) Faktor gewihlt werden. Der andere Parameter ¢; wird durch eine
der beiden Randbedingungen, o.B.d.A. fiir z — —oo, festgelegt. Aber die zweite Randbedingung
limy 5400 ¥(z) = 0 kann nicht durch geeignete Wahl des globalen Faktors co erfiillt werden, aufler
durch die triviale und unphysikalische Losung co = 0 und damit ¥ = 0. Daher gibt es i. A. keine nicht
verschwindende Losung. Wird jedoch die Energie E variiert, ist generisch fiir diskrete Werte von F die
zweite Randbedingung nichttrivial erfiillbar.

Dieser Teil des Spektrums des Hamilton-Operators ist also diskret. Die zu den E, gehtrenden Ei-
genfunktionen v, (x) fallen nicht nur fir + — 4oo auf Null ab, man kann zeigen, dass sie sogar
quadratintegrabel sind. Sie beschreiben gebundene Zusténde. Das diskrete Spektrum {F, } kann leer
sein.

3. Fir min(V4, V) < EF < max(V,,V_) verschwinden beschrinkte Losungen entweder fir z — —oo
(falls V_ > V4) oder fir x — +oo (falls V_ < V). Es gibt genau eine Losung zu jeder Energie E in
diesem Intervall. Das Intervall, das natiirlich nur fiir V. # V_ existiert, ist Teil des kontinuierlichen
Spektrums.

4. Fir E > max(V,,V_) gibt es zu jeder Energie zwei linear unabhiingige Losungen. Man sagt, die
Eigenenergien sind zweifach entartet. Diese Energien sind Teil des kontinuierlichen Spektrums. Der
Fall tritt nur auf, wenn V4 < oo und V_ < oo gilt.

E

V(x)

kontinuierlich, zweifach

} kontinuierlich, einfach

} diskret

Fiir Potentiale mit den angenommenen FEigenschaften ist das kontinuierliche Spektrum, falls es existiert,
liickenlos. Es ist also das Intervall [min(Vy, V_), +oo[. Das gilt nicht mehr, wenn lim,_,4 V' (z) nicht exi-
stiert, z. B. weil V(z) periodisch ist. In diesem Fall kann es Liicken im kontinuierlichen Spektrum geben
(“Bandliicken”). Ein wichtiges Beispiel sind Elektronen im periodischen Potential der Atomkerne in Kristal-
len.

6.2 Rechteckpotentiale

Wir betrachten als Beispiel zunéichst Potentiale, die bis auf Spriinge konstant sind, sogenannte Rechteckpo-
tentiale. Fiir diese konnen wir die Schrédinger-Gleichung im Prinzip einfach 16sen: in den einzelnen Bereichen

n =1,2,... mit konstantem Potential ist die Schrédinger-Gleichung von der Form
V'(2) = entp(x) (6.12)
mit Konstanten ¢, und an den Spriingen sind 1 und ¢’ stetig, also gelten die Anschlussbedingungen
Pe—e) = va+e) | .o
Vie—c) = ¥(x+e) fiire - 0. (6.13)

Kasten endlicher Tiefe

Sei

0 fiir —
Vi >0 sonst.

<z<

B |t
N

(6.14)
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Wir betrachten zunéichst den Fall E < V7. Nach Abschnitt 6.1 existieren Losungen hochstens fiir £ > 0.

V(X)
| I Il
\/1*
,,,,,,,,,,,, T
L 0 L X
2 2

Es liegen drei Bereiche I, 11, III vor. In I und IIT gilt

2m
P (x) = ~ 77 [E —W1] () =: & (), (6.15)
S —
>0
wobei k = 1/2m(V; — E)/h ist. Allgemeine Losung:
Yr(x) = Ae™* + Bre "%, (6.16)
Ymi(x) = Ame™ + Bie” ™. (6.17)
In IT gilt
" 2m 2
W(x) =~ 20 () =~k () (6.18)
——
<0
mit k = v2mE /h. Allgemeine Losung:
¢11($) = Chicoskx + Drysin k. (6.19)
Damit v (z) beschrénkt bleibt, muss
B = AIII =0 (620)
gelten. Die Anschlussbedingungen ergeben
Yi(—LJ2) = A 2L y(—L)2)
= (fcos @ — Dyysin @, (6.21)
2 2
e !
Ui(=L/2) = Awe "M =4y (-L/2)
= (Ciksin % + Dk cos %, (6.22)
Yin(L/2) = Bue "M L g(L/2)
L L
= (frcos % + Di sin %, (6.23)
!
Yin(L/2) = —Buke "M% = yy(L/2)
kL kL
= —(Cpksin - + Di1k cos -5 (6.24)

Dies sind 4 lineare Gleichungen fiir die 4 Unbekannten Aj, C1y, D1, Brr, jedoch sind sie nicht unabhéngig.
Wir finden

(AI + BHI)eiﬁL/2 = 2Chp cos %, (625)

(A; — Bip)e /2 = —2Dy; sin % (6.26)
_ —RL/2 _ kL

(AI BHI)HB = 2DH,ZC [¢0)] 9 ; (627)
kL

(A 4 Bi)ke *F/? = 2Cyk sin - (6.28)
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Es folgt

kL kL

ICrik cos 5 = ZCrik sin -5 (6.29)
kL kL

—ZDriksin 5 = #Dr1k cos -5 (6.30)

Nun kann nicht Ci; = Dy = 0 gelten, da sonst auch A; = By folgt und damit ¢ = 0. Also muss zumindest
einer der Parameter Cry, Dy von Null verschieden sein.
Ist C11 # 0, so folgt

sin kL
2 Rl _ "
o = tan 5 =% (6.31)
cos —
2
und
kL
cos s 5 k
—DHK} = DH]{Z L = DHI{Z - (632)
sin 5
= Dp(k®+k*)=0 (6.33)
= Dp=0 34
Ist dagegen Dyp # 0, so folgt analog
kL k
und CH =0.
Somit existieren Losungen fiir alle E € [0, V4], die
V2mE L W—F
tan Yo [ (6.36)
2h E
oder
vV2mE L E
tan o~ Vo (6.37)

erfiillen. Diese Gleichungen sind nicht analytisch l6sbar, sondern nur numerisch oder graphisch. Dazu fithren
wir die Energieeinheit
20 (6.38)
€= —= .
mL?2

ein und schreiben die Gleichungen als

ﬁ_f
tanq/ =4/ z = —=< bzw. tan\/ = 5 (6.39)

Wir zeichnen beide Seiten der beiden Gleichungen als Funktionen von / \/E/e und suchen die Schnittpunkte.

V,/e = 100

(“l

\ ‘ I
erster Schnittpurlﬁkt

I

I

I

I

I

I
I
1
1

I




Wir erkennen, dass die niedrigste Eigenenergie eine Losung der ersten Gleichung ist und fiir alle Vy /e > 0
existiert. Es gibt also immer mindestens einen gebundenen Zustand. Existiert mehr als eine Eigenenergie,
so wechseln sich Losungen der ersten und zweiten Gleichung ab. Diese entsprechen geraden (D = 0) bzw.
ungeraden (Cpp = 0) Funktionen t(z). Die Losungen in Bereichen I und III, d. h. die Koeffizienten A; und
B, ergeben sich aus den Anschlussbedingungen. Die ersten beiden Eigenfunktionen sind hier skizziert:

Fir E > V; existiert ein kontinuierliches Spektrum und die Eigenzustdnde sind ungebunden. Diese
diskutieren wir unten im Zusammenhang mit dem Tunneleffekt.

Kasten mit unendlich hohen Winden

Im Grenzfall V; — oo lassen sich die Eigenenergien und Eigenfunktionen geschlossen ausrechnen. Dazu
miissen wir zunéchst verstehen, was in diesem Fall aus den Anschlussbedingungen wird.

V(X)

L L X

2 2

Fiir beliebige endliche Energie E > 0 ist « = /2m(V; — E)/h — oo und damit ¢1(z) = Are"® — 0 fiir
x < —L/2 und Yr1(z) = Brre ** — 0 fiir & > L/2. Stetigkeit erfordert dann ¢rr(+L/2) = 0.

ber die Ableitung {;(£L/2) knnen wir aber nichts schlieen: Am Anfang des Kapitels hatten wir gesehen,
dass aus

P(x) = =75 [E = V()] ¢(x) (6.40)

fr ein bis auf endliche Sprnge stetiges Potential V() folgt, dass " (x) ebenfalls stetig bis auf endliche Sprnge
ist. Aber jetzt divergieren die Sprnge in V(z) fr Vi3 — oo. Zwar geht ¥ (z) an diesen Sprngen gegen Null,
wir knnen aber nicht ausschlieen, dass ¢ (z) divergierende Sprnge enthlt. An diesen kann das Integral ¥’ (x)
von ¢ (x) unstetig sein.

Wir kénnen das Problem demnach mathematisch wie folgt formulieren (siehe Abschnitt 5.7):

2m

. L L
P (x) = 77 E(z) fir z€ [—2, 2] (6.41)
mit den Randbedingungen vr1(+L/2) = 0.
Zur Losung definieren wir zunéichst wieder k := v/2mE /h. Damit ist die Differentialgleichung
V' (x) = —k* ¥(x) (6.42)
zu 16sen. Ansatz:
Y(z) = Ccoskx + Dsinkx (6.43)
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= ¢"(x) = —Ck?coskx — DE* sinkx = —k*(z), (6.44)
der Ansatz erfiillt die Schrédinger-Gleichung fiir alle C, D. Randbedingungen:

kL kL
w(—L/Q) = (Ccos 7 — Dsin ? = 07 (645)
kL kL
kL kL
= C cos 7 =0 A Dsin 7 =0. (647)
C = D = 0 ist keine sinnvolle Losuing. Sei nun C' # 0, dann folgt
kL kL 1
— = R i=0,1,2,... 4
COS 2 0 = B ( +2>7T7 J 07 )&y (6 8)
kL

Ist dagegen D # 0, dann folgt

kL
in— = — = 1 =1,2,3,... .
sin — 0 5 =™ ] , 2,3, (6.50)
kL
= cos?7é0 = C=0. (6.51)

Wir finden also wieder zwei Klassen von Losungen mit geraden bzw. ungeraden Eigenfunktionen. Eigenener-

gien sind alle F,, mit
2mb, L n

G =™ n=123.. (6.52)
w2h?
= Enzmn7 n:1,2,3,... (653)
Die Eigenfunktionen sind:
(a) fiir ungerades n (D = 0)
Yn(x) = Ccoskx, k=+/2mE,/h. (6.54)
Normierung;:
L2 L2 ,
C*L
/ dx |, (x)|? = / dx C? cos® ka = 5 1. (6.55)
—L/2 —L/2
Wihle C = 1/2/L, also
2 V2mE, x 2 nmT
Yn(x) = “Z CO8 ————— =/ 7 cos ——. (6.56)
(b) fiir gerades n (C = 0):
Yn(x) = Dsinkx, k=+/2mE,/h. (6.57)
Analog:
2 V2mE, 2
Yn(x) =1/ 7 sin% = “f sin ? (6.58)
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Es= %,

S N/

Rechteckige Potentialbarriere: Tunneleffekt

Wir untersuchen nun die Potentialbarriere

_J 0 fiir |z| > L/2
V= { Vi >0 fiir 2] < L/2. (6.59)
V(X)
Il 1]
Vi
L 0 X

_L L
2 2

Dieses System hat nur ungebundene Zusténde, d.h. nur ein kontinuierliches Spektrum. Wir betrachten
0.B.d. A. den Fall eines von links einlaufenden Stroms von Teilchen der Energie E > 0. Klassisch wiirden
fiir £ < Vj alle Teilchen reflektiert und fiir £ > V; alle transmittiert. Wie sieht das in der Quantenmechanik
aus? Wir machen einen Ansatz durch ebene Wellen,

di(z) = A’ + Bre (6.60)
Yu(r) = Anpe™™ + Bre ™7, (6.61)
Yii(z) = Aue™™ + Bye ™, (6.62)

mit
k=+v2mE/h und k= +/2m(E —V)/h. (6.63)

k wird imaginér, falls E < Vj ist. Dann besteht 11 aus exponentiell abfallenden und anwachsenden Anteilen.
Wenn der Teilchenstrom von links einlduft, kommen keine Teilchen von rechts, also existiert im Bereich III
keine linkslaufende Welle. Fiithren wir voriibergehend die Zeitabhéngigkeit wieder ein,

wHI(x;t) _ AIII eikm—iEt/h + BHI e—ika;—iEt/h’ (664)

rechtslaufend linkslaufend
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so sehen wir, dass Byjp = 0 sein muss.
Die Wellenfunktion ist nicht quadratintegrabel, aber beschrankt. Die Wahl des Vorfaktors ist willkiirlich,
es ist aber praktisch, die Amplitude der einlaufenden Welle zu 1 zu wéihlen. Also setzen wir

_ ikx —ikx
(@) = &0+ e (6.65)
einlaufend  reflektiert
Yr(e) = A4 Bei, (6.66)
QZ)IH(.’L') = teikx (667)
transmittiert

mit noch unbekannten Koeffizienten r,t¢, A, B.
Der Ansatz erfiillt die Schrodinger-Gleichung. Wir miifien noch die Anschlussbedingungen beriicksichti-
gen:

Gi(—=L/2) = e *L/2 4 peikL/2

= Yu(-L/2) = Ae "2 4 BeirL/2, (6.68)
Wi(=L/2) = ike *E/2 _ jfpeikl/?

= Y(—L/2) = ikAe FL/2 _ i BeinL/2, (6.69)
Y(L)2) = te*l/?

= Yu(L/2) = Ae™E/2 4 Beminb/2, (6.70)
Yi(L/2) = ikte*H/?

= Ui (L)2) = ikAe™t/? — jkBe ™ E/2, (6.71)

Dies ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem fiir r,¢, A und B (inhomogen aufgrund des Terms von
der einlaufenden Welle, der keine der Unbekannten enthélt). Die Losung ist elementar, aber etwas miihsam.
Wir kénnen aber etwas aus der Wahrschenlichkeitsstromdichte

) = o [0 @) 500 - (070 ) o) (6.72)

lernen. Man kann zeigen, dass j(x) auf ganz R konstant ist: aus der Kontinuitétsgleichung fiir dieses eindi-
mensionale System folgt

dj 0o

= =—. 6.73

ox Ot ( )
Fiir die Eigenfunktion 1, ist jedoch

Q(Ji,t) = |¢n('r)eiiEnt/h|2 = |1/)n(37)|2 (674)

und somit g/t = 0. Es folgt 9j/0x = 0.
Da die Stromdichte raumlich konstant ist, kénnen wir insbesondere die links in die Barriere hineinflielende
(Netto-) Stromdichte gleich der rechts herausflieBenden Stromdichte setzen,

h h

— k(1 —|r*) = —k[t|* 6.75
B = Lk (6.75)
Es folgt |r|?> + [t|* = 1. r und ¢ sind die Amplituden der reflektierten und transmittierten Welle, wenn die
einlaufende Welle die Amplitude eins hat. Die Betragsquadrate

R:=|r[* und T := [t|? (6.76)

lassen sich als Reflexions- und Transmissionswahrscheinlichkeiten verstehen. IThre Summe muss eins sein, weil
keine Teilchen von der Barriere absorbiert oder emittiert werden.
Die Losung des Gleichungssystems ergibt, hier ohne Details,
16E(E — V1)

T =t = 4 . '
g 16E(E — Vy) — V2 (eirl — e—irL)2 (6.77)

mit kK = \/2m(E — V1)/h. Dieser Ausdruck gilt sowohl fiir £ > V; als auch fiir 0 < E < V.
Wir kénnen auch schreiben
4E(E - V)

T= 5
4E(E —Vp) + VZsin® kL

(6.78)
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was allgemein richtig, aber besonders fiir F > Vi, also fiir reelles &, niitzlich ist. Liegt die Energie oberhalb
der Barriere, finden wir also, dass sich die Transmissionswahrscheinlichkeit T periodisch mit der Dicke L
der Barriere dndert. Insbesondere ist T = 1, wenn kL = nw, n = 0,1,2,... Anders als im klassischen Fall
erhalten wir auch fiir £ > V7 im Allgemeinen keine vollstéindige Transmission.

E>V,

=T
=
A

0

Die Herleitung hat nie benutzt, dass V3 > 0 ist. Wir erhalten fiir den Potentialtopf endlicher Tiefe,
V1 < 0, also dieselbe Formel. Damit kénnten wir nun auch die Streuzustéinde des oben behandelten Kastens
endlicher Tiefe angeben.

Andererseits konnen wir auch schreiben

- 4E(Vy — E) B AE(V, — E)

" AE(Vi — E) + V2sinh®(—ikL) AB(V: — B) + V2 sinl? V2m(Vi —E) L’
: vemin — B) L
h

(6.79)

Auch dieser Ausdruck ist allgemein richtig. Er ist besonders niitzlich fir £ < Vi, so dass —ik =

—iy/2m(E = V1)/h = /2m(V1 — E)/h reell ist. Liegt die Energie also unterhalb der Barrierenhéshe, fin-

den wir quantenmechanisch dennoch eine nichtverschwindende Transmissionswahrscheinlichkeit. Das ist der
quantenmechanische Tunneleffekt. Er ist zum Beispiel wichtig in Kernzerfillen und Kernfusion und auch fiir
die Funktion eines Rastertunnelmikroskops (scanning tunneling microscope, STM). Wir sehen, dass T' fiir
wachsende Dicke I monoton abnimmt.

T

0

Schlieflich skizzieren wir noch 7" als Funktion der Energie E fiir verschiedene Dicken L:
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6.3 Der harmonische Oszillator
Der harmonischer Ostzillator, beschrieben durch den Hamilton-Operator

~ n* 02 1 45,
ist eines der wichtigsten Modelle in der Physik. Zum Beispiel wird in der Quantenfeldtheorie jede Mode
(vgl. Abschnitt 2.2 zum Begriff der Mode) des Feldes durch einen harmonischer Oszillator beschrieben. Die
zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

K2 1

5 " (x) + imexZ W(z) = E(x) (6.81)

lasst sich durch die Ersetzungen

mw
2F
K = T (6.83)
vereinfachen zu

(&) = (& = K) (). (6.84)

Da das Potential fiir z — oo (§ — £o0) divergiert, existiert nur ein diskretes Spektrum mit gebundenen
Zusténden. Die Eigenfunktionen miissen also quadratintegrabel sein und fiir £ — +o00 verschwinden.
Fiir grofie |¢| lautet die Gleichung
" €2 (6.85)
mit der Losung (fiir groBe [£])
P Aet /2 4 Bt /2. (6.86)

Hier muss B = 0 sein, damit lim¢_,+., 1 = 0 gilt. Das asymptotische Verhalten von v ist also proportional
zu e~¢"/2, Es ist niitzlich, diese Abhiingigkeit abzuspalten,

Y(E) =h(&) et /2, (6.87)
und Lésungen fiir h(§) zu suchen. Mit
W= (W —gh)e €, (6.88)
W= (W =26k + (€2 = 1)h) e /2 (6.89)
finden wir
B — 26k + (K — 1)h = 0. (6.90)
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Diese Gleichung ist linear, homogen und von 2. Ordnung, aber nicht einfach, weil der Koeffizient des Terms
R’ nicht konstant ist. Eine sinnvolle Methode fiir die Lésung ist die Taylor-Entwicklung von h(&) (Frobenius-
Methode):

=> a;¢ (6.91)
j=0

mit noch unbekannten a;. Dann ist

W)= ja;& " =Y "+ ajé (6.92)

j=1 §=0

und - -
(€)= 3+ Dajag ™ =) (G + D +2)aj¢’. (6.93)

j=1 §=0

Einsetzen in die Gleichung ergibt
G+ 1) + 2)asz — 2ja; + (K — ag] & = 0. (6.94)
§=0

Die beiden Seiten miissen in jeder Ordnung in & gleich sein, weil die ¢/ linear unabhéngig sind, also

G+ 1) +Dajsa — 2ja; + (K~ Da; =0 V). (6.95)
Dies ergibt die Rekursionsformel
2j+1-K (6.96)
a; =T a .
GGy
Die Losung hat offenbar die Form
h(§) = hgerade(§) + hungerade (£), (6.97)
wobei
Bgerade(€) = ao + a2€? + as€ + ... (6.98)
nur von ag abhéngt und
hungerade(g) = a1€ + a3§3 + a5§5 + ... (699)

nur von a; abhéngt. Wir haben also zwei freie Parameter ag und a; in der Losung, wie fiir eine Gleichung
zweiter Ordnung auch zu erwarten war. Jedoch sind nicht alle so erhaltenen Losungen quadratintegrabel. Es
ist zunéchst tiberraschend, dass es iiberhaupt beschriinkte Losungen gibt: Fiir grofie j wird Gleichung (6.96)

namlich zu
2
Aj54-2 ~ ;aj (6100)

mit der Lésung (ohne Beweis)

(6.101)

mit einer Konstanten C'. Dann ist

CZ g ~ CZ 52J = Cet’. (6.102)

Aber dann wird ) )
Y(€) = h(Ee ¢ P~ Cet 2, (6.103)

was fiir £ — £oo divergiert. Der einzige Ausweg ist, dass die Iteration, Gleichung (6.96), abbrechen muss.
Ist ndmlich K =2n+ 1 mit n =0,1,2,...,00, so ist

2n+1-K 0
Apio = a, = a, =0, 6.104
2 e+ T D +2) (6.104)
unabhingig von a,, und dann natiirlich auch a,44 = any6 = --- = 0. Dann ist h({) ein Polynom und
h(€)e=¢"/2 verschwindet fiir € — #o0. Fiir K = 2n + 1 nimmt die Rekursionsformel die Form
27 —
G —n) (6.105)

Aj+2 = 7~ o @
MGG +2)

an. Die ersten paar Losungen sind:
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2(0—-0)
= = .1
as 12 ap O, (6 06)
wéahle a; = 0 = a3 = a5 = --- = 0 (sonst wiirde die Folge a, nicht abbrechen und die
Losungsfunktion wiire nicht quadratintegrabel)
= ho(f) = Qg (6107)
= Yo§) = age ¢/ (6.108)
(ag erhalten wir aus der Normierung).
n=l 2(1— 1)
=2 = 1
a3 = ———="a =0, (6.109)
wahle aqg =0 = ay=as4=---=0
= hi(§) = aé (6.110)
= 0§ = @&t (6.111)
n=2
2(0—2
as = (1 <2 )ao = —2&0, (6.112)
2(2—-2
ay = (3 1 >a2 =0, (6.113)
wahle a1 =0
= ho(€) = ag—2ap&® = ap(l —2¢?) (6.114)
= (€)= ap(l—26%)e /2 (6.115)
n=23
2(1—3) 2
_ __= 11
as 2% 3 aq 3&1, (6 6)
2(3-13)
= A1
as 4x%5 as Oa (6 7)
wahle ag =0
2 3 2.3
= h3(§) = wmf- Fms = ai(§ - 3¢ ) (6.118)
2
= P3(8) = ar(€— §53)e—52/2. (6.119)
Ohne Beweis geben wir an, dass die allgemeine, normierte Losung lautet
mw\/4 1 2
= (= —£%/2 -
Unle) = (27) T (@ =012, (6.120)
wobei H, (&) die Hermite-Polynome sind. Die ersten Hermite-Polynome lauten
Ho(e) = 1, (6.121)
Hi(§) = 2¢, (6.122)
Hy(§) = 4€° -2, (6.123)
Hy(€) = 8¢ —12¢, (6.124)
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V(¥ ,Wn(X)

Die Skizze legt die Vermutung nahe, dass n die Anzahl der Nullstellen von ¢, (x) angibt. Das ist tatséichlich
fiir alle n korrekt.

Die Eigenenergien lauten
hw 1
-5 2n+1) = hw (n + 2) . (6.125)

Insbesondere ist die Grundzustandsenergie Ey = hw/2 und damit grofer als die minimale klassische Energie,
E}}la”i“h = minV(z) = 0. Die Differenz nennt man Nullpunktsenergie oder, im Zusammenhang mit der
Quantenfeldtheorie, auch Vakuumenergie. Thr Auftreten ist ein fundamental quantenmechanisches Phéno-
men. Wir werden im Rahmen des Dirac-Formalismus eine elegantere Beschreibung des harmonischen Oszil-
lators kennenlernen.
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Kapitel 7

Dirac-Formalismus

Wir haben im vorigen Kapitel gesehen, dass wir die Dynamik eines Teilchens dquivalent in der Orts- und
Impulsdarstellung beschreiben kénnen. Das legt nahe, dass dies nur zwei spezielle Darstellungen einer funda-
mentaleren Theorie sind. Von welcher Art kann diese sein? Die Wellenmechanik fithrte bereits auf Operatoren
und deren Eigenwerte sowie auf das Superpositionsprinzip. Wir kénnen also eine lineare Algebra von Opera-
toren als fundamentale Theorie erwarten. In diesem Kapitel wird diese Theorie, P. Dirac folgend, axiomatisch
aufgebaut. Es wird sich zeigen, dass sie sogar noch allgemeiner ist als gedacht, sie beschreibt nédmlich auch
Systeme, die sich in der Schrodingerschen Wellenmechanik nicht beschreiben lassen, z.B. Spins.

7.1 Zustiande

Es ist naheliegend, den Zustand eines Systems durch Angabe eines minimalen Satzes von Gréfien zu beschrei-
ben, der ausreicht, alle Eigenschaften festzulegen. In der klassischen Mechanik wird ein Zustand demnach
durch die Angabe der Koordinaten ¢; und Impulse p; aller Teilchen charakterisiert. Wir konnen einen sol-
chen Zustand praparieren, indem wir alle unabhéngigen Gréflen ¢;, p; messen und das Experiment nur dann
weiterfithren, wenn sie die gewiinschten Werte haben.

Quantenmechanische Zusténde

Wie sieht das in der Quantenmechanik aus? Wir wollen im Prinzip ebenso vorgehen, wissen aber schon, dass
gewisse Groflen, wie z.B. Ort und Impuls eines Teilchens, nicht gleichzeitig scharf messbar sind. Wir sagen,
diese Grofen sind nicht vertrdiglich. Wir wollen also zur Praparation eines Quantenzustands eine hinreichend
grofle Zahl von vertréglichen Gréflen messen. Einen so praparierten sogenannten ,,reinen Zustand“ bezeichnen
wir abstrakt durch das Symbol

| (7.1)

z.B. [¢b) oder |n), genannt Ket-Vektor. Die Wellenfunktion im Ortsraum, 1(7,¢), und im Impulsraum (g, t),
sind zwei spezielle Darstellungen des Zustands |¢) eines Einteilchensystems.

Der Hilbert-Raum

Da die Wellenfunktionen (7, t) einen Vektorraum iiber C bilden, postulieren wir, dass die Zusténde [¢)) dies
auch in der allgemeinen Formulierung tun. Dieser Vektorraum aller |¢)) ist mathematisch ein Hilbert-Raum,
was einige zusétzliche Eigenschaften impliziert:

1. Es existiert ein Skalarprodukt, d.h. jedem Paar |a),|8) von Elementen des Hilbert-Raums # ist eine
komplexe Zahl («|S) zugeordnet, so dass gilt:

(alB) = (Blay*

(alfr + B2) = (alB1) + (alf2)
(a]eB) = cla|B) = (c*a|B) fiir c € C
(

(

ala)y >0
ala) = 0 nur fiir den Nullvektor |a) = 0. Bemerkung: Wir schreiben den Nullvektor als 0 € H
und nicht als |0), da |0) oft zur Bezeichnung des Grundzustandes verwendet wird.

Den linken Teil des Skalarprodukts {(«|8) nennt man den Bra- Vektor {(«|. Bilden alle |«) einen Hilbert-
Raum H, so bilden die (a| den zugehérigen dualen Raum H*. Dies ist jedoch nur eine zusiitzliche
Nomenklatur. Der Begriff des Skalarprodukts ist eigentlich ausreichend.
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Zwei Vektoren |a),|B) € H nennen wir orthogonal, wenn (a|8) = 0 gilt. Als Norm von |a) € H

definieren wir
e := v/ {ala). (7.2)

2. Hat der Hilbert-Raum H die endliche Dimension N, so bilden N beliebige, aber linear unabhéngige
Vektoren |a1), |as), ..., |an) € H eine Basis von H, d.h. jedes |3) € H lésst sich als Linearkombination
der |a;) schreiben.

Wir kénnen insbesondere aus jeder Basis durch das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren
eine Orthonormalbasis erzeugen. Dann gilt (a;|a;) = 6;5.

3. Fiir die meisten physikalischen Systeme ist der Hilbert-Raum unendlichdimensional. Das fiihrt zu
mathematischen Problemen, auf die wir hier nicht eingehen. Unter geeigneten zusétzlichen Bedingungen
an den Hilbert-Raum H kann man aber alle Begriffe sauber definieren, solange die Dimension von H
abzihlbar unendlich ist (N = Ng, ,, Aleph-Null*).

Beispiel: die quadratintegrablen Funktionen auf R? bilden einen Hilbert-Raum £2(R3) unendlicher
Dimension. Dabei ist das Skalarprodukt definiert als

(ol) = / @ " (7) (7). (7.3)

Der Dirac-Raum

Die bislang eingefiihrten Begriffe sind aber noch nicht allgemein genug. So kénnen wir noch keine Streu-
zusténde beschreiben. Denn fiir Streuzustéinde existiert fiir jede Energie im kontinuierlichen Spektrum minde-
stens eine Eigenfunktion, wie wir in Abschnitt 6.1 gesehen haben. Der Raum, der von diesen Streuzustinden
aufgespannt wird, ist daher sicher von tberabzihlbarer Dimension und daher kein Hilbert-Raum. Ohne Be-
weise stellen wir fest, dass eine Erweiterung des Hilbert-Raums um Streuzusténde moglich ist, dies fiithrt auf
den Dirac-Raum. Die Streuzustdnde werden durch uneigentliche (oder Dirac-) Vektoren beschrieben.

Da die Dirac-Vektoren nicht abzidhlbar sind, kénnen sie nicht durch diskrete, sondern nur durch kon-
tinuierliche Quantenzahlen charakterisiert werden. Ein Beispiel ist die Energie E von Streuzusténden, ein
anderes ist die Wellenzahl k& von ebenen Wellen in einer Dimension. Als Orthonormalitdtsbedingung fordert
man fiir solche Zusténde |¢,), |¢p), p, P’ € R, dass gilt

(pplep) =d(p—p'). (7.4)

Bei Linearkombinationen von Dirac-Vektoren muss die Summe durch ein Integral ersetzt werden.

) = anlth,)  fiir Hilbert-Vektoren, (7.5)

) = /dp b(p)|ep) fiir Dirac-Vektoren. (7.6)

Existieren sowohl gebundene als auch ungebundene Zustéinde (z.B. beim Kasten endlicher Tiefe), so treten
Beitréige beider Arten auf,

) = anln) + / dpb(p)|oy)- (7.7)

7.2 Lineare Operatoren

Wir hatten in der Wellenmechanik gesehen, dass Messgrofien (,,Observable®) durch lineare Operatoren auf
dem Raum der Wellenfunktionen dargestellt werden. In der allgemeinen Formulierung haben wir es also mit
linearen Operatoren auf dem Hilbert- (oder Dirac-) Raum zu tun. Ein Operator A auf dem Raum H hat die
Form

As i A, (7
wobei D 4, W, C H der Definitions- bzw. Wertebereich sind. Linearitéit bedeutet
A(Mlor) + Azlag)) = A Alar) + A A|ag). (7.9)
Zu jedem Operator A definiert man den adjungierten Operator AT (, A-Kreuz“) gemif
(alAT[B) = ((B]Ala))” (7.10)
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fiir alle o) € D4. Den Definitionsbereich D4+ von A' wihlen wir als die grofite Menge D+ € H von
Vektoren |3), fiir die die rechte Seite existiert.
Man kann dann zeigen, dass gilt

(ANT = A4, (7.11)
(A+B)f = Al 4+ Bf (7.12)
(cA)T = ¢ Al fiir c € C, (7.13)
(AB)Y = BfAl (7.14)

Aus der Definition Gl. (7.10) folgt auch, dass der zum Ket-Vektor |¢) = A1) gehorende Bra-Vektor (¢| =
(| AT lautet.

Hermitesche Operatoren

Ein hermitescher Operator ist definiert durch D4 = D4+ = ‘H und
Ala) = Afla) V]a) e H (7.15)

oder kurz: A = Af.

Die Eigenschaften hermitescher Operatoren ergeben sich im Wesentlichen analog zu denen hermitescher
Matrizen in der linearen Algebra. Tatséchlich konnen wir («|A|S3) als Matrizelemente auffassen. Wir ver-
wenden daher dieselben Bezeichnnungen wie in der linearen Algebra. Es sei aber daran erinnert, dass die
Analogie nicht perfekt ist, da der Hilbert-Raum i.A. unendlichdimensional ist.

Wichtig sind v.a. die Eigenwerte und Eigenvektoren. |a) ist ein Figenvektor (Eigenzustand) zum Figenwert
a des Operators A, wenn die Eigenwertgleichung

Ala) = ala) (7.16)
erfiillt ist. Fiir hermitesche Operatoren gilt:
1. Alle Eigenwerte sind reell. Beweis:
(alAla) = (alala) = al|al|? (7.17)
und
(alAT|a) = (alala)* = a*[|a]|*. (7.18)
Da A = At folgt a = a*, also ist a € R. Allgemeiner sind sogar alle Erwartungswerte reell: for beliebiges
|a) ist
(a]AT|a) = (o] Ala)* (7.19)
und andererseits wegen A = Af
(a]AT|a) = (o] Ala), (7.20)
also
(a]Ala) = (a Ala)™. (7.21)

Da alle bekannten MessgroBen (Observable) nur reelle Messwerte zeigen, liegt es nahe, Observable
nicht durch irgendwelche linearen Operatoren darzustellen, sondern durch hermitesche. Dann sind alle
Erwartungswerte garantiert reell.

2. Es existiert ein vollstindiges Orthonormalsystem (eine Orthonormalbasis) von Eigenzustinden. D.h.
es existiert eine Basis {|a;)} mit
(ailaj) = di; (7.22)

und der Vollstédndigkeitsrelation

> lai)ail = 1. (7.23)

Zur Tlustration der Vollstandigkeitsrelation beachten wir, dass man jeden Zustand |«) in ein vollstédndi-
ges Orthonormalsystem entwickeln kann. Das bedeutet, dass Koeffizienten ¢; € C existieren mit

o) = ch|aj> (7.24)

= (a;|a) = ch (aila;) = ¢ (7.25)
J dij
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= o) = Y ey a) = 3 la) ala). (7.26)
Zahl !
Da das fiir alle |«) gilt, kénnen wir den Vektor |«) weglassen und die Operatoridentitét

3 lagasl = 1 (7.27)

schreiben.

Wir haben uns hier auf eigentliche (Hilbert-) Vektoren beschrankt. Fiir uneigentliche (Dirac-) Vektoren

miissen wir wie oben ¢;; durch eine d-Funktion und die Summe ) durch ein Integral ersetzen.
i

Lassen wir A auf einen Zustand |a) wirken, so erhalten wir

Ala) = Z Alag)(ai|a)

Z a;la;){a;|a). (7.28)
Da das fiir alle |«) € H gilt, folgt die Spektraldarstellung des Operators,

A= Z aila)(a;|. (7.29)

3. Zwei hermitesche Operatoren A, B sind genau dann vertauschbar, [A, B] = 0, wenn sie ein gemeinsames
vollsténdiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden besitzen.

Unitédre Operatoren

Wir definieren nun den zu A inversen Operator: Ist die Abbildung

a) = Ala) = |B) (7.30)
umkehrbar eindeutig, dann ist der zu A inverse Operator A~! defniert durch
A7118) = |a). (7.31)
Es gilt dann
A7TA=44"1=1 (7.32)
und
(AN~ = (A~HT (7.33)
SchlieBlich defnieren wir noch unitdre Operatoren U durch Dy = D+ = H und
Ul =uvut =1 (7.34)
oder dquivalent
Ut=u-t (7.35)

Unitére Operatoren haben wie hermitesche ein vollsténdiges Orthonormalsystem von Eigenzusténden. Thre
Eigenwerte sind jedoch komplex mit dem Betrag eins, denn fiir einen normierten Eigenzustand |u;) gilt

U= (uilw) = (wlUTU i) = (usl UNilus) = i (ual UM Jus) = wi((uil Ului))* = win (uslus)
= |ul% (7.36)
Unter einer unitiren Transformation versteht man die gleichzeitige Transformation von Zustdnden geméif
la) = Ula), (a| — (a|UT (7.37)
und von Operatoren geméfl
A — UAUT. (7.38)

Die Relevanz der unitdren Transformationen besteht darin, dass alle experimentell zugénglichen Grofien
bei solchen Transformationen unverdndert bleiben. Genauer sind alle Skalarprodukte und Matrxielemente
invariant unter unitédren Transformationen:

(lB) = (aUTU|B) = (|B) (7.39)

und

(aA|B) = (|UTUAUTU|B) = (a|A]B). (7.40)
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7.3 Postulate der Quantenmechanik

Mit Hilfe des bisher eingefiihrten Formalismus kénnen wir nun die der Quantenmechanik zugrundeliegenden
Postulate in moderner Form ausdriicken. Wie immer miissen sich solche Postulate durch Vergleich mit dem
Experiment bewéhren.

1. Eine Observable wird durch einen hermiteschen Operator beschrieben. Die Observable ist dabei letztlich
durch die Messapparatur und den Messprozess charakterisiert.

2. Ein reiner Zustand wird durch einen Vektor oder priziser durch einen Strahl im Hilbert-Raum (bzw.
Dirac-Raum) beschrieben. Ein Strahl ist eine Menge {c|#) | ¢ € C} fiir |¢) # 0, d.h. ein Zustandsvektor
|t)) ohne Beachtung der Normierung. Ein Strahl ist ein eindimensionaler Unter-Hilbert-Raum.

3. Eine Messung ist eine Wechselwirkung zwischen dem System und einer Messapparatur. Wir denken
uns den urspriinglichen Zustand |¢) in Eigenzustédnde |a;) der zu messenden Observablen A zerlegt,

o) = > las)(asl), (7.41)

dies ist natiirlich eine Identitdt. Die Messung besteht nun in einer Filterung oder Trannung der verschie-
denen Eigenzusténde. Dies ist besonders augenféllig beim Stern-Gerlach-Experiment. Ein Zustand |a;)
tritt dabei offenbar mit der Wahrscheinlichkeitsamplitude (a;|¢) auf, also mit der Wahrscheinlichkeit
|(a;]1)|?. Die entsprechend gefilterten oder getrennten Zustéinde sind nun reine Eigenzustéinde |a;).
Das nennt man etwas ungliicklich Zustandsreduktion des Zustands [¢)) auf |a;), oder auch ,,Kollaps der
Wellenfunktion“. Dieser Vorgang ist nicht so geheimnisvoll, wie er in der populdrwissenschaftlichen
Literatur manchmal dargestellt wird, sondern eine Folge der Konstruktion der Messapparatur, vgl.
wieder das Stern-Gerlach-Experiment.

., |pin 1>
g T~

=
Atomstrahl %\\
|Spin L >

Fiir das Stern-Gerlach-Experiment bedeutet die Zustandsreduktion nur, dass sich die Atome z.B. im
oberen Teilstrahl alle im Zustand |Spin 1) befinden. Die Zustandsreduktion hat insbesondere nichts da-
mit zu tun, ob ein menschlicher Beobachter das Experiment verfolgt. Wir kommen auf das Messproblem
am Ende der Vorlesung zuriick.

4. Die moglichen Messwerte einer Observablen A sind deren Eigenwerte a;. Unter 3. hatten wir gesehen,
dass die Wahrscheinlichkeit fiir die Beobachtung des Eigenzustands |a;) gegeben ist durch |{(a;|¢)|*.
Dies konnen wir noch etwas anders begriinden: der Erwartungswert von A im Zustand |¢) lautet

(WlA) = <w|§\ai><ai|A;|aj><aj|w>:iZj<w|ai><ai\A|aj><aj|w>
ﬁ/—][ —_—— (ailajla;)
= =1
= iZj<w|az->aj <a;|§j><ajw>=;|<aiw>| (7.42)

vgl. auch Gl. (7.16). Wir finden also den Messwert a; mit der Wahrscheinlichkeit |{a;|¢)|?.

7.4 Vertragliche und nicht vertrégliche Observable

Das Phénomen der Zustandsreduktion fithrt in Verbindung mit nicht verschwindenden Kommutatoren
[A, B] # 0 zu Effekten, die kein klassisches Analogon haben. Wir hatten schon gesehen, dass nicht ver-
triagliche Observable A, B kein gemeinsames vollstindiges Orthonormalsystem von FEigenzusténden haben.
Die Messung von B und dann A fiihrt i.A. zu einem anderen Zustand als die Messung von A und dann B:

la;) mit Wahrsch. |{a;[b;)|?

) B |b;) mit Wahrsch. |(b;|p)2 2
A 2 |b;) mit Wahrsch. |(b;]a;)|?

laj) mit Wahrsch. |{a;[)|?
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Da |a;) und |b;) nicht Elemente desselben vollstdndigen Orthonormalsystems sind, sind sie i.A. weder iden-
tisch noch orthogonal. Die Messung von A zerstort (,,loscht“) die Préparation eines Eigenzustands |b;) von
B durch die vorherige Messung von B. Sind A und B hingegen vertréglich, so zerstort die Messung von A
den praparierten Eigenzustand nicht. In diesem Fall spielt die Reihenfolge der Messungen keine Rolle.

Allgemein definieren wir einen vollstindigen Satz kommutierender Observablen A, B, C, ... dadurch, dass
sie genau ein gemeinsames vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenzustéinden

|ai,bj,ck,...> (743)

haben. Dabei beriicksichtigen wir nur solche Observable, die nicht trivial zusammenhéngen, z.B. kommutiert
A? := AA immer mit A.

Die Messung eines vollstindigen Satzes A, B, C, ... liefert die maximal mogliche Information iiber einen
Zustand. Sie prépariert zugleich einen reinen Zustand charakterisiert durch die gemessenen Eigenwerte
ai, bj, ck, ... Es ist zu beachten, dass die Wahl des vollstéandigen Satzes A, B, C, ... nicht eindeutig ist. Es
gibt also verschiedene vollstindige Sétze fiir dasselbe System. Beispiel: fiir ein Teilchen im dreidimensionalen
Raum sind

{#1, %2, 23}, {1, P2, D3}, {21, T2, P3}, { @1 + T3, P2, T1 — T3}, - - (7.44)
vollstandige Sétze kommutierender Observabler, aber nicht
{#1, %2, 23, D1}, {21, T2, P2}, {22, D2}, - - - (7.45)

und auch nicht
{1, %2}, .. (7.46)

da 7 und o zwar kommutieren, aber keinen vollstdndigen Satz bilden.

Schwankungen

Die Schwankung

AA = /T — (TAT)E = /TTA — GIATG)T) (7.47)

der Observablen A im Zustand |¢) hat einen wichtigen Zusammenhang mit den Eigenzustinden von A: Es
gilt AA =0 genau dann, wenn |¢) Eigenzustand von A ist. Beweis:

1. Ist |) = |a;) ein normierter Eigenzustand zum Eigenwert a;, so folgt

AA? (W[ A%]Y) — (W[Al)? = (ai Aai|as) — (ailaila:)® = aila;|Ala;) — a3 (as]a;)?

= af ({(ailai) — (ailas)) = 0. (7.48)

2. Ist umgekehrt AA? = 0, so folgt (mit |) 0.B.d.A. normiert)

0 = (YI4%N) — (WIA)? = (@I (A= @14 [¥) = (01 3 lag)as] (A = (D1A9)° [9)
i
=1
= (W13 lag)as] (a5 — (A [9) = D1y (a; = (W1 AIY)". (7.49)

Hier wurde verwendet, dass (a;|A = (a;|a; gilt, was aus Gl. (7.16) folgt. Die Summanden sind alle
nicht-negativ. Daher miissen sie alle verschwinden:

[($la)I* (a; — (W]A]0)* =0 Vj. (7.50)
Da die |a;) eine Basis bilden, muss ein j existieren mit (1|a;) # 0. Es folgt
a; — (Y[Al¢) =0 (7.51)
= a; = (Y|A[Y). (7.52)
Damit folgt aber fiir alle aj, # a;, dass gilt
ar — (BIAJ) #0 (7.53)
= (Ylax) = 0. (7.54)
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|¢) ist also eine Linearkombination von héchstens solchen |ay), fiir die ar = a; gilt, die also mit |a;)
entartet sind. Damit ist

W)= > crlax) (7.55)
= Alp) = Y arajla) = a;le) (7.56)

und |) ist also Eigenzustand von A.

Die bewiesene Aussage bedeutet, dass von allen Zustéinden genau die Eigenzustéinde eine verschwindende
Schwankung haben, also scharf messbar sind. Ist das System nicht in einem FEigenzustand von A, z.B.
aufgrund einer vorhergehenden Messung einer unvertriglichen Observable B mit [A, B] # 0, so ist A nicht
scharf messbar. Wir finden also einen Zusammenhang zwischen der Unvertriglichkeit von Observablen und
deren Schwankungen. Dieser wird im Folgenden exakt formuliert.

Allgemeine Unschirferelation

Wir betrachten zwei Observable (hermitesche Operatoren) A, B und einen Zustand |¢). Hilfsweise definieren
wir die beiden Vektoren

@) := aly) == (A = (L[A[Y) ), (7.57)
|B) :=blv) := (B = (Y[ Bl¢))[4). (7.58)
Die Schwarzsche Ungleichung fiir |a), |8) lautet

el 118117 > [{al8)]* = (a]8){8la). (7.59)

Da a, b ebenfalls hermitesche Operatoren sind, definiert in Glg. (7.57) und (7.58), gilt
[lal? = (ala) = (] (A — (V[ Aly))? [v) = AA%, (7.60)

hermitesch

18112 := (B18) = (¥|(B — (| By))*|v) = AB>. (7.61)

Die Skalarprodukte lassen sich schreiben als

(@l8) = (o) = ] (T TS ) = b + b)) + G0lla v (76
(Bla = {wibalo) = ] (D52 = L5 ) = Sl + b0l - C0llatllv) (769
Es folgt
lajisle) = (eltad-+ 0l + 3ol ) (5ita-+sale) - pwletlo))
= J((@l(ab+ba)[))? — Z({Wlla, 1))
= (Wb + b)) + S (Wlia, )" (7.64)
Nun sind ab + ba und i[a, b] hermitesch:
(ab+ ba)T = bla’ + a'd" = ba 4 ab = ab + ba (7.65)

und
(ila, b])T = —i(ab — ba)" = —i(bla’ — a'd) = —i(ba — ab) = i(ab — ba) = i[a, b]

(beachte, dass der Kommutator [a,b] selbst nicht hermitesch ist, sondern antihermitesch: [a,b] = —[a, b]).
Die Erwartungswerte hermitescher Operatoren sind reell und deren Quadrate sind dann ebenfalls reell und
nicht-negativ. Es folgt, dass gilt

L(l(ab b)) + 5 1o, Bl
L wlla B = 3 Kwl[A, Bl (7.66)

2(@l(ab b)) + (il 1))

v
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Wir haben hier noch benutzt, dass die Zahlen (y|A|¢), (¢|Bl¢) mit jedem Operator kommutieren. Also
folgt insgesamt

AA*AB% >

2
‘ (7.67)

[(wll4, Bll)

1=

und schliellich )
AAAB > 5 (<¢|[A, B]|¢)‘. (7.68)

Dies ist die verallgemeinerte Heisenbergsche Unschirferelation. Offensichtlich erhalten wir wegen [z;, p;] = ik
die bekannte Orts-Impuls-Unschiirferelation als Spezialfall. Andererseits kénnen wir jetzt fiir zwei beliebige
Observable die Unschérferelation aufstellen. Insbesondere erhalten wir fiir vertréigliche Observable, [4, B] =
0, keine Einschrankung. Es ist daher im Prinzip moglich, sie scharf zu messen, ohne dass sich die Messungen
storen.

7.5 Zeitentwicklung

Ein quantenmechanisches System kann in einem beliebigen Zustand |¢) pripariert werden. Die eigentlich
interessante Frage ist, wie es sich danach mit fortschreitender Zeit entwickelt. Wir interessieren uns also fiir
die Dynamik. Die naheliegende Verallgemeinerung der Schrodinger-Gleichung aus der Wellenmechanik ist
(Postulat!)

L d -
in|0) = HI). (7.69)

Gesucht ist |1(t)), t > to, fiir gegebenes |1(to)).
Wir schreiben

[4(8)) = Ut to) 9 (to)). (7.70)

Dabei haben wir das Problem natiirlich nur auf die Bestimmung des Operators U(t, to) abgewilzt. U(t, to)
heifit Zeitentwicklungsoperator. U muss folgende Eigenschaften haben:

1. U(t, tp) ist linear. Da die Schrodinger-Gleichung linear ist, erfiillen ihre Lésungen das Superpositions-
prinzip. Das ist aber nur sichergestellt, wenn U linear ist.

2. U(t,to) muss die Norm erhalten:
(W(B)|(2)) = ((to) ¢ (t0))- (7.71)

Es folgt o
($(t0)|UTU (o)) = (4 (to) |4 (to))- (7.72)

Da das fiir alle [¢)(t)) gelten muss, folgt UTU = 1. U ist also unitqr-
3. Offensichtlich ist U (o, to) = 1.

4. Ult,to) =U(t, tYU(t, tg) Vt' € [to,t] folgt aus der Definition.

5. Ist H zeitunabhéngig, was wir hier immer annehmen, so ist die Wahl des Nullpuktes der Zeitmessung
beliebig und U (¢, tp) kann daher nur von der Zeitdifferenz abhéngen:

Ut to) = Ut —to). (7.73)

Aber wie sieht U (t,to) explizit aus? Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung ergibt

d

ihﬁﬁ(tvto)W(to» = HU(t,to)|¥(t0)) (7.74)

fiir alle [¢(to)). Es folgt eine Differentialgleichung fiir eine operatorwertige Funktion,
Ld o~ o
zhaU(t,to) = HU(t,tp). (7.75)

Die Anfangsbedingung lautet U (to,to) = 1.
Wir machen denselben Ansatz, den wir fiir die entsprechende Gleichung fiir eine zahlenwertige Funktion

machen wiirden: K
N H(t —t
Ul(t, to) = exp <—Z(ho)> . (7.76)
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Probe:

d . d iH(t—t)\ - iH(t—to)\ -
lh@U(t,tO) = Zh@ exp <_h> = Hexp <_h = HU(t,tO) (777)

Aber konnen wir mit Operatoren einfach so rechnen? Funktionen von Operatoren lassen sich sauber iiber
deren Taylor-Entwicklung definieren, also fiir einen Operator A:

R 1 -
A n
A=Y A, (7.78)

n=0

was die Definition auf positiv-ganzzahlige Potenzen von Operatoren zuriickfiihrt. Diese sind aber wohldefi-
niert: A =1, A' = A, A2 = AA, A3 = AAA, ... Also behaupten wir

A 1/ i\" -
Ult, to) = ,;ﬁ (—h> H™(t — to)". (7.79)
Es folgt
0t =S L ()" A — ) (7.80)
—_ — — | —= n(t — .
a0 T 2 T 0
und mit m=n—1
= i# e m]@f’”“(nwr1)(157750)’":Hf:i L mﬁm(tfto)’"
— (m+1)! h = m! h
= HU(t,to). (7.81)
Die Losung ist also korrekt. Die Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt:
iH (to — to)
exp|—————— | = exp(01) = 1. (7.82)

Der Zeitentwicklungsoperator erfiillt die oben geforderten Bedingungen, insbesondere ist er unitéar:

s T .
Ut t0) 0 (¢, to) lexp (JH(th_tO)ﬂ exp (_ZH(th_tO)>

iH(t —t0) iH(t—to) \ it=rr
<+h >exp <_h ) =", (7.83)

oo T o0 it
(et = <Z ;m) =y %(AT)" = ¢4 (7.84)

n=0 n=0

Il
@
e
o

wobel wir die Identitéit

und die Hermitizitéit von H ausgenutzt haben. Nur fiir hermitesches H ist der Zeitentwicklungsoperator
unitér.

Nun kénnen wir die Zeitabhéngigkeit von uns interessierenden Gréflen ausrechnen, z.B. von Erwartungs-
werten wie

(A)(8) = (WA (D) = (W (to)|U (t, t0) AT (8, t0) 9 (t0)).- (7.85)
Wir haben hier ohne weitere Diskussion die Zeitentwicklung den Zustédnden zugeordnet, wiahrend die Obser-

vable keine Zeitabhéngigkeit (es sei denn eine explizite) haben. Dies bezeichnet man als Schrédinger-Bild.
Es ist jedoch nur eine von mehreren moéglichen Betrachtungsweisen, wie wir sehen werden.

Heisenberg-Bild

Die Idee hinter dem Heisenberg-Bild ist, die Zeitentwicklung den Observablen zuzuordnen und stattdessen
die Zusténde zeitunabhéingig zu lassen. Anhand des Erwartungswertes (A)(t) ldsst sich dies gut darstellen:

(A)(t) = (D(to)|U(t,10) AU (¢, to) |0 (to)) =: (| A (t)|vn) (7.86)

mit
Wa) = |Y(te)) = Ut to)T[v(t)), (7.87)
Ag(t) = Ut o) AU(t, to). (7.88)
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Der Subskript H bezeichnet Groflen im Heisenberg-Bild. Groflen im Schrodinger-Bild lassen wir ohne Sub-
skript. Der Ubergang zwischen den beiden Bildern ist offenbar eine unitire Transformation und éndert daher
die beobachtbaren Gréfien nicht.

Im Heisenberg-Bild sind die Zustandsvektoren |[iy) konstant in der Zeit, es existiert also keine
Schrodinger-Gleichung, die ihre Zeitentwicklung beschreiben wiirde. Andererseits bendtigen wir jetzt eine
Bewegungsgleichung fiir Observable AH(t). Diese erhalten wir aus

%AH@) _ 4 [U(t,to)T/XU(tato)}

dt
4
dt

= A0 1) AT (1 t0) ~ D(t.10) A0 1, 10)A] (7.59)

Nun beachten wir, dass U (¢, to) mit H kommutiert, da gilt

ey = |k (=) -]

n=0
oo 1 N ) ) )
= Y = (%) -t [H”, H} =0. (7.90)
n! h
n=0 ———
=0
Damit ist aber A R . A .
H="U(tt))'U(t, to) H = Hy, (7.91)
—_——
=1
also ist der Hamilton-Operator im Schrédinger- und Heisenberg-Bild identisch. Es folgt:
A dpy=... =L [ A (1) — An(t) i | = L [As(t), A (7.92)
dt h h ’
Wir erhalten die Heisenberg-Gleichung
_d ; A
ih= A (t) = [AH(t), HH] . (7.93)

Diese ist dquivalent zur Schrédinger-Gleichung. Ohne Beweis geben wir die Gleichung noch fiir den Fall an,
dass A auch explizit, d.h. im Schrodinger-Bild, von der Zeit abhéngt. Mit der Definition

0Anw - LOA
ist N
LdAy 1L 5 ., 0An
ih—H = [AH,HH} +ih— . (7.95)

Wir sehen, dass dAy /dt = 0 genau dann gilt, wenn A nicht explizit zeitabhingig ist und [fl . H ] =0 gilt.
Solche Observable heiflen Erhaltungsgrifien.

Bemerkung: Es ist manchmal niitzlich, nur einen Teil der Zeitabhéngigkeit auf die Observablen zu iiber-
tragen, ndmlich den einfacheren. Dies ist v.a. in der quantenmechanischen Stérungstheorie wichtig, die wir
hier nicht besprechen. Die entsprechende unitéire Transformation fiihrt auf das Wechselwirkungsbild (Dirac-
Bild).

Ehrenfestsches Theorem

Bewegungsgleichungen fiir beobachtbare Grofien sind in allen Bildern (Schrédinger, Heisenberg, Dirac) iden-
tisch, da es sich nur um unterschiedliche Formulierungen derselben Theorie handelt, die durch unitédre Trans-
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formationen ineinander iibergehen. Insbesondere gilt fiir eine beliebige Observable A:

in(d) = in ) A) = i wal An(O)lvm) = <wH|dAH“

dt dt
= (ullAm, Ballom) + i) BAH( )

Ly

lm) = ([Ag, Hyl) + h<aAa’;()>. (7.96)

Diese Beziehung heifit Ehrenfestsches Theorem. Sie erlaubt den Vergleich der Dynamik der Erwartungswerte

und der entsprechenden klassischen Grofien. Dies sieht man am besten am Beispiel eines Teilchens in einer

Dimension: Sei )

= ;Lm +V(2). (7.97)
Dann gilt
S8) = —(la H)) = () (7.98)
und R
9 ) = (. )) = —<§Z> (7.99)

Beachte die Ahnlichkeit mit den Hamiltonschen Gleichungen. Mit der Kraft F'(z) := —dV /dx erhalten wir

2, 1d 1~
gz (&) = — = (b)) = —(F(2)). (7.100)

m dt m

Dies sieht natiirlich der Newtonschen Bewegungsgleichung sehr dhnlich, ist aber nicht dasselbe, da i.A.

(F(x)) # F(()) (7.101)

ist. Wir erhalten also nicht die klassische Dynamik fiir den Erwartungswert (). Wir konnen uns fragen,
wann doch (F'(x)) = F((z)) gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn F' eine lineare Funktion von Z ist,

F(&) = —ki + Fp. (7.102)

Dies schliefit insbesondere den harmonischen Oszillator und das freie Teilchen ein.

Energie-Zeit-Unschirferelation

Die Energie-Zeit-Unschérferelation, die oft zusammen mit der Orts-Impuls-Unschérferelation genannt wird,
hat eine davon verschiedene Interpretation. Das sieht man schon daran, dass die Zeit ¢ in der Quantenme-
chanik keine Observable ist — es existiert kein ,,Zeit-Operator®. Sie ist vielmehr ein Parameter, der durch
eine reelle Zahl dargestellt wird und innerhalb der Quantenmechanik nicht weiter begriindet werden kann.
Dennoch werden wir im Folgenden eine Abschiitzung fiir typische Zeitdauern und typische Energien finden.

Seien A eine beliebige Observable und H der Hamilton-Operator. Dann lautet die allgemeine Unschéirfe-
relation, siche Abschnitt 7.4,

AANH > 5 ‘([A H])‘ (7.103)

Sei A nun nicht explizit zeitabhéngig. Dann folgt aus dem Ehrenfestschen Theorem

hld
AAAH > — |—(A 104
> 5|t (7,101

Wir definieren At 4 als die charakteristische Zeit fiir die Dynamik von 121, némlich als die Zeit, in der sich
der Erwartungswert (A) um die mittlere Schwankung AA &ndert:

d, .| _ AA
prasl Ve

1
= (7.105)

Dies ist die natiirliche Art, aus von A abgeleiteten Groflen eine Grofle mit der Dimension einer Zeit zu

konstruieren. Nun folgt

hAA
> .
AAAH > AL, (7.106)

und, falls A nicht scharf messbar ist, also eine nicht verschwindende Schwankung A A hat,

AHAL, > g (7.107)
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Die muss aber fiir alle Observable gelten, die im jeweiligen Zustand nicht die Schwankung AA = 0 haben.
Wir kénnen daher den Subskript A weglassen und die Energie-Zeit-Unschérferelation allgemein als

AHAL > g (7.108)

schreiben. Eine wichtige Konsistenzpriifung ist folgende: Ist das System in einem Eigenzustand zum
Hamilton-Operator, so ist AH = 0 und es folgt At = oco. Das ist verniinftig, weil solche Zustéinde ja
gerade stationér sind, so dass alle Messwerte zeitunabhéngig werden. Die Relation ist z.B. beim Teilchen-
zerfall wichtig, wo sie die Zerfallszeit mit der Unschirfe der Ruheenergie mc? der Teilchen in Beziehung
setzt.

7.6 Orts- und Impulsdarstellung

Wir betrachten noch kurz, wie sich die Orts- und Impulsdarstellung der Schrodingerschen Wellenmechanik
aus dem allgemeinen Formalismus ergibt. Dazu schreiben wir die Eigenwertgleichungen fiir Ort und Impuls
auf:

AR = 7, (7.109)
pipy = Pl (7.110)

Die Eigenwerte 7 und p'sind kontinuierliche Variable, d.h. die Operatoren #und g%' haben kontinuierliche Spek-
tren. Daher sind |) und |p) uneigentliche (Dirac-) Zusténde. Sie bilden vollstdndige Orthonormalsysteme,
so dass wir jeden Zustand nach ihnen entwickeln kénnen:

) = / Er 1PY), (7.111)

) / &p [5) (710). (7.112)

Die Entwicklungskoeffizieten sind komplexe Funktionen von # und p, die wir als Wellenfunktion im Orts-
bzw. Impulsraum bezeichnen:

"/}(Fv t) = <FW}(t)>> (7'113)

P@t) = (Plv(t). (7.114)

Dies sind dieselben Wellenfunktionen, die wir in der Wellenmechanik kennengelernt hatten.
Wie sehen die Eigenzustédnde |7) und |p) in Orts- bzw. Impulsdarstellung aus? Es ist fiir den Ortseigen-
zustand |77)

() = o =), (7.115)

@) = me*iﬁ/h, (7.116)
und fiir den Impulseigenzustand |7

) = W;// (7.117)

@) = o@-p). (7.118)

Also ist die Wellenfunktion fiir den Ortseigenzustand in der Ortsdarstellung eine §-Funktion. Die Wellen-
funktion fiir den Impulseigenzustand ist in der Orstdarstellung eine ebene Welle, wie wir schon wussten.

7.7 Der harmonische Oszillator

In diesem Abschnitt untersuchen wir den harmonischen Oszillator — wie erwéhnt vielleicht das wichtigste
Modell der theoretischen Physik — im Rahmen des modernen Dirac-Formalismus. Der Hamilton-Operator

lautet
A 7.119
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Das Problem besteht darin, dass ¢ und p nicht vertauschen und daher H die Summe zweier nicht vertausch-
barer Operatoren p%/2m und (1/2)mw@?® ist. Wir wollen H in eine einfachere Form bringen. Dazu fiihren
wir neue Operatoren @ und af ein:

1
V2h
{

al = \/1271(\/%4— ﬁ). (7.121)

Da ¢, p hermitesch sind, ist a' offenbar tatsichlich der adjungierte Operator zu a. Wegen &' # a sind é und
a! nicht hermitesch. Der Kommutator von & und a' ist

(\/nﬂcﬂ ! ﬁ), (7.120)

H

[a,af] = 2—171 {Mﬂ \/%ﬁ, Vmwi — \/7%25}
= 2% <mwM— ilg, p] +i[p, 4l + T;M)
1

= L iini(—in) = o

o (h+h)=1 (7.122)

Das ist sicherlich der einfachste mogliche Kommutator abgesehen von Null.
Die Auflésung der Definitionsgleichungen nach ¢ und p ergibt

q = \/ZZW (a+a'), (7.123)
p o= —m/mT‘*’(a—aT). (7.124)

Einsetzen in den Hamilton-Operator ergibt

- 1 himw 2 2
_ e a4 nw? 6 af
H = 2m( 1) 5 ( a)+2mw 2mw(a—|—a)
= % (7&%% aat + ata—atZea? + aat + atasa
= % (a'a+aa') = %(a*maaf —a'a +a'a)
=la,at]=1
= % (2a'a +1) = hw (a*a + ;) . (7.125)

Wir haben das Problem also auf die Bestimmung der Eigenzustinde und Eigenwerte von afa zuriickgefiihrt.

Wir defnieren zunéchst den neuen Operator
n=ala. (7.126)

Wir schreiben die Eigenwertgleichung als
filn) = n|n). (7.127)

f ist hermitesch per Konstruktion. Die Eigenwerte n sind also reell. Wegen

(Wl = (plataly) = [lale)|]*> > 0 (7.128)

sind die Erwartungswerte, und also insbesondere die Eigenwerte n, nicht-negativ.
Wir untersuchen nun die Eigenschaften von 7, & und af. Wir werden nur einen Teil der Behauptungen
beweisen.

1. Ist |n) Eigenzustand von 7 zum Eigenwert n, so sind af|n) Eigenzustand zum Eigenwert n + 1 und
a|n) Eigenzustand zum Eigenwert n — 1, falls af|n) # 0 bzw. a|n) # 0.
Beweis:
natln) = ataal|n) = at (1 +ata)|n) = af|n) + afnin) = (n + 1)a'|n). (7.129)

Weiter gilt
naln) = ataaln) = (=1 + aat)aln) = —aln) + anln) = (n — 1)aln). (7.130)
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2. Die Eigenwerte von 7 sind nicht entartet (ohne Beweis). Damit folgt, dass Zahlen ¢,+1 und d,—1
existieren mit

afln) = cppan+1), (7.131)
alny = dp_1ln—1), (7.132)

sofern af|n) # 0 bzw. a|n) # 0. Die Koeffizienten erhalten wir durch Normierung:

lent1 > = (1 cnpin+ 1) = (nfaa'|n) = (n|(1+a'a)|n) = n + 1, (7.133)
doo1? = (n—1|d5_dp_q|n—1) = (n|atan) = n, (7.134)

Wihle also ¢,+1 = vn + 1 und d,,—1 = y/n. Demnach ist

afln) = Vn+1jn+1), (7.135)
aln)y = nin—1). (7.136)

3. Der kleinste Eigenwert von 7 ist Null.
Beweis: Die Eigenwertgleichung fiir den kleinsten Eigenwert sei
ﬁlnmin> - nmin|nmin>~ (7137)

Wire npin > 0, so folgte aus 2., dass

1
‘nmin - 1> = &‘nmin> (7138)
V/Mmin

ein normierter Eigenzustand zum Eigenwert n,i, — 1 wére. ny;, wére also nicht der kleinste Eigenwert
im Widerspruch zur Voraussetzung.

Da nmin < 0 ausgeschlossen ist, da alle Eigenwerte nicht-negativ sind, folgt nmyi, = 0,

Man nennt |0) den Vakuumzustand, er ist wegen H = hw (i + 1/2) zugleich der Grundzustand des
harmonischen Oszillators. Beachte, dass |0) = |n = 0) nicht der Null-Vektor 0 ist. Nach 2. gilt

al0) = 0. (7.139)

4. Das Eigenwertspektrum von 7 ist nach oben unbeschriankt. Der Beweis ist dhnlich wie zu 3. Es folgt,
dass (zumindest) alle nicht-negativen ganzen Zahlen Eigenwerte von 7 sind und dass die zugehorigen
normierten Eigenzustédnde

) == ()" [0) (7.140)

sind.

5. Es existieren keine nicht-ganzzahligen Figenwerte von n. Gébe es ndmlich einen solchen, kime man
durch hinreichend haufige Anwendung von & zu einem Eigenzustand mit negativem Eigenwert.

Damit erhalten wir das Spektrum des harmonischen Ostzillators:
1
Enhw<n+2>, n=20,1,2,... (7.141)

Dies hatten wir schon in Abschnitt 6.3 gesehen. Die Eigenfunktionen in Ortsdarstellung sind

Un(x) = (z[n). (7.142)
Konkret finden wir diese wie folgt. Wir substituieren zunéchst

£= /"2, (7.143)

dann vereinfachen sich @ und a' in Ortsdarstellung zu

L L ay _ 1 (. d
a—ﬁ<§+d€>, af = 2(5 dg)' (7.144)
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Der Grundzustand |0) erfiillt 4|0) = 0, also

(lalo) = (& + % ) vole) =0 (7.145)
mit der Losung
/4
Yo(§) = (%) e 2 (7.146)

Die anderen Eigenfunktionen ergeben sich jetzt zu

bnlE) = <f\n>=<f|ﬁ<a*>"|o>

1 d\"
= (5 - dg) Yo (€)
1 mw\ 1/4 d\" _,2
= (ﬁ) (5 - d€> e€/2, (7.147)

Dies ergibt dieselben Funktion wie in Abschnitt 6.3. Man definiert die Hermite-Polynome auch iiber diese
Iteration,

Damit ist . "
&)= s (T) (7.149)
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Kapitel 8

Quantentheorie des Drehimpulses

In diesem Kapitel untersuchen wir die Quantenmechanik von Drehimpulsen. Dieses Thema hat ein eigenes
Kapitel verdient, weil neue Konzepte auftreten, die iiber die Quantenmechanik der Teilchenbewegung in einer
Dimension hinausgehen. AuBerdem sind die Uberlegungen in diesem Kapitel wichtig fiir das Verstindnis des
Wasserstoff-Atoms.

8.1 Korrespondenzprinzip fiir den Bahndrehimpuls

Der Bahndrehimpuls eines Teilchens, L = 7 x 7, sollte nach den Quantisierungsregeln von Schrodinger in
den Operator

L=7xp (8.1)
mit den Komponenten
Li =) €ijrl;pr (8.2)
ik
iibergehen, wobei die Vertauschungsrelationen
(25, Pr] = ihéjx, (8.3)
[jjj"ik] = [ﬁjaﬁk} =0 (8'4)

gelten. ﬁi enthélt nur Produkte unterschiedlicher Orts- und Impulskomponenten, die also vertauschen. Daher
tritt keine Mehrdeutigkeit bei der Quantisierung nach Schrodinger auf. Auflerdem folgt daraus, dass gilt

LY = ein(@pn)’ =D eanbrdy = Y i = Li, (8.5)
ik Jk ik

L; ist somit hermitesch. R
Die Vertauschungsrelationen der Drehimpulskomponenten L; ergeben sich aus den Gleichungen (8.3) und
(8.4):

[Lj, Li] = > [Eim@rbrs € jmnEmPn]
kimn
- Z 6iklgjrnn[Cgkﬁlai'mﬁn]
klmn
= Z Eikl€jmn (jk[ﬁhi'mﬁn] + ['fmfcmﬁn]ﬁl)

klmn

=Y cimEjmn (Exdm [P, D] +2k [P, Bm] P + T [Bry Pn] P1 + [Bks Em] Prr)
N—— ~—— ~——

: ——
klmn =0 = —ihdim = ihdkn =0
=1h § Eiklgjmn(ékni'mﬁl - 5lm§jkﬁn)
klmn
=1h ( E Eikl€jmhk TmDl — g Eiki€jin i'kﬁn>~ (8.6)
klm kln v
= Ekli€kjm = €lik€lnj
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Nun gilt
§ Eabc€ade = 6bd§ce - §be(scd7
a

woraus folgt

(6130im — Otm0ij)EmPr — > (Sindrj — 5ij5knmﬁn>

p 2

Andererseits ist

§ E’L]kLk = E €ijkEkim xlpm
—_——

klm
= E€kij€klm

= Z 5115Jm - zm jl) xlﬁm
= Zipj — T;Pi-
Es folgt, dass gilt
L L _thgkak

Also gilt insbesondere [IA@, f/y] = ih L, usw., zyklisch.
Wir definieren aulerdem das Betragsquadrat des Drehimpulses,

Es ist

N—_——
=0
= Ly [Lys Lo+ [Lys Lo By + L [y B + L2 L] 2
= —ihl, = —ihl, = ihL, =ihl,

= —ihLyL, —ihL.L, +ihL.L,+ihL,L, =0
und analog fiir die {ibrigen Komponenten, also

{EQ,[A@} =0 firi=u=x,vy,z.

(8.7)

(8.11)

(8.12)

(8.13)

Also kommutiert das Betragsquadrat mit allen Komponenten des Drehimpulses, aber nicht diese unterein-
ander. Damit sind das Betragsquadrat und eine beliebige Komponente vertrégliche Observable, aber nicht

(das Betragsquadrat und) mehr als eine Komponente.
Wir kénnen auch feststellen, welche Eigenwerte L3
Beachte dazu

und in Ortsdarstellung

Nun ist es niitzlich, Kugelkoordinaten zu betrachten. Es ist

x = rsinfcosgp,
= rsinfsingp,
z = rcosd
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(8.14)

(8.15)

(8.16)
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und daher

9 _ %E—i—@ﬁ—l—%ﬁ——rsmﬁsin g—&—rsin@cos 2—i—O
dp  Opdx 0Opdy 0Opdz Y o SDﬁy
0 0 0 0
= —y— L = —y—. 8.19
yé)x +$3y x@y y@x ( )
Also ist ho
Ly==-— 8.20
T 90 (8.20)
in Ortsdarstellung. Die méglichen Eigenwerte Aim erhalten wir aus der Gleichung
ho P(r,0,0) = hm(r, 0, ) (8.21)
i 3@ 9 790 - ) 7%0 . .

Es ist iiblich, einen Faktor £ abzuspalten, um m einheitenlos zu machen. Diese Gleichung kénnen wir mittels
des (Separations-) Ansatzes

P(r,0,0) = f(r,0) g(v) (8.22)
16sen: L 8
9 _
i1, mfyg (8.23)
dg _ .
—_— = .24
= a5 img (8.24)
mit der Losung .
g(p) = e"™?. (8.25)

Nun muss die Wellenfunktion 1 zweimal stetig differenzierbar also erst recht selbst stetig sein. Dies erfordert
g2m)=g(0) & M =e"=1 & mecZ (8.26)

Die Eigenwerte der z-Komponente des Bahndrehimpulses sind also ganzzahlige Vielfache von 7.

8.2 Die Drehimpulsalgebra

In diesem Abschnitt werden wir die algebraischen Eigenschaften des Drehimpulsoperators untersuchen. Es
erweist sich als giinstig, dies allein ausgehend von den Kommutatorrelationen zu tun, ohne die konkrete
Herleitung in Abschnitt 8.1 zu beachten. Wir werden sehen, dass die mathematische Struktur zusétzliche
Losungen erlaubt, die sich nicht aus der klassischen Mechanik mittels des Korrespondenzprinzips ergeben.
Es ist bemerkenswert, dass diese zuséitzlichen Losungen in der Natur tatséichlich realisiert sind, ndmlich als
Spin.

Wir bezeichnen jetzt jeden Vektoroperator f, der die Vertauschungsrelationen

[jj,jk] ihzgjkljl, (8.27)
l

[J ,jj] = 0 (8.28)
erfiillt, als Drehimpuls. Wir definieren noch die Leiteroperatoren
Ji = J, i, (8.29)

die im Folgenden niitzlich sein werden. Diese Definitionen und auch die folgenden Herleitungen zeichnen eine
Drehimpulskomponente, ndmlich J., vor den anderen aus. Das ist iiblich, aber vollig beliebig. Wir kénnten
die gesamte Diskussion z.B. auch fiir J, durchfiihren und wiirden dann J4 := J, £ ¢J, definieren.

Offenbar gilt J_ = jjr Die Leiteroperatoren erfiillen aulerdem die Vertauschungsrelationen
Jo,J] = 2hJ., (8.30)
[J.,Ji] = +hJy, (8.31)

—
<
>

:i:} = 0. (8.32)
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Wir betrachten nun das Eigenwertproblem fiir Drehimpulse. Wir hatten gesehen, dass J? und eine Kompo-
nente, z.B. J,, vertragliche Observable sind. Daher besitzen sie ein gemeinsames vollstindiges Orthonormal-
system von Eigenvektoren (Eigenzustéinden) |a,m) mit

,m) = hiala,m), (8.33)
hm |a, m). (8.34)

el
|

Da Drehimpulse dieselbe Einheit haben wie A, sind die Zahlen « und m dimensionslos. Aufgrund der
Vollsténdigkeit spannen die |a, m) den Hilbert-Raum eines Drehimpulses auf.

Die Bestimmung der moglichen Eigenwerte A2« und Am #hnelt der algebraischen Losung des harmoni-
schen Oszillators in Abschnitt 7.7. Wir kénnen folgendes zeigen:

1. Mit |a, m) sind auch jﬂa,m) Eigenzustéinde zu J? mit demselben Eigenwert 72 und zu .J, mit den
Eigenwerten h(m =+ 1), falls Jy|a, m) # 0.

Beweis: . )
J2Ji|a,m) = JoJ?|la,m) = BRadi|a, m) (8.35)

und

J, 1o, m) = (jzji —Jid, —|—jijz)|oz,m> = (:I: By + jihm)|a,m> = h(m + 1)ji|oz,m>. (8.36)
—_—

=+hJy

J+ erhht bzw. erniedrigt den Eigenwert von J. um eins, lisst den Eigenwert von J? aber unveréindert.

2. Es gilt —v/a <m < /.
Beweis: )
(a,m\(fz - jzz)|a,m> = (o, m| h? (o — m?) |, m) = h? (a — m?) (8.37)
und andererseits

(o, m| (J2 = J2)|a,m) = (a,m| (J2 + J2) [a,m) >0, (8.38)

da alle Erwartunsgwerte von jxy reell und daher die von jfy reell und nichtnegativ sind. Es folgt

B (a—m?) >0 (8.39)

= m2 <a (840)

= —vVa<m< Vo (8.41)

3. Wir haben gesehen, dass die Eigenzustinde |a, m) fiir festes o Leitern mit m-Werten im Abstand 1 im

Intervall [—+/a, \/a] bilden. Soviel wir bisher wissen, konnte es aber mehr als eine solche Leiter geben.
In dieser Skizze z.B. zwei:

Weiter muss fiir m > /a — 1 gelten )
Ji|a,m) = 0, (8.42)

denn wire der resultierende Vektor nicht Null, so miisste er wegen Punkt 1 proportional zu |a, m + 1)
sein. Hierin wire aber m + 1 > y/a, im Widerspruch zu Punkt 2. Entsprechend gilt

J_|a,m) =0 (8.43)

fir m < —y/a + 1.

Nun gilt wegen 1., dass Zahlen a («, m) existieren, die

Ji Ja,m) = ax(a,m)|a,m £ 1) (8.44)
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erfiillen und die wir reell wihlen. Es folgt
(a,m|J_Jy|a,m) = (a,m + 1% (a,m)|a,m + 1) = a2 (a,m). (8.45)

Andererseits zeigt man leicht, dass gilt

Jodo = P j2ynd, (8.46)
Jod. = - J2-ni. (8.47)
Also ist .
a3 (a,m) = (a,m| (J_2 —J? - hjz) |, m) = A% (o — m? — m). (8.48)
Analog findet man
a* (o, m) = h*(a — m? + m). (8.49)

Also konnen wir

ay = hy/a—m(m=E1) (8.50)
Ji la,m) = hy/oo—m(m £ 1) |a,m £ 1). (8.51)

Wie oben gezeigt, muss fiir v/a — 1 < m < y/a gelten, dass a4 (a,m) = 0 ist. Dies ist der Fall, wenn
gilt

wéahlen, d.h.

a=m(m+1) (8.52)

1 /1 1 1
= m=—§—|— Z+o¢ oder m:—§— 14-05- (8.53)

Die zweite Losung liegt nicht im Interval [\/a — 1,1/a] und ist daher irrelevant. Es existiert also nur
ein einziger Eigenwert m = —1/2 + /1/4 + « mit der Eigenschaft J,|a,m) = 0. Analog findet man,

dass nur ein einziger Eigenwert m = 1/2 — \/1/4 + a mit j,|a, m) = 0 existiert. Wir folgern, dass es
nur eine einzige Leiter von Zustinden mit m im Abstand 1 gibt. Weiter haben wir gesehen, dass das
maximale bzw. minimale m die Gleichungen

a = mmax<mmax + 1) = Mmin (mmin - 1) (854)

erfiillen. Wir nennen jetzt mmax = j und entsprechend o = j(j + 1). Dann ist

mmmzé—\/iﬂ(jﬂ): —1/J? +J+* 1 ( >=—j. (8.55)

4. Da |, Mmax) und o, mpin) zu derselben Leiter gehoren, miissen sich muyax = j und mpyiy, = —j um
eine nichtnegative ganze Zahl unterscheiden: myax — Mmin = 27 = 0,1,2,... Damit ist j ganz- oder
halbzahlig und 5 > 0.

Wir folgen der tiblichen Konvention und bezeichnen die Eigenzusténde von nun an mit |7,m) oder auch
|jm). Die bisherigen Uberlegungen ergaben, dass j, m folgende Werte annehmen kénnen:

1.3
= 0,-,12,2,... 8.56
-] 72’ 2’ 9 ) ( )
m = —j,—j+1,...,5—1,j. (8.57)

Letzteres sind 2j + 1 verschiedene Werte fiir m. Sowohl das Betragsquadrat als auch die z- oder eine andere

Komponente des Drehimpulses konnen in der Quantenmechanik also nur diskrete Eigenwerte h2j(j + 1)

bzw. im annehmen. Dies unterscheidet den Drehimpuls z.B. vom linearen Impuls ]3', der ein kontinuierliches
Spektrum hat.

Das zweite bemerkenswerte Ergebnis ist, dass die Algebra, festgelegt durch die Kommutatorrelation

[jj7jk] = ithijkjl, auch Losungen mit halbzahligen Eigenwerten j und m zuldsst. Wir hatten oben
1

gesehen, dass der Eigenwert m und damit auch j fiir einen Bahndrehimpuls nur ganzzahlig sein kann.
Es stellt sich die Frage, ob die halbzahligen Losungen iiberhaupt physikalische Relevanz haben. Es zeigt
sich, dass das tatsdchlich der Fall ist. Zum Beispiel zeigt das Stern-Gerlach-Experiment, dass Silber-Atome,
und letztlich Elektronen, einen Drehimpuls von j = 1/2 tragen, der offensichltich kein Bahndrehimpuls

sein kann. Er wird als Eigendrehimpuls oder Spin S bezeichnet und kann bei verschiedenen Teilchen halb-
oder ganzzahlig sein. Teilchen mit halbzahlgen Spin nennt man Fermionen, Teilchen mit ganzzahligen Spin
Bosonen. Beispiele fiir elementare Fermionen sind die Leptonen (wie das Elektron) und Quarks und fiir
Bosonen die Quanten der Wechselwirkungsfelder (Photonen, W+, Z, Gluonen, evtl. Gravitonen) sowie das
Higgs-Boson.
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8.3 Spin 1/2

Der Fall j = 1/2 ist besonders wichtig. Zum einen beschreibt er den Elektronen-Spin. Zum anderen ergibt er
das einfachste nicht-triviale System in der Quantentheorie, denn fiir j = 1/2 existieren nur zwei unabhingige
Zusténde:

lj,m) = ‘; ;> =:[1) (8.58)
" lj,m) = ‘; —;> =: [{). (8.59)

Der Hilbert-Raum ist also zweidimensional. Das bedeutet, dass alle Operatoren als 2 x 2-Matrizen dargestellt

werden konnen. Insbesondere findet man 5
S; = 2 0 (8.60)

wobei &1, 02,03 2 X 2-Matrizen, die sogenannten Pauli-Matrizen, sind:

a—lz&ﬁ(? é) (8.61)
. . 0 —i
Gy =6y = ( ; OZ ), (8.62)

by =6, = ( (1) N ) (8.63)

S 32 /1 0 1/1
2 A2 | A2 | A2y —_p2- [ =
S ——4(01+02+03)7 1 (0 1)h2<2+1> 1, (8.64)

was den korrekten (zweifach entarteten) Eigenwert A%s(s + 1) mit s = 1/2 hat. Der Hamilton-Operator fiir
einen Spin 1/2 in einem Magnetfeld in z-Richtung lautet nun zum Beispiel

Wir finden

- = > A h(1 0
H:_QMBB'S:_QMBBSZZ_QMB2(0 1 )7 (8.65)

wobei g =~ 2 der g-Faktor und pp das Bohrsche Magneton sind.
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Kapitel 9

Das Wasserstoff-Atom

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Quantenmechanik eines Teilchens in einem dreidimensionalen
Zentralpotential V(7) = V(r). Als wichtigste Anwendung besprechen wir dann das Wasserstoff-Atom.

9.1 Allgemeines Zentralpotential

Wir betrachten ein Teilchen der Masse M im Zentralpotential V(r). V(r) ist zunéchst eine beliebige (hin-
reichend gutartige) Funktion. Der Hamiltonoperator in Ortsdarstellung lautet

A2

5 _ P _ P
A=to v = - v V). 9.1)

Aufgrund der Rotationssymmetrie des Potentials V' ist es giinstig, zu Kugelkoordinaten iiberzugehen. Dann
ist

1 0 g 1 0 0 1 0?
Ve — (2= ——— — [ sinf — —_— . 9.2
r2 Or (r 87“) * r2sinf 00 (sm 80) N r2sin? 9 Op? (92)
Der erste Term fiithrt auf die kinetische Energie der Radialbewegung, die beiden anderen auf die Energie

der Tangentialbewegung. Es liegt daher nahe, zu vermuten, dass letztere mit dem Bahndrehimpuls zusam-
menhéngen. Ohne Beweis geben wir an, dass tatséchlich gilt

also
H:_%%g (ﬂi) o DAV, (9.4)
Wir finden
[H, L.] =0, (9.5)
111, [2] = 0. (9.6)

Da auch [I_:2, sz] = 0 gilt, bilden H , Ez’ L. einen Satz vertréglicher Observabler und haben ein gemeinsames
vollsténdiges Orthonormalsystem von Eigenzustinden |E, I, m}, die wir nun suchen werden.
Die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung lautet

12 0 0 1 >
[_2M r% ar (TQ 8r> +gage V|97 = B, 0.7

Wir suchen gebundene Zustéinde. Fiir diese fordern wir wieder, dass ¥ (7) quadratintegrabel ist. Da L2 nur
Ableitungen nach den Winkeln 6, ¢ enthalt, ist der Separationsansatz

P(r) = R(r)Y (0,¢) (9-8)
vielversprechend. Es folgt
) OR -
VO gz e (P G0 ) + RO g3z DY O0) + VORIV (6.9) = EROY(6.9), (909)
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also

1 9 (,0R 1 1 2,
" 2Mr2 R(r) or ( ar) M2 Y0, © Y(0,9)+V(r)=E (9.10)

Wir multiplizieren mit 2Mr2 und bringen alle 6, p-abhingigen Terme auf eine Seite,

EQY(e, @) = 2M7r*[E — V(r)] + h? 19 (7“2 85{) : (9.11)

Y (0, ) R(r) or or

Wle iiblich miissen beide Selten gleich einer Konstanten sein. Die Eigenwerte des Bahndrehimpulsquadrats

L2 kennen wir aber schon: L2 und L, haben gemeinsame Eigenfunktionen zu den Eigenwerten h2[(l + 1) und
hm mit | = 0,1,2,... und m = —I,...,l. Diese Eigenfunktionen nennen wir jetzt Y;, (6, ). Es bietet sich
also an, die Separationskonstante als h2l(I + 1) zu schreiben. Dann sind die Losungen fiir den Winkelanteil

f2mm(9,¢) =P+ 1)Yim(0,0), 1=0,1,2,..., m=—l,...,1 (9.12)

Um die Funktionen Yj,, (6, ¢) zu bestimmen, miissen wir die Differentialgleichung

1 9 0 1 02
- Lin@ 20 (Sm9 59> T 20 92 ] Yim (0, 0) = U1+ 1) Y (0, ) (9.13)

explizit 16sen. Als Randbedingung gilt dabei, dass Y}, (6, ¢) als Funktion auf der Kugeloberfliche stetig sein
muss. Wir fithren die Losung hier nicht durch, sondern geben nur die ersten paar Losungen fiir kleine [ an:

Yoo(b,0) = —F—=, (9.14)
4r
3
Yi0(0,0) = — cos, (9.15)
I8
3 4
YViz1(0,90) = Fy/ - sinfe™, (9.16)
Y[
5 2
Yoo(0,) = ﬁ(iicos 0—1), (9.17)
5 B
Yo11(0,0) = F 8—sm9cosee w (9.18)
™
15 9 4o
Yo 12(0,p) = %sm Pe='%, ... (9.19)

Die Y}, heilen Kugelfidchenfunktionen.
Die Radialgleichung, d.h. die Gleichung fiir R(r), lautet nun

2ME =V + Rzr) % (’"2 %f) = U1 +1) (9.20)
2 2
- _21?47 % (7"2 %f) + %ﬁz” R(r) + V(r)R(r) = ER(r). (9.21)

Wie sehen die Randbedingungen aus? Fiir 7 — oo muss R(r) schneller als 1/73/2 abfallen, so dass 1(7)
quadratintegrabel ist. Fiir r — 0 fordern wir, dass ¢(7) und damit R(r) beschrinkt bleibt. Ein Pol der Form
1/r* mit @ < 3/2 wire in drei Dimensionen zwar quadratintegrabel, aber die Schrodinger-Gleichung ldsst
sich damit nicht erfiillen, i.W. weil die Ableitung V2 den Pol ,,verschlimmert“. Es folgt

}i_r% rR(r)=0 (9.22)
als zweite Randbedingung.
Es ist niitzlich, eine neue Funktion
u(r) :==rR(r) (9.23)
einzufiithren. Es gilt
(j;% = dir(R +rR'")=2R +rR" (9.24)
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und andererseits

d dR
dr (TQ dr ) = U’ 4R, )
also
d ( 5dR d*u
ar ( d> =T (9:26)

In der Radialgleichung erhalten wir

K2 2w B2 +1)
oy a2 T aaps ) el = )

(9.27)

= S TUED )+ Vrute) = Butr) 025)

Die Randbedingungen lauten nun
und

u(r) =0 (9.30)
fiir 7 — oo, schneller als 1/r1/2.
Wir sehen, dass die Radialgleichung (9.28) dieselbe Struktur hat wie die Schrodinger-Gleichung in einer
Dimension mit dem effektiven Potential

R+ 1
Vi (r) = V(1) + % (9.31)
Der zweite Term ist das aus der klassischen Mechanik bekannte Zentrifugalpotential. Wir nehmen realisti-
scherweise an, dass V(r) fiir 7 — 0 nicht wie 1/r? oder noch stérker divergiert. Dann dominiert fiir r — 0
der Zentrifugalterm, es sei denn, es ist [ = 0.

Die Radialgleichung hat i.A. gebundene Losungen uy(r) = rR,(r), die zum diskreten Spektrum von
Eigenenergien F,, gehéren. Gilt lim,_, o, V' (r) = 0, so sind die Energien der gebundenen Zustinde FE,, < 0,
siche Abschnitt 6.1. Da die Radialgleichung [ (aber nicht m) als Parameter enthélt, werden die Eigenenergien
und Radialfunktionen i.A. von [ abhingen. Wir schreiben also die Losungen der Radialgleichung als ,,;(r)
bzw. R,;(r) zu Eigenenergien E,;. n zihlt nun die Losungen zu demselben [ ab, falls es mehr als eine gibt.

Die vollen Eigenfunktionen erhalten wir, indem wir Radial- und Winkelanteil wieder zusammensetzen:

wnlm (T) = Rnl(r) Yim (97 90) (932)

zu den Eigenenergien FE,,;. Beachte, dass der Winkelanteil Y},,, (6, ¢) unabhéingig von der spezifischen Form
des Zentralpotentials V (r) ist. Zur Bestimmung von R,,;(r) und E,; benétigen wir aber diese Form.

9.2 Anwendung auf das Wasserstoff-Atom

Wenn wir die Uberlegungen aus dem vorigen Abschnitt auf das Wasserstoff-Atom anwenden wollen, be-
merken wir zunéchst, dass dieses gar kein Ein-Teilchen-, sondern ein Zwei-Teilchen-System ist. Wir kénnen
jedoch wie in der klassischen Mechanik auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten transformieren. Fiir die
Relativkoordinaten erhalten wir ein effektives Ein-Teilchen-Problem mit der reduzierten Masse

MeMp

M=—""_~m,. (9.33)
Me + My

Dieses Ein-Teilchen-Problem wollen wir nun 16sen.
Das Potential V() ist in diesem Fall das Coulomb-Potential des Kerns (Protons),

1 €2
Vir)= 7471’8() o (9.34)
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Wegen lim,_, o V(r) = 0 haben gebundene Zustéinde negative Energien E,; < 0. Wir verallgemeinern das
Problem ohne zusétzlichen Aufwand auf die wasserstoffiihnlichen Ionen mit nur einem Elektron (Het, Lit™t,
...), indem wir

1 Ze?

Vir) = ey 7

(9.35)

schreiben. Z ist die Kernladungszahl. Die Radialgleichung lautet nun

o Zet R1+1)
T4 _E —0. 9.36
9N dr?  dmegr | 2M12 u(r) (9.36)

Durch die Reskalierung der Léngen- und Energieeinheiten erhalten wir eine iibersichtlichere Form:

p = 72, (9.37)
ap
1 F
2
= ———>0 9.38
" F B> (9.38)
mit dem Bohr-Radius
47T€0 h2
= — =0,529A .
ap Ry 0,529 (9.39)
und der Rydberg-Energie
h2

vgl. Abschnitt 3.2. Damit wird die Radialgleichung

2 l(l+1)_772 u(p) = 0 (9.41)

dp> " p P2

mit
u(0) =0, u(p) = 0 fiir p — oo schneller als 1/p1/2, (9.42)

Die Losung dieses mathematischen Problems erfolgt &dhnlich wie die des harmonischen Oszillators in Ab-
schnitt 6.3: Zunéchst wird das asymptotische Verhalten bestimmt und als Faktor abgespalten. Dann wird
der iibrigbleibende Faktor in eine Taylor-Reihe in p entwickelt und gezeigt, dass diese abbrechen muss, um
eine normierbare Losung zu erhalten. Wir geben hier nur einige wichtige Schritte an.

1. Asymptotisches Verhalten fiir p — 0: Hier kénnen wir zunichst den Term —n? gegeniiber 2/p ver-
nachléssigen. Fiir [ = 0 erhalten wir

(c;f? + i) u(p) = 0. (9.43)

Die mit u(0) = 0 vertrigliche Losung ist eine Bessel-Funktion,

u(p) = /20 11(2/20), (9.44)
die sich fiir kleine p verhilt wie

u(p) = /2p/2p = 2p. (9.45)

Also ist das asymptotische Verhalten u ~ p fiir [ = 0.
Fiir [ > 1 kénnen wir auch den Term 2/p gegeniiber —I(I + 1)/p? vernachlissigen. Die resultierende

Gleichung
2 l(+1)
(dp2 - ) u(p) =0 (9.46)

hat die mit u(0) = 0 vertrégliche Losung

u(p) = p*. (9.47)
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Also erhalten wir fiir alle [ = 0,1,2,... die asymptotische Form
u~ ptL. (9.48)

2. Asymptotisches Verhalten fiir p — oo: Hier konnen wir 2/p und —I(I + 1)/p? gegeniiber —n? ver-
nachléssigen und erhalten die Gleichung

d? 9
(CW -7 ) u(p) = 0. (9.49)
Die mit der Normierbarkeit vertrégliche Losung ist
u(p) = e "°. (9.50)
3. Wir schreiben also:
u(p) = p*e " P(p). (9.51)

Einsetzen in die Gleichung (9.41) ergibt

l+1 1-n(l+1
P"(p)+2 (p - n) P'(p) +2 U(p +1) P(p) = 0. (9.52)
Der Potenzreihenansatz
P(p) = aup” (9.53)
pn=0

fithrt nur dann zu einer fiir p — oo abfallenden Losung, wenn die Reihe abbricht (ohne Beweis, aber dhnlich
zu Abschnitt 6.3). Also muss ein po = 0,1,2, ... existieren, so dass gilt

o 70 und  opp41 = oppr2 = ... = 0. (9.54)

Man kann zeigen, dass dies nur fiir bestimmte, diskrete Werte von 1 und damit E der Fall ist, ndmlich fiir

n= ﬁ~ (9.55)
Quantenzahlen pg = 0,1,2,..., 1 = 0,1,2,... und m = —I,...,l zdhlen nun die diskreten, gebundenen
Eigenzusténde ab. Es ist aber iiblich, die Hauptquantenzahl
n=p+1+1=1213,... (9.56)
zu definieren und die Zustédnde durch n, I, m abzuzdhlen. Wegen | = n — o — 1 und po = 0,1,2,... ist [
beschrénkt auf die Werte
l=0,1,...,n—1 (9.57)
Also ist z.B. fiir n = 1 nur [ = 0 moglich. Die Eigenenergien sind nun
E=-ZEpyp* = - (NOTZEJ’: T = —ZifR =: E,. (9.58)

Sie hingen offenbar nur von n, aber nicht von [, m ab. Dieses Ergebnis ergab sich schon aus der &dlteren
Quantentheorie nach Bohr und Sommerfeld.
Die zu den Quantenzahlen n, I, m gehérende Losungsfunktion P(p) ist ein sogenanntes Laguerre- Polynom,

P(p) = L5 (2np) (9.59)
mit der Definition
k k = (p1)*
Ly(z) = (-1) ;)(—1)“ TR (9.60)
Hieraus erhalten wir u(p) und schliellich die urspriingliche Radialfunktion
3/2
mo) = () | T e L e (6.61)

Normierungsfaktor
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mit

Die ersten paar Losungen lauten

Rlo(r)

RQQ(T)

Rgl(r)

A
7\ 3/2
2 (@) e~ 4rlaB, (9.63)
7z \*? A
2 (@) (1 - 2a;> e Zr/2ap (9.64)
1 (ZNP e .
7 () e (9.65)

Die Radialfunktionen haben n—I7—1 > 0 Nullstellen fiir » > 0. Wie aus der Atomphysik bekannt, nennen wir

die Zustédnde mit Drehimpulsquantenzahl I = 0,1,2,... die s, p, d, f, g, ..

.-Orbitale des Atoms. Abbildungen

von Y im (F) = Rui(1) Yim (0, ) finden sich in allen Quantenmechanik-Lehrbiichern. Es sei darauf hingewisen,
dass relativistische und weitere Effekte die Ergebnisse geringfiigig &ndern und insbesondere dafiir sorgen, dass
die Eigenenergien FE,; auch schwach von [ abhéngen.
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Kapitel 10

Mehr-Teilchen-Systeme

Wir haben bisher nur die Quantenmechanik einzelner Teilchen in einem dufleren Potential betrachtet. Selbst
das Wasserstoff-Problem hatten wir auf ein effektives Ein-Teilchen-Problem reduziert. In diesem Kapitel
wollen wir untersuchen, wie Systeme aus mehreren Teilchen in der Quantenmechanik behandelt werden.

10.1 Unterscheidbare Teilchen

Wir beschrénken die Diskussion iiberwiegend auf zwei Teilchen, aber die Verallgemeinerung auf viele Teilchen
stellt keine Schwierigkeit dar. Die beiden Teilchen seien unterscheidbar, z.B. ein Elektron und ein Proton. Im
Rahmen der klassischen Mechanik ergibt sich kein Grund anzunehmen, dass Teilchen nicht unterscheidbar
sein konnten. Wir kommen darauf zuriick.

Die moglichen Zustédnde von Teilchen 1 bilden einen Hilbert-Raum H,. Wir kénnen eine Orthonormalbasis
{|1m)} von H; finden. Entsprechend bilden die moglichen Zusténde von Teilchen 2 einen Hilbert-Raum Ho
mit einer Orthonormalbasis {|12,,)}. Ist Teilchen 1 in irgendeinem Zustand |¢1) € H1, so hat Teilchen 2 noch
immer die Freiheit, in einem beliebigen Zustand |ps) € Ha zu sein. Wenn es z.B. N7 unabhiingige Zustéinde
von Teilchen 1 gibt (N7 ist also die Dimension von #;) und Ny unabhéngige Zusténde von Teilchen 2, dann
hat das Gesamtsystem N;Ns unabhingige mogliche Zusténde. Die Basisvektoren fiir den Hilbert-Raum
das Gesamtsystems werden durch die Angabe von Quantenzahlen m fiir Teilchen 1 und n fiir Teilchen 2
charakterisiert. Wir schreiben die Basisvektoren als

[1m) [P2n) = [m,n). (10.1)

Der von |m,n) aufgespannte Hilbert-Raum ist der Produktraum H; ® Ho mit der Dimension Ny Nsy. (Wir
haben uns hier auf eigentliche Zuténde beschréinkt, man kann dieselben Uberlegungen aber auch fiir unei-
gentliche Zusténde anstellen.)

Es ist wichtig, sich klar zu machen, dass die Existenz einer Basis {|t)1,)|¢)2n)} von Produktzustinden
nur bedeutet, dass sich jeder Zustand als Linearkombination von Produktzustdnden schreiben ldsst, aber
nicht, dass jeder Zustand ein Produktzustand ist. Z.B. ist der Zustand

[V11)|Y21) + [¢12)|¥22)
V2

kein Produktzustand. Zusténde, die keine Produktzusténde sind, heiflen verschrinkt. Sie sind zentral fiir das
Feld der Quanteninformation.

Beispiel: Die Spins zweier lokalisierter Teilchen (z.B. Elektronen, Silber-Atome) sind unterscheidbar, da
sich die Teilchen an verschiedenen Orten befinden. Fiir s; = so = 1/2 bilden die Produktzustinde

|0} = (10.2)

) = ;;> ; ;>2 (10.3)
It = |5 > >2 (10.4)
) = % > >2 (10.5)
) = % >1 == ;>2 (10.6)
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eine Basis des Produkt-Hilbert-Raums. Ein verschrankter Zustand ist z.B.

|+ 14

Z2

Die Verschrankung impliziert, dass die z-Komponenten der Spins der beiden Teilchen korreliert sind: Mes-

sen wir Spin 1 fiir Teilchen 1, so wissen wir, dass Teilchen 2 auch Spin 1T haben muss. Das ist besonders
iiberraschend, wenn die beiden Teilchen rdumlich getrennt werden:

(10.7)

Messapparat 1

\A/r¢

Teilchen 1 M IR |

Teilchen 2

Messapparat 2

Hier betrachten wir z.B. ein doppeltes Stern-Gerlach-Experiment an den beiden Teilchen. Misst Messap-
parat 1 Spin 1, so muss Messapparat 2 auch Spin 1 messen, auch wenn die beiden Messungen im Sinne der
speziellen Relativitéitstheorie raumartig getrennt sind, so dass keine Information zwischen ihnen ausgetauscht
werden kann. Das wirft die Frage auf, woher Teilchen 2 ,,weif}*, welches Ergebnis die Messung an Teilchen 1
hatte.

Das beschriebene Gedankenexperiment ist eine Variante des von Einstein, Podolsky und Rosen vorge-
schlagenen. Insbesondere Einstein betrachtete es als evident, dass eine (raumartig getrennte) Messung an
Teilchen 1 den Zustand von Teilchen 2 nicht #ndern kann (,lokaler Realismus®). Dann lisst sich der von
der Quantenmechanik vorhergesagte Ausgang des Experiments aber nur verstehen, wenn die beiden Teil-
chen schon bei ihrer Trennung die Information iiber den spiter gemessenen (Spin-) Zustand in sich tragen.
Man spricht dann von verborgenen lokalen Variablen. Da die Standard-Quantentheorie solche zusétzlichen
verborgenen Variablen nicht enthélt, wére sie also unvollstdndig. Spéter zeigte Bell, dass die Frage nach der
Existenz verborgener Variabler experimentell entschieden werden kann. Das Experiment ergab, dass ver-
borgene Variable nicht existieren. Also muss der lokale Realismus verletzt sein — bei der Interpretation des
obigen Gedankenexperiments muss man einrdumen, dass der Zustand iiber beide Teilchen und daher iiber
beide Messapparate delokalisiert ist. Die Idee des lokalen Realismus entspringt letztlich unserer Intuition,
die, wie wir gesehen hatten, weitgehend auf der klassischen Physik beruht. Wir haben es also mit einem
Aspekt der Quantentheorie zu tun, fiir den die klassische Intuition scheitert.

10.2 TUnunterscheidbare Teilchen

Bereits in der Statistischen Physik zeigt das sogenannte Gibbssche Paradozon, dass man gleichartige Teil-
chen als ununterscheidbar ansehen muss, um die korrekte Entropie eines Gases zu erhalten. Genauer muss
man davon ausgehen, dass man keinen neuen Mikrozustand eines Gases erhélt, wenn man zwei gleicharti-
ge Teilchen miteinander vertauscht. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von identischen Teilchen.
Zahlreiche Experimente zeigen, dass dies auch in der Quantenmechanik so ist. Das impliziert eine Bedingung,
die jeder Zustand des Systems erfiillen muss.

Wir betrachten zunéchst zwei identische Teilchen und fithren wieder eine Basis von Produktzustéinden
[¥1m)|than) ein. Wir definieren den Permutationsoperator P durch

P tp1m)|2n) = 110} [2m)- (10.8)
Wir untersuchen die Eigenschaften von P:
1. Da offenbar P2 = 1 ist, folgt P! = P.
2. Da P die Norm erhélt, ist P unitér, Pt = P~1. Mit Punkt 1 folgt, dass P auch hermitesch ist, Pt =Pp.

3. Da die beiden Teilchen ununterscheidbar sein sollen, diirfen sich experimentell zugéngliche Gréfien
durch Anwendung von P nich dndern. D.h. fiir die erlaubten Zusténde |9)), |¢) und jede Observable A
muss gelten

(plAl) = (ol PTAPIY). (10.9)
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Da das fiir alle |¢), |p) aus dem (noch nicht bekannten) Hilbertraum A gelten muss, kénnen wir es als
Operator-Identitét schreiben:

A=PTAP = P71 AP. (10.10)

Anwendung von P von links liefert
PA— AP, VA (10.11)
= [4,P]=0, VA (10.12)

Also vertauscht auf dem Hilbert-Raum der erlaubten Zustéinde P mit jeder Observable, z.B. auch mit
dem Hamilton-Operator.

4. DaP?2=1 gilt, hat P2 nur den (vielfach entarteten) Eigenwert 1. Daher kann P nur die Eigenwerte
A = £1 haben. Da nun [I;T , ]5] = ( ist, lasst sich ein gemeinsames vollstéindiges Orthonormalsystem von
Eigenzustédnden |E,\) zu H und P finden. Alle Zustiinde |E,+1) bilden dabei einen Unter-Hilbert-
Raum H* des Produktraums und alle |FE, —1) einen Unter-Hilber-Raum H ™.

Sei [pT) € HT und |¢~) € H~. Dann gilt fiir eine Linearkombination |¢) = ay|¢™) +a_|p™):

(elAlp) = ((¢Tla’ + (¢ la") A (arle™) +a—|e7))
lai[* (o7 |Alph) + afa_ (o |Alp™) + a”ay (o7 [Alph) + a—|* (97 |Alp7). (10.13)

Andererseits ist
(plPTAPlp) = ((¢*lat — {7 lam) A(arle™) —a_lpT)
= o+ (0" |Ale") — afa_ (¢ |Ale7) — atas (07 Ale") + la-* (07| A]7) (10.14)
Also folgt
(GlAlp) — (plPTAPIg) = 2a%a_ (¢t |Alp) + 20" ay (o~ | Alg). (10.15)
Dies muss fiir ununterscheidbare Teilchen fiir alle Observable A gleich Null sein. Es folgt

2a%a_c+2ata,c*=0 VceC (10.16)
= a3y =0 oder a_=0. (10.17)

Wir finden, dass fiir ununterscheidbare Teilchen Linearkombinationen von Zustinden aus HT und H~
nicht erlaubt sind. Also erfiillen alle erlaubten Zusténde |p)

Plo) = +[p). (10.18)

Jeder Zustand ist also entweder symmetrisch (A = 1) oder antisymmetrisch (A = —1) unter Vertau-
schung zweier identischer Teilchen.

5. Wegen [ﬁ' , ]5] = 0 ist P eine Konstante der Bewegung. Die Symmetrie A = £1 &ndert sich also in der
Zeit nicht.

Die vorstehenden Aussagen verallgemeinern sich in naheliegender Weise auf N > 2 identische Teilchen.
Vertauschen wir die Zusténde zweier Teilchen i und j, so wird der Gesamtzustand mit +1 multipliziert:

[ni,n2, .. g, Ny N = [N, N2, R, ) Y (10.19)
Fiir (spin-lose) Teilchen in Ortsdarstellung folgt eine Identitét fiir die Wellenfuntion,
(1, Ty Ty ey Tig oy TN) = £(F1, Ty o Ty oo Ty oo TN) Y, (10.20)

Das wichtige Spin-Statistik- Theorem, das wir hier nicht beweisen kénnen, sagt aus, dass die Symmetrie unter
Vertauschung, d.h. das Vorzeichen von A, mit dem Spin S der Teilchen zusammenhéngt:

e Fermionen: S halbzahlig, A = —1

e Bosonen: S ganzzahlig, A = +1.
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Das Pauli-Prinzip

Eine wichtige Folgerung fiir Fermionen ist: Sind von N identischen Fermionen zwei in demselben Zustand,
charakterisiert durch dieselben Quantenzahlen, so ergibt sich aus Gl. (10.19)

|n17n27"'ani7"'ania'"anN> = _|n1,n2,...7’I’L7;,...,TL»L‘,...,TLN>
= |n1,no,...,ng oy, ny) = 0. (10.21)

Also existiert kein solcher Zustand! Zwei identische Fermionen konnen nicht in allen Quantenzahlen iiber-
einstimmen. Das ist die Aussage des Pauli-Prinzips. Es folgt, dass jedes Orbital des Wasserstoffatoms aus
Kapitel 9) nur mit hochstens zwei Elektronen besetzt sein kann. Die Zahl 2 stammt hier vom Spin, genauer
von der magnetischen Quantenzahl mg, die die beiden Werte my; = +1/2 annehmen kann. Analog folgt

(T, Ty ooy Ty ey Tiy ooy ) = 0. (10.22)

Die N-Teilchen Wellenfunktion fiir identische Fermionen wird also Null, wenn zwei Ortsargumente {iberein-
stimmen. Es ist zu beachten, dass das nicht gilt, wenn zwei Fermionen unterschiedliche Spin-Einstellungen,
z.B. | 1) und | |), haben. Dann sind sie ndmlich unterscheidbar.

Beispiel: Zwei identische Fermionen im eindimensionalen Kasten mit undurchdringlichen Winden. Die
Schrodiger-Gleichung in Ortsdarstellung lautet

(“3 37 ~ 3 a7 ) Vlon.) = Ban,a2) (10.23)

fir ¢4, 29 € [-L/2, L/2] mit den Randbedingungen

L L L
(g <i2,xz> = 0 Vaze [—2, 2] ; (10.24)
L L L
(i ($17i2) = 0 Vuz, € [—272] (10.25)
und der Bedingung der Antisymmetrie,
Y(x2, 71) = =P (71, 72). (10.26)
Ansatz:
1
b(z1,22) = 5 [p1(x1)pa(2) — 01(22)p2(21)]. (10.27)

Die Antisymmetrie ist offensichtlich erfiillt. Die Randbedingungen erfordern

%1 (ij;) = 2 (i§> =0. (10.28)

Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung ergibt

I i anpa(en) + o (2) (1) — o r (@) (@) + o (@) a ()
om P1(T1)P2(T2 2m<,01 2)P2 (L1 om P1(T1)Po (T2 om P1(T2)p2(T1
= E1(z1)p2(z2) — E 1(x2)p2(21). (10.29)
Als weiteren Ansatz nehmen wir an, dass @1, po Losungen der Ein-Teilchen-Schrédinger-Gleichungen
7 Y(z) = Eipi(z) (10.30)
om Y1 = 1$1(T), .
7 5(z) = Eypa(r) (10.31)
om P2 = 2 P2 .

sind. Die Losungen dieser Gleichungen bilden zwei vollstindige Orthonormalsysteme von Eigenfunktionen
©1m(x), Yam(x) zu Eigenwerten Fi,,, Fa,, die wir aus Abschnitt 6.2 kennen. Einsetzen von ¢1 = ¢1m,
Y2 = Pam ergibt

Elm@lm(xl)tp2m($2) - E2m<,01m($2)<,02m($1) + Ezmwlm(ffl)@zm(fﬂz) - E1m801m($2)§02m($1)
= E @1m(x1)02n(x2) — E @1m(22)p2n(x1), (10.32)

woraus folgt

(Evm + Eopn — E) [1m(21)@2n(22) — ©1m (22)@2n(21)] = 0. (10.33)

Wir konnen zwei Féille unterscheiden:
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1. m = n, dann sind @1, und @9, = a2, tatsichlich dieselbe Funktion ¢,, und wir erhalten

om(21)om(2) — Pm(T2)Pm (1) = 0. (10.34)
Dies erfiillt zwar Gleichung (10.33), ergibt aber ¢ (z1,x2) = 0, was keine erlaubte Losung ist.

2. m # n, dann ist @1, (21)wan(2) — ©1m(T2)an(21) fast iiberall von Null verschieden (es reicht hin,
dass es x1, xo gibt, fiir die der Ausdruck ungleich Null ist) und es folgt

Eim + Eop = E. (10.35)

Damit ist der Ansatz erfolgreich und wir finden als Losungen

Yma(1,22) = 3 [om(z)gn(22) — om(@)on()] (10.36)
zu Eigenenergien F,, + E,, fiir alle m, n = 1,2,3,... mit m # n. Die Kombinationen m, n und n, m ergeben
offenbar dieselbe Losung, bis auf einen irrelevanten Vorzeichenwechsel. Man kann zeigen, dass die ¥, (21, 22)
ein vollstdndiges Funktionensystem bilden und daher bereits alle moglichen Losungen enthalten. Die gefunde-
nen Eigenzustinde sind offenbar verschréinkt, was durch die Antisymmetrie der Wellenfunktion fiir Fermionen
erzwungen wird. Wir merken noch an, dass wir das Problem nur deshalb recht einfach 16sen konnten, weil der
Hamilton-Operator im Beispiel keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen enthélt. Die Behandlung solcher
Wechselwirkungen, z.B. der Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektronen in Festkorpern, ist Gegenstand
der Vielteilchentheorie.
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