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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Wozu Vielteilchentheorie?

Es ist nicht zu bestreiten, dass die Welt um uns herum aus vielen Teilchen besteht. Was bedeutet ,yiel” in
diesem Zusammenhang? Ein Mol einer Substanz ist typischerweise eine alltdgliche Menge. Ein Mol enthélt
bekanntlich N, ~ 6,022 x 1022 Atome oder Molekiile. Diese Loschmidt-oder Avogadro-Zahl gibt an, was
wir hier mit ,yielen Teilchen* meinen. Die Atome und Molekiile bestehen ihrerseits aus Atomkernen und
Elektronen.

Wir wollen verstehen, wie sich Systeme aus vielen Teilchen verhalten. Wie {iblich in der Physik be-
trachten wir zunéchst relativ einfache Systeme, z. B. saubere Kristalle. Selbst diese sind aber nicht einfach.
Dazu ein Beispiel:

Wir betrachten ein System bestehend aus N a~ N schweren Teilchen mit Ladung +6e
und Spin Null und 6N leichten Teilchen mit der Ladung —e und Spin 1/2. Wir lassen diese
Teilchen bei einer bestimmten Temperatur 7" und einem bestimmten Druck p ins Gleichgewicht
kommen, d.h. wir warten lange genug. Das System ist einfach in dem Sinne, dass es nur aus
zwei Arten von Teilchen besteht, die jeweils ununterscheidbar und nur durch drei Gréfen
charakterisiert sind: Masse, Ladung und Spin. Das ldsst vermuten, dass wir die Eigenschaften
des Systems im Gleichgewicht voraussagen kénnen sollten. Wir haben es hier natiirlich mit
einem Modell fiir Kohlenstoff zu tun: N Kohlenstoff-12-Kerne und 6 N Elektronen. Die innere
Struktur der Kerne ist hier unerheblich, es sind fiir uns einfach Teilchen mit der Ladung +6e
und der Masse 12u. Abhéingig von p und T ist es entweder Graphit (geschichteter hexagonaler
Kristall, weich, schlechtes Metall, opak) oder Diamant (kubischer Kristall, sehr hart, Isolator,
durchsichtig). Es treten noch weitere langlebige, aber vermutlich metastabile, Phasen auf,
z. B. Fullerene und Nanoréhren. War diese Vielfalt von Modifikationen vorauszusehen? Was
passiert, wenn wir stattdessen N schwere Teilchen der Ladung +7e¢ und 7N leichte Teilchen
der Ladung —e haben?

Offenbar ergeben sich fiir Systeme mit vielen Teilchen neue Effekte, die aus den Eigenschaften der Kon-
stituenten nicht unmittelbar abzulesen sind, obwohl sie aus diesen folgen. Das Ganze ist in diesem Sinne
mehr als die Summe seiner Teile. Dieses Phénomen bezeichnet man als Emergenz.

Wir wollen solche Systeme aus vielen Teilchen verstehen. Das flihrt auf eine zweite Frage: Benotigen
wir dafiir neue Werkzeuge? Reichen die bisher betrachteten Methoden, v. a. der Quantenmechanik, nicht
aus?

In der Physik der kondensierten Materie kennen wir, anders als in der Hochenergiephysik, den Hamil-
tonian genau, jedenfalls in der fiir die allermeisten Eigenschaften relevanten Vereinfachung. Er lautet fiir
das Beispiel von Kohlenstoff-12
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in einer offensichtlichen Notation fiir die Orte und Impulse der Kerne und der Elektronen. Das elek-
tromagnetische Feld iiber die Coulomb-Wechselwirkung hinaus wurde hier vernachléssigt, ebenso wie
relativistische Effekte, z. B. die Spin-Bahn-Kopplung. Um zu sehen, ob wir ein Vielteilchensystem mit den
Methoden der Quantenmechanik 16sen konnen, untersuchen wir ein einfacheres Vielteilchensystem:

Wir betrachten ein Schachbrett (8 x 8 Pliatze) mit einem elektronischen Orbital auf jedem
Feld. Welche Zusténde eines einzelnen Feldes sind dann moglich? Auf jedem Feld kann entweder
kein Elektron sitzen oder eines mit Spin auf oder eines mit Spin ab oder zwei mit Spins auf
und ab. Wir kénnen diese Zustédnde schreiben als {|0), [1), [{),|1})}. Andere Konfigurationen
sind durch das Pauli-Prinzip fiir Fermionen ausgeschlossen. Wieviele Zustédnde hat also das
Gesamtsystem? Antwort: Das Schachbrett-Modell hat 454 = 2128 ~ 3.4 x 10%® Zustéinde, d.h.
der Hilbertraum hat 2!?® Dimensionen. Das ist eine grofe Zahl! Den Hamilton-Operator kann
man als Matrix der Dimension 2'?® x 2!2® schreiben — oder auch nicht, weil man nicht genug
Papier und Zeit dafiir hat. Um die Eigenzustdnde des Systems zu erhalten, miissten wir diese
Matrix diagonalisieren. Das ist unmdglich.

Das Schachbrett ist ein sehr bescheidenes Modell fiir ein Vielteilchensystem und dennoch i. A. viel zu
grofs fiir eine exakte Losung. Wir werden sehen, dass man in manchen Féllen solche Systeme dennoch
exakt diagonalisieren kann, z. B. wenn die Elektronen nicht wechselwirken (ziemlich einfach) oder in einer
eindimensionalen Kette mit nur lokaler Wechselwirkung (schwierig). Da dies offensichtlich nicht mit roher
Gewalt erfolgen kann, erfordert die Losung Einsicht in die Physik des Systems. In den allermeisten Féllen
kénnen wir aber keine exakte Losung finden. Wir bendtigen also Methoden, die

1. Nédherungen beinhalten und
2. es vermeiden, alle Zustdnde des Systems explizit behandeln zu miissen.

Der zweite Punkt macht klar, dass wir Konzepte aus der Thermodynamik und Statistischen Physik benoti-
gen werden.

Es stellt sich heraus, dass Methoden der Quantenfeldtheorie, die iiberwiegend zur Beschreibung von
Elementarteilchen entwickelt wurde, auch fiir Vielteilchensysteme sehr niitzlich sind. (Dass das kein Zufall
ist, wird kurz im folgenden Abschnitt diskutiert.) Im néchsten Kapitel folgt daher eine Einfiihrung in die
Quantenfeldtheorie.

1.2 Vielteilchensysteme, Emergenz und Universalitit

Wir wollen das Thema ,Das Ganze ist mehr als die Summe seiner Teile“ (Emergenz) noch etwas weiter
diskutieren, in Anlehnung an das in der Literaturliste angegebene Buch von X.-G. Wen. Wir betrachten
einen Kristall, sagen wir Diamant, bei niedrigen und bei hohen Energien.

Ein Experiment bei hohen Energien, z. B. Beschuss der Probe mit schnellen Ionen, wird Atome aus
dem Kristall herausbrechen. Dafiir sind offenbar die Bindungen zwischen den Atomen, also Physik auf
atomaren Léingenskalen, entscheidend. Bei Streuung hochenergetischer elektromagnetischer (Rontgen-)
Strahlung bleibt der Kristall intakt, aber die Strahlung ,sieht* das Kristallgitter, da die Wellenldnge
kiirzer ist als der atomare Abstand. Die Rontgen-Strahlung wird am Gitter gestreut. Eigenschaften auf
atomarer Skala sind wiederum wichtig. Diese werden bestimmt von stark miteinander wechselwirkenden
Atomkernen und Elektronen und sind kompliziert und systemabhéngig.

Ganz anders bei niedrigen Energien oder niedrigen Temperaturen. Die einzigen Anregungen von Dia-
mant bei niedrigen Temperaturen sind Gitterschwingungen des Kristalls. Es zeigt sich, dass diese quan-
tisiert sind; die Quanten der Gitterschwingungen sind die Phononen (in Analogie zu den Quanten des
elektromagnetischen Feldes, den Photonen). Phononen sind spin-lose (skalare) Bosonen (siehe unten) mit,
bei niedrigen Energien, linearer Energie-Impuls-Relation, E = ¢; |k|. Hier ist k ist der Wellenvektor (wir
setzen h = 1) und ¢s die Schallgeschwindigkeit. Die Wechselwirkung zwischen Phononen ist schwach.
Die Physik ist die von freien, relativistischen Bosonen. Sie ist einfach und universell; wenn wir Silizium



oder Schwefel oder (festes) Xenon statt Diamant betrachten, finden wir ebensolche Phononen, nur ¢, ist
systemabhiingig. Ahnliche Universalititen beobachtet man z. B. fiir die niederenergetischen Anregungen
von magnetisch geordneten Festkérpern und von Supraleitern.

Die niederenergetischen Phononen sind also einfache kollektive Anregungen eines komplexen Vielteil-
chensystems. Wen diskutiert die interessante Idee, dass die uns bekannten Elementarteilchen ebenfalls
kollektive Anregungen eines komplexen fundamentaleren Systems sind. Wens Hauptbeitrag zu dieser For-
schungsrichtung ist, dass er nicht nur skalare Bosonen (wie die Phononen), sondern auch Fermionen und
ein elektromagnetisches Feld als kollektive Anregungen erkldren kann. Das in diesem Fall zu Grunde
liegende System, um dessen kollektive Anregungen es geht, ist ein ziemlich kompliziertes Spin-Gitter.
Wichtiger ist der prinzipielle Nachweis, dass die Elementarteilchen kollektive Anregungen sein kénnten —
und damit nicht elementar.

Fiir uns wichtig ist die Erkenntnis, dass die Eigenschaften von Vielteilchensystemen bei niedrigen
Energien und Temperaturen teilweise universell sind. Wir kénnen daher mit einer einheitlichen Theorie
z.B. die Gitterschwingungen aller Kristalle beschreiben.

1.3 Uberblick

Das vorliegende Skript behandelt folgende Themen:

Einfiihrung in die Quantenfeldtheorie

Es wird zunéchst exemplarisch die klassische Feldtheorie der linearen Kette und der schwingenden Saite
besprochen. Dann werden wesentliche Ideen der Quantisierung von Feldtheorien vorgestellt, von der li-
nearen Kette fortschreitend iiber skalare Felder und das Dirac-Feld zum elektromagnetischen Feld. Dieser
Abschnitt endet mit der Behandlung von Grundlagen der Quantenelektrodynamik (QED). Als Literatur
ist z. B. Huangs Buch zu empfehlen.

Vielteilchentheorie bei der Temperatur Null

Dieses Kapitel behandelt Vielteilchentheorie fiir Festkorper, zundchst im Grundzustand, also bei der
Temperatur 7' = 0. Die wichtige Methode der Green-Funktionen wird fiir diesen Fall eingefiihrt, sie stellt
sich aber spéter als viel allgemeiner heraus. Als Literatur sind die Biicher von Bruus/Flensberg, Mahan
und Nolting zu empfehlen.

Vielteilchentheorie bei endlichen Temperaturen

Hier gehen wir zu Systemen bei Temperaturen 7' > 0 {iber, in denen thermische Anregungen vorhanden
sind. Dies wird der umfangreichste Abschnitt sein. Wir werden zunéchst Vielteilchen-System im Gleich-
gewicht bei einer bestimmten Temperatur diskutieren. Mit der Behandlung von Transportphéinomenen
gehen wir dann konzeptionell {iber die Gleichgewichtsphysik hinaus. Allerdings beschrinken wir uns auf
Transport in schwachen angelegten Feldern, dann ist die ,,Antwort* des Systems linear und kann aus den
Gleichgewichtseigenschaften bestimmt werden. Die Lehrbiicher von Bruus/Flensberg, Mahan und Nolting
sind auch fiir diesen Abschnitt geeignet.

Dichtefunktionaltheorie

Hier wird kurz eine komplementire Herangehensweise an das Vielteilchenproblem diskutiert.

Diffusion und die Boltzmann-Gleichung

Dieses kurze Kapitel verkniipft Vielteilchentheorie und Statistische Physik auflerhalb des Gleichgewichts.
Hauptséchlich wird dies anhand der Boltzmann-Transportgleichung durchgefiihrt.



1.4 Danksagung

Ich mochte Herrn Konrad Schmidt herzlich fiir die Erstellung der LaTeX-Datei und der Bilder fiir die
erste Version (2008/09) dieses Skripts danken. Weiterhin danke ich Herrn André Dankert fiir den Hinweis

auf mehrere Fehler.



Kapitel 2

Einfihrung in die Quantenfeldtheorie

Zunéachst betrachten wir klassische Feldtheorien, also Theorien fiir die Dynamik von Feldern. Ein Feld
ist ganz allgemein eine Funktion des Ortes r und oft auch der Zeit ¢. Beispiele sind die Temperatur (ein
skalares Feld), und das elektrische Feld (ein Vektorfeld).

2.1 Lineare Kette

Wir betrachten als einfaches Beispiel die lineare Kette.

Masse m Federkonstante &

g g

OAMCOMOMCOMNO
> a

Die Teilchen haben die Masse m, die Federn besitzen die Federkonstante x. Wir betrachten nur Schwin-
gungen in einer Raumrichtung, z. B. entlang der Kette (longitudinal) oder in einer der beiden moglichen
Richtungen senkrecht dazu (transversal). Wie in der klassischen Mechanik wéhlen wir fiir die Beschreibung
den Lagrange-Formalismus, da dieser auch in der QFT wichtig ist,

1 . 1
L= Z {2 mg; — 5t (@1 — @)’ (2.1)

wobei ¢; = die eindimensionale Auslenkung von Teilchen i ist. Periodische Randbedingungen sind sinnvoll,
da fiir grofe Systeme Randeffekte i. A. irrelevant sind. Sie ergeben

Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir ¢; lautet

d OL oL
aon_9h 2.
dt aq] aqj ( 3)
d .
= = Md; + (@5 —qj—1) +K(q5 — ¢j41) =0 (2.4)
. K K
= G=— (5 — qj—1) — - (@5 — gj+1) (2.5)
. K
= G = —(gj+1+d5-1 — 245). (2.6)

Die Losung erfolgt mit Hilfe einer Fourier-Reihe, da das System periodisch ist:

1 .
4= I Zp:@(p) e’ (2.7)



Um herauszufinden, welche Werte von p die Summe enthélt, betrachten wir die Randbedingung ¢;+n = ¢;.
Daraus folgt

eP+N) — oinj
= ePN=1 = pN=2mn,neZ (2.9)
2mn
N
Weiter ist ¢; diskret, daher ist die Fourier-Transformierte Q(p) periodisch:
ei(p+27r)j _ eipj ei27rj _ eipj (211)
=1

ergibt keine neuen Losungen, daher konnen wir p auf |—7, 7|, die 1. Brillouin-Zone der Kette, beschrianken.
Also gilt

N

ST Que I mit Q= Q2mn/N). (2.12)
n—ferl
(N gerade)

Einsetzen in die Bewegungsgleichung ergibt

1 .. Comm n . omm
ﬁanelzwz ZQneQNJ<e Nf+e*”TJ72) (2.13)

fiir alle j. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Exponentialfunktionen fiir verschiedene n gilt also fiir
jeden Term der Reihe

. K j2mn
Qn =—\|e N
m

Wir erhalten entkoppelte Gleichungen fiir die Eigenmoden @, (t). Die Losung erfolgt durch den Ansatz
Qn = eiiw}tv

- 27N 2 2
*ZTJ—2) anﬁm (COS]T—1> Qn:_gs 27Tn Qn (214>

4
o W2Q, = -2 27”‘ (2.15)

= w=2/— i ‘sm—‘ =: wp. (2.16)

Die w,, sind die Figenfrequenzen. Der Ansatz funktioniert offenbar. Die Dispersionsrelation fiir w,, ist hier
skizziert:

@

n

nichts Neues
nichts Neues

1. Brillouin—Zone



Die physikalischen Eigenmoden sind reell,

2 2

Re exp (Z;:/,nj - iwt) — cos <]7TV”J - wt) , (2.17)
2 2

Im exp (Z;nj — iwt) = sin (;;lj — wt) . (2.18)

Wenn wir die Gitterkonstante a der Kette einfiihren, kénnen wir den Ort entlang der Kette mit x = ja
bezeichnen. Dann sehen wir, dass die Wellenzahl

_ 2mn

k= Na

(2.19)

lautet. Die Eigenmoden sind dann einfach cos(kz —wt) und sin(kx —wt) und die Dispersionsrelation lautet
nach Gl. (2.16)

w(k) = —

- (2.20)

Da wir in diesem Kapitel Feldtheorien untersuchen wollen, ist es sinnvoll, zum Kontinuums-Limes iiber-
zugehen. Die lineare Kette wird im Kontinuums-Limes zur schwingenden Saite. (Die Schwingung realer
Saiten ist durch transversale Moden dominiert.) Wir betrachten den Grenzfall N — oo und Gitterkon-
stante a — 0, so dass die Gesamtlinge Na =: R konstant bleibt. Sei

q(z,t) := ¢;(t) mit z = ja. (2.21)

In der Lagrange-Funktion erhalten wir

q;(t) = q(x,1) (2.22)
q;(t) = q(x,1t) (2.23)
0q(z,t)
dj+1 —q; — a O (224)
1 R
Z‘..—>7/ de ... (2.25)
- a Jo
J
(Begriindung: Diese Ersetzung soll fiir jede Funktion gelten, wir setzen ... = 1 und erhalten auf bei-

den Seiten dasselbe Ergebnis N.) Wir definieren die eindimensionale Massendichte ¢ := m/a und die
mechanische Spannung o := ka, dann ist

ot [ o2 - (2] -

Es folgt die Bewegungsgleichung

0%q 0%q

e S 2.2
° o2 7 9x2 0 (227)
0%q 1 0% . o
et ek 229

Das ist die wichtige Wellengleichung mit der Schallgeschwindigkeit cs.

In Kiirze: Losungen sind die Eigenmoden =% mit der Frequenz w = ¢, |k| und der Wellenzahl
k = 27n/R mit n € Z. Da das System nicht diskret ist, gibt es keine 1. Brillouin-Zone, beliebig grofie n
und k sind erlaubt und beschreiben unabhéngige Moden.

10



k

Fiir n < N, also k < 27/a, erhalten wir fiir die diskrete lineare Kette nach Gl. (2.20)

ka

2

ka

2

w(k) =2,/ 2

m

ka K
in—|~2,/=
sm2‘

g
0a?

= ¢, |K|. (2.29)

Fiir kleine k& und entsprechend grofe Wellenldngen A = 2w /k verhilt sich die lineare Kette also wie
eine kontinuierliche Saite. Das ist offensichtlich auch der Grenzfall kleiner Frequenzen w. Die Theorie
der schwingenden Saite ist also die effektive Theorie der linearen Kette fiir kleine Frequenzen, vgl. Ab-
schnitt 1.2. In der Vielteilchentheorie spielt die Konstruktion effektiver Theorien, die gewisse Grenzfille
beschreiben, eine wichtige Rolle.

2.2 Quantenmechanik der linearen Kette

Als néchstes wollen wir zur quantenmechanischen Beschreibung der linearen Kette iibergehen. Wir wol-
len das klassische System also ,,quantisieren”. Es sei daran erinnert, dass es prinzipiell unméglich ist, die
gesuchte Quantentheorie aus der klassischen Mechanik herzuleiten, da die Quantenmechanik die allgemei-
nere Theorie ist und die klassische Mechanik ihr Grenzfall. Also kénnen verschiedene Quantentheorien
denselben klassischen Grenzfall fiir A — 0 haben. Welche die richtige ist, kann letztlich nur das Experiment
entscheiden. Ein Beispiel ist, dass die Quantisierung in kartesischen Koordinaten erfolgen muss. Wiirden
wir sie z. B. in Kugelkoordinaten durchfiihren, bekdmen wir eine widerspruchsfreie Quantentheorie, die
aber das Wasserstoff-Atom nicht richtig beschreibt.

Fiir mechanische Systeme von Massenpunkten wissen wir, dass wir die kartesischen Koordinaten g;
und die zugehdrigen kanonisch konjugierten Impulse p; = 90L/9¢; = mg; durch Operatoren ersetzen
sollen, die die kanonischen Vertauschungsrelationen

[pj k] = =6, (2.30)
[pj, pr] =0, (2.31)
g, q] =0 (2.32)

erfiillen (wir setzen hier i = 1). Diese ,Quantisierungsvorschrift* ist als Postulat aufzufassen, dass dadurch
gerechtfertigt wird, dass die Voraussagen der Theorie mit dem Experiment iibereinstimmen.
Aus der Lagrange-Funktion L ergibt sich die — zunéchst klassische — Hamilton-Funktion

2
p; 1 2
H = Ej 72’:’1 + 5 K (Qj+1 — Qj) . (233)

Beim Ubergang zur Quantenmechanik ersetzen wir ¢j, p; durch Operatoren mit kanonischen Vertau-
schungsrelationen. Dadurch wird H selbst zum Hamilton- Operator.
In Analogie zur klassischen Theorie Fourier-transformieren wir g;, p;: Aus

1 omn
4= 5 2 Qe ¥, (2.34)
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folgen die Umkehrtransformationen

Man kann zeigen, dass @Q,, und P} die folgenden Vertauschungsrelationen erfiillen:

7’L($Jk

1 j2m(n=m) 7 .
—ZNZe N ‘7:NN5nm:—25nm.
J

[PI, Q]

Man findet auch

Pl =P_,,
QIL == Q—n-

Der Hamilton-Operator lautet
pT’pj 1
H = Z [5771 t3 R(QJT-H - q;—) (gj+1— Qj)]
J

(da pj, g; Hermitesch)

L ZZ |:PTP an]_,’_,LZ‘lrn ,‘{QT in ( _1%4]6_121\;1 —e_i%j)

nn’

2nn’ c27n’ c27mn’
><(ez N IR —elTN 3)}

TP, n(n—n') 2m(n—n') . S Comn )
o S [ Qe (o

n,n’

PP, 1 emn! ize
:NZN(SWM|: ;m +§KJQLQW (2—62N —e 2N >:|

= { n "—|—2 K sin® QTQn]

1
:Z {MPJPH+2meQILQn}-

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.41)

Die durch n abgezéhlten Moden scheinen nun entkoppelt zu sein. Das stimmt aber noch nicht ganz: wegen
Gln. (2.39) und (2.40) sind die Moden fiir n und —n noch gekoppelt. Wir nutzen diese Relationen aus,

wobei wir die Félle n = 0 und n = N/2 separat behandeln:

1
H = T PO + 5 MWy Qo PN/2 +3 mwN/Q QN/Q
1 1
+ 0y { PiP, 4+ = mwQQTQn + 5~ Pa Pl 4= mwQQnQT
2m
0<n<N/2

12
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Hier sind Qo und Py sowie Qn/2 und Py, Hermitesch. Beachte dabei, dass n = N/2 und n = —N/2
dieselbe Mode bezeichnen. Seien nun

Q . QLn + iQQ,n
no NG) . N
P _. Pl,n i iPQ,n fir 0 <n< 5 (243)

V2

mit Hermiteschen Qq.,n, Pa,n. Dann gilt

Qn + Qf,
n=——2 2.44
Ql, ) \/i ( )

Qn B QT
n=——2 2.45

P, + P!
P —n 2.46
1,n \/5 ( )

P, — P!
Py =—=". (2.47)

iv?2
Dies entspricht der klassischen Abbildung auf reelle (Sinus— und Kosinus-) Losungen. Es folgt
1
H = TPO "‘* oQo PN/2+ mwN/Q QN/Q

1 1

+ Z |:2m (P1n+P2 71)+ mw (an+Q2 n):| . (248)
0<n<N/2

Man zeigt leicht, dass [Pa.n, @g,m] = —0a80nm fir a,8 = 1,2 und n,m > 0. Diese Operatoren kommu-

tieren auch mit Qo, Po, QN/27 PN/2-
Wir erhalten damit einen Satz entkoppelter harmonischer Oszillatoren. Die Losung ist bekannt: Die
Eigenenergien lauten

1 1 1 1
E= wg (Vo + 2> + wny2 <VN/2 + 2) + Z Wn <V1,n + 2) + Z Wn, <V2,n + 2) (2.49)

-0 0<n<N/2 0<n<N/2

mit vo, Vn/2, V11, V12, V13, - - -, V21, .- - = 0,1,2,... Jede Mode kann also 0, 1,2, .. -fach angeregt sein. Diese
quantisierten (diskreten) Anregungen sind die Phononen.

Im Kontinuums-Limes wird
R
1 1 dq
H= de | —p? (z,t 2.50
/o x[QQp (z )+ <6x>] ( )

mit [p(x,t),q(z’,t)] = —id (x — 2’). Ansonsten ist die Diskussion analog. Der Hamilton-Operator H be-
schreibt eine Quantenfeldtheorie fiir das Feld g(x,t) und sein kanonisch konjugiertes Feld p(z,t). Wir
werden dieselbe Theorie spiter aus einer ganz anderen Uberlegung — der Betrachtung masseloser, relati-
vistischer Bosonen — wieder erhalten.

2.3 Erste Quantisierung

Wir wiederholen zunéchst Material aus der Quantentheorie von Mehrteilchensystemen. Es geht insbeson-
dere um die wichtige Idee der ,zweiten Quantisierung®. Zur Vorbereitung wiederholen wir den Schrédinger-
Dirac-Formalismus der Quantentheorie, den wir in diesem Zusammenhang ,erste Quantisierung” nennen.

2.3.1 Einteilchensysteme

Der Zustand eines Quantensystems wird beschrieben durch einen Vektor |¢) aus einem Hilbertraum #.
Die Zeitentwicklung des Zustandes wird durch die Schrédinger-Gleichung

d
i ) = ) (2.51)
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mit dem Hamilton-Operator (Hamiltonian) H bestimmt. H ist ein Hermitescher linearer Operator auf H.
Die formale Losung lautet

(1)) = e [(0)), (2.52)
wie man durch Einsetzen sieht. Man wéhlt 1)) normiert:
(Who) = (1)) - ) = 1. (2.53)

Wir werden im Allgemeinen auch fiir ungebundene Zusténde diese Normierung verwenden. Dazu nehmen
wir ein grofies, aber endliches Volumen V des Systems an. Sind |r) die Eigenzustéinde des Ortsoperators

A

r,

Fr) = r|r), (2.54)
so ist die zu |¢) gehdrende Wellenfunktion
P(r) = (r[y)). (2.55)

Dies ist die Darstellung der Zustéinde in der Basis der |r). Man kann jede Basis nehmen, z. B. von
Impulseigenzustinden |k), die die Gleichung

plk) = k[k) (2.56)

erfiillen. Die Vollsténdigkeitsrelationen lauten fiir diese Darstellungen:
/d3r Ir) (r| =1, (2.57)
/d3k3 k) (k| = 1. (2.58)
Mit (r|k) = (1/v/V) ™™™ (V ist das Volumen des Systems) folgt

(kl) = / dr () (el = [ dPr = e Hry(r) (2.59)

3 —_—
T\FV

Das ist offenbar die Fourier-Transformierte von ¢(r).
Eine niitzliche Basis wird von den Eigenzustdnden des Hamiltonians H gebildet:

Hv) = B, |v) (2.60)

(v sind geeignete Quantenzahlen). Die |v) sind vollstdndig, was sich unter der Annahme eines diskreten
Spektrums als
> =1 (2.61)
v

schreiben lasst. Fiir kontinuierliche Teile des Spektrums ist die Summe durch ein Integral zu ersetzen. Die
Eigenfunktionen von H sind
u,(r) = (r|v). (2.62)

Die Darstellung eines beliebigen Zustands in dieser ,Eigenbasis“ lautet
) = v){v|y) = v|Y) |v 2.63
|>§V:|><|>§V:<\>|> (2.63)
Zahlen

oder auch

D(r) =D W) (elv) = > (wlv) u,(x). (2.64)

v v

Die Eigenzustdnde dndern sich mit der Zeit nur in ihrer Phase,

(1)) = e~ |p(0)) = ¢ [1(0)), (2.65)
Zahl
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so dass sich die Form der Wellenfunktion nicht &ndert,

u,(r,t) = e Bt g, (r,0). (2.66)

unabh. von r

Interpretation: |(v|1)|? ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Zustand |v) befindet.
() d°r = Jop(r)[* d*r (2.67)

ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das Teilchen im Volumenelement d®r um den Punkt r befindet. Fiir
Eigenzustédnde (und nur fir Eigenzustinde) von H ist

g (0, )2 = [e 7B Juy (1, 0)2 = [u (, 0) [ (2.68)

zeitunabhéangig.

2.3.2 Vielteilchensysteme

Fiir mehr als ein Teilchen brauchen wir eine zusétzliche Annahme dariiber, wie wir Zustiande beschreiben
wollen. Die formale Frage lautet: Was ist der Zustandsraum fiir mehrere Teilchen? Eine naheliegende
Antwort ist folgende: Fiir zwei Teilchen ist der Hilbertraum das direkte Produkt von zwei Einteilchen-
Hilbertraumen, Ho = H ® H. (Wir haben hier angenommen, dass die beiden Einteilchen-Hilbertraume
identisch sind. Das ist oft der Fall, selbst wenn die Teilchen unterscheidbar sind. Zum Beispiel sind
Elektronen und Protonen Spin-1/2-Teilchen, die sich im dreidimensionalen Raum bewegen. Sie haben
daher dieselben Einteilchen-Hilbertraume. Sind die Einteilchen-Hilbertrdume verschieben, so haben wir

HQ = 7'[Teilchen 1® 7_[Teilchen 2~)
Die Verallgemeinerung auf NV Teilchen lautet offenbar

Hy=H&.. . ®H. (2.69)
———

N Faktoren

Diese Gleichung driickt aus, dass jedes der Teilchen in jedem Einteilchenzustand sein kann, unabhingig
von den Zustdnden der anderen Teilchen. Mit anderen Worten: Jedes Teilchen hat einen vollstdndigen
Einteilchen-Raum # zur Verfligung.

Da die Ortseigenzusténde |r) eine Basis von H bilden, lautet die Ortsbasis von Hy

1)

|r2)
[r1) |ro) |r3) - - |ry) = . =:|r1,ra,...,rn) € Hn. (2.70)
R 2 |I‘N>

Die Ortsdarstellung von Zustédnden ist definiert durch

’l[)(l‘l,l‘g,...,I'N) = <I‘1,I’2,...,I‘N|’L/)>. (271)

Dann ist
|w(r1,r2,...,rN)|2d3r1--~d37‘N (272)

die Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 in d3r; um r;, Teilchen 2 in d®ry um ry usw. zu finden.
Wir kénnen auch eine beliebige Basis von Einteilchenzusténden |v) verwenden, wobei v ein vollstandi-
ger Satz von Einteilchenquantenzahlen ist:

v, v2, . uN) = v)|ve) - [vn), (2.73)
Wy = > |, on) v, oonly)
= Z <V17...Z/N|¢>|I/1,...I/N> (274)
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= (ri,re,...,ry) = (r1,re,...,rN|0))

= Y (e onY) (ealn) (rafva) - (e |vw)

Vi,....VN

= Y (e NY) (1) iy (r2) -y () (2.75)
—_——

Vl,y..osUN

Zahlen

mit den Einteilchenwellenfunktionen u, (r) zu den Quantenzahlen v.

2.3.3 Ununterscheidbarkeit

Wir haben es oft mit ununterscheidbaren Teilchen zu tun. Zum Beispiel tragen Elektronen keine Etiket-
ten mit sich herum. Zwei Elektronen sind daher prinzipiell nicht unterscheidbar. Man kann bei einem
Streuexperiment mit zwei Elektronen nicht entscheiden, welches Elektron im Endzustand welchem im
Ausgangszustand entspricht. Das ist kein praktisches, experimentelles Problem, sondern ein prinzipielles.

e

IS

Nr. 2 €

Fiir ununterscheidbare Teilchen muss der Zustand gleich bleiben, wenn zwei Teilchen vertauscht wer-
den. |¢) darf sich dabei also nur um einen konstanten Faktor &ndern:

(1, .., Tk, Ty, .., IN) = AY(ry, ..., Tj, ... T, ..., IN). (2.76)

>

Zweimalige Vertauschung ist, zumindest in drei (oder mehr) Raumdimensionen, die Identitétsoperation,
also gilt

P(ri, ..., rj, .. .Tp,...,TN) = )\Q@b(rh...,rj,...rk,...,rN). (2.77)
= M=1= A=+l (2.78)
als einzige Moglichkeiten. Fiir A = +1 nennen wir die Teilchen Bosonen, fiir A = —1 Fermionen. In

zwei Raumdimensionen gilt das {ibrigens nicht: Hier bewegt sich bei der zweimaligen Vertauschung jedes
Teilchen genau einmal um das andere herum. In zwei Dimensionen kann man die Bahnen, die die beiden
Teilchen beschreiben, nicht stetig so verformen, dass sie nicht mehr umeinander herum laufen. Dazu
miisste man eine Bahn durch das andere Teilchen hindurch schieben, was eine qualitative Anderung
der Bahnen darstellt. Daher ist in zwei Dimensionen die Anzahl der zweifachen Vertauschungen eine
topologische Invariante — sie kann durch stetige Verformung der Bahnen nicht gedndert werden. Das ist in
drei (und mehr) Dimensionen anders, hier kann man die Bahnen immer zu einem Punkt zusammenziehen.
Daher muss in zwei Dimensionen der Zustand, der durch zweifache Vertauschung entsteht, nicht mit dem
urspriinglichen Zustand identisch sein. Dann folgt, dass A zwar aufgrund der Normiertheit der Zustdnde
den Betrag eins haben muss, aber eine beliebige Phase haben kann. Man spricht von Anyonen. Noch
kompliziertere Fallen kénnen auftreten, wenn mehrere Zustande entartet sind. Diese interessanten Aspekte
betrachten wir hier nicht; wir haben es immer mit Bosonen oder Fermionen zu tun.
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Die oben gefundene Darstellung

P(ry,ra, ..., ry) = Z (V1,2 . N ) Uy, (P1) - - Uy (TN) (2.79)

Vl,...,VN

ist fiir ununterscheidbare Teilchen problematisch. Diese Wellenfunktion erfiillt i. A. nicht die fermionische
oder bosonische Relation fiir Vertauschungen der r;. Diese Relationen fiihren auf Zusatzbedingungen fiir
die Koeffizienten (v, va, . .. vx|1). Es ist wiinschenswert, diese Bedingungen gleich in die Basis einzubauen.
Das kann man durch (Anti-) Symmetrisierung erreichen: Wir definieren

Up, (r1) Uy, (r2) -+ uy, (rN)
Sitty, (r1) -y (Tn) o= b :(r1) b ;(rZ) .. b (:rN) , (2.80)
U (1)t (F2) o (r) |,
wobei | ... |- die Determinante ist:
Sty (11) - upy (E8) = D 580(p) ty (¥p,) -+~ Uy (T ), (2.81)
pESN

wobei Sy die Gruppe aller Permutationen (py1,pe, ..., py) der N Elemente (1,2, ..., N) ist (die sogenannte
Symmetrische Gruppe) und sgn(p) das Vorzeichen der Permutation p. (Beispiel: sgn(2,1,3) = —1, da
eine Vertauschung notig ist und eins ungerade ist. Man schreibt auch (—1)P.) Die Vertauschung zweier
Ortsarguments r; und ry, entspricht der Vertauschung zweier Spalten der Determinante. Diese éndert unter
einer solchen Vertauschung ihr Vorzeichen. Damit sind die erhaltenen Basisfunktionen antisymmetrisch
und das untere Vorzeichen (—) ist fiir Fermionen zu wéhlen. Der Ausdruck in Gl. (2.81) heifit Slater-
Determinante.

Wir sehen sofort, dass fiir zwei Fermionen in gleichen Einteilchenzusténden, z.B. v; = vy, die j-
te und k-te Zeile der Determinante gleich sind. Die Zeilen sind also linear abhéngig. Die Determinante
verschwindet in diesem Fall, |...|_ = 0. Null ist aber kein Zustand. Es gibt also keine Zustdnde mit v; = v,
flir j # k. Das ist die iibliche Formulierung des Pauli-Prinzips. Sie folgt also aus der fundamentaleren
Bedingung der Antisymmetrie der Wellenfunktion.

Weiterhin erkennen wir, dass fiir zwei Fermionen am gleichen Ort, z.B. r; = ry, die j-te und k-te
Spalte der Determinante gleich sind. Also finden wir, dass sich zwei Fermionen nicht an demselben Ort
befinden kénnen, unabhingig von ihren Zusténden.

Andererseits ist |...|, die sogenannte Permanente:
S Uy, (1‘1) Uy (rN) = Z Uy (rp1) c Upy (r;DN)a (282)
PESN

d. h. die ,yorzeichenlose Determinante®. Die Definition zeigt, dass die Permanente symmetrisch unter Ver-
tauschung zweier Orte, also zweier Spalten, ist. Sie gilt somit fiir Bosonen. Obwohl die Determinante
und die Permanente sehr dhnlich definiert sind, ist der fiir ihre Berechnung notwendige Aufwand inter-
essanterweise sehr unterschiedlich. Die Determinante einer (nicht sehr kleinen) Matrix berechnet man
am giinstigsten, indem man zunéchst ihre Eigenwerte bestimmt. Die Determinante ist dann einfach das
Produkt dieser Eigenwerte. Der Aufwand skaliert mit N3 wegen der Bestimmung der Eigenwerte. Fiir
die Permanente gibt es aber keine analoge Methode! I. A. muss man die Summe in Gl. (2.82) wirklich
ausrechnen, diese hat aber N! Terme. Der Aufwand wichst mit N! ~ eV N also etwas schneller als
exponentiell.
Wir konnen jetzt nach diesen (anti-) symmetrisierten Basiszustdnden entwickeln:

Y(ryra, o tn) = Y Cuyy St (11) -y (rn). (2.83)
yl,...,me

Die Wellenfunktionen S, (r1) - - -t (ry) sind noch nicht normiert. Eine einfache Rechnung zeigt, dass

die Wellenfunktionen L

TR St (1)t () (2.8
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normiert sind. Hier ist n, die Besetzungszahl des Einteilchenzustands |v), d.h., n, gibt an, wie oft v in
{v1,va,...} vorkommt. Fiir Fermionen kann das natiirlich nur gar nicht oder einmal sein, so dass sich der
Vorfaktor zu 1/v/N! vereinfacht.

Fiir Rechnungen benétigen wir nicht nur die Darstellung der Zusténde in Produktbasen, sondern auch
die der Operatoren, insbesondere des Hamiltonians. Wir betrachten den Hamiltonian jetzt konkreter:

H-T+vV, (2.85)
in Ortsdarstellung

2
Pl it p; £ —iV; = —id/0r. (2.86)

Wir haben hier angenommen, dass kein Vektorpotential vorliegt. Fiir ununterscheidbare Teilchen muss V'
symmetrisch unter Vertauschung von Teilchen sein, sonst wéren sie ja experimentell unterscheidbar. V'
kann i. A. Beitrdge enthalten, die von 1,2, 3, ... Einteilchenzustdnden abhédngen. Wir schreiben

V=Vi+VatVs+t... (2.87)

Physikalisch ist V7 das dufere Potential, V5 ist die Zwei-Teilchen-Wechselwirkung, V3 die Drei-Teilchen-
Wechselwirkung usw. Wir schreiben in Ortsdarstellung

V(ry,...,rn) = {r1,...,rn|Vry,...,rN)
1 1
:ZVl(rZ)ﬂ-in:VQ(I‘“I‘])-F? z]; Vg(l‘i,l‘j,l‘k)-l-..., (288)
7 7 1)
7] i#jEkFEi

was explizit symmetrisch ist. Beachte, dass wir z. B. Terme der Art V(r;, r;) ausschliefen. Solche Terme
sind bereits in V; enthalten. Beispiel: Die Coulomb-Wechselwirkung lautet

1 e2

Vo(ri,rj) = ——.
2(ri; 1) dmeg r; — 15

(2.89)

Wir wollen den Hamiltonian auch beziiglich beliebiger Einteilchenbasen {|v)} ausdriicken:
=Y vh=%" Z o) en VST ) . (2.90)
4 i v, [Z v

Fiir Fermionen sollen die Summen iiber Einteilchenzustéinde nur mit dem Pauli-Prinzip vereinbare Kom-
binationen enthalten, d.h. v; # v; und v # v} fiir i # j. Vi(l) wirkt hier nur auf den Zustand des i-ten
Teilchens, also auf |v;), |v}). Die anderen Summen koénnen daher ausgefiihrt werden:

=l VO ) . (2.91)

Unsere Notation ist hier ein bisschen unsauber: V;(l) ist jetzt plotzlich ein Operator auf H, nicht mehr auf

Hn. Die Bedeutung ist aber klar, da Vi(l) in allen Faktorrdumen fiir andere Teilchen j # i ,nichts tut®,
d. h. die Identitat ist. Weiter ergibt sich

_ZZW ZILARIIAL ZZV(” il (v (2.92)

A l/7D % l/7D

VO = vl = / d*ruf, (r) Vi(r) uy (r). (2.93)

Das funktioniert fiir alle Einteilchen-Terme, auch fiir die kinetische Energie:

T=2. 2 Wl T (i1 =3 ) T i) (2.94)

y 7
[ 22 % i ulu
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mit

Ty = (iITil) = [, (0T (e, i) g o) (2.95)
In Abwesenheit eines Vektorpotentials gilt einfach T'(r, —iV) = —V?/2m, also
T, ., = fi/dgru* (r) V2u,(r) = i/d%vu* (r) - Vau,(r) (2.96)
viv] om Vi v om vi v 3 .

wobei wir im letzten Schritt eine partielle Integration ausgefiithrt haben, um einen symmetrischeren Aus-
druck zu erhalten.
Fiir 2, 3, .. .-Teilchen-Terme bleiben 2, 3, ... Bra- und Ket-Vektoren {ibrig. Zum Beispiel ist

1 1
VQ:iz > \m>\uj><uj|<u¢|m§2>|yg>|y;><u;|<y;|:52 3 vgizujj%\Vi>\yj><y;\<yg| (2.97)

ij vivviv ij vivviv)
i i
mit
2 2 * *
Vi o = il VP ) = / dry dry g, (v ), (v Va(rs, vy (e, (). (2.98)

Beachte die Reihenfolge der Indizes v;, v; (Konvention). Entsprechende Ausdriicke findet man fiir V3 usw.

2.4 Zweite Quantisierung

Die bisherige Notation ist ungiinstig, wenn mehr als ein Wert der Teilchenzahl N vorkommen kann. Das
ist der Fall, wenn sich die Teilchenzahl &ndert, aber auch, wenn die Teilchenzahl zwar erhalten ist, wir aber
statistische Mittelwerte iiber mehrere Werte der Teilchenzahl ausrechnen wollen (groftkanonische Ensem-
bles). Dann wire eine Darstellung niitzlich, die explizit die Zahl von Teilchen in bestimmten (Einteilchen-)
Zusténden angibt. Das ist die Zweite Quantisierung, in der im Ubrigen gar nichts zweimal quantisiert wird.
Es handelt sich um eine etwas irrefiihrende historische Bezeichnung. Die zweite Quantisierung ist auch
niitzlich, ndmlich kompakter als der bisherige Formalismus, wenn nur ein Wert der Teilchenzahl betrachtet
wird.

Der Zustandsraum soll Zustdnde mit Teilchenzahlen N = 0,1,... enthalten, Hy fiir festes N reicht
also nicht. Wir fithren den Fock-Raum ein:

Der Fock-Raum ist die direkte Summe der Hy, d. h. die Basis von F ist die Vereinigungsmenge der Basen
der Hy, Un_o(Basis von Hy).

Wir definieren Teilchenzahloperatoren 7, durch ihre Darstellung in der Basis der (anti-) symmetri-
sierten Vielteilchenzusténde. Diese Zusténde sollen sémtlich Eigenzusténde von 71, sein und die folgende
Eigenwertgleichung erfiillen:

A, Sy Uy, (F1) Uy (TN) =1y Sy Upy (T1) -+ Uy (TN) (2.100)

und n, gibt an, wie oft v in {vy,...,vn} enthalten ist. Mit anderen Worten, n, beschreibt, wievie-
le Teilchen im Einteilchenzustand |v) sind. Wegen der (Anti-) Symmetrisierung ist der Basiszustand
Sty (r1) -+ - uyy (ry) durch Angabe der Besetzungszahlen fiir alle Einteilchenzustinde eindeutig be-
stimmt. Ein Phasen- oder allgemeiner ein Normierungsfaktor ist dadurch nicht festgelegt, dndert aber
nicht den Zustand. Wir schreiben fiir die (normierten) Basiszusténde

[y, ma,...) mit ny +n9 +...= N. (2.101)

Diese nennt man Besetzungszahlzustande und die Darstellung von Operatoren usw. in dieser Basis Beset-
zungszahldarstellung. Es ist sinnvoll, Operatoren einzufiihren, die die Teilchenzahlen &ndern.
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2.4.1 Bosonen
Wir definieren den Erzeugungsoperator bi, durch
bl onus. ) =B |+ 1,000, (2.102)

wobei wir den Zahlenfaktor B;; |, etwas spéter festlegen werden. bf erhoht offensichtlich die Besetzungs-
zahl n,, um eins. Wir definieren auferdem den Vernichtungsoperator durch b, := (b},)7. Es folgt

(ool | BL iy ) = Bl 1 00t (2.103)
= (eoymuyen by |oooynl, ) = By1 6nr 41 (2.104)
= by|...,nu+1,...) =B 1]y, (2.105)
Weiter folgt
biby | .oy =B By |y my,. ). (2.106)

|...,ny,...) ist also ein Eigenzustand von b}b, mit Eigenwert B} B,,.
b, muss den Zustand zerstoren, wenn kein Teilchen im Einteilchenzustand |v) ist, weil negative Teil-
chenzahlen keinen Sinn haben:
by|...,n, =0,...) =0= By =0. (2.107)

Es ist niitzlich, als Bestandteil der Definition von b, zu verlangen, dass gilt B} B,, := n und B, € R*.
Dann folgt B,, = v/n und

bl ny, ..y =vmn, F1]...,n, 4+ 1,...), (2.108)
byl ooosnuy ) =My | ony, — 1,00, (2.109)
biby |y, ) =], ). (2.110)

bib, ist demnach der Teilchenzahloperator 7,,. Weiter folgt

bu, b5y = (b = bIb) [y, ) = [ + 1) =] |y, ) =y ny, ). (2.110)
Da dies fiir alle Zusténde gilt, folgt
[b,,b]] = 1. (2.112)
Weiterhin gilt trivial
[by bu] = [0}, b] =0, (2.113)

da jeder Operator mit sich selbst kommutiert. Soweit haben wir Vertauschungsrelationen fiir Erzeuger
und Vernichter desselben Einteilchenzustandes betrachtet.

Operatoren fiir verschiedene Einteilchenzustiande |v), |v/) kommutieren, da der Vielteilchenzustand
symmetrisch unter Vertauschung von Teilchen ist. Das wollen wir am Beispiel von bf, und bl,, v # v,
zeigen. Wir erinnern uns an die Symmetrie des Vielteilchenzustandes unter Vertauschung: Wir hatten

(., ) =Y, T, T, (2.114)
fiir Bosonen. Das konnen wir auch schreiben als
(cosXyyee Ty ) = (o, Ty, 1) (2.115)

Aber diese Symmetrie gilt fiir jede Basis — die Ortsbasis ist nicht bevorzugt — also auch fiir die Produktbasis
gebildet aus einem vollstdndigen Satz von Einteilchenzustédnden |v). Die Basisvektoren sind (vgl. S. 15)

|v1)
lvid|ve) - lun) = = |v1,v9,...,UN) € HN. (2.116)
lvn)
Fiir Bosonen gilt also
(o Vs Uy ) = (o VR, oy 1, ). (2.117)
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Nun ist

bl|1/17~"aVN>:bi|yl>"'|VN>
=V, +1)|n) - |vw)
:\/’Ill,—‘r1|l/,V1,...7VN> EHNJrl

und

bibi, lv1, .o un) =V + 1y + 1 v v v, o).

Aber fiir Bosonen kommt es nicht auf die Reihenfolge der v an:

.,_:\/nyl—|—1\/’nl,—‘r1|l//,V7V1,...,l/N>

:bi’bi|yla"'al/N> V|V1,...,Z/N>
= bibl, =blb}
= [bl,bl,]zo

und #hnlich fiir [b,,b,/] und [b,,b!].

Wir erhalten schlieklich die fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir Bosonen:

[bya b:r,/] = 51/1/’7
[bua bu’] =0,
[b:rn bjﬂ] =0.

2.4.2 Fermionen

(2.118)

(2.119)

(2.120)
(2.121)
(2.122)

(2.123)
(2.124)

(2.125)

Fiir Fermionen hatten wir gesehen, dass jeder Einteilchenzustand v hochstens einfach besetzt sein kann.

Also gilt
n, =0,1 Y.
Wir definieren zuniichst analog zu Bosonen den Erzeugungsoperator ¢, durch
.. n, .. =Ch gl +1,000)

und den Vernichtungsoperator durch ¢, := (cf)t. Es folgt

<-~-,’fl/m---|Ci|~-~7nu7~-~>:O;,,+15n;,n,,+1
= <...,7’l,j,...|CV|...,’I7,:”...>:Cnu+1(5n;/)nu+1
= ¢..on+1,..)=Chq1] 00,

Es folgt
chevlcoiny, ..y =Ch Cn, ...

Offenbar ist Cy = 0. Fiir Fermionen gilt aber auflerdem

My o)

L, =1,...)=0
= C; =0.

..

Wir kénnen praktischerweise C; = 1 definieren und erhalten dann

clon,=0,..)=]...,n,=1,..),

cl...,n,=1,..)=0,

eyloooymy,=0,..)=0,

el ovosmy=1,..0=1]...,n,=0,...)
und

cj,c,,| ,ny, =0,...) =0,
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(2.126)

(2.127)

(2.128)
(2.129)
(2.130)

(2.131)

(2.132)
(2.133)

2.134
2.135
2.136
2.137

~—~ ~~ ~~
—_ — — —

(2.138)



ce oo, =1, =...,n,=1,...), (2.139)
= che, =, (2.140)
wie fiir Bosonen. Fiir den Antikommutator {c,,c}} = ¢, cl + clc, folgt
{ev, et} iny,. ) = (cve), +cle) | iny, . )
=|...,Npy...) Y].ooon, .. (2.141)
= {cn,cl} =1. (2.142)
In Gl (2.141) haben wir ausgenutzt, dass immer einer der beiden Terme eins und der andere Null ergibt.
Fiir den Antikommutator schreibt man auch [A, B]; := AB + BA.

Fiir Fermionen macht es, anders als fiir Bosonen, einen Unterschied, welches Teilchen zuerst erzeugt
wird. Mit der Produktbasis

Vi, .. o) =) ve) - o) (2.143)
gilt ndmlich wegen der Antisymmetrie des Vielteilchenzustands
(G 7N 7S (1) e (AR 7/ SN N (1) (2.144)
Also folgt fiir v/ # v
chel v, .. ) = Crs1Ch 1 Vv, ow)
— _C;,,/+107*zu+1 878 Z P N5
=, o) Vv, o) (2.145)
= czci, = —ci,cl (2.146)
= A{c,d =0 (2.147)

Fiir den Fall v/ = v gilt dies aber auch, denn {c/, c[} = 2¢f ¢, = 0. Analoge Ergebnisse folgen fiir {c,,c,}

170N 2

und, fir v’ # v, fir {c,, Ci/}. Insgesamt erhalten wir die Anti-Vertauschungsrelationen

{cvrcl} = Guur, (2.148)

{ev,en} =0, (2.149)

{cf,cl} =0. (2.150)

Die letzte Gleichung enthélt das Pauli-Prinzip: cf ¢}, = % {cl, i} =0, man kann keine zwei Fermionen in
demselben Zustand |v) erzeugen.

Fiir Bosonen und Fermionen definieren wir den Vakuum-Zustand |0) = |vac) dadurch, dass er von
allen b, bzw. ¢, vernichtet wird:

b,10) =0, ¢, |0)=0 V. (2.151)

|0) ist nicht mit dem Nullvektor 0 im Fock-Raum zu verwechseln. |0) hat die Norm eins, (0|0) = 1. |0) ist
der einzige Basisvektor des Null-Teilchen-Hilbertraums Hg. In der Vielteilchentheorie wird |0) oft nicht
das echte Vakuum ohne Teilchen bezeichnen, sondern den Grundzustand eines Systems.

Damit schreiben wir die Besetzungszahlzustdnde nun als

(D)™ (b5)"2 ... |0)  (Bosonen), (2.152)
(e (ehy"2 ... 10)  (Fermionen), (2.153)

wobei wir uns gleich um die Normierung kiimmern werden. Fiir Fermionen kommt es auf die Reihenfolge
an, wir miissen eine Ordnung von Einteilchenzustdnden festlegen und dann konsistent verwenden. Die
Eigenschaften der b,, ¢, stellen sicher, dass diese Zusténde die korrekten (Anti-) Symmetrie-Eigenschaften
haben.

Die fermionischen Zustéinde sind bereits normiert: Wir betrachten (0]---¢22 ¢ (¢])™ (ch)m2 - |0).
Hierin ist
1 fiirn; =0
n1 (o tynn 1 ’ 2.154
o' (1) { 1- cJ{cl fir nq; = 1. (2.154)
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Im Fall n; = 1 wirkt dieser Operator auf den Zustand (c})2---|0), der keine Teilchen im Zustand |1)
enthilt. Daher kann der Teilchenzahloperator ¢!¢; durch Null ersetzt werden und der Operator ¢* (c})™
kann durch eins ersetzt werden. Dasselbe Argument ldsst sich fiir die Zusténde |2), |3), etc. wiederholen,
so dass sich am Ende

(0] -+ 52 & (D)™ (eh)™= -+ 10) = 1 (2.155)

ergibt.
Fiir Bosonen betrachten wir (0] ---b32 b7 (b})™ (b})™2 - --(0). Es gilt

b (b)™ = bt (14 blb,) (b])™ . (2.156)

Der Teilchenzahloperator blbu wirkt auf einen Zustand, der n, — 1 Teilchen enthélt und kann daher durch
n, — 1 ersetzt werden. Damit kann im obigen Skalarprodukt b7 (bf)™ durch n, b7 ~1(bl)™ 1 ersetat
werden. Iteration ergibt den Faktor n,!. Dies wird erst fiir Zustand |1), dann fiir |2) usw. ausgefiihrt und
ergibt schlieflich

(0] -+ b52 bt (B])™ (b)) --+10) = ma!mal - (2.157)

Damit erhalten wir fiir die normierten Besetzungszahlzustinde

1
In1,ng,...) = T ™ (b)) --- [0y (Bosonen), (2.158)
In1,na,...) = ()™ ()2 [0)  (Fermionen). (2.159)

Der Ausdruck fiir Bosonen gilt im Ubrigen auch fiir Fermionen, da 0! = 1! = 1.
Nun sind die Besetzungszahlzusténde |nq, na, . ..) per Konstruktion eine Abkiirzung fiir die Permanente
bzw. Slater-Determinante, bis auf die Normierung. Wir kénnen daher fiir Bosonen schreiben

<I‘1, ra,... >rN‘ bilbIQ T buN |0> ~ ‘SA’Jr Uy (1‘1) qu(rQ) Uy (rN)
= S, (r1|v) (raln) - (xn|vw) (2.160)
und damit
(r1,r9,...,tn|n1,ng,...) ~ (r1, 19, ..., en| (B])™ (B1)"2 - ]0)
~ Sy ug(ry) ur(ry) - ug(rp, 41) Uz (Tpyq2) - X - - (2.161)
n1Terme no Terme

Das Proportionalitdtszeichen deutet an, dass Normierungsfaktoren weggelassen wurden. Fiir Fermionen
gilt entsprechend

(r1,v9,. . el cf il el 10) ~ S, (1), (P2) -y (r)
=85 (ri|v1) (ra|wa) - (rn|vN) (2.162)
und
(r1,r2,...,ry|n1,m9,...) = (r1,r2,...,rN]| (ci)"l(c;)"2 --+]0)
~ S'_ ul(I‘1) UQ(rn1+1) s (2163)
—— Y

wenn n1=1 wenn na=1

2.4.3 Operatoren in zweiter Quantisierung

Wir wollen den Hamiltonian durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken. Zunéchst fiir
Einteilchen-Terme (7" und V;): Wir hatten, siehe S. 18,

=3 Z Vy(j? (2.164)

Wllkt auf Teilchen 7
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Offenbar trigt der Operator unter der Summe nur bei, wenn Teilchen ¢ im Zustand |¢') war, der Operator
verschiebt es dann in den Zustand |u> Demnach gilt fiir Bosonen

Vibj, b, - ZZV“ v O, e Bl bf(0) (2.165)

v’ i-tes Teilchen
Das néchste Ziel ist, die rechte Seite als Operator, ausgedriickt durch die b, b', angewandt auf b, - v 10)
zu schreiben. Also soll bJr |O> ganz rechts stehen. Um das zu errelchen betrachten wir den Emtell—
chenzustand |v) genauer In bT 1 10) sei dieser n'-mal besetzt (n' =1,2,3,...; n' = 0 ergibt Null).

Dieser Zustand enthdlt also (bi,) , angewandt auf das Vakuum. Um die Erzeuger so zusammenzufassen,
nutzen wir aus, dass bosonische Erzeugungsoperatoren miteinander kommutieren. Der Summand in GI.
(2.165) enthilt stattdessen b}, (bi,)" ~!. Dies wollen wir in eine dhnliche Form bringen:

’ bl,/b ’
bl (bl,)™ ~t = bl = (b))
\n,_/
=1
1 !’
_ T \n
= blb, (b1) (2.166)
1
= Vibl bl --0f \0>:ZVV(;,)Z§V%WZ)IZ)M bl -+ b} |0). (2.167)

Da |v') nun n’-fach besetzt ist, enthélt die i-Summe n’ identische, nicht verschwindende Terme, wodurch
sich der Faktor 1/n’ weghebt. Also ist

= v bbb, - of o). (2.168)

1274

Dies gilt fiir alle Zusténde b bl + |0) und daher folgt die Operatoridentitét

Vi=> V)bl (2.169)
Ebenso erhilt man

T =Y T, bib,. (2.170)
Entsprechend zeigt man

y T Vi g Pt b 217

V1 VaV3Vy f
beachte Konvention

Dieselben Darstellungen (mit b — ¢) ergeben sich fiir Fermionen, wenn man die Antikommutatoren korrekt
behandelt.

2.4.4 Quantenfeldoperatoren

Das bisher gesagte gilt im Wesentlichen fiir jede beliebige Basis {|v) } von Einteilchenzustinden. Ein wich-
tiger Spezialfall ist die Ortsbasis {|r)} (Erinnerung: #|r) = r|r)). Wir definieren den Quantenfeldoperator

U(r) := Z<r|u> a, = Zu,,(r) ay. (2.172)

Hier ist

0, = {bl, fiir Bosonen, (2.173)

¢, fur Fermionen

ein Vernichtungsoperator, ¥(r) ist also eine Linearkombination von Vernichtungsoperatoren. Beachte die
Schreibung mit einem Grofsbuchstaben W. Dies hat die normale Form eines Basiswechsels. Es folgt durch
Bildung des Hermitesch konjugierten

Ui(r) =) () al => ui(r)af. (2.174)
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Wir finden fiir Bosonen

[\I/(I‘l \IJT I'Q Zuyl I‘1 z V17 1/2 Zuyl I‘1 :j 1‘2) 6(1‘1 —I‘g) (2175)

viva

= 5,,1,,2

unter Verwendung der Vollstandigkeitsrelation. Fiir Fermionen ergibt sich analog

0o W1 (620} = 3t (50)5,02) e e = D s0) 3, o0) =8 ). (2170)

viva

- 6”1”2

Das oben fiir die Darstellung von Operatoren durch Erzeuger und Vernichter gesagte gilt entsprechend
auch fiir die Ortsdarstellung. Die kinetische Energie
f P’
T = E T, ala, it T, = — 2.177
2 ala, mi (V] o [v") ( )

wird z. B. zu 52

T:/d3rd3r’T(r,r’)\pT(r)\I/(r’) mit T (r,r') = <r|—m\r> (2.178)

In den letzten beiden Gleichungen ist p natiirlich der Impulsoperator. Die kinetische Einteilchenenergie
in Ortsdarstellung lautet

T(r,x') =6(r—1') <1> V2, (2.179)

= T= /d% Tl (r) (Zz) T(r). (2.180)

Analog gilt

1= /dgr Tl (r) Vi(r) U(r), (2.181)
= %/d37‘1d3r2 \I/T(rl)‘IIT(rQ) Va(ry,re) U(rs)W(ry). (2.182)

Zumindest die Gleichungen (2.180) und (2.181) sehen so aus wie die Erwartungswerte der entsprechenden
Energiebeitrige in erster Quantisierung. W ist jetzt aber ein Operator. Es scheint so, als ob wir die
Einteilchenwellenfunktion 1 (r) zu ¥(r) ,quantisiert haben. Daher die Bezeichung ,Zweite Quantisierung®.
Wir haben aber nur einmal quantisiert, ndmlich als wir [Z,p] = ih postuliert haben, der Rest folgte aus
der Konstruktion des Fock-Raums und linearer Algebra.

Die Ahnlichkeit mit Einteilchenerwartungswerten kann zu einem weiteren Missverstindnis fithren,
das hier ausgeraumt werden soll: Die Wellenfunktion (r) charakterisiert den Zustand eines Systems,
némlich in der Ortsdarstellung. Der Quantenfeldoperator W(r) charakterisiert dagegen nicht den Zustand
eines Systems, sonders ist ein Operator, der auf (Vielteilchen-) Zustdande wirkt. Genauer ist ¥(r) ein
Vernichtungsoperator, der versucht, ein Teilchen am Ort r zu vernichten. Die Kombination W' (r)¥(r) ist
ein Operator, der priift, ob am Ort r ein Teilchen vorhanden ist.

2.4.5 Impulsdarstellung

Fiir translationsinvariante Systeme ist, wie in der Einteilchen-Quantenmechanik, der Ubergang zu Fourier-
transformierten Grofien niitzlich. Wir fithren zur spateren Verwendung ein:

1 )
U(r) = NG > e ay (2.183)
k
Volumen

= agx= \%V /d3r e T (r). (2.184)
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Dann folgt z. B. fiir die bilinearen Terme

3 7zk r v2 ik'-r
V Z d T(Ik *% (057%

kk/
*Z/d?’ra —i(k— k')r(ki) W
2m
Kk’
mit /d37’ e ilk=K)r V ki
1 k')? k2
= v ZGJ{(V(Skk, (2771 akg’ = Z %aTkak (2185)
Kk’ Kk
und analog
Z/d?’r e KD T Y (1) ) afarr =: ZV Do afare (2.186)
Kk’ W
sowie
1
Vy = 5 Z /d3T1 dPry et i(ki—k})r1 o—i(ka—kj)ra Va(ry, 1) aL G‘Lgak ay;,
ki kok!, K/,
1 2
= 5 Z Vk(l) K, ka—K, aLlaLQak/ ay - (2.187)
ki kok K/,

Die letztere Form vereinfacht sich, wenn V5(rq,re) = Vo(r; — ro) nur vom Abstand der Teilchen abhéngt.

2.5 Relativistisches skalares Feld
2.5.1 Klein-Gordon-Gleichung

Erinnerung an die Vorlesung Quantentheorie 2: Man motiviert die Klein-Gordon- (KG-) Gleichung durch
die Ersetzung p — —iV, E — i 0/0t in der relativistischen Relation E? = p? +m? (das stellt sicher, dass
der klassische Grenzfall korrekt herauskommt — Bohrsches Korrespondenzprinzip):

2
—% =-V¥%+m* (c=h=1)) (2.188)
2
(88752 — V2> Y +m*p =0 Klein-Gordon-Gleichung. (2.189)
—_———
=:0

Relativistische Notation: Vierervektoren v mit kovarianten Komponenten v,, p = 0,1, 2, 3, und kontrava-
rianten Komponenten v*, u =0, 1,2, 3. Diese hingen zusammen {iber

vH = ZQWUV % g v, (2.190)

v
(Einsteinsche Summenkonvention)

und die Gréken g"” bzw. g, bilden die Matrix

1 0 0 0
0 -1 0 O
=10 o -1 o | (2.191)
0 0 0 -1
die sogenannte Metrik.
z* hat die Komponenten (¢,x). z,, hat dann die Komponenten (¢, —x). Der Gradient
0 0
oHi=— = 0,=—— 2.192
Ox,, o g ( )

26



wird so definiert, dass gilt

Oz,
My = Br. = 4. (2.193)
“w
Dann ist
0? 9
und die KG-Gleichung lautet:
(00, +m*) Y =0 (2.195)

Ohne Beweis sei hier wiederholt, dass die KG-Gleichung einen erhaltenen Strom

gH =1 (YrO*Y — por™) (2.196)
hat, d. h. es gilt
) a5° o5t a3 ) a3 )
- == 4V .ji= = = =-V- 2.1
Ouud 920 Ot ot 1=0 ot o (2.197)

also die Kontinuitdtsgleichung. Der Vorfaktor ¢ sorgt dafiir, dass j* reell ist, ansonsten ist der Vorfaktor
beliebig.
Anders als in der nicht relativistischen Schrodinger-Quantenmechanik ist die 0-Komponente nicht

positiv semidefinit:
) . oY oY*
0 __ * 2
S (w ot ot ¢> (2.198)

kann kleiner als Null werden. (j° ist erster Ordnung in 9/9¢, aber die Klein-Gordon-Gleichung ist eine
Differentialgleichung 2. Ordnung, sie erlaubt daher beliebige 1(r) und 9y (r)/0t zu fester Zeit t.) Wie
in der Quantentheorie 2 sicherlich erwéhnt wurde, macht dieses Problem eine Einteilchen-KG-Theorie
inkonsistent. Zum anderen leidet sie auch unter dem Problem eines nach unten unbeschréankten Spektrums.
Die Losung fiir beide Probleme liegt im Ubergang zur Vielteilchentheorie, am besten mittels zweiter
Quantisierung.

2.5.2 Quantisierung des relativistischen skalaren Feldes

Wir gehen nach demselben Schema vor wie oben im nicht relativistischen Fall, d.h. wir bestimmen
zunéchst eine geeignete Finteilchenbasis und bauen daraus eine Basis des Fock-Raums auf. Wir betrach-
ten zunéchst den etwas einfacheren Fall des reellen skalaren Feldes. Den an sich natiirlicheren Fall des
komplexen skalaren Feldes werden wir anschlieffend diskutieren.

Fiir die Losung der KG-Gleichung machen wir den Ansatz

i (t) T, (2.199)

Wir fordern in diesem Abschnitt, dass ¢ (r, t) reell sein soll. Dann muss in der Fourier-Transformation

1 .
Y(r,t) = —= > T () (2.200)
Vi
gelten, dass ¥y (t) = ¥_k(t) ist. Mit der KG-Gleichung erhalten wir
Ui+ k2 + mPey = 0 (2.201)
=kt wpdi = 0 (2.202)
mit wi := k% + m?. Dies ist die Gleichung fiir klassische, unabhiingige harmonische Oszillatoren. Wir

werden von dieser Erkenntnis spéter noch Gebrauch machen. Die Losung erfolgt mittels des Ansatzes

Py = eTikt mit wy = VE2 + m2:

Ui + wipthk = —witk + wptk = 0. (2.203)
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Wir sehen hier, dass die Energie positive und negative Werte +wy annehmen kann. wy wéchst aber fiir
k — oo unbeschrankt an, so dass das Energiespektrum der Klein-Gordon-Gleichung betragsméfig beliebig
grofse negative Eigenwerte enthélt. Es existiert daher kein Grundzustand. Das ist einer der Punkte, an
denen die Einteilchen-Klein-Gordon-Theorie versagt.

Da wir reelle Losungen suchen, schreiben wir

1 . .

e = Age 9kt 4 A | etont), 2.204
Vi, 4 7 (2200

konventionelle komplexe Amplituden

Normierung
da dann gilt
1 . )

U = —— (Age™ " + A_xe ™) = Yy (2.205)

Die allgemeine Losung der Klein-Gordon-Gleichung lautet also, in Ortsdarstellung,

1 . 1 i i
t _ ik-r A Twikt A* Wit A 2206
P(r,t) 7 zk:e Nem ( k€ + A”ye ) ( )

Dies konnen wir auch schreiben als

Y(r,t) = (xl) =) (rlk)(kly) = Z " (kly), (2.207)

k k

so dass offenbar gilt

(ki) = (Axe ™! + A* | ™) = gy, (2.208)

1
V2w
Die allgemeine Losung (2.206) ist offenbar eine Superposition ebener Wellen, aber mit einer Nebenbedin-
gung an die Koeffizienten, die aus der Forderung der Realitét resultiert.

In der zweiten Quantisierung werden Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Einteilchen-
Zustidnde eingefiihrt. Die geeigneten Einteilchen-Zustdnde sind hier ebene Wellen, aber die Nebenbe-
dingung macht die Herleitung schwierig. Wir fiihren die sich als zielfiihrend erweisenden Feldoperatoren
daher ohne vollstdndigen Beweis ein.

Die Einteilchen-Zustdnde bezeichnen wir mit |¢k), versuchen aber zunéchst nicht, sie direkt durch die
1k auszudriicken. Eine Basis des N-Teilchen-Hilbertraums H y wird dann durch die Zusténde

1) [Ps) -+ - [ ) (2.209)

realisiert. Wie fiihren nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren \I!L, Uy fiir die Einteilchenzusténde
ein, d. h. wir schreiben
la) = Wl 10) et (2.210)

Die Forderung v (r,t) € R sollte zu einer Bedingung an die Operatoren \I!;L, Uy fiihren. Ohne Beweis
stellen wir fest, dass diese
Ul =w (2.211)

lautet. Diese Beziehung ist offensichtlich dhnlich zur Bedingung ;. = ¥ _x bei der Lésung der Einteilchen-
Klein-Gordon-Gleichung.
Aus Gl. (2.211) folgt

Ul(r,t) = fzeﬂkr T fzeﬂkw fZeZkr\I! = W(r,t), (2.212)

U(r,t) ist also Hermitesch. Weiter folgt, dass wir ¥y in der Form

1

\I} =
k RV 2wk

(ake_i“kt + aikeiwkt) (2.213)
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schreiben koénnen, wobei ay, aik Operatoren sind. Wir konnen Gl. (2.212) nun auch schreiben als

U(r,t) =0i(r,¢) = % Zk: \/2171(

(akei(k-r—wkt) + alf(efi(k-r*wkt)) , (2.214)

Wir miissen jetzt noch iiber die Vertauschungseigenschaften von Wy bzw. ay entscheiden — beschreiben
wir Bosonen oder Fermionen? Wir versuchen hier nicht, ganz allgemein alle Vertauschungs- oder Anti-
vertauschungsrelationen zu ermitteln, die mit der Klein-Gordon-Feldtheorie vereinbar sind. Stattdessen
zeigen wir, dass bosonische Vertauschungsrelationen der ay zu einer widerspruchsfreien Theorie fiihren.

Unser Argument verwendet eine Analogie mit der klassischen Bewegungsgleichung von unabhéngi-
gen harmonischen Oszillatoren. Dies macht den physikalischen Gehalt klarer, ist aber fiir die Herlei-
tung nicht erforderlich; wir kénnten auch die bosonischen Vertauschungsrelationen postulieren und die
Widerspruchsfreiheit der Theorie zeigen. Gleichung (2.202) ist die Bewegungsgleichung fiir unabhéngige
klassische harmonische Oszillatoren. Identifiziere ¢ = vy als Auslenkung und py = @Z}k als Impuls. g
und py sind kanonisch konjugierte Variablen im Sinne der klassischen Mechanik. In Analogie mit der
Einteilchen-Quantenmechanik fordern wir daher (siehe Seite 12)

[pﬂ,qkf} = [\i’Laqjk'} = — i (2.215)
Analog zu Seite 25 folgt fiir das Quantenfeld ¥ (r,¢) im Ortsraum

[\W (r,t), U (r',t)] = —is(r—1'). (2.216)

Beachte, dass die Zeit-Argumente beider Operatoren gleich sind. Wir suchen den Kommutator [ak, aL,}.

Zunéchst gilt

Uy = N (—iwkake_“"kt + iwkaike“"kt) , (2.217)
\IIL = \/TTk (iwkaLewkt — iwka,ke_wkt> ) (2.218)

Wir haben damit ein lineares Gleichungssystem von vier Gleichungen fiir ay, aL, a_x, aik das wir 16sen
kénnen:

_ Wk twit . 1 Wk t\T
ax = 1/—2 " "y + zme Uy, (2.219)
1 . .
—iw T
sze kt‘llk. (2220)

Es folgt

1 . . .
[ak,au -1 ewktzwk,t< oo [\I/k,\I/L,] —i, /:j—: [\pk,\IfI{,}
—— —

:[\I/k,\ll_k/]:o =0/

(unter Vernachlissigung der uniformen Mode k=0)

. Wk’ . ¥ 1 . g
tiyf {\1/\1/} — {\IJ\I/}
Wk k k \/ WKWk’ k k

:[\Ilk’\il:‘(/]T:(iékk,)T:—iﬁkk, :[\i/k,wi/,k,}:o, siehe 1. Term

= % (=i (i0wr) + i (—idiir)) = Oierer- (2.221)

Also erfiillen ak,alt, die kanonischen Vertauschungsrelationen fiir Bosonen. Das ist nicht iiberraschend
wegen der Analogie zum harmonischen Oszillator, die wir fiir die heuristische Begriindung benutzt haben.
Das System ist in diesem Bild analog zu einem elastischen dreidimensionalen Korper (r € R?), aber
mit einer etwas anderen Dispersionsrelation wy = vk2 +m2, oder mit restaurierten Naturkonstanten
wk = \/k?c? + m2¢t/h2. Beachte, dass sich fiir m — 0 die lineare Dispersion wy = k¢ von Phononen im
Kontinuum ergibt.
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KG-Gleichung

# «Phononen (Kontinuum)
k|

#
},,Energielucke”bzw. Ruheenergie mc?

’
#
-
’

~lw

Von der linearen Kette kennen wir bereits einen Hamiltonian, der die gefundene Dynamik beschreibt,
namlich

1
H= 3 Z (pfcpk + wﬁqlqk) . (2.222)
k
Also ausgedriickt durch das Feld ¥
1 CL
H=>%" (xplixyk + wi \IIL\IIk> . (2.223)
2 ~
k 2 2
=k“+m
In Ortsdarstellung ist dann
H= /d3r H () (2.224)
——

Hamilton-Dichte
mit )
H(r) = 5 [0 (1) + VO] +m2e (v)] (2.225)

wobei wir benutzt haben, dass ¥ Hermitesch ist. Beachte, dass die Hamilton-Dichte H den Ausdruck

() () + () (3) a2

enthéilt. Ist dies Lorentz-invariant? Nein! Lorentz-invariant ist nur der Lorentz-Skalar

ow\?  [ow\? [ow\® [ow)\?
H = | — — [ == _ _
oM U0, U ((%) <8x> <ay> <8z) . (2.227)
Der Lagrangian (Lagrange-Operator)

L:/d3r L (r) (2.228)
~—~—~
Lagrange-Dichte

ist gegeben durch die Legendre-Transformation

L[k, du] == Zpk(ik — H [px, g (2.229)

k
~ L= % (97 () — [V — 20 (r)] (2.230)
= L= % (0"09, ¥ — m>*¥?) . (2.231)

Der Lagrangian ist offenbar Lorentz-invariant. Daher werden relativistische Feldtheorien bevorzugt mittels
ihrer Lagrange-Dichte £ beschrieben, nicht mittels H. Zuriick zum Hamiltonian: Wir finden

1 L.
_ : ;
H=3 3y (\I/k\llk + wﬁxpk\yk)

S. 28

l\’)\)—ﬂw

1 . . . .
g o {(aliwkewkt + a_x (—iwk) eilwkt) (ak (—iwy) e~ x4 at_kiwkeﬂ‘”kt)
Wi
K
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n W12< <aLeiwkt n a,ke_""“kt) (ake—iwkt + aike—iwkt)}

1 1 ) )
2 2 Qiwt 2 —Qiwit | 2
=3 E Yon wkalak —wkaLatke R —pa_gaxe” “k —l—wka,kaik
k
—a -8

2 2t + 2wt |, 2 —iwyt |, 2 f

+ wiayak +wiaa_ye +wia_xage Fwpa-—xa_
—_—————
+a +8

1 1
=5 zk:wk (aliak + akalt) = Zk:wk (alak + 2) , (2.232)

also entkoppelte harmonische Oszillatoren, wie erwartet. Beachte: H ist positiv definit. Wir haben dank
des iibergangs zur Vielteilchentheorie (Feldtheorie) kein Problem mehr mit negativen Energieeigenwerten.

2.6 Komplexes skalares Feld

Wir hatten im vorigen Abschnitt verlangt, dass die Einteilchenwellenfunktionen  (r,t) reell seien. Wir

hatten gesehen, dass dann der Feldoperator ¥ (r,t) Hermitesch ist. Es gab aber keine iiberzeugende

Begriindung dafiir, dass ¢ € R sein soll. Das ist keine natiirliche Forderung in der Quantenmechanik. Wir

lassen sie jetzt fallen. (Wir werden aber sehen, dass es im Rahmen der QFT eine sinnvolle Forderung ist.)
Ein komplexes Feld v (r, ) ist einfach

_ b
V2

wobei ¢ o reelle Felder sind. Wir schreiben in Analogie zum reellen Feld die Lagrange-Dichte

(8 (¢1 +id2), (2.233)

L =0"V*0,¥ —m*U*¥ (2.234)

und finden

1
L= 3 8“(1)18“(;51 +i6“¢1au¢2 - i6#¢26u¢1

=0

+ 0 20,2 — mPPT —im P + im oy —m>¢3
-0

(06,0, — m*¢3) . (2.235)
1

N =

2
J=

Das ist einf.fc}ch die Summe von Lagrange-Dichten fiir zwei reelle Felder, die nicht miteinander wechselwir-
ken. Beim Ubergang zur QFT ist es naheliegend zu fordern (¢ — @, — U)
[éi (r.1),®; (v, t)} = 60 (r —1'), (2.236)
[®; (r,1),®; (', )] = [rbi (r,t),&; (', 1)] = 0. (2.237)
Daraus folgt mit U = (&, + i®,) /v/2:

[\iﬁ (r,t), 0 (', t)} = —id(r—1') (2.238)

und [\p (r,t),\I/(r',t)} =[O (r,8), 0 (', 1)] = (¥ (r,2), ¥ (', )] = 0. (2.239)
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Wir driicken ®; 5 wie oben durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a{ 9,01,2 aus, so dass P9
Hermitesche Operatoren sind:

; (r, ajkei(kr—wkt) + a;ke—i(kT—Wkt)) (j=1,2) (2.240)

1 1
0= 752

mit
[aik» a}k,} = 0ij0ks  etc. (2.241)

Wir kénnten nun ¥ durch ay, a;r- ausdriicken. Es ist aber praktischer, neue Operatoren by, ¢y einzufiihren:

bie = ‘”“J’% (2.242)
e = % (2.243)
Damit findet man {bk, blt,} = {ck, CL,} = Jkx, usw. Weiter gilt
W (r,t) = L > ! (bke“k'r—wk” + ake—“k'”—wkf)) (2.244)
VY o Vo
und der Hamiltonian lautet
H =Y (Wi + enel) = D o (i + e+ 1) (2.245)
k k
Wie zu erwarten war, erhalten wir zwei Sétze von entkoppelten harmonischen Oszillatoren.
Man kann jetzt den Stromoperator
G =i (UTorT — worut) (2.246)

definieren. Man findet, dass j* ein erhaltener Strom ist: 0,5 = 0 (dies folgt, da ¥0*¢* —1p* 0"y erhalten
ist, wenn 1 eine Losung der KG-Gleichung ist)

0
ot
Integration iiber den Ortsraum ergibt
d 3,. -0 3 :
pr d&’rji’(r)+ [ &rV-j=0. (2.248)
S —
=0

49 ist die zeitliche Komponente des Stromdichtevektors, also eine Dichte. Wir kénnen damit eine erhaltene
Ladung @ definieren:

Q= /d3rj0 (r) = i/d3r [\IIT (r) ¥ (r) — @ (r) 0l (r)] = Z <bLbk — c;rcck). (2.249)
)
8 !
Wir finden, dass die von bL erzeugten Feldquanten (Teilchen) die Ladung +1 tragen, wihrend die von cL
erzeugten Quanten die Ladung —1 haben. (j# ist nur bis auf einen Zahlenfaktor festgelegt, insbesondere
konnten wir die Vorzeichen auch umgekehrt wéhlen.) Wir nennen die c-Quanten Antiteilchen der b-
Quanten. Wir sehen, dass W Teilchen (b) erzeugt und Antiteilchen (c) vernichtet.
Beachte, dass Teilchen und Antiteilchen beide positive Energie wi = v k2 + m? und positive Masse m
haben, siehe Seite 32. Somit ist das Energiespektrum nun von unten beschrinkt und ein Grundzustand
existiert, ndmlich der Vakuumzustand ohne Teilchen b und c.
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2.7 Feynman-Propagator

Wir kennen im Prinzip die Dynamik des Feldes ¥, die durch die Lagrange-Funktion
1
L=3 /d% (0"919, ¥ — m* i) (2.250)

festgelegt wird. Aus der Lagrange Funktion folgt als Euler-Lagrange-Gleichung die KG-Gleichung
9,V —m*V = 0. (2.251)

Wir wollen aber nun die Dynamik im Teilchenbild beschreiben. Wir wollen dazu angeben, mit welcher
Wahrscheinlichkeit (genauer Wahrscheinlichkeitsamplitude) ein Teilchen zur Zeit ¢2 am Ort ro (im Volu-
menelement d>ry) ist, wenn es zur Zeit t; am Ort r; war. Diese bedingte Wahrscheinlichkeitsamplitude
wird durch die Green-Funktion (den Propagator)

4- Vektoren

AW (&, d) = —i (00 (22) U (21)] 0) = =i (0T (ra, t2) T (rq,1)] 0) (2.252)

beschrieben. Zur Erinnerung, der Feldoperator lautet

\IJ(I' t \/7 Z 2Wk (bkei(k.rfwkt) + Cir(efi(k-rfwkt)) . (2253)

Da nach Definition
bk |0> = Ck |0> =0 (2.254)

und daher
(0]l = (0] ¢l =0, (2.255)

o> : (2.256)

0> = AP (25 — 1) (2.257)

gilt

(k'l‘Q —wktg)blil e—i(k/ T — Wy tl)

AN (24, 20) < v Z 7 Wikwk/

Ein nicht verschwindender Beitrag existiert nur fiir k = k’:

..:_i<o

1. A hiingt nur von x5 — z; ab, da das System translationsinvariant in Raum und Zeit ist und

1 1 ik(ra—r1)—iwk(ta—t1)p pt
- _ = ik(ro—r1)—iw bub
% ; kae K7k

Wir sehen:

2. A™) beschreibt die Propagation eines Teilchens b von z; nach z».

Physikalisch wollen wir oft (aber nicht immer) kausale Prozesse beschreiben, d.h. solche, bei denen die
Ursache (Erzeugung von b aus dem Vakuum) der Wirkung (Vernichtung von b) vorausgeht. Das erfordert
AT (21, 29) == —i {0 |\1ﬁ(x2)x1/(x1)| 0)

E —zk (ro—r1)+iwk(ta—t1) i
= < V 27 kit2—o1 CkCy O>

—. AT (zg — 21), (2.258)

dies beschreibt die Propagation eines Antiteilchens ¢ von xo nach x7. Dieser Prozess ist kausal, wenn

t1 > to. Der kausale oder Feynman-Propagator ist definiert als der fiir gegebene t1, to kausale Propagator
A

—1 <0 ’\I/ Z2) \I/T |O> fir to > tq,

A —
oo — 1) : {—z <O ’\IIT (z1)W ’0> fiir t9 < t1
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= —i (0|T¥(22) ¥ (21)]0). (2.259)

Hier ist T' der Zeitordnungsoperator. T ist kein Operator auf dem Hilbertraum, sondern eine Vorschrift, wie
die nachfolgenden Operatoren zu ordnen sind: T" arrangiert diese Operatoren so, dass deren Zeitargumente
von rechts nach links zunehmen,

A(tz)B(tl) fir to > t1,

2.260
A(tl)B(tQ) fiir t2 < tl. ( )

Fiir das komplexe skalare Feld ohne Wechselwirkungen, das wir bisher beschrieben haben, kénnen wir Ap
ausrechnen:

Ap(x) = —i {<O NI(QE)WT(O); 0) fiira®=t>0,

(0|TT(0)¥(2)|0) fira®=t<0
etk —iwit bkb;f(
~—~

1 1
= = — ) = 0). 2.261
< v ; 2w Wi e—zk~r+zwkt CkCL > ( )
~—
=1
Im Fall ¢ > 0 ersetzen wir k — —k,
) 1 1 e—ik'r—iwkt

92 / (2.263)
k
ergibt
. dgk 1 —ik-r—iwy|t
.= —z/ @F 2 iltl, (2.264)

Nun sieht dies nicht Lorentz-invariant aus, da die Zeit ¢ in anderer Form als der Ort r auftritt und nur iiber
Dreiervektoren k integriert wird. Wir benutzen folgende Identitéat, um ein Integral {iber Vierervektoren

k* zu erhalten:

. oo ikt
e B —
T J_ oo (k9)2 —w? +in

—iwlt| _

e mit n — 0%, (2.265)

wobei +in angibt, auf welcher Seite wir am Pol bei k3 = w? vorbei integrieren sollen.

®Pol g

—k
r B 0 (® Pol +

Integrationsweg

dies ist dasselbe wie

+w
Pal ko

3 zkot ik-r
- AF(,%‘) _ —Z/ d k ZUJk /dko 5 y ’
(k)= — wk +in

—(k0)2 k-k—m2
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(2.266)

d4]€ eik“m,‘,
B / (2m)* Ktk —m? +an|, o
Dies ist der gesuchte Propagator. Er ist explizit Lorentz-invariant. Um zu sehen, dass wir Ar zu Recht
als Green-Funktion bezeichnet haben, berechnen wir

(040, +m?) Ap(z) = (g; -V2+ m2> Ap(z)

4 ik,
:/ d*k (—(ko)2—|—k-k—|—m2) e

(2m)4 ktk, —m? +in
=—(ktk,—m?) n—0+
d4]€ kP 1 2
_ / e = —ﬁ(?ﬂ)ﬁ‘é (%) 5 (1) 6 () 6 («)
4-Vektor
= 5(r)8(t) = —d(F). (2.267)

Ap ist also tatsdchlich die Green-Funktion der KG-Gleichung, also die Losung der Gleichung fiir die
Inhomogenitat —d(x) (das Vorzeichen ist konventionsabhéngig). Wir kénnen das vierdimensionale Integral
in Ap(z) explizit ausfithren. Wir geben nur das Ergebnis an:

__m (1)( 2) a2 2 2 . .
Ap(x) = H mvz?) fir z* =t — r° > 0 (zeitartig), 2.268
rla) = = Hf (seitartie) (2.268)
m
Ap(z) = ————=K (m —x2) fiir 22 < 0 (raumartig). 2.269
Pla) =T K ( ) (2.269)

K; und H{l) sind Bessel-Funktionen. Zusétzlich enthalt Ar noch eine d-Distributions-Singularitat bei
z? =0 (auf dem Lichtkegel):

1
Ap(z) = I § (=%) fiir 22 — 0 (2.270)

Wieso ist Ap(x) # 0 fiir raumartige x7 Ist hier nicht die Kausalitét verletzt? Schlieflich miisste sich eine
Wirkung von 0 schneller als mit der Lichtgeschindigkeit ausbreiten, um den Punkt x zu erreichen.

« Lichtkegel
Zukunft

X

raumartig

Antwort: Dies driickt aus, dass ein Teilchen nicht beliebig scharf in der Raumzeit lokalisiert werden kann.
Die Heisenbergsche Unschérferelation lautet

1
AEAt> =5 (weil h=1), (2.271)

wobei fiir AE eine typische Skala m ist und At im relativistischen Fall durch eine Lorentz-invariante
Groe, —Az? = Ar? — At?, ersetzt wird,

= mmz

1
5 (2.272)
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2.8 ¢*-Theorie

Wir wollen zum Abschluss des Abschnitts zu bosonischen Feldern kurz eine der einfachsten Quantenfeld-
theorien erwihnen, die Wechselwirkungen enthalten. Es ist die ¢*- Theorie, die durch die Lagrange-Dichte
(fiir reelles bzw. Hermitesches Feld)

1 1 1
L=_-0"V0,¥— -m?V?—= g (2.273)
2 2 4
definiert wird. Diese ergibt als Bewegungsgleichung
("0, +m?) U + g¥® =0, (2.274)

die nichtlinear ist. Diese Nichtlinearitdt stammt offenbar vom Term vierter Ordnung im Feld, daher die
Bezeichnung ,,¢*-Theorie“. Terme héherer als zweiter Ordnung beschreiben Wechselwirkungen, wihrend
Terme zweiter Ordnung einfach die ungestorte Propagation bestimmen, wie wir oben gesehen haben.
Die Wechselwirkung bzw. die Nichtlinearitdt macht diese Theorie sehr viel schwieriger aber damit auch
interessanter als die freie bosonische Feldtheorie.

In den Kapiteln zur Vielteilchentheorie werden Wechselwirkungen eine zentrale Rolle spielen. Wir
verschieben die Diskussion von Methoden fiir wechselwirkende Felder bis dahin.

2.9 Dirac-Feld

2.9.1 Erinnerung an die Dirac-Gleichung

Wir hatten gesehen, dass die KG-Gleichung keine konsistente Einteilchentheorie beschreibt. Der Grund
ist, dass sie von 2. Ordnung in der Zeit ist, und daher beliebige (Orts-) Funktionen t(r,t) und ¥ (r,t)
zu festen ¢ erlaubt (vgl. Anfangsbedingungen fiir Dgl. 2. Ordnung: man kann v und " vorgeben). Daher
kann j°(r,t) beliebig reell sein, insbesondere auch negativ.

Um dieses Problem zu 16sen, sind wir oben zur Vielteilchentheorie bzw. QFT iibergegangen. Dirac ver-
suchte dagegen, eine relativistische Einteilchen-Quantenmechanik zu retten, indem er zu einer Gleichung
1. Ordnung in der Zeit iiberging. Aufgrund der Lorentz-Invarianz muss sie dann auch 1. Ordnung in den
rdumlichen Koordinaten sein. Also schrieb Dirac

e

i— = Hy mit H =« -p+ fm (2.275)
ot 3

Impulsoperator —iV
Dies ist die Dirac-Gleichung. Hier sind o', o?, & und 8 Hermitesche Operatoren, die nicht auf den Ort r
wirken (damit die Gleichung von 1. Ordnung in V ist) und nicht von r abhéngen (Translationsinvarianz).
Sie wirken daher nur auf innere Freiheitsgrade. Es folgt

H? = Z dpjaFpy + Z odp;Bm + Z Bmarpy, + 52m?
ik j k

J J
=3 (@) B+ Y olad ppy +Y (o784 Bad) pym o+ Fm?
j ik ~ J

Ak vertauschen
= Z (aj)zp? + Z (afa* + a*al) pipk + Z (a7 B+ Bal) pjm + B*m?. (2.276)
J Jjk J
j<k

Wir fordern zusétzlich, dass H? = p? +m? gilt. Dies stellt sicher, dass der klassische Grenzfall korrekt ist.
Das bedeutet iibrigens, dass 1 zugleich auch die KG-Gleichung erfiillen soll. Die Forderung der Energie-
Impuls-Beziehung impliziert

- (a?)? =1, (2.277)
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ook +akad =0 fiir j #F, (2.278)
alf+ Bal =0, (2.279)
B?=1. (2.280)

Eine einfache Umschreibung ldsst uns besser erkennen, dass die Dirac-Gleichung Lorentz-invariant ist.
Wir multiplizieren
Oy

— — Hy = 2.281
i2 — HY =0 (2.281)
von links mit f:
zﬂa—q’[’ +ifa- Vi — % map =0, (2.282)
ot —~
=1
definieren vier Operatoren
70 = B, (2.283)
Y=g’ (j=1,2,3) (2.284)

und bilden daraus einen Vierervektor (-Operator) v* (1 = 0,1,2,3). Dann lautet die Dirac-Gleichung
iv" 0, —mayp = 0. (2.285)
Schreibweise: fiir jeden Vierervektor v, sei ¢ := y"v,, (,Feynman dagger*). Dann lautet die Dirac-Gleichung
i — map = 0. (2.286)

Die Bedingungen an 83, o/ implizieren

YA+t = 29", (2.287)
()" =2, (2.288)

() == (=123 (2.289)

(= "m0 =), (2.290)

Wir suchen eine Darstellung der v#, d. h. wir wollen sie als Matrizen mit diesen Eigenschaften schreiben.
Dafiir gibt es unendlich viele Mdglichkeiten. Es zeigt sich (vgl. z.B. Messiah, Quantenmechanik, Bd.
2), dass man die v* nicht durch kleinere als 4 x 4 Matrizen darstellen kann. Die Standard-Darstellung
beinhaltet mit den Pauli-Matrizen

1. (0 1 o (0 —i 3 (1 0 o_ (1 0
U'_(lo)’o'_<i 0>,0.—<0_1> unda.—(01> (2.291)

folgende 4 x 4 Matrizen:

0
0 __ (o2 0
, _( Y > (2.292)
. i
T= ( _(;j % > (J=1,2,3). (2.293)

In dieser vierdimensionalen Darstellung muss (r,t) ein vierkomponentiger Vektor sein, da die v* auf 1)
wirken. Also
(1

| ¥
b=\ 4 (2.294)

(N

(,Dirac-Spinor®). Bemerkung: 1) ist kein relativistischer Vierervektor. Der vierdimensionale Spinor-Raum
der 1 hat nichts mit der 4-dimensionalen Raumzeit zu tun.
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Der Hermitesch adjungierte (oder konjungierte) Vektor ist

O = (07, 05, 05, 05 - (2.295)
Man fiihrt noch den Pauli-adjungierten Vektor
=91 = (1,95, —v3, —¢]) (2.296)

ein. (In der relativistischen Quantenmechanik und QFT nennt man letzteren einfach den ,adjungierten®
Vektor.) Man kann zeigen, dass

=yt = iy (2.297)
eine erhaltene Stromdichte ist:
oujt = 0. (2.298)
Thre 0-Komponente, die Teilchenzahldichte, lautet
3% =91 = Ty = Py + P5ee + P3es + Pita > 0 (2.299)

und ist offenbar positiv semidefinit. In dieser Hinsicht fithrt die Dirac-Gleichung, anders als die KG-
Gleichung nicht zu einem Problem.
Wir 16sen nun die Dirac-Gleichung

V1
i’y”@,ﬂb —map =0, P = 22 (2.300)
3
Y4
mittels des Ansatzes ebener Wellen,
¥ =u(k)e P = (k) e o, (2.301)
wobei
uy (k)
_ | ua(k)
ulk) = | k) (2.302)
uy (k)
ein vierkomponentiger Dirac-Spinor ist. Es folgt
iy (—iky)u(k)e™ ™" — mu(k)e”* " =0, (2.303)
vl u(k) — mu(k) = 0. (2.304)
Wir multiplizieren von links mit k,v" + m:
kv ke u(k) +mayPku(k) — kv mu(k) —m2u(k) =0 (2.305)
=0
= k*kyu(k) — m*u(k) = 0. (2.306)
Um eine Losung zu erhalten, muss also
Kk, = ()" —k-k=m? (2.307)

sein. Dies folgt schon aus der Beobachtung, dass v auch die KG-Gleichung erfiillt. Es ist der iibliche
relativistische Energie-Ausdruck. Also ist

k' = 4+vk - k+m?2 (2.308)

bis auf das Vorzeichen festgelegt und u(k) = u(k) héngt nur vom Dreiervektor k ab. Sei wie oben

wi = Vk-k+m?>0. (2.309)
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Die Matrix in der Dirac-Gleichung (2.304) lautet

kO —m 0 Y
0 KO —m  —kl —ik? k3
YVhky—m=p—-—m= 3 Bl k2 k0 _m 0 (2.310)
k' +ik? o kS 0 k> —m
Daraus erhalten wir die Losungen
1
m + Wk 0 0
ut(k,1) = 5 mﬁk mit k% = wy, (2.311)
SN——— k! 4ik?
T m-+wk
konventioneller Normierungsfaktor
0
m + wi 1 0
ut(k,2) = [ = | R mit k° = w, (2.312)
_k3k
m—twyk
k3
m-+twk
kK2
u=(k,1) = % ,’fﬁlwf mit k0 = —w, (2.313)
0
—k'ik?
m4wk
3
um(k, 2) = % m%wk mit k° = —wy, (2.314)
1

wie man durch einsetzen in Gl. (2.304) priift. Die Dispersionsrelation sieht nun so aus:

v

Jewe|ls 2 X entartet!

&p

Wir sehen, dass die Dirac-Gleichung wie die KG-Gleichung Losungen mit negativen Energien von be-
liebig grofem Betrag hat. (Das Spektrum ist unbeschrinkt von unten.) Diese Eigenschaft macht eine
Einteilchen-Dirac-Theorie inkonsistent und erfordert wieder den Ubergang zur QFT. Diracs urspriingli-
ches Programm zur Konstruktion einer relativistischen Einteilchen-Quantenmechanik ist also gescheitert.
Allerdings kénnen wir wie zuvor die Losungen der Dirac-Gleichung zur Konstruktion von Vielteilchenzu-
stdnden benutzen.

2.9.2 Dirac-Feldtheorie

Wie gesehen erfordert Diracs Idee Zustandsvektoren mit (mindestens) vier Komponenten. Dies entspricht
inneren Freiheitsgraden der beschriebenen Teilchen, die vier verschiedene Werte annehmen kénnen. Ohne
Beweis geben wir an, dass es sich hier um einen Spin-1/2-Freiheitsgrad und um den Teilchen/Antiteilchen-
Freihetsgrad handelt. Die moglichen Zusténde sind also

| Teilchen, 1) , | Teilchen, ) ,
|Antiteilchen, 1), |Antiteilchen, ] ).



Ebenfalls ohne Beweis sei mitgeteilt, dass halbzahlige Spins fermionische Symmetrie der Wellenfunktion
erfordern und umgekehrt (Spin-Statistik-Theorem).

Beim Ubergang zur QFT wollen wir also das Feld () durch einen Feldoperator ¥(z) mit fermio-
nischen Antivertauschungsrelationen ersetzen. (Bemerkung: Genauer miissten wir jetzt wieder eine Basis
von Vielteilchenzustidnden aus den Eigenzustdnden der Einteilchen-Dirac-Gleichung konstruieren usw.)

Die Dirac-Gleichung folgt als Euler-Lagrange-Gleichung aus der (,klassischen*) Lagrange-Dichte

(G
L=Bp-mp. = 12 (2.315)
(2
Die kanonisch konjugierte Grofe m, zu v, finden wir wie in der Mechanik:
oL oL — )
M= —— = so—— = iP5, = it)] (2.316)

81/)(1 8(801/}@)
S
Erinnerung: ¢ = ¢'4°
= P70 = 9T =yt
Wiirden wir Bosonen beschreiben wollen, so wire es naheliegend, beim Ubergang zur QFT kanonische
Vertauschungsrelationen fiir die Koordinaten 1, und Impulse 4%} zu fordern. Fiir Fermionen setzen wir
stattdessen die Antikommutatoren an. Man kann zeigen, dass die Zweite Quantisierung auf genau diese
Relationen fiihrt. Also sollen nun ¥, und ¥} fermionische Antivertauschungsrelationen erfiillen:
{\I/a(r, 1), (v, t)} = 5oy 8(r — 1), (2.317)
{W,(r,t), ¥, (v, t)} =0 usw. (2.318)

Wir kénnen ¥ wie zuvor nach Einteilchenzustéinden (Losungen der Dirac-Gleichung) entwickeln. Dazu ist
es niitzlich zu setzen

u(k, s) = ut(k,s), (2.319)
v(k,s) :=u"(-k,s) (2.320)

(physikalisch driickt das aus, dass die Abwesenheit eines Teilchens mit Impuls k einem Antiteilchen mit
Impuls —k entspricht). Wir schreiben

2
1 m i(kr— —i(k-r—
U(r,t) = Ny E E ,/Efk {aksu(k,s) eter=Bict) 4 pl y(k, s) etk B | (2.321)

k s=1
Man kann zeigen, dass dann fermionische Antivertauschungsrelationen fiir a, b folgen:
{aks,aL,s,} - {bks,bL,S,} = i Osr (2.322)
{a,a} = {aT,aT} ={b,b} = {bT,bT} ={a,b} = {a,bT} =0 (2.323)

fiir beliebige Indizes. In ¥ vernichtet a ein Teilchen und b erzeugt ein Antiteilchen. Bis auf den fermioni-
schen Charakter ist alles analog zum komplexen (bosonischen) Feld im vorigen Abschnitt. Insbesondere
erhalten wir fiir den Hamiltonian (Gesamtenergie)

H =" Bic( o] axs + bl bis = 1). (2.324)
ks irrelevante Konstante

Dies ist jetzt beschrénkt von unten. Die Ladung wird wieder {iber die 0-Komponente der Stromdichte

definiert:
Q = /d37"j0 = /d?’r \I/P)/O\Il = /dST \I/T\I/ = kZ(aLSG,kS - blsbks +1 ) (2325)
S irrelevant

Wie bei Bosonen haben Teilchen und Antiteilchen beide positive Energie aber entgegengesetzte Ladung.
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2.9.3 Feynman-Propagator fiir das Dirac-Feld

Die Definition des Feynman-Propagators erfolgt im Prinzip wie fiir das komplexe Feld, bis auf folgende
Unterschiede:

e U ist jetzt ein vierkomponentiger Vektor, der Propagator wird daher eine 4 x 4 Matrix.
e Werden zwei fermionische Faktoren vertauscht, so d&ndert sich das Vorzeichen.

e Ut wird durch das Pauli-adjungierte Feld ¥ ersetzt.

Also:
Sp(a) == —i <0‘1T“\I/(:E)§(O)’O> : (2.326)
Zeitordnungsoperator
wobei
— U(x)¥ fiir 20
TO(2)T(0) = { LWV iz >0, (2.327)
—U(0)¥(x) firz®<0
und ¥(x)¥(0) ist das #ubere (Tensor-) Produkt der beiden Vektoren:
[Sp(2)]ap = —i <0’T\pa(x)@b(0)’0>. (2.328)

Wie im bosonischen Fall tragen fiir ° > 0 nur die (a-) Teilchen und fiir z° < 0 nur die (b-) Antiteilchen
bei. Aus der expliziten Darstellung von ¥ erhalten wir analog

Sp(z) = / d47k etk @y v (2.329)
S (2m)4 Yk, —m +in '
~—— n—0+
i

Beachte, dass ¥ eine 4 x 4-Matrix ist, der Bruch ist also als Matrix-Inversion zu verstehen.
Wir erkennen einen Zusammenhang zwischen der Bewegungsgleichung (Klein-Gordon bzw. Dirac) im
Fourier-Raum und dem Fourier-transformierten Propagator:

‘ KG ‘ Dirac
Gleichung: (018, + m?) Y(z) =0 (iv"0, —m)Y(x) =0
= (=ktk, +m?) ¢(z) =0 | = (y"k, —m) (k) =0
Propagator: m m

2.10 Elektromagnetismus

Nach dem skalaren Feld (Spin 0) und dem Dirac-Feld (Spin 1/2) kommen wir nun zum elektromagneti-
schen Feld mit Spin 1. Hier kommen einige neue Ideen ins Spiel, denn das elektromagnetische Feld ist
nicht einfach ein bosonisches Feld, nur mit Spin 1 statt 0, sondern ist zuséatzlich ein Eichfeld. Wir erin-
nern uns zunichst am die klassische Elektrodynamik und formulieren deren Grundgleichungen dann in
relativistischer Form.

Das elektrische und das magnetische Feld sind, in Gegenwart von Ladungen und Strémen, durch die
Maxwell-Gleichungen

V- E = 4np, (2.330)
V-B=0, (2.331)
0B
E=—— 2.332
V x 55 (2.332)
E
V x B = 4rj + 837 (2.333)
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bestimmt. Wir verwenden hier Gaufsche Finheiten und setzen weiterhin ¢ = 1. (In spiteren Abschnitten
werden wir zu SI-Einheiten iibergehen, aber hier sind Gaufische Einheiten zunéichst praktischer.) Wir
kénnen zwei der vier Gleichungen 16sen, indem wir Eichfelder ¢, A einfiihren:

B=VxA, (2.334)
0A
E=-V¢— e (2.335)
Die Maxwell-Gleichungen werden zu
9 0
Voo + e V.- A= —4my, (2.336)
0=0, (2.337)
0 0

—&VXA——QVXA, (2.338)

9? 2 . ¢

Wir erkennen, dass zwei der Gleichungen trivial werden. Die Maxwell-Gleichungen &ndern sich nicht unter
der simultanen FEichtransformation

A — A+Vy, (2.340)
ox
60— (2.341)

mit einer beliebigen Funktion x(r,t). D.h. die physikalischen Eigenschaften sind invariant unter dieser
Eichtransformation. Die gesuchte Theorie muss diese Invarianz enthalten.

Interpretation: (¢, A) enthalten mehr Information, als zur eindeutigen Beschreibung des elektroma-
gnetischen Feldes tatsichlich notig ist. Das Feld hat gar nicht vier unabhéingige Komponenten A° (:= ¢),
Al A% A3 oder gar sechs (E', E?, E3, B, B2, B3). Es ist wiinschenswert, eine Theorie so zu formieren,
dass sie in jeder Eichung gilt (d.h., so dass sie invariant unter Eichtransformationen ist). Andererseits
kann man die Eichinvarianz auch ausnutzen: Wir erhalten garantiert dieselben Ergebnisse fiir beobacht-
bare Grofen unabhéngig von der Eichung. Wir konnen also x so wéhlen, dass die Rechnung mdoglichst
einfach wird. Zwei Eichungen sind hier wichtig:

(a) Lorenz-Eichung: Diese wird durch die Forderung

V-A+% =0 (2.342)
ot
festgelegt (dies ist eine Gleichung, sie legt eine Grofe, x, fest). ,Lorenz“ schreibt sich wirklich ohne ,t*
es ist eine andere Person: Ludvig Lorenz, nicht Hendrik Anton Lorentz. Die Lorenz-Eichung respektiert
die Lorentz-Invarianz, da wir sie auch in der explizit kovarianten Form

A, =0 (2.343)

schreiben kénnen. Sie fiihrt zu symmetrischen Gleichungen

2
(;2 - V2) A = DA = 4nxj, (2.344)
82
(8152 - v2> ¢ = O = 4np, (2.345)

verschleiert aber wichtige Eigenschaften, wie wir sehen werden.
(b) Coulomb-Eichung: Diese wird durch

V-A=0 (2.346)
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festgelegt. Dann wird

8—2—v2 A:DA—4W'—QV¢ (2.347)
o2 TS '
~—_——
=:4njr
V2p = —4dmp (instantan!), (2.348)
wobei jr transversale Stromdichte genannt wird, da gilt
1 0 0
Vijr=V-j—— = V%=V-j+ 2= (2.349)

4 Ot ot

Im Fourier-Raum lautet die entsprechende Beziehung k - j7» = 0, also gilt jr Lk.

2.10.1 Vierervektor-Notation

In der relativistischen kovarianten Formulierung fiihren wir ein Vierervektorfeld
A = (¢, A) (2.350)

ein. Die allgemeine Eichtransformation lautet dann

Al — AP — OFy. (2.351)
Die Lorenz-Eichung
9 AP =0 (2.352)
fihrt zu
OAH* = 4 # (2.353)
wobei
J* = (0,)). (2.354)

Dies ist alles explizit Lorentz-invariant.

Die Coulomb-Eichung und die resultierenden Gleichungen sind nicht explizit Lorentz-invariant, aber
die beschriebene Physik ist es natiirlich, da sie ja nicht von der speziellen Eichung abhéngt. (Hier passiert
folgendes: die Gleichungen &ndern ihre Form unter Lorentz-Transformationen, aber man kann immer eine
Eichtransformation finden, die sie wieder in die urspriingliche Form bringt.) Die E, B Felder sind jetzt
Komponenten des antisymmetrischen Tensors

FrY .= gt AY — 9" A, (2.355)
Dies ist der sogenannte Feld-Tensor mit den Komponenten

0o -B' —-E? -FE3
E! 0 -B® B2

P = 2 B3 0 _p (2.356)
E? -B? B! 0
pnv
Man kann die beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen dann schreiben als
O F" = 4mj". (2.357)

Die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen folgen ja bereits aus der Darstellung durch das Eichfeld A*.
Die Maxwell-Gleichungen lassen sich als Euler-Lagrange-Gleichungen zu einer Lagrange-Dichte £ auf-
fassen, die lautet

1 1
L=~ FM"E, —dnj*A,= 5 (E-E-B-B) —drgp+drj- A, (2.358)
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verstanden als Funktion des Eichfeldes A* bzw. ¢, A und von dessen Ableitungen. Wir zeigen dies anhand
der inhomogenen Gleichungen:

1
L= (0"A" = 0"A") (9,A, — 0,A,) — 4Am ' A,

1 »
=5 (O*AY — 0 AM) 9, A, — A jF A, (2.359)
und daher
oL oL
= J— — 1% v o_ v 1 v — _ % v
0=0u 5o, dy) ~ a4, = On0"AT =AY T = =0, F A dmj (2.360)
= OuFT=angt (2.361)

Dies war zu zeigen.
Die zu A, (unterer, d.h. kovarianter Index!) kanonisch konjugierte Grofse ist

oL
= — _Fo, 2.362
a (aOAU) ( 50 )

Insbesondere:

(a) Zu Ay = ¢ konjugiert ist —F% = 0. Also ist Ay = ¢ gar keine dynamische Variable — der zugehorige
Impuls ist exakt Null. Das versteht man am besten in der Coulomb-Eichung. In dieser gilt ndmlich

V2Ay = V3¢ = —4dro. (2.363)
Ay ist also durch die dufere Ladungstrigerdichte (und Randbedingungen) eindeutig bestimmt und

hat keine eigene Dynamik.

Es ist nicht etwa so, dass die Coulomb-Eichung dazu fihrt, dass eine Komponente von A, keine
Dynamik hat. Das ist unabhéngig von der Eichung der Fall. Wir kénnten es auch ohne eine bestimmte
Wabhl der Eichung zeigen, nur wire das etwas schwieriger. Die Coulomb-Eichung wurde nur benutzt,
um dieses Ergebnis einfacher herleiten zu kénnen.

(b) Zu Ay, k =1,2,3 (also —A, Vorzeichen beachten!) konjugiert ist
— F% = gk (2.364)
(also +E). Zu A ist also —E konjugiert.

Da eine Komponente von A, keine eigene Dynamik hat, scheint es, als hdtten wir noch drei dynamische
Freiheitsgrade. Das ist aber nicht der Fall: Da die Physik invariant ist unter den Eichtransformationen

Al s AP — Py, (2.365)

kann man eine Grofe pro Punkt beliebig wéhlen. Es bleiben noch zwei dynamische Freiheitsgrade. Wir
hatten gesehen, dass wir z.B. V- A = 0 fordern kénnen (Coulomb-Eichung). Dann ist A rein transversal
(wie man durch Fouriertransformation sieht: k - A = 0 = A ist senkrecht zur Ausbreitungsrichtung).

Bemerkung: Wir haben die Coumlomb-Eichung verwendet, um zu zeigen, dass das elektromagnetische
Feld nur zwei unabhéngige, dynamische Komponenten hat. Da das eine Aussage iiber beobachtbare Physik
ist, gilt sie aber unabhéingig von der Eichung. Die Coulomb-Eichung war nur besonders giinstig fiir die
Herleitung.

2.10.2 Quantentheorie des Elektromagnetismus

Wir wollen nun das elektromagnetische Feld quantisieren. Wir betrachten zunéchst das freie Feld (o =
0, j = 0). Wir hatten

E:%(E~E—B~B) (2.366)

44



und das zu A kanonisch konjugierte Feld ist —E. Wir verwenden die Coulomb-Eichung. Wir hatten
gesehen, dass dann gilt
V2 =0 (2.367)

(freies Feld). Mit der verniinftigen Forderung ¢ — 0 im unendlichen folgt
A =¢p=0. (2.368)
Dann lautet die Hamiltonsche Dichte (Energiedichte)

1
H=(-E)- QE ~L=E-E-;(B-E-B-B)=

=A=—E

(E-E+B-B), (2.369)

N =

wie wir aus der Elektrodynamik-Vorlesung schon wissen. Wir miissen A durch das dynamische Feld
(,Koordinaten®) A, mit V- A = 0, und das dazu konjugierte Feld (,Impulse”) —E ausdriicken:

7_[_

- % (E? +(V x A)?) (2.370)

also )
H= /d3r (E*+(Vx A)?). (2.371)

Da —E zu A konjugiert ist, wiirden wir in Analogie zu den bisher betrachteten Feldern gern schreiben

2

[—En(r,t), A, (r',t)] = —i6nd(r — '), (2.372)

m,n =1,2,3, also
(B (r,1), An(r',£)] = imnd(r — 1), (2.373)

um zur QFT {iberzugehen. Das ist aber nicht konsistent: Fourier-Transformation ergibt

(B (k, 1), A, (K, 1)] = / BrdPr' T B (r,1), An(x )]

Z(smn / d37” dST‘/ 6ik-r7ik'-r'5 (I‘ . I‘/)
= i6mn (2m)%6 (k — K'), (2.374)

wobei wir angenommen haben, dass das Feld E(r, t) Hermitesch ist. Es folgt

[k-E(k, 1), A, (K, 1)] =3 ki (27)%6 (k — k')

=ik, (27)%5 (k — k') (2.375)

Andererseits folgt aus V - E = 0 fiir das freie Feld, dass das elektrische Feld transversal ist: k - E = 0.
Widerspruch! Analog finden wir

[En(k, )X - A(K,t)] = ik}, (27)% (k — K') (2.376)

im Widerspruch zu V - A = 0 in der Coulomb-Eichung. Also: der naive Kommutator enthélt nichttriviale
Beitrige fiir die longitudinalen Anteile von E und A die (aus verschiedenen Griinden) gar keine dynami-
schen Freiheitsgrade darstellen. Mit anderen Worten: [Ep, (k,t)", A, (k’, )] muss transversal in k und k’
sein,

D ki [Em(k, )T, Ay (K, 1)] = K, [Em(k,t)T, An(K,1)] =0, (2.377)

aber i8,,,(27)28 (k — k) ist es nicht. Losung: Wir verwenden nur den transversalen Anteil der rechten
Seite:
kmkn

f ! =1 - )3 - k). .
[Bic) 4, 0,0] =1 (0 = 222 ) 0 1 = 10 (2378)
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Jetzt ist

s Ebn Y g (o PR o s
ka <mn |k|2>(2)5(k K) (kn i )(2)5(k K') =0, (2.379)

also ist die rechte Seite transversal. Im Ortsraum erhalten wir
transversal
.
[Ep(r,t), A, (v, 1)] = i6L, (r — 1) (2.380)
mit 5
d’k ko k
T e ik-r mivn
5mn( ) / (27T)3 € (5mn - |k‘2 > . (2381)
Es gibt nun zwei orthogonale lineare Polarisationen von A, da A transversal ist. Diese werden durch
zwei Einheitsvektoren &y, €ax ausgedriickt. Die entsprechenden (klassischen) Losungen der Maxwell-
Gleichung sind proportional zu &y e?® =% s =1 2. Wir vereinbaren

€1k X €9 = (2.382)

ma
d. h., é1x, €2k, k bilden ein Rechtssystem.

Wir schreiben den Feldoperator A (hier benutzen wir dasselbe Symbol fiir klassisches und Quanten-
Feld!) als Superposition von klassischen (,,Einteilchen*-) Losungen, d.h. von ebenen Wellen:

2
A1) = \FZ gwk D (€ [mcee!BTmnt) 4 af emhermead) (2.383)

s=1

mit j =1,2,3 und
wik = clk| = K| (dac=1). (2.384)

Diese spezielle Form des Feldes ausgedriickt durch ays und a;r(s schreiben wir dabei in Analogie zum reellen

Feld direkt hin, vgl. Gl. (2.214). Wir kénnten sie auch wie fiir das reelle Feld herleiten. A ist ein reelles

Vektorfeld in der klassischen Elektrodynamik, es wird in der QFT zu einem Hermiteschen Feldoperator.
Es folgt direkt

. 2
Ej(r,t) = —Aj(r,t) = ﬁ DRY. % > (ea); [aksei(k'r_“kt) —af emikrmad)| (2.385)
k s=1

Die Gleichungen kénnen wir fiir axs und a;f( s losen. Die Vertauschungsrelationen fiir E, A fiihren auf

|:a'k87 aL/S/:| - 6kk’ 633’) (2386)
[aks, 0] =0 usw. (2.387)

aLS ist also ein bosonischer Erzeugungsoperator, der ein Quant des elektromagnetischen Feldes erzeugt.
Dieses Quant nennen wir Photon. Wir finden also, dass Photonen Bosonen sind. Wir fassen zusammen,

wie wir darauf gekommen sind:

1. Die Lagrange-Formulierung der klassischen Elektrodynamik ergab, dass (der transversale Anteil von)
A die dynamische Variable und —E der dazu konjugierte Impuls sind.

2. Standard-Quantisierung von konjugierten Variablen und Darstellung des Feldes durch ebene Wellen
(also klassische Losungen) ergab bosonische Vertauschungsrelationen fiir die Photonen-Erzeuger
bzw. -Vernichter.
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Wir kénnen A, E auch in
1
H=g /d3r (E? + (V x A)?) (2.388)

einsetzen und erhalten den Hamilton-Operator

H= ZZ |k\ (aksaks+ ) (2.389)

ksl

was noch expliziter zeigt, dass Photonen mit Wellenvektor k die Energie wy = |k| haben. Oder mit &, ¢
wiederhergestellt:

Ek = hwk = hc\k|. (2.390)
Die Dispersion sieht also wie folgt aus:
E; &
hc|E|
keln Hga phrn'
/ masselase Teilchen
0 k|

Wir finden auferdem, dass das Photon sein eigenes Antiteilchen ist, analog zum reellen (Hermiteschen)
skalaren Feld. Damit ist das Photon insbesondere elektrisch neutral.

2.10.3 Transversaler Propagator

Wir schreiben schlieflich noch den Propagator des elektromagnetischen Feldes in der Coulomb-Eichung

auf. Wie zuvor ist das Erebnis nicht Lorentz-invariant, man kann aber zeigen, dass der nicht Lorentz-

invariante Anteil nicht zu beobachtbaren Effekten (z. B. in Streuexperimenten) fiihrt, siche Huangs Buch.
Der Propagator wird wie iiblich definiert durch

Di(@) = —i{0]TAi(x)4;(0)[0) (2:391)
transj/ersalz V-A=0 Zeitordnung

Wir verwenden die Darstellung von A durch die Operatoren a,a’, gehen aber zum unendlich grofien

System {iiber:
1 T d3k
vV 4 _>/(27T)3. (2392

Dann
it —iktx - 0
. Bl B 1 2 < aj.ap e n O> fiir z¥ >0
D7 (z) = —i/ . > ) (2.393)
(2m)° 2y i =1 <O ’ak, ,ak etk Tu O> fiir 2° < 0
T
Term mit a|0) verschwindet jeweils, da a das Vakuum vernichtet
wobei af{s = (€4x); aks- Nun ist
< aiall ek o 0> = (21)%8,50(k — K') (410), (6510), (2.394)
also unter der Summe »__,
y Pk 1 e k'k7
DU — = iker—iwk|t| (51 i 2.395
T(‘r) 7’/ (277)3 2wke J |k|2 ( 39 )
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Mit der Darstellung

) 1 0o e*ik‘ot
o iolt] :*T/ aRO2 — (2.396)
T J -0 W = (k ) —m n—kO
erhalten wir schliefflich . - o
” d*k e e k'kI
1o [ Gy an a4 e ) (2397

Die ganze Herleitung ist sehr &hnlich zum Fall des skalaren Feldes.

2.10.4 Impuls und Spin

Als Anwendung wollen wir den Impuls und Eigendrehimpuls (Spin) eines Photons bestimmen. Die I'm-
pulsdichte des elektromagnetischen Feldes ist bekanntlich durch den Poynting- Vektor E x B gegeben. Naiv
wiirden wir den Impuls nun schreiben

p= /d3rE x (V x A). (2.398)

Warum ist das nicht gut? p ist nicht Hermitesch, da E und A nicht kommutieren. Also nehmen wir die
symmetrisierte, Hermitesche Form

p:;/d?’r[EX(VXA)T(VXA)XE}, (2.399)

die ebenfalls den korrekten klassischen Grenzfall ergibt. Wir setzen die explizite Darstellung von A und

E = —A ein:
p— o1 Z 1wk Z/dsr & k<ak ik r—wict)
2V kk’ 2 W' ss’ ’ ’

. »
_ aTkse*Z(k-rfwkt)) % (iK' X éy1) (ak/s’ez(k T t)

. 12 . ’
— (111‘(/8/672(1( Ariwk,t)) - (Zk/ X es/k/) (ak/s/el(k Towert)

Ly . .
_ al/s/efz(k -rfwk/t)) X @41 (aksez(krfwkt) _ a;r(sez(k-rwkt))]

11 1
=57 ; 3 \/;T:Z/d%ésk x (k' X &) {(aksaws/

)ei(k‘r—wkt)ei(kﬂr—wk/t)

+ ax’ s’ axs

. . ’
— (aksaLs/ + alt/s/aks)el(k'rf“"‘t)eﬂ(k Towt)

T T —i(kr—wit) (k' r—wy, it
- (aksak/s/ +axrsray, e ( i) il ' t)

+ (aLSCLL,S, + aL,s,aLS)ei(k-rwkt)ei(k’.rwk,t)}

-3 Z Z [—ésk x (K x &, _)axsa—i,qe 2t
ar ~~

ss’
pe

k’=—k hier

B éSk X (k X és’ k ) <alts’aks + ;555’)
—~

p¢
k’=+k hier

R A 1
— €5k X (k X es/k) (aLsaks’ + 5 5ss/>
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— ésk X (k X és/,_k)a;&sa_k,s/e%“kt} (2400)

Im 1. und 4. Term: Diese Terme sind ungerade in k, daher verschwindet die Summe. (Beweis: 1. Term
lautet

1 N R . R Y
3 SN [(esk ey 1)k — (& - k) es/,k] ks g€ 210kt
k ss’ :“0

setze k - —k,s < s

1 )
= 5 Z Z — (ésk . ésyfk) kaksa,k’sfe_m“kt (2401)
k

ss’

Die Summe ist gleich ihrem Negativen, also ist sie gleich Null.)
Es bleibt:

1 Z Z S . .
p= 5 |:(esk : es’k) k — (esk ‘ k) es’k:| (alslaks + a;r(saks/ + 555’)
™ ~—_——— ——

’
ss
=0, =0

=3 Yk <aLSaks + ;) = > > kaf,ax.. (2.402)
k s k s

Der konstante Term verschwindet, da sich Beitrdge zu k und —k gegenseitig wegheben. Ein von aLS

erzeugtes Photon hat also wie erwartet den Impuls k (mit wiederhergestellten Einheiten: k).
Nun zum interessanteren Fall des Eigendrehimpulses. Aus dem Poynting-Vektor erhalten wir die Dreh-
impulsdichte r x (E x B). Also fiir den Drehimpuls des Feldes, symmetrisiert:

J:%/d:sr[rx(Ex(VxA))—rx((VxA)xE)}, (2.403)

und in Komponenten:

1 0
Ji = 5 /dST Z (EijkrjgklmElgmnp W Ap — EijkT E )

jklmnp
1 0 0A
= 5 /d37" Z €ijkEkimEmnp Tj (El aiAp + 3 p El)
. N—_—— Tn Tn
jklmnp
1

beachte 6Mm€mnp:5kn 6lp _5kp dtn

1 A A
:7/d3r D cikr (ElaAl—ElaAk—i-alEl - kEl)

2 ory, ory orn, B or,

Jjklm

1 0A; 04 0
= 5 /dST Z Eijk l:Tj <El (977“]@ + 877“]{ El) _(9777 (T’jElAk + TjAkEl)

Jjklm -0
fallt weg wegen des Gauftschen Satzes
OF oF
+ 5jl (ElAk + AkEl) +r; =t A + A = . (2404)
37'1 877
=0, da V-E=0

Der 1. Term enthélt r linear, hangt also von der Wahl des Koordinatenursprungs ab. Dieses Verhalten
kennen wir aus der Mechanik fiir den Bahndrehimpuls. Es ist also verniinftig, diesen Term als Bahndre-
himpuls L des Feldes zu identifizieren. Der 3. Term héngt dagegen nicht explizit von r ab. Dies ist der
FEigendrehimpuls S des Feldes:

1
S; = 3 /dg’l" ;Ei]‘k (EjAk + AkEj) (2.405)
J
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1
= S:i/d?’r(ExA—AxE). (2.406)
Wir konnen wieder A, E einsetzen und erhalten nach einiger Rechnung

. k
S=i E m (GLQGM — a;rdakg) . (2.407)
k

Dies ist nicht diagonal im Polarisationsindex s, d.h. aL  erzeugt keinen Eigenzustand zu S. Wir konnen
dies leicht reparieren: Wir fiihren Linearkombinationen

Konvention

v
ak1 + 10k2
ax+ ‘= ———— 2.408
Kt NG (2.408)
ein. Dies ldsst den Hamiltonian diagonal:
H=Y"[K] (aL_ak_;_ +al_ae + 1) (2.409)
Kk
und diagonalisiert den Eigendrehimpuls:
k
s=%" T (afesans — af_ar) . (2.410)
k

Den Eigendrehimpuls nennen wir Spin. Der Spin des Photons hat also den Betrag 1 (mit Einheiten: h).
Es existieren jedoch nur zwei Einstellmoglichkeiten des Spins: parallel oder antiparallel zu k, also zum

Impuls.
- S
5 oder

~Helizitat +1¢ ~Helizitat -1¢
(Rechtsschraube)  (Linksschraube)

Aus der elementaren Quantenmechanik hétten wir fiir den Spin 1 noch eine dritte Einstellmoglichkeit

erwartet, ndmlich mit
k

. m —
Diese tritt hier nicht auf, weil das elektromagnetische Feld wie gesehen nur zwei unabhéngige, dynamische

Komponenten hat, nicht drei. (Das ldsst sich darauf zuriickfiihren, dass das elektromagnetische Feld mas-
selos ist. Fiihrt man einen Masseterm m2A* A, /2 in £ ein, so erhilt man drei unabhéingige Komponenten

S 0. (2.411)

und auch drei Erzeuger aI{p aLO, aL 1)

2.11 Quantenelektrodynamik (QED)

Zum Abschluss der Einfiihrung in die QFT wollen wir die QFT des Elektromagnetismus zumindest formu-
lieren. Aus Zeitgriinden kénnen wir nicht viel damit rechnen. Die QED ist eine sehr erfolgreiche Theorie,
die hochprizise quantitative Ergebnisse liefert, z. B. fiir das magnetische Moment (oder dquivalent den
g-Faktor) des Elektrons. Der Vergleich mit ebenfalls hochprézisen Experimenten liefert hervorragende
Bestétigungen der Giiltigkeit der QED.

Wieso ist die QED so erfolgreich? Zum einen ist sie offenbar korrekt innerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs,
d.h. bei Vernachléssigbarkeit anderer Kréfte. Zum anderen zeigt die Beobachtung, dass die elektroma-
gnetische Wechselwirkung relativ schwach ist: die Kopplungsstirke, gegeben durch e2, in natiirlichen
Einheiten ist relativ klein gegen eins:

e? 1

= ~ —_— . 2.412
ir he ¢ 137 (2.412)
~—

Feinstrukturkonstante

=1
in unseren Einheiten
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Dies erlaubt Stoérungsrechnung in «. Wére o grofl, kénnte man das nicht machen und quantitative Er-
gebnisse wiren viel schwieriger zu erhalten. Das ist ein Problem der Quantenchromodynamik (QCD), der
Theorie der starken Wechselwirkung, in der die entsprechende Kopplungskonstante von der Gréfienord-
nung eins ist.

Wir betrachten nun Fermionen (Elektronen) im elektromagnetischen Feld, die Diskussion fiir ein ge-
ladenes skalares Feld (z. B. m-Meson) ist dhnlich.

Wir kennen bereits die Lagrange-Dichten fiir das Dirac-Feld und das elektromagnetische Feld:

‘CDirac = E(Z(ﬂ - m) \117 (2413)
1 v
Lom = =1 P Fuy. (2.414)
Die Gleichung
L= EDirac + Accm (2415)

wiirde ungeladene Fermionen im elektromagnetischen Feld beschreiben (Neutrinos) — die beiden Felder
sind gar nicht gekoppelt.

Fiir geladene Fermionen kénnen wir nun auf verschiedenen Wegen vorgehen. Hier werden wir die Form
der Kopplung physikalisch motivieren und die Konsequenzen fiir die Eichtheorie folgern. Wir wissen:

GH = P (mit Komponenten g, j) (2.416)
beschreibt die (Teilchen-) Stromdichte der durch ¥ beschriebenen Fermionen und es gilt
it = (Kontinuitéitsgleichung), (2.417)

d.h. j# ist ein erhaltener Strom.

Wir wissen auch, wie die Ladungen und Stréme in der klassischen Elektrodynamik an das elektro-
magnetische Feld koppeln. Um diesen klassischen Grenzfall zu gewéhrleisten (Korrespondenzprinzip),
definieren wir zunéchst j# geringfiigig um:

G" = qUAH (Ladungsstromdichte) (2.418)
mit der Ladung ¢ eines Feldquants. Fiir Elektronen
g=—e<0. (2.419)

(In der QFT-Literatur wird oft e als Ladung des Elektrons, also negativ, definiert, so auch von Huang und
Itzykson/Zuber. In der Vielteilchen-Literatur und anderswo bezeichnet e die positive Elementarladung.
So auch hier.) Natiirlich gilt weiterhin 9,j#* = 0. In der klassischen Elektrodynamik lautet dann der
Kopplungsterm

Ling = —4m j*A,, (2.420)

vgl. Gleichung (2.358). Wir nehmen an, dass dieser auch in der QED gilt.
Dann ist

L= LDirac + £em + Eint
— 1
=T (90, —m) ¥ —  F"F,, — 4nj"4,

_ 1
=V <i’y”8“ —4dnytqA, —m) v — 1 FrYF,,. (2.421)

Man fasst die Terme mit J,, und A, zusammen durch Definition der kovarianten Ableitung
D, =0, +4migA,, (2.422)

was ergibt

— 1
L=V ("D, —m)¥ — 1 F*E,,
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— 1

Dies ist nun die Lagrange-Dichte der QED. Sie ist offenbar explizit Lorentz-invariant.

Es ist vielleicht bemerkenswert, dass aus diesem harmlos aussehenden Ausdruck Ergebnisse wie die
prézise Berechnung des g-Faktors des Elektrons (g &~ 2,00231930) folgen. Wie gesagt verwendet die Rech-
nung Stérungstheorie in ¢? = e?(~ a) als kleinem Parameter.

Wir untersuchen noch die Eichsymmetrie der Theorie: Fiir das freie elektromagnetische Feld hatten
wir die Invarianz unter

Al s AP — 9Py (2.424)

fiir beliebiges x(z) = x(r,t) gefunden. F*¥ ist eichinvariant, da es nur E und B enthéilt, aber naiv finden
wir

U (ip—m)¥ =T (iv"9,, — 4myHgA, —m) T
— U (iv"9), — dmy*qA, + Ay g0, x — m) ¥
W (ilD—m) W + 47 gy V. (2.425)

Das ist nicht eichinvariant. Um dies zu reparieren fordern wir, dass sich ¥ simultan geméfs
U — iy (2.426)
transformiert. Dann folgt ndmlich
@(i’y"aﬂ —4dnytqA, — m) v

— W ¢~ 4miax gdmiax (iv“@u —4mqy" (0. x) + 4ny"q(0ux) —4my!qA, — m) 1\
=1

=0
=T (179, — 4my" g A, — m¥). (2.427)
Damit ist £ insgesamt eichinvariant. Man kann sich natiirlich fragen, warum wir auf die Eichinvarianz der

Theorie so viel Wert legen. Die Erfahrung zeigt aber, dass die meisten (oder alle) fundamentalen Wech-
selwirkungen durch Eichfeldtheorien, d.h. Quantenfeldtheorien mit Eichinvarianz, beschrieben werden.
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Kapitel 3

Vielteilchentheorie bei der Temperatur
Null

Im vorigen Abschnitt haben wir einige Quantenfeldtheorien eingefiihrt und ihre Eigenschaften diskutiert.
Man kann noch viele andere definieren. Eine Aufgabe der Hochenergie- und Elementarteilchenphysik ist
es herauszufinden, welche QFT die beobachteten Teilchen am besten beschreibt. Wie in der Einfithrung
erwahnt, ist der Ausgangspunkt in der Physik der kondensierten Materie ein anderer: Wir wissen, was
die zu Grunde liegende Theorie ist, ndmlich die QED mit einigen, ziemlich trivialen Erweiterungen fiir
mehrere Sorten von geladenen Teilchen (Elektronen und Kernen). Das Augenmerk verschiebt sich auf
Effekte aufgrund der (praktisch unendlich) grofen Zahl von Teilchen.

Dennoch kommen andere Quantenfeldtheorien in der Vielteilchentheorie schon bald durch die Hintertiir
wieder herein: Wir sind meist an Effekten bei niedrigen Energien/Temperaturen interessiert, die oft durch
effektive Hamiltonians (oder Lagrangians) beschrieben werden, die z. B. ein reelles Feld (Phononen) oder
masselose relativistische Fermionen (Elektronen in Graphen, d.h. Graphit-Einzelschichten) darstellen.

3.1 Wechselwirkungsfreie Elektronen

Wir betrachten als erstes nicht wechselwirkende Elektronen in einem starren Kristallgitter. Dieser Ab-
schnitt wiederholt teilweise Konzepte aus der Einfiihrung in die Festkorperphysik und aus der Quan-
tentheorie 2 und ist auch niitzlich, um die Nomenklatur einzufiihren, die wir im Folgenden verwenden
werden. Das System nicht wechselwirkende Elektronen im starren Gitter ist nicht Lorentz-invariant: das
Gitter zeichnet ein Inertialsystem aus. Aufferdem ist die Geschwindigkeit der Elektronen i. A. klein gegen
c. Eine relativistische Formulierung ist daher weder angemessen noch notwendig. Relativistische Quan-
tenfeldtheorien waren einfacher im Lagrange-Formalismus zu formulieren. Hier ist dies nicht von Belang
und man verwendet meist den Hamiltonian.

Fiir nicht wechselwirkende Elektronen treten im Hamiltonian in zweiter Quantisierung wie gesehen
nur bilineare Terme auf (vgl. Abschnitt 2.4). Also ist

H=T+V, = /d3r\w(r) (—;H@(r)) T(r) (3.1)

den Index lassen wir fallen

und im k-Raum, nach Glg. (2.185) und (2.186),

k2 1
H = Z o ClT(Ck + i Z Vi—x ClT(Ck/ (3.2)
k Kk’
mit
V= / P eV (1), (3.3)

V ist das Volumen des Systems; wir betrachten den Kristall in einem sehr grofsen, aber endlichen Volumen
V mit periodischen Randbedingungen und fiithren (im Prinzip) am Ende der Rechnung den Grenziibergang
V — 0o aus. Damit laufen Integrale [ d3r iiber das Volumen V.
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In diesem Abschnitt ignorieren wir den Elektronen-Spin, der einfach zu einer Verdoppelung der Einteil-
chenzusténde fithrt. Wir betrachten aber nicht irgendein Potential V' (r), sondern ein starres Kristallgitter.
Das bedeutet, dass die Funktion V(r) periodisch ist:

V(r+R)=V(r) Vr (3.4)
fiir jeden Gittervektor R. Einige Gittervektoren sind in dieser Skizze (hier in zwei Dimensionen) dargestellt:

Kern

§”

)

§ I

gt

---t-- "N Finheitszelle

Daher gilt:
Vq= /d?’r e TV (r) = Z / d3re AR e (R 4 1), (3.5)
R € Gitter ¥ Zelle e

Das Integral [ d3r 1iuft iiber das groke, aber endliche Volumen V. Daher hat auch die Gittersumme YR
endlich viele Terme, deren Anzahl wir mit IV bezeichnen. An dieser Stelle ist es niitzlich, zunéchst folgende
Summe zu betrachten:

> el =z (3.6)

R € Gitter

Fiir fast alle q nehmen die e "R gleichverteilte Werte auf dem Einheitskreis (e *@®| = 1) an. In der
Summe heben sie sich weg:

Im A
Re
Das passiert nur dann nicht, wenn
q-R=2mn, neZ, VR, (3.7)
denn dann gilt fiir alle R: _ _ _
efquR — 67127rn _ (6727m)n - 1. (38)
Also ist in diesem Fall ‘
doeR= M 1=N, (3.9)
R € Gitter R € Gitter

die Zahl der Gitterpunkte (N — oo am Ende der Rechnung). Man definiert das reziproke Gitter als Menge
aller Q mit 4
TR -1 VR (3.10)
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oder #dquivalent: Q - R/2m € ZVR. Also erhalten wir

—iq: 0 fir q ¢ rez. Gitter
iq-R __ ,
RezG‘:tt ‘ a { N fiir q € rez. Gitter. (3.11)
Somit folgt:

i 0 fiir q ¢ rez. Gitter
— 3 iqr
Va = /Zelled re V(r) x { N fiir q € rez. Gitter (3.12)

ist nur dann von Null verschieden, wenn q zum reziproken Gitter gehort, und ist dann i. W. die Fourier-
Transformierte iiber eine Einheitszelle. Daher gilt auch

1 ‘ ] ,
V=53 e Va=5 > ¢V (3.13)
q

Q € rez. Gitter

Da die Fourier-Transformation in den k-Raum unitér ist, &ndert sich dabei die Zahl der Freiheitsgrade
bzw. die Dimension des Hilbert-Raums nicht. Daher muss auch die Summe ZQ iiber das reziproke Gitter
N Terme enthalten.

Um den Faktor N loszuwerden, definieren wir die Fourier-Transformierte von V(r) ab jetzt geringfiigig
anders:

1 .
Vq = 9/cl‘q'r e QT V(1)
1

=9 Z /zn d?’re*iQ'Re*iQ'rV(r)

R € Gitter
wobei Z eTIQR — v
R € Gitter
1 )
= / d3re QT V (1), (3.14)
Uzille Zelle

Volumen der Einheitszelle

Die Riicktransformation ist dann _
V(r)= Z ATV, (3.15)

Q € rez. Gitter

Damit vermeiden wir ein explizites Auftreten der extensiven Gréfen N und V.

Somit ist 2
H= Z%click—kz Z Vaq CL+QCk. (3.16)
k k Q € rez. Gitter

Wir sehen, dass der zweite Term Elektronen koppelt, deren Wellenvektoren (oder Impulse, da i = 1) sich
um reziproke Gittervektoren Q unterscheiden:

ky A
O O O
x x x
O _O O
XTQ)X x
OHQ!O O
k.

Hier sind alle Punkte ,,0 miteinander gekoppelt und alle ,,x* sind ebenfalls miteinander gekoppelt, aber
nicht die ,,o“ mit den ,,x*.
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Die 1. Brillouin-Zone (1. BZ) ist definiert als die Menge aller k, die ndher an Q = 0 als an irgendeinem
anderen reziproken Gittervektor Q liegen. Die 1. Brillouin-Zone ist eine spezielle primitive Einheitszelle
des reziproken Gitters. Jedes k lésst sich schreiben als Summe eines reziproken Gittervektors Q und eines
qc l. BZ:

k=Q+aq (3.17)
Das tun wir jetzt fiir die Operatoren ¢, ¢! und schreiben
(k+Q)?
H= Z T om CI{—O—QCkJFQ + Z Vor CL+Q+QICk+Q- (3.18)
kQ kQQ’

k € 1. BZ
Q € rez. Gitter

Da H keine Wechselwirkungen enthélt, reicht es hin, Einteilchenzusténde zu betrachten. Vielteilchenzu-
stédnde ergeben sich dann einfach durch Besetzung der entsprechenden Zahl von Einteilchenzustdnden
unter Beachtung des Pauli-Prinzips. Wir betrachten Einteilchenzustéinde der Form

k)= > umqcfgl0), ke 1Bz (3.19)

Q € rez. Gitter

Dies ist eine Superposition der von H in Glg. (3.16) und (3.18) gekoppelten Einteilchenzustande. Es folgt

X +Q)? ; t
H |nk) = Z 5 Cosq K HQ UnkQ” Gt g |0)

2m

k'QQ"’ ~ >

erfordert k' + Q =k + Q"

pY
v —_——
—~
+ Z Vo CL’+Q+Q’ Ck/+Q UnkQ’ CLJrQu |0)
k/QQ/Q//

beachte ckuchL v = Ok 0QQ” — CL "k +Q
+Q B AN

vernichtet |0)

(k+Q)?
=2 o G l) + Y Vardhyqiq tna |0)

Q QQ’
mitQ+Q - Q = Q- Q-Q
(k+Q)?
=2 Tom UnkQ crql0) + Y Var unkq-q ¢y q10)- (3.20)
Q QQ’
Wir wollen die Koeffizienten u,xq so wéhlen, dass |nk) ein Eigenzustand von H ist:
|
.= Ex |nk> = ZEnk UnkQ CLJFQ |O> (3.21)
Q

Dies erfordert, wegen der linearen Unabhéingigkeit der Zustandsvektoren c;r( +Q |0) fiir verschiedene k,

(k+ Q)2

o UnkQ + Z Vo' unkq-q = Enk Unkq—q’ (3.22)

Q/

= ZQ/ VQ—Q’ unkQ’
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k+Q)?
= Z |:(5QQ/ % + Vo-q' | Unkq’ = Enk Unkq- (3.23)
Q/

Wir erhalten eine Eigenwertgleichung fiir die Matrix # (k) mit den Komponenten

(k+Q)°
m
fir die Eigenwerte E,x, n = 1,2,..., k aus der 1. Brillouin-Zone, und die Eigenvektoren u,x mit Kom-

ponenten u,kq, Q aus dem reziproken Gitter. H (k) ist Hermitesch, da V(r) reell ist. Daher kénnen wir
das Problem im Prinzip l6sen. |nk) mit den derart bestimmten wu,xq ist ein Eigenzustand von H. In
Ortsdarstellung lautet dieser

Ynk(r) = (r|nk) = > uniq <T|CL+Q|0> =3 U e FVT = gt Ny, (3.25)
Q Q cbene Welle Q
=: unk(r)

Unk(r) ist gitterperiodisch, denn

unk(r + R) = Z AT AR @ = Unk(1). (3.26)
Q =1

Dies ist der Inhalt des Blochschen Theorems: In einem periodischen Potential sind die Einteilchenwellen-
funktionen Produkte aus einer ebenen Welle und einer gitterperiodischen Funktion.

Beachte auch, dass das Energiespektrum E,x nun durch eine diskrete Quantenzahl n (den ,Bandindex®)
und ein k € 1. BZ aufgezéhlt wird. Da die Matrix H(k) eine stetige Funktion von k ist, erwarten wir,
dass auch E,y fir festes n stetig in k ist. Also bildet ein typisches Spektrum eine Bandstruktur, wie in
der Skizze fiir eine Dimension gezeigt:

n=3
n=2
n=1

L J

Nahe bei k = 0, und allgemeiner an allen Sattelpunkten in der Bandstruktur, kénnen wir entwickeln:

1 .
Enk = EnO + 5 Z kl (mn’ 1)ij kjv (327)
ij

wobei m¥ 1 der inverse effektive Massentensor ist. m?~! ist in drei Dimensionen eine reelle und sym-
metrische 3 x 3-Matrix. Falls diese Matrix proportional zur Einheitsmatrix ist, ergibt sich die einfachere

Form
Enk = En 5 :;.
0 2m ( )

n
wobei m;, die effektive Masse ist.
Wir konnen zusétzliche Einsicht aus dem Grenzfall V(r) — 0 gewinnen. Wie sieht E,x dann aus? V'
ist auch hier periodisch, sogar mit jeder Periode, also auch mit der uns interessierenden.
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i freie Elektronen
Fad

AZTTL
zurlickgeschoben
indiel.BZ

0 k

Man kann zeigen, dass sich fiir ein schwaches Potential V' zuerst dort Energieliicken 6ffnen, wo sich zwei
Bander beriihren:

N

AVA

v
ol

o]

Man kann dies als Streuung der Elektronen am periodischen Gitter verstehen.
Wir definieren noch
clk = Z UnkQ CL_Q. (3.29)

Q € rez. Gitter

Dann ist einfach
Ink) = ¢!, 10), (3.30)

cjlk erzeugt also einen Einteilchen-Eigenzustand. Man kann zeigen, dass die Operatoren CILk, cnk ebenfalls
Fermionen beschreiben. Der Hamilton-Operator ausgedriickt durch die neuen Operatoren ist nun einfach

H=Y"Encycn (3.31)
nk

Wir haben den Hamilton-Operator damit vollstdndig diagonalisiert.

Fir wechselwirkungsfreie Elektronen erhalten wir Vielteilchenzustéinde wie erwéhnt einfach durch
Besetzung vieler Einteilchenzusténde. Der Formalismus der Zweiten Quantisierung sorgt automatisch
fiir die korrekte Antisymmetrie unter Vertauschung (Pauli-Prinzip). Vielteilchenzusténde lassen sich also
schreiben als

Iniki,noko,...) =cl el oo 0). (3.32)

Diese Vielteilchenzusténde sind ebenfalls Eigenzusténde von H, wie man leicht {iberpriift. Die zugehorige
Eigenenergie ist E, k, + En,k, + -.. Der Grundzustand ist der Vielteilchenzustand mit der niedrigsten
Energie bei der vorgegebenen Teilchenzahl. Wegen des Pauli-Prinzips kann jeder Einteilchenzustand (un-
ter Beriicksichtigung des Spins) nur einfach besetzt sein. Wir fiillen also die Einteilchenzustéinde mit
aufsteigender Energie auf, bis wir alle Elektronen untergebracht haben. Die héchste dabei erreichte Ein-
teilchenenergie heiflt Fermi-FEnergie Ep:
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E A | unbesetzte
nk Fermi—Fliche Zustinde
/ !

besetzte
Zustinde
(Fermi—See)

K

Die Menge aller k mit E,x = Er nennt man Fermi-Fliche (eine Flache im dreidimensionalen k-Raum).
Es gibt mehrere wichtige Falle:

(a) Die Fermi-Energie liegt in einem Band: Elektrische Anregungen mit niedrigen Energien sind
moglich, insbesondere Transport (Strom) — es handelt sich um ein Metall.

Enk

(b) EF liegt in einer Energieliicke der Breite A zwischen zwei Béndern: Elektrische Anregungen benoti-
gen die Mindestenergie A, daher keine Leitfdhigkeit bei T = 0 — es handelt sich um einen (Band-) Isolator
(fiir grofes A) oder Halbleiter (fiir kleinere A). Ein Isolator oder Halbleiter hat also keine Fermi-Fléche.
Anregungen werden thermisch erzeugt fiir kgT = A, dann erhalten wir intrinsische Leitung im Halbleiter.
Fir kpT < A ist die Leitfdhigkeit exponentiell unterdriickt.

\/

S SRS I | Energiclucke A |k

iy

K

(¢) Bei der Fermi-Energie Er beriihren sich zwei Béinder, so dass zwar keine Energieliicke vorhanden
ist, die Zustandsdichte bei Er aber verschwindet. Die Leitfahigkeit bei T" = 0 ist deshalb Null, aber
bei niedrigen Temperaturen 7" > 0 ist sie durch ein Potenzgesetz von T gegeben und nicht exponentiell
unterdriickt, wie in einem Isolator oder Halbleiter. Die Bander kénnen sich am Bandberiihrungspunkt
linear oder quadratisch verhalten, auch unterschiedlich in verschiedenen Richtungen im Impulsraum. Ein
zweidimensionales Beispiel ist Graphen.
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Die Abbildung H : k — H(k) aus der 1. BZ (oder dem periodischen k-Raum) in einen Raum
von Bloch-Hamiltonians mit gewissen Eigenschaften kann interessante topologische Eigenschaften ha-
ben. Charakterisiert man z.B. Hamiltonians nach drei globalen Symmetrien (Zeitumkehrsymmetrie,
Ladungskonjugations- bzw. Teilchen-Loch-Symmetrie und deren Produkt, genannt chirale Symmetrie),
so findet man zehn Klassen. Abhéngig von der Klasse und der Raumdimension erlaubt die Abbildung
‘H (a) die Existenz einer topologischen Invarianten, die beliebige ganzzahlige Werte annehmen kann, die
Existenz einer topologischen Invarianten, die nur zwei diskrete Werte (,trivial* und ,nichttrivial®) anneh-
men kann, oder (¢) keine topologische Invariante. Wegen der zehn Klassen nennt man diese topologische
Klassifizierung ,tenfold way*. Hat das durch den Hamiltonian H (k) beschriebene Modell eine Energie-
liicke an der Fermi-Energie, ist also ein Isolator oder — siehe unten — ein Supraleiter im Rahmen der
BCS-Theorie, und besitzt eine von Null verschiedene topologische Invariante, so spricht man von einem
topologischen Isolator bzw. Supraleiter. Diese zeichnen sich durch nichttrivale elektronische Zustdnde auf,
die an der Oberfldche lokalisiert sind und deren Energie die Fermi-Energie schneidet. Dies ist ein aktuelles
Forschungsgebiet, das in eigenen Vorlesungen behandelt wird.

3.1.1 Tight-Binding-Modelle

Nach dem Blochschen Theorem l&sst sich jede Eigenfunktion von wechselwirkungsfreien Elektronen auf
einem Gitter schreiben als

Prie(r) = Ui (r) €7, (3.33)

wobel u,x(r) gitterperiodisch ist. Nun ist k beschriankt auf die 1. BZ und die Fourier-Transformierte von
Yk (r) bzgl. des Parameters k ist daher diskret, wie wir jetzt zeigen. Wir kénnen auch 1,x(r) periodisch
im k-Raum fortsetzen, dann ist ¢, k+q(r) = ¥nk(r) fiir alle reziproken Gittervektoren Q. Daher ist die
Fourier-Transformierte (beachte die Nicht-Standard-Konvention iiber das Vorzeichen im Exponenten, das
sich spéter als niitzlich erweist)

._ L e~ ikR r
¢n(R,T) := i kngZ P (T) (3.34)

nur fiir R aus dem reziproken Gitter des reziproken Gitters von Null verschieden, also fiir R aus dem
urspriinglichen Gitter. Die Umkehrtransformation lautet

1 ik-R
wk(r) = — e’ n(R,T). 3.35
Y (r) Wi ; ¢n(R, 1) (3.35)
Diese Darstellung von ¥,k (r) muss das Blochsche Theorem erfiillen:
. 1 .
Pnk(r) = e*T —=) "e*® T4 (R,r) (3.36)
N %
mit
unk(r) = upk(r+R') VR’ € Gitter (3.37)

= Z e B 4 (R,r) = Z M BRI 6 (Rr + R)
R R

60



R~>2+R' Z ez’k(R—r) ¢n(R + Rl, r+ R/). (3.38)
R
Wegen der linearen Unabhéingigkeit der ebenen Wellen muss dafir ¢,(R + R';r + R’) = ¢,(R,r) fir
jeden Gittervektor R’ gelten. Mit der Wahl R/ = —R finden wir, dass ¢, nur von r — R abhéngen darf.
Wir schreiben daher

— L kR r—
Pri(r) = m%} dn(r —R), (3.39)

bu(r) = 6(0,7) = %N S lr) = f S Tt (3.40)

Die Funktionen ¢, (r) heifen Wannier-Funktionen. Sie sind typischerweise stark lokalisiert im Ortsraum
und ndhern sich den atomaren Orbitalen an, wenn diese sich schwach iiberlappen. Anders als diese sind
sie jedoch fiir unterschiedliche n und R orthogonal,

[ = R 6usr = R) ~ G e (3.41)

und bilden ein vollstéindiges System. Wir beweisen diese Aussagen hier mcht

Es ist niitzlich, den Hamiltonian H in der Basis der Wannier-Zusténde cm |0) mit

o —ik-R; .t
Cri = ——= Z e ek (3.42)
\/JV -
darzustellen. Es ist

(vl 0y = fZe‘“‘R el 10) = Z TR (1) = da(r — Ry), (3.43)

k

also erzeugt cin wirklich einen Wannier-Zustand. Mit der Umkehrtransformation

chi = \FZe“ chis (3.44)

wobei die Summe iiber alle Gitterpunkte lduft, wird der Hamiltonian

1 . A
k-R; —ik-R;
H= g EnkCLkan = — E E Ex e e " Jcim-cnj
nk ij

- Z Z hn »iJ mcn] (3.45)

1 )
hnij = 3 P oS (3.46)
k

In dieser Darstellung besteht H aus lokalen Termen (i = j) und Hiipftermen (i # j) auf dem zugrun-
deliegenden Gitter. Diese Art von Modell nennt man Tight-Binding-Modell. Es ist instruktiv, die Tight-
Binding- (Gitter-) Darstellung (3.45) mit der kontinuierlichen Form in Gl (3.1) zu vergleichen. Es ist
wichtig zu realisieren, dass beiden Hamilton-Operatoren exakt gleich sind. Bei der Herleitung von GI.
(3.45) ist insbesondere keine niherungsweise Diskretisierung von ¥(r) eingegangen, sondern es wurde nur
die Periodizitdt von V (r) verwendet.

Der Begriff Tight-Binding-Modell entstammt der Theorie fiir Festkorper mit stark an die Kerne ge-
bundenen Elektronen, ist aber in der heutigen Verwendung nicht auf diesen Grenzfall beschrinkt. Wenn
man von atomaren Orbitalen ausgeht, erhdlt man i. A. auch Hiipfterme zwischen verschiedenen Orbitalen
an verschiedenen Gitterplatzen, was auf die allgemeinere Form

H =" hiajsclacis (3.47)
iy af
fithrt, wobei «, 8 atomare Orbitale abzéhlen. Fiihrt man fiir feste ¢, j eine Diagonalisierung der Matrix h;;

mit den Komponenten h;, ;g aus, so erhélt man wieder die Form von Gl. (3.45). Oft stellt man Modelle
dieser Art an den Anfang der Diskussion.
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3.1.2 Thermodynamischer Limes fiir Summen im reziproken Raum

Oft treten Summen iiber die 1. BZ der Form ), f(k) auf. Da wir immer ein grofies, aber endliches System
mit N Gitterplatzen annehmen, hat die Summe genau N Terme. (Die Anzahl der Atome ergibt sich aus
N multipliziert mit der Méchtigkeit der Basis des Gitters.) Da die Grofe der 1. BZ von N unabhingig
ist, liegen die k-Punkte fiir groffe N immer dichter. Die Summe sollte also im thermodynamischen Limes
N — oo in ein Integral {iber die 1. BZ iibergehen. Fiir praktische Rechnungen, ist die Integraldarstellung
i. A. niitzlicher als die Summe, da es fiir Integrale mehr Lésungsmethoden und auch umfangreichere Tafeln
gibt als fiir endliche Summen.

Es stellt sich die Frage, welches Integrationsmaf beim Ubergang zu einem Integral auftritt, d.h. wir
suchen die Konstante ¢ in

IFIORES c/d3k F(K). (3.48)
k
Da ¢ nicht von f(k) abhéngen darf, kénnen wir die Konstante fiir den einfachsten Fall f = 1 bestimmen.

Es ist
di=N (3.49)
k

und andererseits
/d3k1 = Volumen der 1. BZ. (3.50)

Sind a;, as, ag die primitiven Gittervektoren, die also das Kristallgitter im Ortsraum aufspannen, so

iiberzeugt man sich leicht, dass
as X as

by =2 (3.51)

aj - (a2 X ag)

und by, bs zyklisch primitive Gittervektoren des reziproken Gitters sind. Damit ist das Volumen einer
Einheitszelle des reziproken Gitters, insbesondere der 1. BZ, gegeben durch

(27)° (2m)°
by - (be x b3)| = = 3.52
by - (b2 x b)) ar (a xa3)| ~ VN (3.52)

wobei V/N das Volumen einer Einheitszelle des Gitters im Ortsraum ist. Damit folgt

2m)3 27)3

Néc/d?’kl:c(v;) :cN(;) (3.53)
1%

= . . 4
= ¢ CE (3.54)

Die Transformationsregel lautet also

IIORES v/ (;ijjg F(k). (3.55)
k

Die Verallgemeinerung auf andere Dimensionszahlen ist offensichtlich. Hier wird auch klar, warum wir in
der Festkorperphysik eine asymmetrische Definition der Fourier-Transformation bevorzugen.

3.2 Elektron-Elektron-Wechselwirkung

In realen Kristallen wechselwirken die Elektronen aufgrund ihrer Coulomb-Abstofung stark miteinander.
Die Physik der elektromagnetischen Wechselwirkung von Elektronen wird durch die in 2.11 besprochene
QED beschrieben, aber diese Theorie ist hier unnotig kompliziert, denn

e Elektronen im Kristall sind i. A. nicht relativistisch (v < ¢) und

o fiir die Behandlung der Coulomb-Abstofsung reicht i. A. die klassische Elektrostatik aus.
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In diesem Abschnitt ist es erforderlich, den Elektronenspin explizit zu beriicksichtigen. Das Zweiteilchen-
Coulomb-Potential ist (vgl. S. 25)

1 e? 1
Vo=53 / @y g e WL )WL (02 W (1) W, (1), (3.56)
0102
Ab jetzt verwenden wir SI-Einheiten. Die Integrale laufen iiber das Volumen des Kristalls. Wir werden
in diesem Abschnitt im Interesse einer einfachen Notation das Jellium-Modell verwenden, in dem das
periodische Potential aufgrund der Kerne durch seinen konstanten Mittelwert ersetzt wird (die Masse m
in der elektronischen kinetischen Energie ist als effektive Masse aufzufassen). Wir werden sehen, dass diese
Konstante notwendig ist, um eine Divergenz in der Coulomb-Energie wegzuheben. Anhand dieses einfachen
Modells kénnen wir die wesentliche Physik diskutieren, ohne unnétige Komplikationen einzufithren. Es ist
aber konzeptionell nicht schwierig, ein periodisches Potential zu behandeln. Dann miissen Bloch-Zusténde
betrachtet werden und Wellenvektoren sind auf die 1. Brillouin-Zone beschrankt und nur bis auf reziproke
Gittervektoren erhalten.
Es ist oft praktisch, die Coulomb-Wechselwirkung im Fourier-Raum zu schreiben. Im Jellium-Modell
ist das besonders einfach. Mit

T, (r) = \%} > e o, (3.57)
k

erhalten wir

11 e2 1
Vo==— dBriddrg —— — —
c 2 Y2 Z Z Z/ s 4meq |r2 ,r1|
k1k2 kllkl2 0102

7’ik1 7ik2-1‘2 eiké-!‘z eik/1~l‘1 T

T
Ck10'1 Ckzozck/2‘72 Ck/lgl

(&
11 . 2 1
sy Lo [ndar s o

kiko kllk/2 0102

X e

X 67i(k1+k27k{27k/1).r1 67i(k27k;)‘Ar cir(lo'l CLZUQCkIQUQ Ck,10'1 . (358)

Die Integrale laufen weiterhin {iber das grofe, aber endliche Volumen des Kristalls. Daher ist

/d?’?‘l e—i(k1+k2—k/2—k/1)~r1 — V6k1+k2,k’1+k/27 (359)

wir finden also Impulserhaltung, und

/d3A7‘ e? i e_i(k2—k/2)‘Ar _ é # =W (_ 74 ) (3 60)
dreg Ar - €0 |k2 _k/2|2 = Vko—k) = Vki—ko) - .

Diese Fourier-Transformation werden wir gleich besprechen. Mit q := ki — ko folgt

Ky — k/2 _q (3.61)
K — K +q, (3.62)
11
VC - 5 ? Z Z Vq CL,1+‘31,U1 CI(/Q_%(HCWZU?CI(IIUI
kikiqo102

(wir lassen den Strich jetzt weg)
11
Iy Z Z Vq ch1+q’01CLQ_qmckN?cklgl. (3.63)

kikaq o102

Wir bestimmen nun die Fourier-Transformierten des Coulomb-Potentials. Gesucht ist

62 efiq-r
Vg= [ d& ) 3.64
/ " dreg 1 ( )
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Da dieses Integral bei groRen 7 nicht konvergiert, regularisieren wir es durch Ubergang zum Yukawa-Po-

tential ) .
—iqr kT
VY= [a3 S8 ¢ 3.65

d / " 4meg r ( )

und lassen am Ende der Rechnung x — 0 gehen. Das Yukawa-Potential beschreibt eine abgeschirmte
Coulomb-Wechselwirkung. Es gilt

2

VO}/ = 466 /drd&dcp?ﬂsinﬂ
TEY

—1iqr cos 067/%7‘

r

62 [ee) 1 )
= — drr efm/ due "
2e0 Jo -1
|
_ e*iqu_eiqr _ g singr
e =255

2 [e'e]
e“ 1 R
:—f/ dre " sinqr
0

€0 ¢
= QQ_?_KZ
e? 1
=— . 3.66
€0 ¢* + K* (3.66)
Im Limes x — 0 erhalten wir )
e’ 1
Vg=——. 3.67
q €0 q2 ( )
Diese 1/¢?-Form schliefit man iibrigens sofort aus der Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung:
V26 = — < 5(r). (3.68)
€0
Mittels Fourier-Transformation folgt
e
g = —— (3.69)
€o
e 1
= =— = 3.70
¢q £0 C]2 ( )
e? 1
= Vo = =— . 3.71
q e¢q £0 q2 ( )

Die Abhiingigkeit 1/¢? ist unabhiingig von der Dimension des Raumes und kann somit als fundamentaler
als das Coulomb-1/r-Gesetz angesehen werden, das speziell fiir drei Dimensionen gilt.

Die Terme mit q = 0 sind nicht wohldefiniert (1/0). Was bedeutet das? Wenn wir die Fourier-
Transformation fiir q = 0 sorgféltig ausfithren, erhalten wir

2
Voo :/d?’r < 1:/di”rvc(r)

dmeg T
= vV V. (3.72)
U

Volumen Mittelwert des Potentials

Im Kristall miissen wir aber das gesamte Potential aufgrund der Kerne und der (iibrigen) Elektronen
beriicksichtigen. Da der Kristall insgesamt neutral ist, ist

@ = ‘/el + VKerne =0. (373)

Der V4—¢ Term wird also vom Kernpotential exakt weggehoben. Wir schliefsen im Folgenden q = 0 aus
den Summen aus.

Den durch Ve in Gl. (3.63) beschriebenen Prozess kénnen wir diagrammatisch darstellen, wobei dies
zunéchst nur zur Veranschaulichung dienen soll:
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Die Interpretation ist klar: zwei Elektronen mit Impulsen k; und ks streuen in Zustdnde mit Impulsen

ki + q, ko — q, unter Beibehaltung des Spins, mit einer Wahrscheinlichkeitsamplitude proportional zu
2/ .2
e’/q°.

3.2.1 Storungstheorie fiir die Coulomb-Wechselwirkung

Die Coulomb-Wechselwirkung macht die Physik deutlich schwieriger, denn wir kénnen die Vielteilchen-
zustdnde nicht mehr aus Einteilchenzustdnden konstruieren, weil die Eigenschaften der Elektronen von
den Zustédnden aller anderen Elektronen abhéngen. Daher wollen wir den Wechselwirkungsterm in H
ndherungsweise behandeln. Wir betrachten hier quantenmechanische Stérungstheorie in Vi, weil diese
Methode ziemlich systematisch durchgefiihrt werden kann. Wir verwenden weiterhin das Jellium-Modell.

Fiir die Storungstheorie miissen wir einen kleinen Parameter identifizieren. Die Kopplungsstiarke der
Coulomb-Wechselwirkung ist e? /go. Aber es macht keinen Sinn zu behaupten, €2 /g sei klein. Wir miissen
sagen, im Vergleich zu welcher Grofe e2 /e klein ist. Oder besser, wir brauchen eine dimensionslose GriRe.
Dann bedeutet ,klein“ einfach ,klein gegen eins®. Sinnvoll ist, als dimensionslose Grofke das Verhéltnis der
Beitrige von Coulomb-Wechselwirkung und kinetischer Energie zur Grundzustandsenergie zu betrachten.
Wir schétzen daher die beiden Energiebeitrage ab:

(a) Kinetische Energie: Hier kénnen wir die bekannte Losung fiir wechselwirkungsfreie Elektronen ver-
wenden; alle Einteilchenzustéinde bis Fr werden aufgefiillt. Wir bezeichnen Erwartungswerte im Grund-
zustand mit (...)g. Es ist

ki2 vgl. 3.1.2 / dgk k‘Q

T = —_— = V -

< >O %: 2m 20: |k|<kp (27T)3 2m
[k|<kr ~

=2
12
& 5 <Efp

11 [k -
=2V — — dk dQ K’k
N——

voller Raumwinkel

11k 22
- —A4dr = = — — k% 3.74
@r)3 2m " 5 5n2om (3.74)
Wir wollen die kinetische Energie pro FElektron ausrechnen, dazu brauchen wir die Elektronenzahl
Pk 1 4 %
N)y = 1= V/ —1=2V—— -7k = — k3 3.75
< >0 % ; | <k (27‘1’)3 (271,)3 3 F 3712 F ( )
—_——

k|<
Ik|<kr Kugelvolumen

T 3 k2 3
LN 3k _3p 3.76
- <Ne>0 52m 5 F (3.76)

Es ist auch niitzlich, dies durch die Elektronenkonzentration statt durch Er auszudriicken: Die Konzen-
tration ist

(N,) k3
ni= = 0 — 3% (3.77)
= kp = V3m2n (3.78)
1
und  Ep = (372n)2/3 (3.79)



1
- <> = 2o () (3.80)
0

(b) Coulomb-Energie: Bei einer Konzentration von n ist der typische Abstand zweier benachbarter
Elektronen (betrachte die Dimensionen)
d=mn"1/3 (3.81)

also ist die typische Coulomb-Energie pro Elektron

VC 62 1
<N> ~ e d ™ nt/3 (3.82)
elo
(eine sorgfiltigere Rechnung folgt spéter).
Zusammenfassend finden wir also
(Vo n'/3 _ . —1/3

Wir erhalten ein {iberraschendes Ergebnis:

e Fiir hohe Dichten wird die Coulomb-Wechselwirkung irrelevant, die kinetische Energie dominiert.
Die Elektronen verhalten sich wie ein freies Elektronengas.

e Fiir niedrige Dichten wird die Wechselwirkung dominant. Die Elektronen haben das Bestreben, ihre
gegenseitigen Abstéinde zu maximieren. Dies kann zur Bildung eines Elektronenkristalls (Wigner-
Kristalls) fiihren. Dieses Phénomen wurde in zwei Dimensionen fiir Elektronen auf einer Helium-

Oberflache beobachtet.

Wieso ist das so? (Vi), wéchst mit der Dichte an, wie erwartet, aber (T'), wichst wegen des Pauli-
Prinzips schneller an. Dieses zwingt Elektronen fiir hohere Konzentrationen in Einteilchenzustédnde mit
immer hoherer Energie.

Aus der Elektronendichte erhalten wir eine niitzliche dimensionslose Groéfse unter Verwendung des
Bohr-Radius (typischer Elektron-Proton-Abstand im H-Atom) ap = 0,053 nm:

Radius einer Kugel, die im Mittel ein Elektron enthilt 9\ '3 1
o= == . (3.84)
ap 4 krap
Damit ist 2/3
T 3 (9rm ez 1 1
— ) == | — — =2211Ry — 3.85
<Ne >0 10 < 4 ) dmwegap 12 ’ yrg (3.89)

mit dem Rydberg definiert durch 1Ry = 13,6 eV (Bindungsenergie des H-Atoms).

Ve wird schwach im Vergleich zu T fiir hohe Dichten, also fiir kleine 7. Daher ist 75 unser kleiner
Parameter. Die fiihrende (niedrigste) Ordnung in der Stérungstheorie in ry ist offenbar die Ordnung —2,
denn bereits ohne Coulomb-Wechselwirkung erhalten wir

E© < T

1
— = 2,211 —. .
() —2anmy (3.56)

Die néchst hohere Ordnung ist die erste Ordnung in Vi und erwartungsgeméfs die Ordnung —1 in 7g.
Storungstheorie erster Ordnung in Vi ergibt:

EM 1
= — (V
N, ~w, Vel
1 62 1 t +
- 2N.V Z Z % q72 <GZ‘ Ck1+q’0’16k2*q,0’2 Ck202Ck104 |GZ> . (3'87)
€” kik2q, g0 o102 T v
Grundzustand (Fermi-See) )
nur nicht Null, wenn
k1|, |k2|<kp
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ky |
klx
kgx .
ke ky
Fermi-Seé

. -i- T . .
Die Anwendung von ¢y o, Ci, q.0,Cks0sCkioy muss wieder auf denselben Grundzustand |GZ) fiihren,

d. h. die Operatoren c;fq +q,01 Cko—q,0, DAUSSED ZWeET Elektronen in denselben Einteilchenzustinden erzeugen,
in denen sie von ck,s,Ck, s, vernichtet wurden. Dafiir gibt es nur zwei Moglichkeiten:

(a) k1 + g = ky und ko — q = ko, also q = 0. Aber die q = 0 Terme haben wir oben schon
ausgeschlossen, da sie vom Kernpotential weggehoben werden.

(b) k1 + g = ko und (dquivalent dazu) ks — q = ki, sowie 01 = o09. Die Elektronen tauschen
gewissermafen ihre Plitze, daher nennt man dies Austausch- Wechselwirkung.

Also ist
E(l) 1 e2 1
N, - m ZZ ; qf <GZ|Ck1+q Ulc;r(lalckl"r%tflckl(fl |GZ>
¢ ¢ kiq o1
da q # 0 folgt CL Ulckﬁq,a1 = _ck1+q7cflc£ml
- 2N % ZZ €0 q GZ|nk1+01 o1 k101 |GZ)
1 T
(Teilchenzahloperatoren)
- O(kr — |k kr — |k 3.88
2N'sz;10250 r — |1 + af) 0(kr — [k ) (3.88)

ki und kj+q=ks miissen im Fermi-See liegen

:2

\_EH
>

~ erlaubte &,
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1 e? d3q 1 d3ky
=2V = — — |k — kq]). .
2oV [ G | G 00k — e+ al) 0k — ) (359)

Das Integral iiber k; héngt nicht von der Richtung von q ab. Also folgt

1 e2 47 ke 201
— 2 —V? = 3 — |k — |k
eV o [ g [ ket = Ik aor ~ i)

Volumen des doppelten Kugelabschnitts (Skizze)

1 e 4 2k 1 2
:_731,;/ dq QE(kF_g) (2kF+z)
0 2 2

2 1 p4 2 k3 1
:_46 ,4% _ 46727 FaB 271; = —0,916 Ry —. (3.90)
weg N 4T TEY 2a n Ts
0 0 Brfi,_/
=1Ry s Zahl

Also lauten die fithrenden Terme in r; in der Storungsentwicklung

E EO©O Eg® 1 1
= =2211Ry — — 0,91 —. 91
Ne Ne + Ne ) Ry Tg 039 6Ry rs (3 9 )

hohe niedrige
Dichte Dichte

»
»

0 s rs

Wir finden, dass die Korrektur erster Ordnung in Vi negativ ist. Der Grund hierfiir ist, dass die positive,
d.h. abstofende, direkte Coulomb-Wechselwirkung wie gesehen vom Kernpotential weggehoben wird.
Es bleibt nur die Austauschwechselwirkung, die aufgrund der Antikommutation der Fermionoperatoren
negativ ist. Sie beschreibt, dass die Coulomb-Abstoffung zwischen Elektronen abgesenkt ist, da sie sich
wegen des Pauli-Prinzips nicht so nahe kommen wie klassische Teilchen es tun wiirden.

Da der Term erster Ordnung in Vo negativ ist, finden wir eine optimale Dichte des Elektronengases
(d.h. ein optimales ), die die Energie minimiert. Es ist r} = 4,83 und

E (r¥)

S

Ne

— —0,095Ry = —1,29¢V. (3.92)

Es sei daran erinnert, dass wir vom Kernpotential nur den Mittelwert beriicksichtigt haben, namlich
um den q = 0 Anteil von Vi zu kompensieren (Jellium-Modell). Die gitterperiodische Struktur des
Kernpotentials wurde vernachlassigt. Trotzdem ist das Ergebnis iiberraschend gut fiir einfache Metalle.
Z.B. findet man fiir Natrium experimentell r; = 3,96 und E/N, = —1,13¢eV.

Offenbar sind typische Werte von 74 nicht klein, was die Frage aufwirft, ob die Stérungsentwicklung
in r,; gerechtfertigt ist. Das héngt aber nicht nur vom absoluten Wert des Entwicklungsparameters ab,
sondern auch vom Konvergenzradius der Reihe, die von den Koeffizienten abhéngt. Abgesehen vom po-
tentiellen Problem der Konvergenz liegt es nahe zu versuchen, das Ergebnis durch Betrachtung der 2.
Ordnung weiter zu verbessern. Der Term 2. Ordnung in V¢ ist

B2 1 5 (GEVel¥) (¥|Ve(GZ)
N, N, EO) — Fy

(3.93)
0)#£]G7)

T
Summe iiber alle Vielteilchenzustéinde # |GZ)
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Es gibt wieder direkte und Austausch-Beitrége:

k, k,

A E—é
K\
jk

direkt Austausch

B!
=

+
=10

>

B!
B

|

)

k,+

=1

[38]

4

/‘ P
oy
\‘ ey
ra

K
/ =

Wir betrachten den direkten Term, der sich hier nicht weghebt (es gibt keinen weiteren kompensierenden
Term vom Kernpotential; dieses haben wir im Jellium-Modell bereits vollstdndig beriicksichtigt, als wir
Vg=0 weggelassen haben). Die méoglichen Zwischenzusténde sind

W) = ¢}, g0 Ol quors Cara Cles o |GZ) (3.94)
mit

k1, ks < kp (besetzt im Grundzustand) und |k;+q|, ke —q| > kp (unbesetzt im Grundzustand). (3.95)

Dabher ist @ )
By _ 1 (3Va)
N, ~ N, V2 Z Z EO) — Ey’ (3.96)
k1k2q g102
——
mit Nebenbedingungen (3.95)
Wir betrachten kleine q # 0: In diesem Grenzfall ist
1
(a)Vg ~ e (3.97)
1 1
(OB = By = o— (kf + 45 = [ki +af* — ks —af’) = o— (-2ki-a+2ks - q) ~ g, (3.98)
() D O(kr — k1) O(lki + | —kr) ~ . (3.99)
ki im Fermi-See nicht im Fermi-See erlaubt
(d)analog gilt Y " 0(kr — ks) 0(|kz — ql) ~ q. (3.100)
ko
Also ist
Kugelkoordinaten
E((12) Gmax 9 1 1 Qmax 1 g
<~ dgg® — - q q :/ dg— =Inq|™ = 0. 3.101
Ne /0 q;‘ a1t Jo q 0 (3.101)
(e)(d)
(@) (B

Der Term 2. Ordnung divergiert bei kleinen q (Infrarotdivergenz). Man kann zeigen, dass die Austausch-
wechselwirkung das Problem nicht beseitigt — der Austauschterm 2. Ordnung divergiert nicht fiir kleine
q. [Das Integral (3.101) divergiert auch fiir gmax — 00. Dies ist aber irrelevant, da wir bei der Herleitung
kleine q angenommen hatten.|
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Das Ergebnis zeigt, dass die naive Storungsentwicklung in V¢ versagt. Es ist nicht einfach so, dass die
Stérungsreihe nicht konvergiert, sondern die Terme ab der Ordnung O(V2) divergieren schon separat. Es
ist fragwiirdig, die konvergenten Terme bis zur Ordnung O(V¢) zu verwenden, wenn man weiff, dass der
néchste Term divergiert. Es ist physikalische Einsicht erforderlich, um die stérungstheoretische Beschrei-
bung der Coulomb-Wechselwirkung zu retten. Wir werden in Abschnitt 4.8 sehen, dass wir Beitrige aller
Ordnungen der Storungstheorie aufsummieren miissen, um diese Infrarotdivergenz zu beseitigen.

3.3 Gitterschwingungen und Phononen

Wir hatten bereits in den Abschnitten 2.1 und 2.2 die lineare Kette betrachtet. Mit dem inzwischen
eingefiihrten Formalismus der 2. Quantisierung lésst sie sich eleganter 16sen. Wir hatten den Hamiltonian

1 1
H=>)" ( o PIP, + 5 mw? Q;QQ,L> (3.102)
mit
wn =2, 2 sin%‘ (3.103)
m

erhalten. Hier sind P, und @,, die Impulse und Koordinaten (Auslenkungen) der Eigenmoden der Kette.
In der Quantentheorie werden diese Gréfen durch Operatoren ausgedriickt. Wie in 2.2 diskutiert, erweist
es sich als niitzlich, nicht Hermitesche Operatoren zu verwenden; wir haben PTTL = P_, und le =Q_n.
Wir fithren nun Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein:

by, = % (Cf: + ilnPn> (3.104)
mit 1
Ly = — (3.105)
Daraus folgt
bl = 1 (QL - z'znP;> -1 (Q” — ilnPn) . (3.106)
V2 \ ln V2 1\ I

Man sieht durch Einsetzen, dass gilt
1
H = N (L 3.107
Yo (1) g0

und findet [b,,, bL,] = 8, , also beschreiben die b-Operatoren Bosonen: Phononen sind Bosonen. Ublicher-
weise benutzt man die Wellenzahlen

2
k= %% mit n € Z (3.108)
T

Gitterkonstante

1 | K
i — = —
Ek Wi <bkbk + 2> , Wi -

zur Abzéhlung der Moden:

(3.109)
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Die Kette hat natiirlich auch die Periode 2a (und auch 3a usw.):

FOAMCOMCOMNCON

€

2a

Was passiert, wenn wir diese zu Grunde legen? Die 1. Brillouin-Zone halbiert sich, wenn wir die Einheits-
zelle der Kette verdoppeln:

El
] ] ]
I_‘ 1 .I
| I | 1
] | ]
1 1 1 1
1 1 1 1
i ] i ] =
HE I
a 2a 2a a
neue 1. BZ

Dadurch ist nichts gewonnen. Wenn aber die Kette zwei unterschiedliche Massen my,my abwechselnd
enthélt, miissen wir die 2a-Einheitszelle benutzen.

FOMN-@I O NI @

my ms

Man findet, dass sich die Phononenbénder am Rand der 1. BZ abstoften — dasselbe Phdnomen hatten wir
fiir die elektronische Bandstruktur gefunden.

E.ﬂ
“\\é——optische Phononen

«}——akustische Phononen
i
x k

B’lq---- -\.--

[
5 |

Somit kann man zwischen optischen Phononen (so bezeichnet, da sie stark an Licht koppeln) und akusti-
schen Phononen (da sie fiir kleine k Schall beschreiben) unterscheiden. Die Dispersion von Licht ist auf
der k- und Energie-Skala der Phononen sehr steil. Starke Kopplung zwischen Photonen und Phononen
besteht, wo sich die Dispersionen schneiden. Dies ist fiir die optischen Phononen bei kleinen k der Fall.
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H“:“"——em. Wellen: Steigung ¢ > ¢

hier starke Phonon-Photon-Streuung
«————Steigung c; = Schallgeschwindigkeit

=Y

1
1
T

)

Wir geben noch an, wie die Auslenkung fiir kleine k aussehen:

k< k< &
akustisch optisch

In der Verallgemeinerung auf drei Dimensionen findet man fiir Np,qs Atome in der Einheitszelle drei
akustische Bander und 3(Npagis — 1) optische Béander. In bestimmten Richtungen im (k-) Raum kénnen
einige Bander entartet sein. Beispiel fiir Npagis = 3:

3.4 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Klassisch lautet die potentielle Energie der Elektronen im durch die Ionenriimpfe, also durch die Kerne
mit stark gebundenen Elektronen in inneren Schalen, gebildeten Kristallgitter

Vi _/d3 nel ZV, r—rj (3.110)

Elektronenkonzentratlon Ort von Ion j

V7 ist hier das elektrische Potential eines Ionenrumpfes. Der Einfachheit halber betrachten wir ein Kris-
tallgitter mit einatomiger Basis, in dem also insbesondere alle Ionenriimpfe dquivalent sind.
Nun schwingen die Ionen um ihre Gleichgewichtslagen:

I'] :Rj+uj- (3111)

Die R bilden ein periodisches Gitter und die Auslenkungen u; sind klein gegeniiber der Gitterkonstanten,
|u;| < a. Wir kénnen daher entwickeln:

Vifr —r;) =Vi(r - R; — u;)
Taylor-Reihe bis zur 1. Ordnung
g‘/I(I'—Rj)—VV[(I‘—Rj)'Uj (3.112)
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= VE_Ig/d?’ e) ne(r ZVI r— j)—/d3 ) Nl (r Zvvj r—R . (3.113)

Der erste Term beschreibt ein periodisches Potential und fithrt zur elektronischen Bandstruktur (Bloch-
Theorie, s.0.). Der zweite Term beschreibt die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und den Gitter-
schwingungen,

Ve-ph = /d3r Nel(T) Z eu; - VVi(r — R;j). (3.114)
J
Wir wollen eine quantentheoretische Beschreibung finden. Dazu miissen wir ne durch elektronische und

u; durch phononische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdriicken. Wir beschréinken uns hier
auf ein elektronisches Band. In der Vielteilchentheorie ist

nel(r Z ol (r (3.115)

mit ]
Vo(r)=— Y €. (3.116)
\/]7 ke 1. BZ
Also gilt
1 —i(k'—k)-r
na(r) = 5 k%: e I o (3.117)

Fiir die Phononen erinnern wir uns an die lineare Kette, fiir die nach Glg. (3.104) und (3.106) gilt

1 Uk . . 1
. Uk - 11
by, 7 (lk + zlkpk) mit — (3.118)

1 (ul 1 (u_g
b, = 7 (l: - ZlkPL) =75 ( I — ilgp— k) (3.119)

= wu= \l/’% (bk +b ) (3.120)

In drei Dimensionen haben wir drei akustische Moden A = 1, 2,3 mit Polarisationen beschrieben durch
Einheitsvektoren €y, (vergleiche das elektromagnetische Feld):

liex ) 1
Uk) — €y —— \ﬁ (bkA + b—kA) mit [y = o . (3121)
Also ist
3
1 i licx
w = o Y ekm ukA_T DI ekAT(bkAer_kA) (3.122)

k € 1. BZ A\=1 ke 1.BZ X

Das ionische Potential Vi(r — R;) ist aus Sicht der Elektronen ein duferes Potential und bedarf keiner
Quantisierung. Wir driicken es durch seine Fourier-Transformierte aus,

1 ,
Vi(r=Ry) = 5 Z P Ry 7 (3.123)
= VVi(r—-Rj) Z ipeP TRy (3.124)

Vr ist nicht gitterperiodisch — es ist ja das Potential eines Ionenrumpfes — nur die Summe iiber alle R; ist
es. V7 hat daher beliebige Fourier-Komponenten, d. h., p ist nicht auf reziproke Gittervektoren beschrénkt.
Es ist niitzlich, p = G + q zu schreiben, wobei G ein reziproker Gittervektor und q € 1. BZ ist. Wir
erhalten 1

VVi(r—R;) = Z > (G +q) e GTVETRI Y (3.125)

v
qel. BZ
€ rez. Gltter
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Einsetzen dieses Ergebnisses und von Gl. (3.122) ergibt

1 1 1
Youp Ve —Ry) = —=) =Y ie———(G+q) éVaiq
7 v N o )% Ga v 2mwi

x 3 eillmarG Ry (i(Gra) (bkA ot kk)

(G +q) eqrVaiq el(Gra)r (qu + biqA)

_ l Z ieﬂ
1% Ga V/2mwgn

= gaGx

1 <~ iGiar
=5 D VT gy (bar +' ) (3.126)
[€2D

wobel gqaa die sogenannte Kopplungsstirke ist. Da wqy und éqy periodische Funktionen von q sind (wir
ignorieren die Moglichkeit, dass wir uns bei Verschiebung von q um einen reziproken Gittervektor in einer
anderen Mode A wiederfinden), hingt gqex nur von der Summe G + q ab.

Insgesamt erhalten wir schliefllich

1
Vipn = v Z Z Z JqGA CL+q+Gackg (bq)\ + bT_q)\> . (3.127)
ko qr G

Beachte, dass gqga mit der Systemgréfse N wie VN skaliert (,halb-extensiv). Zusammen mit dem Vor-
faktor 1/ haben wir einen Faktor proportional zu 1/v/V ~ 1/v/N. Dies ist wichtig, wenn wir spéter bei
konkreten Ergebnissen iiberpriifen wollen, ob sie korrekt mit der Systemgrofe skalieren.

Aber in Gl. (3.127) sind die elektronischen Operatoren, wie die phononischen, periodische Funktionen

von q, d.h. die Verschiebung um G in cL tq+Go ISt irrelevant. Wir kdnnen also auch schreiben

1 ,
Ve-pn = v Z quA Chet qoCko (qu + bJr_q,\> : (3.128)
ko qg)

VN .
Jar = ) _gqar = ) ie ———= (G +q) - €qr Vaiq- (3.129)
Diese neue Kopplungsstérke gqx ist explizit periodisch im reziproken Raum.

Die Interpretation von Vi py, ist klar: Ein Elektron aus dem Zustand |ko) kann durch Emission (b')
oder Absorbtion (b) eines Phonons in den Zustand |k + qo) gestreut werden.

Zeit
i k+qo
Zeit 'k+q G>el - q 7\’>ph k+q >el
ko), ko), [ah),
Emission Absorption

Die Summe iiber G in gq» konnen wir so deuten, dass der Impuls bei diesen Prozessen nur bis auf einen
reziproken Gittervektor G erhalten ist. Prozesse mit G # 0 nennt man Umklappprozesse. Sie driicken im
Wesentlichen aus, dass der reziproke Raum fiir Elektronen- und Phononenzustédnde periodisch ist:
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Streuprozesse der Art (1) und (2) haben dieselben Ausgangs- und Endzustédnde. Wir miissen iiber alle
moglichen reziproken Gittervektoren G summieren.

Wir vernachlassigen nun Umkappprozesse. Dies ist eine verniinftige Naherung, wenn wir nur Elektronen
mit kleinen k und Phononen mit kleinen q betrachten und vereinfacht die Notation. Wir nehmen auferdem
an, dass das Medium isotrop (in allen Richtungen gleich) ist — das ist fiir Kristalle nie exakt erfiillt, da
sie immer gewisse Raumrichtungen auszeichnen, ndmlich z. B. die durch die Gittervektoren aj, as, ag
gegebenen. Fiir ein isotropes Medium sind alle drei akustischen Zweige entartet und wir kénnen 41, €q2,
€43 beliebig wihlen, solange sie orthogonal sind. Physikalisch sinnvoll ist die Wahl

q

€q1 = Tl =q (longitudinal), (3.130)
642, €q3-Lq (transversal). (3.131)

Wegen des Faktors q - €y in
gar = ie \;N q-éqr Vq (3.132)

Mwq

koppeln nur die longitudinalen Moden an die Elektronen. Wir kénnen dann den Index A = 1 weglassen
und schreiben

1
Vepn = v Z Z 9q CL+qUCka (bq + bT_q) . (3.133)
ko q
Der einfachste Hamiltonian fiir das Elektron-Phonon-System lautet damit
L TR q i
H = Z o CkoCko + qu bgbg + B + v Z qu Ckt-qo Cko (bq + b_q) . (3.134)
ko q ko q

Hier werden die Elektronen im Jellium-Modell und, damit konsistent, die Phononen im Modell einen
isotropen Mediums beschrieben. Fiir das Jellium-Modell gibt es keine 1. Brillouin-Zone und damit auch
keinen Umklapp.

Ist V7 das Yukawa-Potential, das das Coulomb-Potential als Grenzfall enthélt, also

Ze e hT

Vv = 3.135
1(r) dmey T ( )

S0 ist P )

e
Vo= — —— 3.136
q €0 q2+52 ( )
und die Kopplung hat die einfache Form
N  Ze? VN  Ze? VN Ze?

vN Ze ¢ . Ze a4 _ . Zet 4 (3.137)

:Z =1 ,
Ja V2mwg €0 ¢° + K V2mesq g0 g7 + K2 V2mes €0 ¢ + K2
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wobei ¢, die Schallgeschwindigkeit ist. Wir finden, dass die Kopplung gq fiir ¢ — 0 schwach wird. Dies ist
ein Spezialfall von Adlers Theorem, wonach die Kopplung der Elektronen an Goldstone-Moden (akustische
Phononen sind Goldstone-Moden der durch das Kristallgitter gebrochenen Translationssymmetrie) fiir
Wellenvektoren q — 0 verschwinden muss.

Wir werden sehen, dass die Elektron-Phonon-Kopplung, am einfachsten beschrieben durch Gleichung
(3.134), wesentlich ist fiir die endliche Leitfahigkeit von normalen Metallen (Elektronen streuen an Pho-
nonen) und, zunéchst iiberraschend, fiir den dem Anschein nach entgegengesetzten Effekt, die ideale
(unendliche) Leitfahigkeit von Supraleitern.

3.5 Zeitabhingige Storungstheorie

Die Aufgabenstellung der zeitabhédngigen Storungstheorie besteht darin, die zeitliche Entwicklung eines
Systems unter dem Einfluss einer zeitabhingigen Storung zu bestimmen. Der Hamilton-Operator hat die
Form (wir verzichten hier auf den Zirkumflex bei Operatoren)

H(t) = Hy + V(t), (3.138)

wobei Hj einfach und zeitunabhéngig sein soll und V (¢t) die zeitabhéngige Storung ist. Fiir diesen Fall ist
eine Formulierung niitzlich, die sich auf die nichttriviale Zeitentwicklung aufgrund von V' (¢) konzentriert.
Eine solche Formulierung wird durch das Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild) realisiert.

3.5.1 Bildwechsel in der Quantentheorie

Es soll kurz an die Beziehungen zwischen Schrédinger-, Heisenberg- und Wechselwirkungs-Bild erinnert
werden. Die einzigen beobachtbaren Grofen in der Quantentheorie sind Matrixelemente von (Hermite-
schen) Operatoren, (p|A|). Diese sind invariant unter unitiren Transformationen

lo) = Ule), (3.139)
) = U ly), (3.140)
A= UAUT (3.141)
(U unitéar), da unter dieser Transformation
T T _
(elAlY) = (| U'U AU'U |) = (o] Al¢) (3.142)
1 1

gilt. Dies kann man ausnutzen, um eine dem jeweiligen Problem angemessene Darstellung zu konstruieren.
Im Schrédinger-Bild haben Operatoren hochstens eine explizite Zeitabhéngigkeit (z. B. zeitabhéngiges
auferes Potential). Zusténde erfiillen die Schrodinger-Gleichung

. d
ih 2 [w(®) = H$(0). (3.143)

Wir betrachten zunéchst einen zeitunabhéngigen Hamiltonian H. Das ist nicht konzeptionell notwendig,
macht die Diskusion aber klarer. Dann ist die formale Losung der Schrédinger-Gleichung

[W(t)) = e/ p(0)). (3.144)

Im Heisenberg-Bild verwenden wir eine unitédre Transformation, um die Zusténde zeitunabhéngig zu
machen. Die gesamte Dynamik ist dann in den Operatoren enthalten. Dazu wéhlen wir, fiir zeitunab-
hiingiges H, U = e**/"_ Das dreht gerade die Zeitentwicklung der Zusténde im Schrédinger-Bild zuriick:

(@) = e (1)) = e TR 1(0)) = [4(0)) (3.145)
Heisenberg Schrédinger (ohne Index) Schrédinger

(zeitunabhingig). Andererseits werden Operatoren zu

Ag(t) := etHt/h g et HE/R, (3.146)
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Hier ist A ein Operator im Schrodinger-Bild, der explizit zeitabhéingig sein kann. Zum einen folgt

d
— =0 3.147
0 (3.147)
und zum anderen
% = %eth/hAefth/h
_ geth/hAe—th/h 4 giHt/h 8714 e—iHt/h | JiHt[h g —iHt/h _ﬁ
h ot h
_ (H ¢H/D gq=iHR _ GiHYR g o=iHUR [y | it/ %;1 o—iHL/R
AH AH
) 0A
=—[H,Ag]+ <> . (3.148)
h ot )y

Das ist die bekannte Heisenberg-Gleichung. Sie ist dquivalent zur Schrédinger-Gleichung.
Im Wechselwirkungsbild oder Dirac-Bild (es hat nichts mit der relativistischen Dirac-Quantenmechanik
zu tun) fiihren wir eine unitire Transformation durch, die nur einen Teil des Hamiltonians enthélt. Es sei

H(t) = Hy + V(2), (3.149)

wobei dieser Formalismus wie erwdhnt niitzlich ist, wenn Hy zeitunabhéngig und einfach ist. V(¢) kann

explizit von der Zeit abhéngen. Wir verwenden U = e*Hot/":
[$(E)p = VM Jy(h)) (3.150)
T N——
Dirac Schrédinger
und , '
Ap(t) := etflot/h g =iHot/h, (3.151)
Es folgt

i (0))p = ih L e (1)

dt
— _HO eiHot/h W](t» + eiHot/hH |¢(t)>
=1
—N—
= —H, eiHot/h W(t» + eiHot/hHe—iHot/heiHot/h |¢(t>>
"
Hy = eiHOt/hHoe—iHOt/h — HO,D

= Vo (®) [¥(t)) b (3.152)

Wir erhalten eine Gleichung von der Form der Schrédinger-Gleichung fiir |1(t))p, die nur die Stérung
(den komplizierten Anteil) Vp enthilt. Die einfache Zeitentwicklung aufgrund von Hy steckt einzig in den
Operatoren. Die Losung ist von der Form

[W(t))p = Up(t, to) [1(to)) p (3.153)

mit einem unitdren Operator Up(t, o), der natiirlich auch nur von Vp abhingen kann. Offensichtlich ist
Up(to,to) = 1.
Wir betrachten zunéchst eine zeitunabhéngige Stérung V. Dann ist auch H zeitunabhéngig und es
gilt A _ ‘
(1)) p = e (1)) = et/ e R [y (0). (3.154)

Beachte, dass Hy und H i. A. nicht kommutieren, daher gilt nicht

eiHot/h —iHt/h 2 ei(Ho—H)t/h _ ~iVt/h (3.155)

7



Man erkennt leicht, dass diese Gleichung fiir nicht kommutierende Operatoren nicht stimmt:
A B ~ Lo L o
ee” = ]l+A+§A ]l+B—|—§B
oo, 1o
~1+A+B+AB+ §A +§B, (3.156)

wahrend

1
eAMB~14+ A+ B+ ~(A+ B)?

2
1 1 1 5, 1 5
Es folgt auch
Y (to)) p = e'Hoto/h gm0/ (0)) (3.158)
= [p(0) = efto/m emt ol /My (tg)) p, (3.159)
also _ . _ .
W)(t»D — ezHot/h eszt/hetho/h ef’LH(]to/h |d)(t0)>D7 (3160)
—_—
so dass gilt
UD(t,to) — eiHUt/ﬁ e—iH(t—to)/ﬁ e—iHotg/fL. (3161)

Man sieht, dass dieser Operator unitéar ist.
Fiir eine allgemeine, zeitabhingige Storung V' (¢) setzen wir

[W(t))p = Up(t, to) [¢(to)) p (3.162)

in die Schrédinger-Gleichung ein:
-0 Up(t,10) [9(10))p = Volt) Un(t, ) Jb(to)) o ¥ [4(t0)) (3.163)
= ’Lﬁ% Up(t,to) = Vp(t) Up(t,to) (3.164)

mit der Anfangsbedingung Up(to,tp) = 1. Dies ist eine Differentialgleichung fiir eine operatorwertige
Funktion. Integration liefert

1 t
Up(tto) =1 + E/ dty Vi (1) Up (b1, o). (3.165)
to

Nun haben wir eine Integralgleichung erhalten. Was haben wir dadurch gewonnen? Wir kénnen die Glei-
chung iterieren, indem wir Up(¢,to) immer wieder rechts einsetzen:

Up(t,to) =1+ - / it Vo (t1) + / dty Vi (th) / dts Vi (ts) + (3.166)
0

Das konnen wir kompakter schreiben. Der Term n-ter Ordnung enthélt

/dt1 / it Vo (t) - V() = /dtldtgn-dtn Vi (1) Vi (ta) - - Vio ()

anwachsende Argumente
nur to<t,<t,-1<...<ta<t1 <t

1 t
= 7| dtl dtz dtn 1; VD(t1)~-~VD(tn). (3167)
n.
T fo Zeitordnungsoperator
Anzahl der Permutationen
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Der Zeitordnungsoperator ist definiert durch

A(tl) B(tg) fir ty < t1,

TA(t) B(t2) = { B(ty) A(ty) fiir to > ty. (3.168)

Es kommt natiirlich nicht darauf an, wie wir die Zeitvariablen numerieren, nur dass sie der Grofe nach
sortiert sind. Es folgt

=1 i\" "
Up(t,to) = ~ (—h> /t dty - dt, TVp(ty) - Vp(tn)
n=0 : 0

.
- T exp (l/ dt’ VD(t’)> . (3.169)
h to
Dies definiert die zeitgeordnete Exponentialfunktion. Sie ist gegeben durch die Taylor-Reihe, wobei der
Zeitordnungsperator auf jeden Term unter dem Integral anzuwenden ist.
Die Reihenentwicklung fiir Up(t, tp) in Potenzen der Storung Vp ldsst sich mit Hilfe von Diagrammen
veranschaulichen:

~t

Vi(t2) +

U;(fJ fo) — + Vf(flj‘l' er(fl)

to

Ist Vp klein, so kann man die Reihe abbrechen. Es wird oft erst nachtréglich klar, ob man ein Vp als klein
ansehen kann. Z. B. lautet die Ndherung erster Ordnung

1t
Up(t,to) 21+ — / dt; Vp(t1). (3.170)
ih to

3.5.2 Fermis Goldene Regel

Fermis Goldene Regel ergibt sich in der zeitabhéngigen Stérungstheorie als Naherung fiir die Ubergangsrate
von einem Zustand |¢) in einen Zustand |f). Wir definieren die Rate wie folgt: Das System startet zur
Zeit to im Zustand

¥ (o)) = 10) (3.171)
(im Schrédinger-Bild). Der Hamiltonian sei

H=Hy+V (3.172)

mit zeitunabhéngigem Hy. Wir nehmen nun an, dass V' langsam eingeschaltet wird. Dazu schreiben wir
die Zeitabhéngigkeit explizit hin,

H(t) = Hy 4 Vent/", (3.173)
wobei 17 > 0 klein und V zeitunabhéangig ist. Dann ist
[%(t0)) p = o0 ™ 4 (tg)) = eoto /M |i). (3.174)
Aufserdem ist
[%(t))p = Up(t,to) (o)) p (3.175)
= |(t)) = e Hot/P UL (1, 1g) eHoto/ R |g), (3.176)
——

Schrodinger
Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das System zur Zeit ¢ im Zustand |f) zu finden, ist

(Flp(t)) = (fle o Up(t, to) e oo/ |i). (3.177)
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Wir betrachten Uberginge zwischen Eigenzustiinden |i), |f) von Hy mit Energien F;, E; und nehmen
i) # |f) an. In erster Ordnung in Vp gilt

_ I ;
S (f|eTtHot/R (]l + ﬁ/ dty VD(t1)> e!Hoto/M |7)
to

t
—me@WQI s [l )=y

a (f]i)=0 fo

t
— <f| e—iEft/h iﬁ/ dtl eiHOtl/ﬁ V(t1) e—iHotl/heiEq;to/h ‘Z>
1

to N——
Ventl/ﬁ,
t
_ lh <f|V|Z> e—iEft/fL/ dtl e’i(Ef—Ei)tl/h entl/ﬁ, eiEito/fL. (3178)
i to
Das hier auftretende Integral ist
B h ei(Ef*Ei)tl/ﬁ entl/h t B h ei(Ef*Ei)t/h ent/ﬁ _ e’i(Ef*Ei)t()/h ento/h (3 179)
et By —E)+n |y, i(By —E) +n ' '

Wir schicken nun ¢y nach —oo, d. h. das System wurde vor beliebig langer Zeit prapariert. Es folgt
W(Bg—E)t/h ont/h

E; — E; —in

e—iBi(t—to)/h gnt/h

iquto/fL:_ Vli
‘ v S

(Fl(E)) = —(f|V]i) e~ Ert/m &

(3.180)

Die Wahrscheinlichkeit, das System zur Zeit ¢ im Zustand |f) zu finden, wenn es zur Zeit ¢ — —oo
im Zustand |i) priipariert wurde, ist dann |(f[1(¢))|?. Die Ubergangsrate T'y; von |i) nach |f) ist die
Anderungsrate dieser Wahrscheinlichkeit mit der Zeit,

Li = S 1O

2nt/h
T L —
dt (Ef — Ei)2 + T]2

2nt/h

n—0t
2ne

_ 3.181
& B TP (3.181)

— [KAVIDP

n—0t .
Der letzte Faktor ist eine Darstellung der §-Distribution. Wir erhalten Fermis Goldene Regel

2
i=£5

Ly (By — E:) [(FIV]5)]*. (3.182)

Bemerkung: Oft wollen wir eigentlich die Rate fiir Ubergéinge nach |f) ausrechnen, mit der Bedingung,
dass das System zur Zeit ¢ (oder genauer ¢ — §t, 6t — 0) im Zustand |i) ist. Was wir aber anscheinend
ausgerechnet haben, ist die Rate unter der Bedingung, dass das System zur Zeit —oo im Zustand |¢) war.
Ist das nicht etwas anderes? Im Allgemeinen schon, aber in erster Ordnung in V' kommen wir damit durch,
weil vor der Zeit ¢ keine anderen Ubergéinge stattfinden kénnen — wir brauchen den einen Faktor von V
schon zur Zeit ¢:

I

V(t)
}bleibt in |i)

i)
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3.5.3 Verallgemeinerung auf die T-Matrix

Es ist im Prinzip klar, wie wir zu héheren Ordnungen in V {ibergehen kénnen: Wir setzen die vollstandige
Reihenentwicklung fir Up(t,t) ein,

Flo(E)) = (f| e=iBrt/n [Zlh /t dt V(1) + /t it /toldtQVD(tl)VD(tg)—i—... ¢iPito/h 1) (3.183)

1
(ih)?
Der Term n-ter Ordnung enthélt, mit ¢ty — —oo,

vertauschen nicht

ty tn—1 v 1
/ dty / dty - / dt,, e'ot/yenta/h
(ih)™

—iHot1/h ’LHOtQ/hVe’f]tQ/h —’LHotg/h . eiHotn/hve’r]tn/he—iHotn/h

E;
n—2 )
= n 1/ dtl/ dt2 / dtn_l EZHDtl/hventl/h
% e zHOtl/h.”ezHotn71/hV€77tn—1/h
. ei(%_Ei)tn—l/h"F"]tn—l/h
x g=iHotn=T V. (3.184)

E;, — Hy+in

Der Bruch steht hier wieder fiir eine Operatorinversion. Fiir ¢,,_; haben wir im Prinzip das gleiche Integral
zu l6sen, aufler dass die obere Grenze t,_o ist und dass 1 durch 27 ersetzt wird. Es geht weiter mit Iteration
bis wir schlieflich erhalten

e—i(Ho—Ei)t/hennt/h 1 1

o= Vv V... V. 3.185

Nun kénnen wir den Grenziibergang n — 0T im ersten und in den folgenden Faktoren unabhiingig von-
einander ausfithren, da die Grenzwerte jeweils fiir sich allein existieren. Der erste Faktor fiihrt, wie wir
sehen werden, zu einer §-Distribution. In den {ibrigen Faktoren zeigt der kleine Imaginérteil im Nenner
nur an, auf welcher Seite der reellen Achse die Pole liegen. Wir schreiben, mit ¢ = nn,

W o z(}l/ E)t/h et/h v 1 v 1 v Bito/h
t)) = — (295 .
(Fle@®) = (/] Zl oy el B ey - e S oy e s
n= T
Ey
efiE,;(tfto)/heet/h > 1 1 )
=< c ISV . - _ Vi)
E; —E;+ie | _ o+ = E; — Hy+1i0 E; — Hy +1i0
(3.186)
Hier finden wir die oben definierte T-Matrix wieder:
1 1 1
TE) =V+V——"—"o——7V+V —V —V+... 3.187
( ) + E; — Hy + 10t + E; — Hy+10t FE; — Hy+1i0* + ( )
Die Ubergangsrate ist schlieflich
d 1 2ne2nt/h 12
Upi=— (RO = - =375 [((FIT(E:) [2)]
T a h (Bi = EBp)?+ 12, _or
27 .
=5 §(Ef — Ei) [(fI T(E;) |i)|*. (3.188)
Offenbar erhalten wir die Goldene Regel richtig als fiihrende Ordnung in V:
27 .
T(E)=V = Ty==—§E;—E)|(fIV]i)]* (3.189)

h

Bemerkungen:
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e T'(E;) scheint merkwiirdig asymmetrisch definiert zu sein, da E; explizit auftritt, nicht aber E;. Die
beiden sind aber wegen der §-Distribution gleich. Es ist ungiinstig, aber iiblich, die Abhéangigkeit
von T' von E; nicht explizit als T'(E;) anzugeben.

e Im 7T-Matrix-Formalismus beschreibt I'y; nicht die Ubergangsrate von |i) zur Zeit t — 6t nach | f) zur
Zeit t, sondern die Anderungsrate der Wahrscheinlichkeit von |f) zur Zeit ¢, unter der Bedingung,
dass das System zur Zeit —oo im Zustand |i) war. Bei der Interpretation ist also Vorsicht angebracht.

3.6 Green-Funktionen bei 7= 0

Die bisher betrachtete zeitabhéngige Storungstheorie (T-Matrix, Fermis Golgene Regel) gilt ganz allge-
mein, sowohl fiir Einteilchen- als auch fiir Vielteilchensysteme. Aber konnen wir die T-Matrix fiir ein
Vielteilchensystem wirklich ausrechnen? Nehmen wir an, wir wollen ermitteln, wie sich die Elektronen in
einem Silizium-Kristall bei Bestrahlung mit Licht verhalten. Dann wire Hy der Hamiltonian der Elektro-
nen ohne Licht und V' die Dipolkopplung an das elektromagnetische Lichtfeld. Die T-Matrix enthélt den
inversen Operator (E; — Ho + i07)~!. Diesen kénnen wir nicht ausrechnen, ohne Hy zu diagonalisieren.
Das kénnen wir aber wegen der Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht. Aus demselben Grund kénnen
wir auch den Zeitentwicklungsoperator Uy (t,tg) = e~ *Ho(*=t) fiir ein wechselwirkendes Vielteilchensystem
nicht ausrechnen.

Wir fithren daher eine neue Betrachtungsweise ein, die — auch fiir ein Vielteilchensystem — von einem
einzelnen Elektron ausgeht. Diese Betrachtungsweise verwendet Green-Funktionen. Diese haben eine einfa-
che Interpretation: Sie geben die bedingte Wahrscheinlichkeitsamplitude an, ein Teilchen zur Zeit t am Ort
r zu finden, wenn es zur Zeit tg am Ort ro war. Dies wurde bereits in Kapitel 2 erwéhnt. Green-Funktionen
sind identisch mit den dort eingefiihrten Propagatoren (in der QFT spricht man von Propagatoren, in der
Vielteilchentheorie verwendet man beide Begriffe, aber hiufiger den der Green-Funktionen).

3.6.1 Green-Funktionen fiir die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

Um ein Gefiihl fiir Green-Funktionen zu bekommen, fiihren wir sie zunéchst fiir Einteilchen-Probleme
ein. Wir betrachten den zeitunabhéngigen Hamiltonian H = Hy + V. Zusténde erfiillen die Schrodinger-

Gleichung in Ortsdarstellung,

i %w(r,t) = (Ho+V) ¢(r,1), (3.190)
—_———
H

was wir i. A. nicht 16sen konnen. Aber zumindest formal kénnen wir die Lésung durch eine Green-Funktion
ausdriicken, wie wir sehen werden. Zunéchst schreiben wir die Schrodinger-Gleichung um:

0
, — — H t) =0. 191
(155 ) vt =0 (3.191)

Dann definieren wir die Green-Funktion durch
<z§t —H) Gr, ;v t)=6(r —1')6(t —t) (3.192)

mit der Nebenbedingung, dass G(r,t;r’,t') als Funktion von r fiir feste ¢, ¥/, ' quadratintegrabel sein
soll. Die Anfangsbedingung fiir ¢ = t' lassen wir zunéchst offen (wir werden G = 0 fiir ¢t < t/ bzw. fir
t > t' verwenden). Gleichung (3.192) ist eine partielle Differentialgleichung fiir G als Funktion der ersten
Argumente r, ¢ als unabhangige Variable. Die zweiten Argumente r’,# sind Parameter der Gleichung.
Man kann aber zeigen, dass, wenn G(r,t;r’,t') eine Losung von Gl. (3.192) ist, auch G(r',t;r,t) eine
Losung ist. Beide sind also Green-Funktionen.

Wir kénnen G explizit durch den Zeitentwicklungsoperator ausdriicken: Eine Losung ist

GP(r,t:x' ) == —iO(t — t') (x| e ) gy, (3.193)

Diese Funktion ist fiir ¢ > ¢’ bis auf einen Zahlenfaktor der Zeitentwicklungsoperator in Ortsdarstellung.
Fiir t < ¢’ ist sie identisch Null.
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Beweis: Wenn wir H in der Basis von Eigenzustédnden |v) bzw. Eigenfunktionen ¢, (r,t) zu Eigenener-
gien ¢, ausdriicken (Spektraldarstellung), lasst sich diese Green-Funktion schreiben als

GR(r,tix ) = —if(t —t') Y _(r[r) e =) (r)
= —if(t —t) XV: Bu(r,0) e 7= gr(x/,0)
=—if(t—t) XV: b (r,t) o (', 1). (3.194)
Damit wird

(igt - H(r)) GR(r,t;x' t') = 6(t — 1) ;qﬁu(r,t) o5 (r' 1)

0~ 1) 2 e 1) (' 1)

v

+i0(t =) H(r) ¢,(r,t) ¢} (x',t)
=0(t—t")) du(r,t) g5 (x',1), (3.195)

wobei wir die Schrodinger-Gleichung ausgenutzt haben. Im iibrig bleibenden Term durften wir ¢ in
@5 (r',t') wegen der d-Distribution durch ¢ ersetzen. Die Eigenfunktionen ¢, (r, t) bei derselben Zeit erfiillen
aber eine Vollstadndigkeitsrelation und es folgt

(i % - H(r)> GR(r,t;x' ') =5(t —t') 6(r — 7). (3.196)
Analog zeigt man, dass auch
GAlr, t; 1/, 1) = +i Ot —t) (x| e HE) |1y (3.197)

eine Losung ist. Beachte:

o G £ 0 gilt nur fiir t > #/, dies ist die retardierte Green-Funktion (sie beschreibt die Dynamik eines
Teilchens in der Zukunft),

e G4 # 0 gilt nur fiir ¢ < ¢/, dies ist die avancierte Green-Funktion (sie beschreibt die Dynamik eines
Teilchens in der Vergangenheit).

Nun kénnen wir die Losung der Schrédinger-Gleichung mit Hilfe der Green-Funktionen ausdriicken. Fiir
t >t ist

() = e (e (3.198)
= (1) = (el(0)
rle” 10 Ju(t)

eins einschieben

= [ ele OO )
_ /d37“/ <r|€—1iH(t—t/)|r/> w(r',t’)

i / B GR(x, ' ) (', 1) (3.199)

(
=

und fiir ¢ < ¢ finden wir entsprechend

V() = —i / B GA(e, ' ) P ). (3.200)
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Wir erhalten also Formeln, mit denen wir fiir beliebige Anfangszustéinde die Losung der Schrédinger-
Gleichung fiir alle Zeiten ¢ bestimmen kdnnen, sofern wir nur die Green-Funktionen kennen. Diese Situation
ist typisch fiir die Losung von partiellen Differentialgleichungen mit Hilfe von Green-Funktionen. Wir
miissen fiir eine gegebene Bewegungsgleichung nur einmal die Green-Funktion bestimmen, danach kénnen
wir im Prinzip beliebige Anfangswertprobleme durch Einsetzen 16sen.

Fir den ungestorten Hamiltonian Hy definieren wir Green-Funktionen Gy ganz analog. Wenn H
hinreichend einfach ist, kdnnen wir hoffen, G explizit zu bestimmen. Es wire dann wiinschenswert, die
Green-Funktion G des vollen Problems mit GG in Zusammenhang zu bringen. Das werden wir als néichstes
tun. Es gilt

< % — H0> Go(r,t) =0  und (3.201)
(15 - ) vl = Vi e (3202

Wir betrachten den Fall, dass ¢ und v derselben Anfangsbedingung ¥(r,ty) = ¥o(r,to) zu einem festen
Zeitpunkt ¢ty gehorchen. Wir zeigen zunéchst, dass fiir t > tg gilt

P(r, 1) :i/d3r' GE(r,t;v t9) ¥(r' to) +/d3r' /dt’ GE(r,t;x' Y V() o', t). (3.203)
Beweis:
<z§ > r,t) = z/d3r’5 )(t —to) (r', to)
=0 fiir t>to
/d3 ’/dt S(r—1) st —t) V() u@',t)
=V (r)¢(r, (3.204)

Der Ansatz (3.203) erfiillt also die (Schrodinger-) Gleichung (3.202) oben.
Nun sollen ¥ und vy zur Zeit tg libereinstimmen. Dann gilt fiir ¢ > ¢,

(1) /d3 ’/dt GE(r, 10, ) V(&) (', ). (3.205)
Beweis: Gleichung (3.199) angewandt auf |¢g) ergibt
volr.t) =i [ Gt t0) (' o) = [ & G i’ ) vl o). (3:200)

Einsetzen in Gl. (3.203) ergibt die Behauptung.
Andererseits gilt, ebenfalls fir t > ¢,

() = vo(r, ) + / i / 4t GR (e, t:x #) V(r') o(x, ). (3.207)

nicht Gé% !

Beweis: Wir wenden (i 9/0t — H) auf die Behauptung an,

( 2. H) bir,t) = (jt - H) ol t) ~V (1) o r, )

=0
+/d3r’/dt’ (z’gt - H) GR(r,t;x', Y V() o', t)

=5(r—r') 5(t—t")
= —V(r)Yo(r,t) + V(r) to(r,t) = 0. (3.208)
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Damit ist der Beweis vollstandig.
Wir koénnen Gl. (3.205) iterieren und erhalten

(r, 1) Zwo(r,t)+/d37‘1/dt1 GE(r,t;ry,t1) V(1) Yolry, t1)
+/d3T1/dt1/d3T2/dt2 GE(r,t;r1,t1) V(ry) GE(r1, t1; 12, t2) V(ra) Yo(ra, t2)
+... (3.209)

Vergleich mit Gl. (3.207) ergibt
GE(r,t;v' 1) = GE(r,t;v/ ') + /d3r1/dt1 GE(r,t;ry, 1) V(r)) GE(ry, t; 0/ t) + .., (3.210)

vgl. die Herleitung der T-Matrix. Eine abgekiirzte Schreibweise fiir dieses Ergebnis ist:
GH =G+ Gclival + gEvalval + ... (3.211)

Hier betrachten wir G® und V als Matrizen mit Indizes (r,¢) und (r’,¢'). Mit dieser Notation kénnen wir
auch schreiben

GR=cgl+alv(GE+alval+..) (3.212)
=GR
= Gt=qgl+alvah. (3.213)

Das ist die berithmte Dyson-Gleichung. Ausfiihrlicher lautet sie
GR(r,t;7' ') = GE(r, t;0 1) + /d3r1 /dt1 Gl(r,t;ry, 1) V(ry) G (ry, ty; 0, 1), (3.214)

Diagrammatisch kénnen wir die Dyson-Gleichung wie folgt darstellen:

GR GR v
—— e e | — et
rit’ Tt
GH GEV GR
_ fd
rit" Tt rit" n,ty Tt

Analoge Beziehungen gelten fiir G4 vs. G§'.

3.6.2 Einteilchen-Green-Funktionen fiir Vielteilchensysteme

Wir definieren zunéchst die (retardierte) Green-Funktion fiir ein Vielteilchensystem und zeigen dann, dass

diese Definition mit der zuvor betrachteten Green-Funktion fiir das Einteilchensystem kompatibel ist. Die

beiden Definitionen sollten im Wesentlichen iibereinstimmen, wenn die Teilchen nicht wechselwirken.
Die Green-Funktion fiir das Vielteilchensystem lautet, unter Beriicksichtigung des Spins,

GE(rat,v'ot') == —i0(t —t') ([T, (r, 1), UL, (¢, 1)]2), (3.215)

wobei gilt
{A,B} = AB+ BA fiir Femionen,

3.216
[A,B]= AB — BA fiir Bosonen. ( )

[A, B]i = {

In diesem Kapitel betrachten wir Eigenschaften des Grundzustandes des Systems. Dann ist der Mittelwert
in der Definition von G als Erwartungswert im Vielteilchengrundzustand |GZ) zu verstehen:

Gl (rot,v'o't') = —i0(t — ') (GZ| [V, (v, 1), U!, (¢, )]+ |GZ). (3.217)
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Die Definition ist aber weitaus allgemeiner. In Kapitel 4 werden wir Systeme im thermischen Gleichgewicht
bei Temperaturen T > 0 betrachten, dann ist der Mittelwert als thermischer Mittelwert zu interpretieren.
Systeme aufserhalb des Gleichgewichts spielen hier nur am Rande, in Kapitel 6, eine Rolle. In solchen
Féllen betrachten wir den allgemeinen statistischen Mittelwert (A) = Tr pA mit dem Dichteoperator p.

Sowohl die Felsoperatoren W, W' als auch der Grundzustand |GZ) sind hier im Heisenberg-Bild zu
verstehen (in diesem Kapitel kennzeichnen wir Objekte im Heisenberg-Bild nicht durch einen besonderen
Index ,,H*). Im Heisenberg-Bild ist der Zustand |GZ) zeitunabhéngig. Fiir Elektronen ohne Wechselwir-
kung beschreibt |GZ) z. B. den Fermi-See. Aufser fiir wechselwirkungsfreie Systeme kennen wir |GZ) i. A.
nicht exakt. Wir werden sehen, dass das fiir praktische Rechnungen auch nicht erforderlich ist.

Es sei darauf hingewiesen, dass die hier definierten Green-Funktionen fiir das Vielteilchensystem nicht
im Sinne der Theorie partieller Differentialgleichungen Green-Funktionen fiir die Vielteilchen-Schrodinger-
Gleichung sind. Dies ist anders als im vorigen Abschnitt 3.6.1; die dort definierten Funktionen sind in der
Tat Green-Funktionen fiir die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung, da sie namlich iiber Glg. (3.199) und
(3.200) deren Losung ergeben. Die analogen Green-Funktionen fiir die Vielteilchen-Schréodinger-Gleichung
lassen sich definieren, sie miissen fiir den Fall von NV Teilchen die Gleichung

0]
(i 5 H<N>> G (ry, . oran, rh rha t) = 8 — 1)) - d(ran — Thy) Ot — ) (3.218)
erfiillen, wobei H") hier der N-Teilchen-Hamiltonian ist. Diese Green-Funktionen G™) sind i. W. die
Resolvente von HV) in Ortsdarstellung. Fiir ein wechselwirkendes System sind sie i. A. nicht bekannt und
auch nicht niitzlich fiir Ndherungsmethoden.

Ganz allgemein kénnen wir ¥ nach Einteilchenzustdnden entwickeln,

Uo(r,t) = ¢uo(r) auol(t) (3.219)
o eV ad
Vernichtungsoperator von |vo)
=  Gf(rot,v'o’'t') = —if(t —t') (GZ| Z Poo (V)0 () [ane (t),al,,, ()] L|GZ). (3.220)
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Die Zeitentwicklung von a,,(t) im Heisenberg-Bild wird, fiir einen zeitunabhingigen Hamiltonian, be-
schrieben durch _ ‘
aye(t) = et a,, e M1, (3.221)

Speziell fiir wechselwirkungsfreie Teilchen ist der Hamiltonian H bilinear in Bose- oder Fermi-Operatoren
und diagonalisierbar. Wir kénnen dann schreiben

H=> eyoal,a,. (3.222)

vo

Hier erzeugen a],, also nicht mehr Teilchen in irgendwelchen Einteilchenzustinden, sondern in den Eigen-
zustédnden von H. Dann ist

aw(t) = exp (7, E Ey/o./aj;,a/ay/a./t> Ay €XP (Z E 51/"0”@2//,,”(%”0“75)

v'o! v gt

isugalgaugt —isugalgaugt

=e Ay €

/]\
>, In)(n| einschieben

= n— 1) et g emincuat (). (3.223)

= /ne icvot

Hier ist n die Besetzungszahl des Einteilchenzustands |vo), wobei n = 0, 1 fiir Fermionen und n = 0,1,2. ..
fiir Bosonen gilt. |n) sind also Vielteilchenzustinde im Fock-Raum.
Fiir wechselwirkungsfreie Teilchen gilt nun

GR(rot,v'o't') = —i0(t —t') (GZ| Z o ()5 0 (Y)) 611 o [(;Lm(t)7 oz,];(,(t’)]jE |GZ)

vy’
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= —i0(t =) 050r D _(GZlpuo(t)p)0(r') [avs (t),aly ()] . |GZ), (3.224)

v

da Teilchen in demselben Einteilchenzustand erzeugt wie vernichtet werden miissen, um wieder zum Grund-
zustand zuriick zu kommen. Es folgt

GRrot,X'o't) = —i0(t = )00 S5 Guo(¥) i () (GZ] [In — Wi e =" (n,

v nn’

)Wl etiet (nf — 1] | |GZ)
= —i0(t =) G001 D Y Puo(r)e), ('

x (GZ|(|n — 1)y e =t (nn') V! etievat (n — 1]
~——
=6,

£ [0yl etiEeat (n/ — 1n — 1) V/ne "t (n])|GZ)
\—,_/
=0,n
= —if(t —1') ZZ%U 1)l () (QZ|(ne == |n — 1) {n — 1]
+n e teve (=) \n><n|) |GZ). (3.225)
Fiir Bosonen (Zeichen ,,—*) verschieben wir im ersten Term in der Klammar n — 1 — n und erhalten

=0t — 1) ZZ% r) s, (') e QT (4 1 — )| ) (n|GZ)
= —i0(t — 1) 00 Z Pro (D)ph, (1)) e iove =)

v

= —i0(t —t') 6o (1] Z e e =) ue) (wolr), (3.226)

wobei wir im letzten Schritt die Green-Funktion durch Einteilchenzustdnde ausgedriickt haben.
Fiir Fermionen (Zeichen ,,+*) hat die Summe tiber n in Gl. (3.225) nur zwei Terme:

G (rot,x'o't") = —i0(t = ') bo0r Y Puo(T)gh,(r) e <o (GZ|(0+ 0+ [0)(0] + [1){1] ) |GZ)
v N
=1

= —if(t 1) was% )@, (x) o =)

=—if0(t—t) (r| Ze o (=) |y o) (vo|r') (3.227)

mit demselben Ergebnis wie fiir Bosonen.

Das letzte Matrixelement in Gl. (3.226) bzw. Gl. (3.227) enthélt eine Darstellung des Einteilchen-
Zeitentwicklungsoperators e~ *Ho(t=t") fiir Spin-o-Teilchen in seiner Eigenbasis aus Eigenzustinden |vo)
zu Eigenwerten €,,. Wir konnen also schreiben

GR(rot,v'o't)) = —i(t — ') 600 (x| e~ Ho =) |y) (3.228)

Dieses Ergebnis ist identisch mit der Green-Funktion fiir die Einteilchen-Schrodinger-Gleichung, abgesehen
vom hier zusétzlich eingefiihrten Spin. Wir haben also eine konsistente Verallgemeinerung der Green-
Funktion fiir Vielteilchensysteme konstruiert.

Wir definieren noch einige weitere Green-Funktionen, die spéter niitzlich sein werden:

GR(rot,v'o't") := —iO(t —t') (GZ| [¥y(r,1), U], (r', )] . 1GZ), (3.229)
GA(rot,x'a"t)) == +iO(t' —t) (GZ| [V, (r,t), WL, (v',¢)], |GZ), (3.230)
G (rot,v'o't') := —i (GZ| W, (r,t) U], (', ') |GZ), (3.231)
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G<(rat,v'o't') = —i (F1)(GZ| Ul (', #')V, (v, 1) |GZ). (3.232)

In G< gilt, wie fiir G und G#, das obere Vorzeichen fiir Fermionen und das untere fiir Bosonen.

G~ bezeichnet man als ,,grofere Green-Funktion® (greater Green function). Sie beschreibt Propagation
eines zusitzlichen Teilchens gegeniiber dem Grundzustand (Fermi-See) von r’,¢' nach r,¢, wobei keine
Annahme {iber die Reihenfolge von ¢ und ¢’ gemacht wird. Diese Interpretation ist plausibel, da G~
i. W. der Uberlapp des Vielteilchenzustands \Ifi,, |GZ) zur Zeit ¢’ und des Vielteilchenzustands ¥} |GZ) =
((GZ| W) zur Zeit t.

G*< bezeichnet man als  kleinere Green-Funktion® (lesser Green function). Sie beschreibt, zumindest
fiir Fermionen, die Propagation eines Lochs von r,¢ nach r’,¢ (denn ¥ erzeugt ein Loch im Fermi-See).
Wir finden

GR=0t-1t)(G" - G), (3.233)
GA =0 —t) (G —G™). (3.234)

Fiir translationsinvariante Systeme hangen die Green-Funktionen nur von r — r’ ab, wie man an ihrer
Definitionsgleichung sieht, und wir kénnen zu den Fourier-Transformierten iibergehen:

1 . /
GR(r -1 ot,d't) = = Z e* =) GR(k ot, o't!) (3.235)
[
mit
GR(k,at,0't') = —i0(t —t') (GZ| [axo (1), af.,, (t')] .1GZ). (3.236)

Der Zusammenhang zwischen ¥, (r,t) und ay,(t) lautet dabei bekanntlich
1 .
U,(r,t) = —= Y T a,(t). (3.237)
wps

Entsprechende Gleichungen gelten fiir G4, G>, G<.
Da der Ausgangspunkt der Storungstheorie meist freie Elektronen sind, ist es niitzlich, die diversen
Green-Funktionen Gy fiir freie Elektronen aufzuschreiben. Fiir den Hamiltonian Hy = ), ke CLUCkU

finden wir (siehe auch oben)
Gl(k,ot,0't') = 650 G (ko t — 1), (3.238)

da Hj diagonal im Spin ist, mit
Gl (ko,t —t') = —i0(t — ') (GZ| {exo (1), (') } | GZ)

=—if(t—t')(GZ| (ethCkae—theth’cL e—iHY | eth/cL

g

e Y itlt ey o =iHt) |GZ). (3.239)

g

Hier beachten wir, dass |GZ) ein Eigenzustand zu H ist und dass sich die Zusténde rechts und links der
Operatoren ¢, ¢/ nur um jeweils ein einziges Teilchen unterscheiden. Die Grundzustandsenergie hebt sich
jeweils heraus, es bleiben nur die Energien der durch ¢, ¢/ vernichteten bzw. erzeugten Elektronen iibrig:

GE(ko,t —t') = —i0(t — 1) [0(6ir) e Cioteiint’ 1 g(—gy,) ot ¢~ iiot]
= —if(t — ) e~ (1), (3.240)

Die Stufenfunktionen 6({x,) bzw. 6(—&ky) driicken aus, dass die jeweiligen Beitrdge nur vorhanden sind,
wenn der Zustand |ko) aukerhalb bzw. innerhalb des Fermi-Sees liegt. Analog erhalten wir

Gi(ko,t —t') =it — t') e Exo (=1 (3.241)
Gy (koyt —t') = —i (cyecl,) e ikolt=t) (3.242)
N—_——

=1-nr (ko)

Gy (kayt —t') =i (¢} crp) e Cer (=), (3.243)
N—_——

=nr (ko)
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wobei die Fermi-Funktion ng fiir den Grundzustand, d. h. fiir die Temperatur 7" = 0, einfach

{1 fiir £ < 0,

() =0=8 =1 fiir € > 0

(3.244)

lautet. Die Ergebnisse gelten aber auch fiir thermische Mittelwerte (- - - ) bei endlichen Temperaturen. Wir
zeigen dies hier nicht.

Beachte, dass G5 und G5 harmonische Zeitabhéngigkeiten aufweisen. Daher sind ihre zeitlichen
Fourier-Transformierten §-Distributionen, z. B.

Gy (ko,w) = =270 [1 — np(&ko)] 0(w — ko) (3.245)

GE und G sind aufgrund der Sprungfunktion @ nicht einfach harmonisch. Wir berechnen die Fourier-
Transformierte von G&':

Gy (ko,w) = —i/ dt =1 g(t — ') e i6ka (t=1)
= 72'/ dt ewt—t) o=tk (t—t") _ 72'/ dt et o kot (3.246)
t’ 0

Dieses Integral konvergiert nicht, da der Integrand fiir ¢ — oo mit konstanter Amplitude (eins) oszilliert.
Fiir reale Systeme hat es aber ohnehin keinen Sinn, unendliche Zeiten zu betrachten. Wir kénnen daher
eine Anderung vornehmen, die nur sehr grofe Zeiten betrifft, und die das Konvergenzproblem behebt.
Eine solche ist prinzipiell unbeobachtbar und daher eine erlaubte Modifikation des Modells. Wir fiithren
dazu einen konvergenzerzeugenden Faktor ein:

> ) , 1 1
GE(ko,w) = —i/ dt et e~ ikat gt = = 3.247)
o 0 0+ w—E&ko + 17 =0+ w — &k + 10T (

vgl. die Herleitung der T-Matrix. Analog findet man

1

(3.248)

Es ist oft auch niitzlich, die Green-Funktionen im Realraum zu kennen. Sie sind ja bedingte Wahr-
scheinlichkeitsamplituden fiir die Propagation eines (hier wechselwirkungsfreien) Elektrons. Es ist
Gy (ro,w) = —27m'/ Ak e 1 = np(€ke)] 8w — €ko)
’ (2m)3
d3k

= —2milt = nr(w)] [ 7 ¢ 8w~ o). (3.249)

Fiir freie Elektronen mit parabolischer Dispersion &x, = k%/2m — p folgt

o0 ™ 2
Gy (ro,w) = —2mi [l — np(w)] ﬁ/o dk/o df k? sin 0 e*F7cos? (5<w _ 2% +/~L)

m [ 4 .
= =27 [l — np(w)] ﬁ/o dk:/o df k? sin @ ™7 cos0

x 8 (k4 V2m(w + ) (k= V2mw+ )]

#0

= —2mi[l — / df Fm(w + p) sin @ etFreos?
0

m 1
np(w)] py) Z—hm(w )

keine Vektoren

e
m3/%Jw + p Zsinkr
Z\/ﬁﬂ'z /ﬂ"

= =27 [l — np(w)]

2m TH=W
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3/2 ink
_ _om VW EH 1 —npw) SR (3.250)
V22 _ kr | .,
~——~——" im Grundzustand unbesetzt? 2m  H=W
Zustandsdichte D(w)
D(w)
0 0
u
sinkr
Kr
1
- ZFIT\/—H 0 M T kr

Was ist die physikalische Bedeutung dieser Funktion? G~ beschreibt, wie oben erwihnt, die Propagation
eines zusétzlichen Elektrons. Die Zustandsdichte gibt einfach an, wie viele Einteilchenzustéinde es bei
der interessierenden Energie w iiberhaupt gibt. Der Fermi-Faktor 1 — npg priift, ob bei der Energie w
ein zusétzliches Elektron erzeugt werden kann. Die ,sinc“-Funktion im letzten Faktor ergibt sich aus
der Interferenz vieler ebener Wellen mit unterschiedlichen k, aber derselben Energie w. Wir sehen das
resultierende Interferenzmuster.

Wir haben G in der Impuls- und der Ortsdarstellung betrachtet. Natiirlich kbnnen wir die in der
Definition auftretenden Operatoren ¥ bzw. a in jeder beliebigen Einteilchen-Basis schreiben. Wir schreiben
z. B.

G” (vt, V') := —i (GZ| e, (t)c], (1) |GZ). (3.251)
T

geeignete Quantenzahlen, z. B. ko

3.6.3 Die Spektralfunktion

Wir haben vier (komplexe) Green-Funktionen definiert, die alle dieselbe Idee der Propagation eines
Teilchens ausdriicken. Aufferdem zeigt der Spezialfall freier Elektronen, dass die verschiedenen Green-
Funktionen &hnliche funktionale Formen haben. Wir werden nun sehen, dass sich alle vier Funktionen
durch eine einzige reelle Funktion, ndmlich die sogenannte Spektralfunktion, ausdriicken lassen. Das gilt
ganz allgemein, auch flir wechselwirkende Systeme. Zunéchst definieren wir die Spektralfunktion:

A(v,w) :== —2Im GR(I%,QJ) (3.252)

geeignete Einteilchen-Quantenzahlen, z. B. ko

mit (wie bekannt)
GEvst —t') = i0(t —t') (GZ| [a, (1), ], (') + |GZ), (3.253)

GR(v,w) = —z‘//oo dt e (GZ [a, (1), a], ()2 |GZ). (3.254)

Also ist die Spektralfunktion, bis auf einen konventionellen Zahlenfaktor, der Imaginérteil der retardierten
Green-Funktion. Die — vielleicht iiberraschende — Behauptung ist, dass sie die gesamte Information von
G, G4, G>, G< enthilt, bis auf die auftretende Fermi/Bose-Besetzungsfunktion.
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Wir finden ganz allgemein folgende Normierung der Spektralfunktion:

| awe = [0 [ ae ez . dos oz @ <o)
—2he [Car [ e GZ]f0,(0).0L 0)62)

—_———
=3(t)

Wir miissen jetzt annehmen, dass die J-Distribution halb gezdhlt
wird, da ihre Singularitdt am Rand des Integrationsintervalls liegt.

= Re (GZ| [a,(t),al(0)]+ |GZ) = 1. (3.255)

Auferdem finden wir fiir freie Elektronen:

Ap(ko,w) = —2Im G¥(ko,w) = —2Im ———— . 3.256
ok, ) B(kow) rErd A (3256)
Nun benutzen wir die wichtige Dirac-Formel
! =P 1. im6(E) firn — 0 (3.257)
E+in +E T '
Hauptwert
Wir erhalten daher
Ap(ko,w) =271 0(w — &ko)- (3.258)

Dies erfiillt natiirlich die Normierung, die ja ganz allgemein gilt.

Wir interpretieren die Spektralfunktion A(v,w) als die Verteilungsfunktion von moglichen Energien w
fiir Teilchen mit den Quantenzahlen v. Fiir wechselwirkungsfreie Elektronen legt v = (ko) die Energie
bereits fest, daher ist die Verteilung eine d-Distribution. Wie wir spéter sehen werden, ist A fiir wechsel-
wirkende Systeme im Vergleich zu Ay ~ d(w — &k ) verbreitert. Oft kann man aber ein klares Maximum
identifizieren, dieses nennt man dann ,, Quasiteilchen-Peak®:

A

Quasiteilchen—Peak

Man bezeichnet die durch eine Spektralfunktion dieser Form beschriebenen Objekte, deren Energie im
Bereich des Quasiteilchen-Peaks liegt, als Quasiteilchen. Die Breite des Maximums gibt an, wie unscharf
die Energie der Quasiteilchen ist. Unter Ausnutzung der Energie-Zeit-Unschérferelation kann man die
Breite in der Energie als inverse Lebensdauer interpretieren. Das Integral [(dw/2m) A(k,w) ist immer
1, wie wir gesehen haben. Das Gewicht unter dem Quasiteilchen-Peak, das man durch Subtraktion des
breiten Untergrundes und Integration erh&lt, nennt man das Quasiteilchen-Gewicht,

Z = / dfw [A(k,W) - AUntergrund(kaw)] S 1. (3259)

0o 2T

Es gibt an, in welchem Mafs das Quasiteilchenbild in der konkreten Situation anwendbar ist.
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Die Summe ), A(v,w) =: D(w) ist die Zustandsdichte bei der Energie w, da die Beitréige aller Zu-
sténde bei der Energie w aufsummiert werden. D(w) ist durch Tunnelexperimente zugénglich.

Wir miissen noch zeigen, dass die Spektralfunktion tatséichlich ausreicht, um die Green-Funktionen
zu rekonstruieren. Wir tun dies hier fiir Fermionen und erhalten nebenbei einige wichtige Beziehungen
zwischen A und den Green-Funktionen. Um Methoden aus der Funktionentheorie anwenden zu koénnen,
erlauben wir in G (v, w) komplexe Frequenzen w.

1. Zuniichst zeigen wir, dass G®(v,w) keine Singularitiiten fiir Imw > 0 hat: Die retardierte Green-
Funktion GF(v,t —t') ist nur fiir ¢ > ¢ von Null verschieden. Dann ist

GR(r,w) = / dt ) GR(ut —t') = / dt et GR(v,t) (3.260)
t’ 0
und ~ g
GR(v,t) z/ 2—we_m GR(v,w). (3.261)
—oo 4T

Wir wollen dieses Integral mittels des Residuensatzes auswerten. Fiir ¢t < 0 wird e~ fiir w — +ioco
klein. Wir kénnen das w-Integral daher in der oberen Halbebene schliefen; der Beitrag vom Halbkreis
verschwindet fiir grofse Radien:

Imeuy

Rew

Wenn irgendwelche Singularitdten in der oberen w-Halbebene ldgen, wiirde das Integral nach dem
Residuensatz nicht fiir alle ¢ < 0 verschwinden. Es muss fiir die retardierte Green-Funktion aber
gleich Null sein. Also gibt es keine Singularitéiten fiir Imw > 0. (Fiir ¢ > 0 miissen wir in der unteren
Halbebene schliefsen. Die retardierte Green-Funktion verschwindet fiir ¢ > 0 nicht, also miissen in
der unteren Halbebene Singularitéten liegen.)

2. Aufgrund der Abwesenheit von Singularitdten innerhalb der Kontur gilt
GR 1
/dw’ W) ) mitweR (3.262)

fiir die folgende Kontur:

>

Der Beitrag des Halbkreises im Unendlichen verschwindet, da G schnell genug abfillt (was noch
zu zeigen wiare). Wir zerlegen den Rest der Kontur:

oS} GR / GR 1
@ p G0 [ ) (3.263)
oo T Ww—w ~ w —w
Hauptwert

R ’
= £°°_ dw Grwwl)
— 00 w’ —w

(Schreibweise)

Die halbkreisférmige Kontur in der Nihe des Pols bei w’ = w sieht so aus:
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Hier konnen wir schreiben:
duw’ (=) |dw’|
= (—7) ——

w—w r

= (—i)dep. (3.264)

Das Hauptwertintegral im ersten Term ist definiert durch

e’} R / w—¢ R / o] R /
][ a0y (/ gy G- +/ dw/G(”’w)) (3.265)

oo w —w e—0t \J_o w —w te w —w
Es folgt
[e'e) GR
0= dw/%_l/ d@GR(Vw—i—re )
o ot
o0 R 1
- ][ o M — i GR (v, w) (3.266)
- W —w
1 oo R /
= GRrw) = dwr G (3.267)
T oo w —w

Dies ist die Kramers-Kronig-Relation. Sie ist eine Identitdt fiir die Fourier-Transformierten von
beliebigen retardierten Funktionen f%(t), d.h. Funktionen mit f#(¢) = 0 fiir t < 0, sofern die
relevanten Integrale existieren.

Wir haben in dieser Herleitung die Dirac-Formel nicht explizit benutzt. Damit geht es etwas schneller:
Wir deformieren die Kontur so, dass der horizontale Anteil um n oberhalb der reellen Achse liegt.
Da der Beitrag des Halbkreises im Unendlichen verschwindet, erhalten wir

o= [~ s GR(v,w' +in)
oo w +in —w

- / { 7”:’ ind(w — w) GR (v, o)
][ dw CL — it GR(v,w) (3.268)

und Gl. (3.267) folgt wieder.

Real- und Imaginéarteil der Kramers-Kronig-Relation lauten

[e%e) R /
Re GF(v,w) = l][ ' M (3.269)
TJ)_oo w —w
o] R /
Im GF (v, w) = 71][ ' M. (3.270)
TJ)_oo w —w

Kausalitit erzwingt also, dass Re G oder Im G bereits allein die gesamte Information enthalten.

3. Insbesondere erhalten wir mit Im G = —A/2:

A(v,o)

Re GR(v,w) _7][ dw’ (3.271)

w—w
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und

! !/ !/
dw M - / dur Alv, o) {p —ind(w — W)
27 w—w’+znn_>0+ 27 w—w
o0 / !/ -
- 7][ dw’ A, o) L Av,w)
oo 2T W —w 2
=ReGf(v,w) +iIm GR(r,w) = GE(v,w). (3.272)
Also ist W A ,
GRw) = [ & AW . (3.273)
2T w—w' +1in 0+

Dies ist eine Spektraldarstellung der retardierten Green-Funktion, auch Ké&llén-Lehmann-Darstellung ge-
nannt. Offensichtlich gewinnt man die freie Green-Funktion wieder, wenn man fiir die Spektralfunktion
eine d-Distribution einsetzt. Analog erhilt man

dw' A !
GAvw) = | =2 ﬂ . (3.274)
2T w—w' —1in 0+
Beachte, dass ganz allgemein folgt
GA(v,w) = [GR(r,w)]*. (3.275)
Man findet auflerdem
iG” (r,w) = A(v,w) [1 — np(w)], (3.276)
—i G (v,w) = A(v,w) np(w). (3.277)

3.7 Bewegungsgleichungen fiir die Green-Funktion

Wir wollen nun sehen, wie wir die Green-Funktion tatséchlich ausrechnen kénnen. Dies wird fiir wechsel-
wirkende Systeme im Allgemeinen nicht ohne Ndherungen moglich sein.

Wir betrachten einen zeitunabhéngigen Hamiltonian H = Hgy + Viyg, wobei Vi, die Wechselwirkungen
beschreibt. Wir unterdriicken hier den Spin-Index. Zunichst wollen wir eine Bewegungsgleichung fiir G#
herleiten. Die Definition der Green-Funktion ist

GER(rt,r't') = —i0(t — ') (GZ| [¥(r,t), T (r', )]+ |GZ). (3.278)
Es folgt
t'=t

i%GR(rt,r’t') = 8(t — ') (GZ| [W(r,1), (', ¢ )]+ |GZ)

—if(t —t') (GZ| igtlll(r,t),\lﬁ(r’,t’)} X |GZ)

=8t —t)o(r—1")—if(t —t')(GZ] {z % (r,t), ¥ t)| |GZ). (3.279)
+
Wir bendétigen ¢ 0¥ /9t. Diese Ableitung ergibt sich aus der Heisenberg-Gleichung, da ¥ ein Operator im
Heisenberg-Bild ist:

)
iy W) = —[H (] =~ [Ho, W(r.0)] = [V, U(r.1)] (3.280)

(kein £, immer der Kommutator)

Um weiterzurechnen, miissen wir eine konkrete Form fiir Hy annehmen. Wir setzen hier Hj einfach
als kinetische Energie T' der Teilchen. Das bedeutet, dass kein periodisches Potential existiert (Jellium-
Modell), alternativ kdnnen wir auch das periodische Potential in Vi, einbeziehen. Wir kénnen nun den
ersten Term mit Hilfe von Gl. (2.180) schreiben als

—[Ho, ¥(r,t)] = %/d?’r’ [T (x', ) (V)2W(r',t), U(r,t)]
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ﬁ/d%’ [(TT (', ) (V)2 U (r/ 1) U(r,t) — U(r, ) O, t) (V)2 T(r, t)]

% /d3r’ [:F\IIT(r’,t) U(r,t) — U(r,t) \I/T(r',t)] (V)20(r',t)

= f% a3’ [U(r,t) Ui (r' 1) £ U, ¢) U(r, )] (V)2 T(r, 1)
= o [ ), ) (VPR
= —ﬁ d*r'6(r —1') (V)20 (r' 1) = —ﬁ V2U(r,t). (3.281)

Das obere Vorzeichen gilt jeweils fiir Fermionen, das untere fiir Bosonen. Es ist zu beachten, dass wir
fiir Fermionen auf den Antikommutator kommen, obwohl wir von einem Kommutator gestartet sind. Das
entscheidende Vorzeichen erscheint im ersten Term in der dritten Zeile. Es folgt

( gt +— VQ) Gl (rt,v't") = 5(t —t')8(x — ') —i0(t —t') (GZ| [~ [Vine, ¥(r,1)], ¥ (x', )] | GZ). (3.282)
Dies ist die gesuchte Bewegungsgleichung fiir G®. Beachte, dass im letzten Term die dufere Klammer ein
Kommutator (fiir Bosonen) oder Antikommutator (fiir Fermionen) ist, wihrend die innere Klammer fiir
beide Fille einen Kommutator darstellt. Das liegt daran, dass die duftere Klammer aus der Definition der
Green-Funktion stammt, die innere aber aus der Heisenberg-Gleichung. Der letzte Term enthilt offenbar
die Korrekturen zur Gleichung fiir den wechselwirkungsfreien Fall,

( % + — V2> Gl(r,t,x't) = 6(t —t')d(r — '), (3.283)

aufgrund der Wechselwirkungen in Viy.
Analog gilt in einer beliebigen Einteilchenbasis

GR(wt, V') = —i0(t — t') (GZ] [a, (), al, (t')] . |GZ). (3.284)

Der ungestorte Hamiltonian Hy hat die Form

Hy=>hyy afa,. (3.285)
v’
Dies liefert
—[Hp,a,] = Z Ry /ayu,a,, = Z hyr l,n /a,,//ay —al,aT,auu)
/ V/V//
= — Z hy/yu :F ai,ay — aual,) ayrr = Z hyryr (aual, + ai/ay) ay
V l/ V l/

= Z hy Iyt ay, ;/ CLV// = Z hy rprt 5l,y/ Ay = th,// Ay (3286)

und daher
Z (z’é,,,,u % - hy,,,,> GRW't, V') = 6(t —t')S, — i0(t — ') (GZ| [~ [Vint, au (B)], @ ,(t’)]i|GZ>. (3.287)

Fiir einen zeitunabhiingigen Hamiltonian H hingt G nur von ¢ — ¢ ab. Es bietet sich an, zur Fourier-
Transformierten in der Frequenz iiberzugehen. Die Gleichung fiir G lautet dann

Z (Suprw — hypr) GRW'V W) = 6,0 — z/ dt (=t NGZ|[~[Vins, au ()], ], (¢ N].1GZ).  (3.288)

!’

Damit das Integral fiir grofte ¢ konvergiert, geben wir w einen kleinen positiven Imaginérteil, w — w + in,
und lassen 7 am Ende der Rechnung gegen Null gehen, n — 07.
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3.7.1 Wechselwirkungsfreier Fall

Fiir diesen Fall kennen wir das Ergebnis schon, siehe Gleichung (3.247). Wir losen die Bewegungsgleichung,
um sicherzustellen, dass sie sich korrekt verhéalt. Hier ist

H=Hy=> hyalay,. (3.289)
Wir betrachten G{(w) als Matrix mit den Komponenten
Gl (W) =GR/, w). (3.290)

Dann ist die Bewegungsgleichung

> v (w + i) = o] GE W)y = S (3.291)

!t

eine Matrix-Gleichung. Wir sehen, dass G¥¥(w) die inverse Matriz zu G{(w)~! mit den Komponenten

GOR(W)_l = (Sw/ (w + ”]) - hl/l/’ (3292)

12%4

ist. Wenn wir die Matrix h mit den Komponenten h,, einfiihren, konnen wir schreiben

GEw)y ™t =w—h+in (3.293)
1
=  GRw) = —F—. (3.294)
w—h+in

Der Bruch ist hier als Matrix-Inversion zu verstehen. Ist Hy diagonal, Hy = ZV Ey a:f,al,, so folgt

1

GR / :GR =8,
O(VV,W) O(W)uy vy W7€V+Z‘T]’

(3.295)

wie wir schon wissen.

3.7.2 Resonantes Niveau (resonant-level model)

Wir betrachten ein nicht ganz so triviales Modell, in dem ein einzelnes Orbital an ein wechselwirkungsfreies
Elektronengas gekoppelt ist. Der Hamiltonian lautet

H = Ho + Hiokal + Huyp (3.296)
mit
Hy = Z & cle, (wechselwirkungsfreies Elektronengas), (3.297)
v#£0
Hiokal = €0 c(T)cO (lokales Orbital), (3.298)
Hyy1, = Z(t’; cleo +t, cgcl,) (Hybridisierung/Hiipfen). (3.299)
v#£0

Die Summen iiber v laufen hier {iber alle Einteilchenzustdnde des Elektronengases, aber nicht das lokale
Orbital.

Energiey

Fermi-Energie
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Wir konnen die retardierten Green-Funktionen

GR(00,t —t') = —if(t — t') (GZ|{co(t), ¢} (') }| GZ), (3.300)
GE(0v,t —t') = —if(t — ') (GZ|{co(t), cl,(t') }|GZ) (v #0), (3.301)
GR(v0,t —t') = —if(t — ') (GZ|{c, (1), ¢ (t') }|GZ) (v #0), (3.302)
GRw/ t —t') = —if(t — ') (GZ{cu(t), L, () }GZ)  (v,v #0) (3.303)

einfiihren. Uns interessiert hier G(00,¢—t'). Diese Green-Funktion gibt die Wahrscheinlichkeitsamplitude
dafiir an, ein Elektron zur Zeit ¢ im lokalisierten Orbital zu finden, wenn es zur Zeit t' < t dort erzeugt
wurde.

Zur Losung beachten wir zunéchst, dass es sich um ein wechselwirkungsfreies System handelt — alle
Terme im Hamiltonian sind bilinear. Also haben wir Vi, = 0 und wir kénnen die Lésung aus dem vorigen
Abschnitt verwenden, miissen aber iiber alle Einteilchenzusténde |v # 0) und |0) summieren:

(w+in — &o) )+ > (1) G (0,w) = b0 = 1, (3.304)
v#0
(w4 in — &) GE(0,w) + (—t3) GT(00,w) = 6,0 =0 (3.305)

(und zwei weitere Gleichungen, die wir hier nicht benétigen). Aus der zweiten Gleichung folgt

t*
GR(v0,w) = m GR(00,w). (3.306)

Einsetzen in Gl. (3.304) ergibt

. R ‘tl’|2 R
_ — - =1 .
(w—e0 +in) G™*(00,w) Vio o6 T G™(00,w) (3.307)
1
R _
= G"(00,w) = w20 — SR(00,w) +in (3.308)
mit )

SR00,w) =) L (3.309)

i & +in

Wir finden, dass G®(00,w) beinahe die Form fiir H = Hjoya hat, nimlich 1/(w — &g + in), aber es tritt ein
zusitzlicher Term —%%(00,w) im Nenner auf. ¥#(00,w) nennt man die (retardierte) Selbstenergie. Man
kann die Green-Funktion fiir jedes System mit Hilfe der ungestorten Green-Funktion und einer geeigneten
Selbstenergie ausdriicken, denn es gilt ¥ = (G¥)~! — (GF)~!

Wir erkennen, dass die Selbstenergie aufgrund der Ankopplung des lokalen Orbitals an das Elektronen-
gas, also aufgrund von Hyyp, auftritt. Sie driickt hier aus, dass die Eigenzustdnde jetzt Superpositionen
von |0) mit den |v) sind.

Wir kénnen weitere Einsicht durch Betrachtung der Spektralfunktion gewinnen. Sie lautet

A(00,w) = —2Tm G*(00,w)

— 9Tm w —eo — BE(00,w)* =41
[w — g0 — Re 2F(00,w)]? + [-Im XE(00, w) H#47]2

Im2F

=2 m 27(00, w) , (3.310)
[w —eo — Re 2E(00,w)]? + [-Im XE(00, w)]?
wobei

2 311
Re 2F(00,w ;owgy (3.311)
Im £7(00,w) = =7 Y |t [* (w — &) (3.312)

v#0
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Wir betrachten ein einfaches Modell mit konstanter Zustandsdichte D und konstanter Hiipfamplitude ¢
fir Energien £ zwischen den Bandkanten &£,;, und &pax:

Z...%/ng..., (3.313)

v#0
It — |t]°. (3.314)
Fiir &min < w < &max finden wir dann sofort Im ©# = —xD|t|?. Fiir den Realteil findet man manchmal

die Argumentation, er sei Null, weil der Integrand ungerade gegeniiber Spiegelung von £ an w ist. Das ist
etwas unsauber. Die korrekte Herleitung lauft wie folgt: Es ist

Emax d Emax—w d
Re (00, w) = D|t|2][ > 55 = —D|t|2][ &

Eunin min—w &
N
e—0t
= D|t|? In ;;75‘_“: (3.315)

Die letzte Gleichung gilt unabhingig davon, ob &nax — w oder w — iy grofer ist. In der Naherung eines
breiten Bandes, —&min, Emax > |w/, folgt

Re 22(00,w) = DJt|? In(w — &min) — In(Emax — w)]

=~ Dlt 2 |:1Il *gmin + d —In fmax + :|
| | ( ) _fmin gmax
§m1n 2 < 1 1 )
= D|t|* In + DIt +— | w. 3.316
| | gmax | | gmax |§min | ( )

Der erster Term ist eine Konstante, die man (oft stillschweigend) in ¢ absorbiert. Der zweite Term ist
fiir ein breites Band vernachléssigbar klein. Damit erhalten wir schlieflich
—7mDIt|? 2mD|t|?

A0 = 2 P+ RDIPP ~ (@ =20 + (=DIPP (3317)

'y
A

2nD|t|?

£g

v

(Lorentz-Kurve)

Wir finden also, dass durch die Ankopplung an das Elektronengas der lokale Zustand verbreitert wird.
Die Linie wird umso breiter, je grofer D|t|? ist. Seine Energie ist wegen der Hybridisierung mit Zustéinden
|v) nicht mehr scharf definiert. Dies konnen wir mit Hilfe der Energie-Zeit-Unschérferelation deuten: Die
Lebensdauer des lokalen Zustandes wird endlich, da das Elektron ins Kontinuum (Elektronengas) hiipfen
kann. Dies fiihrt zu einer endlichen Breite im Energiespektrum. Dieses Argument ist aber eventuell irre-
fiihrend: Die Verbreiterung héngt nicht davon ab, ob die mit g9 resonanten Zustédnde im Elektronengas
besetzt sind oder nicht. Die Verbreiterung ist fiir 9 unterhalb und oberhalb der Fermi-Energie gleich.
Die Besetzung der Zusténde darf auch keine Rolle spielen, da wir es mit wechselwirkungsfreien Elektro-
nen zu tun haben, die gar nichts voneinander merken. Fiir die Verbreiterung ist nur die Hybridisierung
verantwortlich.
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3.7.3 Anderson-Modell fiir eine magnetische Storstelle

Wir wenden nun die Methode der Bewegungsgleichungen auf das wichtige Anderson-Modell an. Im
Vergleich zum resonant-level model beriicksichtigen wir noch den Spin-Freiheitsgrad und erlauben ei-
ne Coulomb-Wechselwirkung zwischen den beiden Elektronen (Spin-1 und Spin-}) im lokalen Orbital.
Das Ganze ist ein Modell fiir d- und f-Orbitale von Ubergangsmetall- bzw. Seltenerd-Atomen in einem
Metall. Die Frage, die wir hier untersuchen wollen, ist, unter welchen Bedingungen diese Storstelle ein
magnetisches Moment entwickelt.

Der Hamiltonian lautet

H = H, + Hy+ Hy + Hyy (3.318)
mit
He=> &cclyoo  (Metall), (3.319)
ko
H;= Z €d cggcd[, (lokales Orbital), (3.320)
Hy=U CIchdTCIz 1 Cdl (Coulomb-Wechselwirkung), (3.321)
Huyt, = Z(tkcj;ockg + ti‘;cLacdg) (Hybridisierung). (3.322)

ko

Wir beriicksichtigen die Coulomb-Abstofsung nur fiir das lokale Orbital, da sie fiir in den kleinen d- oder
f-Orbitalen eingesperrte Elektronen sehr viel grofer ist als fiir Bloch-Elektronen im Leitungsband von
typischen Metallen.

Energiey

Fermi-Energie
Das magnetische Moment in z-Richtung ist proportional zur z-Komponente des Spins der Storstelle,

C(ETCdT — CL¢Cd¢

5 (3.323)

s5 =

Wir benétigen Erwartungswerte (GZ\c:;achGZ) fir ¢ = 1,]. Diese ergeben sich aus der geringeren
Green-Funktion

G<(do,do’,t —t') = i (CGZ|c}_,(t')car (1)|GZ) (3.324)
= (GZ|¢l_cas|GZ) = —i G<(do,do,t = 0)
_ [T de o
= 2/ ﬁG (do,do,w)

— 00

- / W A tdo, do,w) np(w). (3.325)
2 +

— 00

=0(—w) fiir T=0
Die Spektralfunktion A ergibt sich natiirlich aus G. Wir schreiben die Bewegungsgleichung fiir
G (do,do,w) auf:

(w+in —eq ) GE(do, do,w) + Ek:(—tk) Gf(ko, do,w)

von Hy

von Hyyy
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- / dt ) U (G| {~[ehycarchycay. canl (1), () } 1GZ). (3.326)
Hier bedeutet [CLTchcZ 1Cdls Cdo|(t), dass alle Operatoren im Heisenberg-Bild zur Zeit ¢ zu verstehen sind.
Diese Gleichung enthilt G (ko, do,w), so dass wir hierfiir ebenfalls die Bewegungsgleichung benétigen:
(w4 in — &) GR(ko, do,w) + (—t;) GE(do, do,w) = 0. (3.327)
In Gleichung (3.326) ist

[ehrcarclycar, car] = el cay [chcar, car]

= chycay (cly carcar — carclycar)
~——

=0
(Fermionen) =—cqr(l—c Tt )
= —eycucs (3.328)
und analog
(el carchy car, car] = —clycarcar- (3.329)

Also wird Gleichung (3.327), mit Gl. (3.326) eingesetzt,

. R ‘tk|2 R
(W"‘Z’I’}—Ed)G (dU,dO’,O))— Ek mG (dO’,dO’,W)
=1-—4 U/ dt et Q7 { Cga(t) Cds(t)cas (t), CIlo(tl)} GZ). (3.330)
# +
wobeig:=—o

Wir erkennen, dass die rechte Seite eine kompliziertere Green-Funktion
DR(do,t —t') := —if(t — ') (GZ| {ch, (t)cas (t)can (t), ¢l ()} |GZ) (3.331)

enthélt. Das ist typisch fiir die Methode der Bewegungsgleichungen. Wir kénnten nun &hnlich wie oben die
Bewegungsgleichung fiir D herleiten. Diese Gleichung enthilt eine noch kompliziertere Green-Funktion!
Wir erhalten eine Hierarchie von Gleichungen, die nicht geschlossen ist. Wir miissen daher geeignete
Néherungen finden, um die Hierarchie abzubrechen.

Unter der Bedingung, dass die Teilchenzahl c:rl”cdg naherungsweise erhalten ist, konnen wir diesen
Operator in D durch seinen Grundzustandserwartungswert

(GZ| ¢l cao |GZ) =: (ngy) (3.332)
ersetzen. Dann ist
DR (do,t —t') m —if(t — t') (n4s) (GZ| {cao (), ch, (')} |GZ) = (nas) GE(do,do,t —t'). (3.333)

Die komplizierte Green-Funktion D wird also niherungswise durch die einfachere, G?, ausgedriickt.
Damit ist das Gleichungssystem geschlossen. Die Bewegungsgleichung lautet nun

. ti|?
(W +tin —&q— Z w—;k|—|—in>GR(dU’ do,w) =14 U (ngs) G (do, do,w), (3.334)
K

mit der Lésung

1

R —
G (do, doyw) = w—¢eq— U(ngs) — AXE(do,do,w) + in (3:335)
2
mit  AS(do,do,w) = AN (w) = > |t£k|+n (3.336)
w — Ck 1

k
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Die gesamte Selbstenergie ist hier
»E(do,do,w) = Ulngs) + AXE(w). (3.337)

Der zweite Term ist analog zum resonanten Niveau und fiihrt wieder zu einer Verbreiterung des Maximums
in A(do, do,w). Der neue Term U (ngs) fithrt zu einer zusétzlichen Verschiebung der Quasiteilchenenergie,
der sogenannten Hartree- Verschiebung. Beachte, dass (ngr) und (ng;) verschieden sein kénnen. Es ist

(ngy) = (GZ\cgach|GZ>

* dw
- /_OO %A(da, do,w) np(w)
0
. 1
=0 _2/ dw _ _ (3.338)
o0 2T w—egq—U(ngs) — AL (w) +in
——

komplex

Das ist eine Selbstkonsistenz-Beziehung (oder -Bedingung) fiir (ngr) und (ng)). Eine Lésungsmethode
besteht darin, einen Wert anzunehmen, z. B. (ng+) = 1, und die Gleichung zu iterieren,

(nar) T nay) E5 gy X (3.339)
bis Konvergenz erreicht ist. Fiir ein einfaches Modell mit D(&)|ty|* = const (vgl. S. 98) koénnen wir das

Integral in Gl. (3.338) analytisch berechnen, ansonsten ist eine numerische Rechnung erforderlich. Das
typische Ergebnis ist hier dargestellt:

(s7) gt eothals
et

g
&

0 > U

. M -
Y . v .
unmagnetisch  magnetisch

Die Ndherung czgcdg — <GZ|CLUCdU‘GZ> ist eine Mean-Field-Niherung, hier bei T = 0, die wir im folgen-
den Kapitel ausfiihrlicher besprechen werden. Die Mean-Field-Naherung ist fiir das Anderson-Modell fiir
eine einzelne Storstelle nicht angemessen. Fiir grofse U ist der wahre Grundzustand ein Spin-Singulett, das
durch die Theorie des Kondo-Effekts beschrieben wird. Sie ist aber fiir ein System mit vielen Storstellen
geeignet. Ein solches System kann eine endliche Magnetisierung aufweisen. Ein Beispiel sind verdiinnte
magnetische Halbleiter wie stark mit Mangan dotiertes Galliumarsenid, (Ga,Mn)As. In diesem System
fiithrt Mn?" einerseits wegen seiner mit fiinf Elektronen halb gefiillten d-Schalen magnetische Momen-
te sein. Andererseits wirkt Mangan als Akzeptor, der das GaAs p-dotiert. Die magnetischen Momente
wechselwirken mit dem dadurch entstehenden Locher-Gas. Das Material ordnet bei hinreichend tiefen
Temperaturen ferromagnetisch.
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Kapitel 4

Vielteilchentheorie bei endlichen
Temperaturen

Reale Systeme stehen meist in Kontakt mit ihrer Umwelt, d.h. sie konnen Energie und eventuell auch
Teilchen mit der Umgebung austauschen. Ist die Umgebung ndherungsweise im thermischen Gleichge-
wicht, kénnen wir sie durch eine Temperatur 7" und ein chemisches Potential p beschreiben. Wie in
der Statistischen Physik gezeigt wird, strebt das System dann dieselbe Temperatur und gegebenenfalls
dasselbe chemische Potential wie die Umgebung an. Wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit Viel-
teilchensystemen, die diesen Gleichgewichtszustand erreicht haben. Die hier diskutierten Methoden fiir
endliche Temperaturen sind oft auch fiir den Grenzfall T'— 0 niitzlich.

Nicht jede Umgebung ist im Gleichgewicht. Ein Gegenbeispiel sind zwei Zuleitungen mit zwischen
ihnen angelegter Spannung. In diesem Fall kénnen die Zuleitungen jeweils fiir sich im Gleichgewicht
sein, ihr chemisches, oder vielmehr elektrochemisches, Potential ist aber verschieden. Vielteilchentheorie
und insbesondere Green-Funktions-Methoden lassen sich auch fiir Systeme aufserhalb des Gleichgewichts
formulieren; eine wichtige Methode verwendet sogenannte Keldysh-Green-Funktionen. Damit beschéftigen
wir uns in dieser Vorlesung aber nicht.

4.1 Wechselwirkungsfreie Teilchen

Zunéchst erinnern wir uns an die Verteilungsfunktionen fiir nicht wechselwirkende Teilchen. Sei H =
> e ala, der Hamiltonian des Systems. Da die Teilchen nicht wechselwirken, kénnen wir repriisentativ
den Einteilchenzustand |v) betrachten. Wir stellen uns die Frage, wieviele Teilchen der Sorte v es gibt.

(a) Bosonen ohne Teilchenzahlerhaltung: Erzeugt a, ein Boson, dessen Teilchenzahl nicht erhalten ist,
so kann es beliebig oft angeregt sein. Beispiele sind Photonen und Phononen. In der Statistischen Physik
findet man, dass die Wahrscheinlichkeit eines Zustands mit der Energie ¢, bei der Temperatur 7" durch
den Boltzmann-Faktor e=¢/*3T = ¢=Bev gegeben ist. Die mittlere Zahl von Teilchen der Energie ¢, ist
also

0-e7 085 4 1.7 18w 4 9. 2Per 3. =300
r e—O,BeL, -‘1-6_158" + e—2,6’eu + 6_3’88" + ...

Normierung

<nl,> =

Zoozone’"ﬁe" 0 —np
= == =— In) e "7
ano e~nbey 0(Bey) zn:
0 1 0
=— 1 = In(1 — ePe
9Ge) M T e~ aey) M)
+eBev 1

=1 o e o np(ey,). (4.1)

Dies ist die sogenannte Planck-Verteilung, die oft als Spezialfall der Bose-Einstein-Verteilung betrachtet
wird.
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(b) Bosonen mit Teilchenzahlerhaltung: Ein Beispiel sind ‘He-Atome. Ist die Anzahl der Bosonen
erhalten und konnen diese mit der Umgebung ausgetauscht werden, miissen wir ein chemisches Potential
p einfithren. Das chemische Potential p gibt an, um wieviel die Energie des Systems abnimmt, wenn
ein Teilchen aus der Umgebung hinzugefiigt wird. Wir betrachten also den grofikanonischen Hamiltonian
H =Y (¢, — p)a}a,. Die Verteilungsfunktion ist dann analog zu Fall (a)

1
(ny) = Be—m 1 np(ey — p). (4.2)

Dies ist die Bose-Einstein- Verteilung. Die Endlichkeit von (n,) erfordert, dass p < min(e,) ist. Ist die
Zustandsdichte fiir € — min(e,) von Null verschieden, kann sogar nur p < min(e,) gelten. Geht die Zu-
standsdichte dagegen gegen Null, ist g = min(e,) mdglich. Dann muss man die Grundzusténde, also die
Zustinde mit der Energie min(e, ), gesondert behandeln, sie erhalten evtl. makroskopische Besetzungs-
zahlen. Das ist das aus der Statistischen Physik bekannte Phidnomen der Bose-Einstein-Kondensation.
Wichtig ist hier, dass es sich um einen Effekt fiir wechselwirkungsfreie Teilchen handelt und nicht um
einen eigentlichen Vielteilcheneffekt.

(¢) Fermionen: Die Teilchenzahl von Fermionen ist in fiir die Vielteilchentheorie relevanten Fillen
immer erhalten. Der groRkanonische Hamiltonian lautet wieder H = Y (e, — p)a}a,. Der Zustand |v)
kann nun hochstens einfach besetzt sein. Daher ist

0-e 08(ev—n) £ 1. 18(es—p) e—Blev—n)
() = e—08(ev—n) 4 —1B(ev—n) 1 + e—Blev—p)
1
= Bl 11 =: np(e, — ). (4.3)

Dies ist die Fermi-Dirac- Verteilung. Das charakteristische Phénomen fiir wechselwirkungsfreie Fermionen
ist die Bildung eines Fermi-Sees.
Wir skizzieren noch die Verteilungsfunktionen ng und npg:

TI u=20
1

2
\

_\1-- \
ng *__"-’8_'8?1"

0 £

—

""IE{BT

o

4.2 Mean-Field-Theorie

Nach dieser Wiederholung wenden wir uns nun wechselwirkenden Vielteilchensystemen bei 7" > 0 zu.
Eine sehr wichtige Klasse von Ndherungen beruht auf der Idee, die Wechselwirkungen eines Teilchens
mit allen anderen (also die Mehrteilchen-Potentiale Va, V3, ...im Hamiltonian) durch einen effektiven
bilinearen Potential-Term (V7) zu ersetzen. Dabei werden in den Wechselwirkungstermen im Hamiltonian
in noch zu besprechender Weise Operatoren durch ihre thermischen Mittelwerte ersetzt. Diese Ndherun-
gen nennt man Mean-Field-Theorien. Beispiele sind die Hartree-Fock-Ndherung, die Stoner-Theorie des
Ferromagnetismus und die BCS-Theorie der Supraleitung.
Wir betrachten den Hamiltonian
H = Hy + Ving (4.4)

mit

Hy=Y & ala, + Y &b, (4.5)
v I
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Ving = Z Vo' w albLbM/a,,/ (Wechselwirkung). (4.6)
vv! pp!
Offenbar liegen zwei Sorten von Teilchen vor. Wir kénnen uns z. B. Elektronen und Kerne vorstellen.
Wir nehmen nun an, dass wir aufgrund physikalischer Argumente wissen, dass Fluktuationen der
verallgemeinerten Teilchenzahloperatoren a/a,, und bLbu’ klein sind. Damit ist gemeint, dass der Einfluss
der Fluktuationen auf die uns interessierenden Grofen klein im Vergleich zum Beitrag des Mittelwertes
ist. Das konnen wir letztlich nur iiberpriifen, indem wir {iber die Mean-Field-N&herung hinausgehen.
Die Fluktuationen werden durch die Operatoren

dyy = ala, — (ala,), (4.7)
e = blbr — (blby)
beschrieben. Dann ist der Hamiltonian

H=Ho+ Z Vo w ((aial,/> + dw/) (<bLbu’> + ew')

vv! pp!
= Ho + Z Vo <<aiaV’><bLb#’> + <ala,,/>e,m/ + du <bLbu’> + duu’ew’)
v’ pp! ) T o
einsetzen: bL,bM/ 7<bﬁb“/> a:r/au’ _<aiau/> vertg’x;l}l{lz?:'gen,
= Ho+ Z Vi ((aiau’>bLbu’ + alal,/ <bLbu’> - <ala,,/><blbul>)
vv' pp!
—: Hyp. (4.9)

Das allgemeine Schema der Mean-Field-Ndherung sieht so aus: Fiir zwei Operatoren A, B schreiben wir
AB = (A)B+ A(B) — (A)(B). (4.10)

Wir ersetzen also einmal den ersten und einmal den zweiten Operator durch ihre thermischen Mittelwerte.
Um das korrekte Ergebnis zu erhalten, wenn A und B unabhéngig sind ((AB) = (A4)(B)), ziehen wir noch
(A)(B) ab.

° : * . L4

Der Mean-Field-Hamiltonian Hyp ist nun bilinear in den Operatoren a, aT, b, bt. Daher beschreibt Hyp ein

effektives wechselwirkungsfreies System, das im Prinzip eine analytische Losung gestattet. Insbesondere

haben wir den Wechselwirkungsterm Vj,; durch ein Einteilchenpotential ersetzt. Dieses hidngt jedoch von

den Mittelwerten n2,, := {a}a, ) und ﬁi’m, = <bLbu’> ab. Wie sollen wir diese wéihlen? Wir konnen diese

Mittelwerte fiir das durch Hyir beschriebene effektive System ausrechnen. Die resultierenden Werte sollten

mit den in Hyp eingesetzten {ibereinstimmen. Dies ist eine Selbstkonsistenz-Bedingung. Z. B. ist
Trala, e #Hvr

Ay = (abaw) = —2gm— (4.11)

»Irace’ = Spur iiber Basis
des Hilbertraums
Wir werde in Abschnitt 4.3 die Aussagen der Quantenstatistik wiederholen, die hinter dieser Gleichung
stecken. Beispiele fiir die praktische Berechnung werden wir im Folgenden betrachten. Zunéchst machen
wir jedoch noch einige Bemerkungen:
Wir erhalten diese Gleichungen fiir n

o ﬁllfm, auch durch Minimierung der freien Energie

1
FMF == _B In ZMF (412)
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mit der Zustandssumme Zyp = Tre PHur,

d
=b
dnw
_ 1 Tr e PHwMF
MF

0= Fyr

Hyr

’

L

1 _ _
= TW Tre B Hvr Z Vyuy/ul (a:r,ay/ — ngy/)

2%

= Z ! (Tra a, e PHvr _ nﬁyl) . (4.13)
MF

vy’

Da dies fiir alle u, 4’ gelten muss, folgt, dass der Klammerausdruck verschwindet. Analog erhalten wir eine
Gleichung fiir ﬁz w- I der praktischen Rechnung kénnen wir also einen von zwei alternativen Zugéngen
verwenden: Entweder wir 16sen die Selbstkonsistenz-Gleichungen (ggf. numerisch) oder wir minimieren
die freie Energie (ggf. numerisch).

Es existieren i. A. sehr viele Mean-Field-Parameter (Mittelwerte) n? ,, ##,7 die wir bestimmen miissen.
In der Praxis nutzt man Symmetrien des Systems aus, um die Anzahl einzuschrénken. Es ist jedoch zu
beachten, dass manchmal die Symmetrie des Gleichgewichtszustandes geringer als die des Hamiltonians.
Beispiele werden wir noch kennenlernen. In der Praxis betrachten wir eine kleine Zahl moglicher Mean-
Field-Parameter — in der Mean-Field-Ndherung findet man insofern nur, wonach man sucht!

4.2.1 Hartree-Fock-Naherung

In der obigen Einfiihrung in die Mean-Field-Theorie haben wir moégliche nicht verschwindende Mittelwerte

von afb, und bfa, auRer Acht gelassen. Dies ist nicht immer gerechtfertigt, wie man besonders leicht
vIH 1%

einsieht, wenn a und b tatséchlich dieselbe Teilchensorte beschreiben. Wir betrachten also den Hamiltonian

H = Hy + Ving (4.14)
mit

= Zgu CI/CV) (415>

Vine = Z Vulw w € Cu/cy’- (416)

v !

Jetzt sollten in der Mean-Field-Niiherung die Mittelwerte (clc,/) und (cfc,/) gleichberechtigt auftreten.
Wir werden spéter das wichtige Wick-Theorem besprechen, das fiir nicht wechselwirkende Teilchen, wie
sie die Mean-Field-Néherung liefert, aussagt, dass gilt

(chelewen) = (chew)(chew) * (chew)ichen) (4.17)
—_—

,Austausch-Term*

(das obere/untere Vorzeichen gilt wie tiblich fiir Bosonen/Fermionen — das Minus-Zeichen kommt von der
Antikommutation von fermionischen Operatoren). Die Mean-Field-Naherung muss mit dieser Gleichung
vertriglich sein. Also setzen wir
cichu/c,/ = <CZCV’>CLCW +chew <CLCIU> - <CZCV’><CLCM’>
+ <clcuf)chyz + clcu/ (ch,,/> T (clcuf><chVf>. (4.18)

Damit erhalten wir den Mean-Field-Hamiltonian

HMF = HO + VHartrcc + VFock (419)
mit, fiir den Fall von Fermionen,
1 B 1 N 1 _
VHartree = 5 Z VV}LV/,LL/nUV/CLC[L/ + 5 Z Vvuu’u’nu#’clcu’ - 5 Z Vuuu’u’nuu/n,uﬂ’ (420)
v pp! v pup! vv' pp!
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(dies ist der Hartree-Term) und

1 _ 1 o
VFock = —— Z VIJ[LV H/n’/li/c Cyr — 5 Z VV,U‘V/,U‘/nHV/CZC,U/ +§ Z Vyuy/u/nyu/nuy/ (421)

vv! pp! vv! pp! v’ pp!

(dies ist der Fock- oder Austausch-Term).
Wir wenden diese Naherung jetzt auf Elektronen mit Coulomb-Wechselwirkung an. Der Hamiltonian
lautet

H= Z i G Cicr ToN Z Z Viq Ck+q ol —q,0' k0" Cko - (4.22)
ko

kk’ q oo’
Da dieser Hamiltonian translationsinvariant ist und auch keine Spin-Richtung auszeichnet, nehmen wir
zundchst an, dass auch der Gleichgewichtszustand homogen und unmagnetisch ist. Dann gilt

Nkok'o! = <Clgck’a’> = dxk’ 60’0”777/kT = 6kk’6oa’ﬁk¢~ (423)

Mittelwerte sind hier mit dem Mean-Field-Hamiltonian auszurechnen. Wir setzen nun diese Gleichung in
die Hartree- und Fock-Terme des Mean-Field-Hamiltonians ein,

Hyr = Ho + 555 g E V(q = 0) dqoiik, o, Cf, o, Cheyrs + E E V(q = 0) 0400}, o, Chyos Teyors
k1k2q 0102 k1k2q 0102
1 - 1 . !
B E E V(g = 0) dq07ik, 01 ikyoy — 5y E E V() Ok, +q.ks 50102nk1+q,glck10_1 Ck, 04
kikaq o102 kikoqo102
E E V 6k1+q k20k1+q o1 Ck1+q,01 Nk 0y
klk2q 0102
+ o) E E V 6k1+<1,k2ﬁk1+q,01ﬁk10’1' (424)

klkzq o102

Nach Umbennung von Summationsvariablen kénnen wir die Terme zu einer einfachen Form zusammen-
fassen,

Hyr = ng ckgckg + CO?bt (4.25)
irrelevant
mit

=g + ?V(q =0) > V(k—K) o, - (4.26)
mittlere
Elektronen- Austausch-Korrektur zu &
konzentration

| —

dieser Term weggehoben
durch Kernpotential

Im letzten Term ist o beliebig, da nk/, gar nicht von ¢ abhdngt. Wir kénnten jetzt recht einfach die
Gesamtenergie in der Hartree-Fock-Naherung ausrechnen. Die Rechnung ist hier nicht wiedergegeben. Im
Grenzfall T' — 0 erhilt man

E_E 1 S|
< = ;F =2.211 Ry g — 0,916 Ry - mit 7 := (T) [ (4.27)
Dies ist dasselbe Ergebnis wie in Stérungstheorie 1. Ordnung, siche Gl. (3.91). Diese Ubereinstimmung
ist eine spezielle Eigenschaft der Hartree-Fock-Néherung fiir das homogene Elektronengas und gilt nicht
allgemein fiir Mean-Field-Theorien. Mean-Field-Naherungen sind keine Storungstheorien endlicher Ord-
nung. Wir werden im Gegenteil sehen, dass Mean-Field-Naherungen iiber Stérungstheorie hinaus gehen.
Hartree-Fock-Theorie ist insofern eine stirkere Begriindung fir Gl. (4.27) als eine nach der ersten Ordnung
abgebrochene Storungsreihe.
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4.2.2 Stoner-Theorie des Ferromagnetismus in Metallen

In Metallen schirmen die beweglichen Leitungselektronen die Coulomb-Wechselwirkung teilweise ab,
wie wir spater sehen werden. Die abgeschirmte Wechselwirkung hat naherungsweise die schon bekann-
te Yukawa-Form
Qg2 e/t
dreg 7

(4.28)

mit einer Abschirmlénge £. In guten Metallen ist £ nicht viel grofer als die Gitterkonstante. Wir kénnen
daher die wesentlichen Effekte mit einem Modell mit rein lokaler Wechselwirkung verstehen. Dies ist das
Hubbard-Modell, beschrieben durch den Hamiltonian

H=— Ztij C;rocj‘g + Z UC:[TC”CL'CQ . (429)

1jo

kinetische Energie kurzreichweitige WW

Den Wechselwirkungsterm in Impulsdarstellung erhalten wir aus
U
Z UCITCZ‘TCLCN = o Z (chczicucm + CL/CITCiTCu)
- ,

U
=5 Z czac;,cw/cw ’ da ¢ipcie =0 (4.30)

ioo’

U .
_ Z ZZ —i(ki+ka—ks—ks)-R; 1
= 2N2 e ( 1 2 3 4) 4 Cklackgo"cki“g,ck‘la
kikoksky oo/ i

= Ny +ko k3 +kg

U
T oN Z chtJrq,crcL*qﬂ’ck""ckU' (4.31)
kk'q oo’
Also ist U
H= Z Ck ClT“fckU + 2N Z CLquUcL,qu,cklgzckU, (4'32)
ko kk/q oo’

Wir wenden die Hartree-Fock-Néherung an, um den Wechselwirkungsterm zu entkoppeln. Die entspre-
chenden Mittelwerte sind <CLU ckror ). Wir schrinken den Raum moglicher Losungen ein, indem wir folgende
Annahmen machen:

e Die Losung ist homogen, d. h. sie hat die volle Translationssymmetrie des Gitters. Nicht verschwin-
dende Mittelwerte existieren dann nur fiir k = k’ (k ist erhalten).

e Die Losung hat moglicherweise nicht die Spin-Rotationssymmetrie von H, aber wenn eine Magne-
tisierung auftritt, dann in z-Richtung. Dies ist keine zusétzlich Annahme; tritt in einem homogenen
System eine Magnetisierung auf, konnen wir einfach die z-Achse des Koordinatensystems im Spin-
Raum in diese Richtung legen (das Koordinatensystem im Spin-Raum ist fiir das vorliegende Modell
unabhéingig vom Koordinatensystem im Realraum). Mogliche andere Richtungen der Magnetisie-
rungen konnen wir spéter erhalten, indem wir den Grundzustand im Spin-Raum drehen. Endliche
Mittelwerte existieren dann nur fiir ¢ = ¢/, konnen aber von o abhingen.

Also sind nyy = (chckg> die einzigen nicht verschwindenden Mittelwerte. Die Hartree-Fock-Naherung
ist nun
CL+q,UCL’—q,a’Ck,UICkU = <CL+q,o_Ckg>CL,_q7a/Ck/al + CL+q7o_Ckg <Cl1;/—q7g’ck/0/>
i i i i
— (Ot q0 ko) (Gl _q 00 CK'07) ~ (Cley q0CK 0" ) Clor — g0 Ckeo
i i i i
— Ol q0CK 0! <ck/_q7a,ckg> + <Ck+q700k’o/><Ck/_q,gxcko>~ (4.33)

Unter der Summe ),/ q Y oo Sind nach Umbenennung einige Terme gleich und wir erhalten

_ t u oy
Hur = E &k Chep Cko + N E E 0q0Tk/ o' Cpc 4 .0 Ckor
ko kk'q oo’
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U _
- N Z Z 5k+q,k/5aa’nk’a’clt/,q7gl Cko

kk’q oo’
Z Z 0nk0' Oﬁk’o" - 6k+q,k’ 6oo’ﬁk’a’5k+q,k/5aa’ﬁko]
kk’q oo’
= Zik ChoCer + 37 Z D o Chg e — Z > Aoth, o
kk’ oo’ kk/ o
o Z > o + ﬁ SN ok (4.34)
Kk’ oo’ kk/ o
Wir definieren die einheitenlosen Konzentrationen der 1 und | Elektronen durch
1 _
=¥ > o (4.35)
k
Damit wird einfach
H _ i Ul = = i UN —2
MF = ;gkckackg + Zk: (P4 + 1y — N )€y Cho — — Z NN + — z,,: s
= Z (fk + Uﬁ[;;) CLnga —UN nny. (436)
ko G:=—0
—_———
gl\dF

Nun miissen die Konzentrationen 7y, 1) selbstkonsistent bestimmt werden. Das ist jedoch einfach, da
Hyr wechselwirkungsfreie Elektronen beschreibt:

Mg = N Z ChpCkor) = ZnF . (4.37)

Um explizite Ergebnisse zu erhalten, betrachten wir im Folgenden die parabolische Dispersion & =
k?/2m — p.

(a) Wir fithren die Rechnung fiir 7' = 0 durch. Beim Ubergang von der Summe zum Integral iiber den
Impulsraum benotigen wir das Volumen der Einheitszelle, V/N = vy, damit die Einheiten stimmen. Es

gilt
d3k k2
Ne = Vuc —= 0 c
n, v/(27r)3(2 +p— Un>
kro
= e / dk k*
2 0
]{?2
mit —ﬁ +pu—Uns =0 = kpr, =+2m(p—Ufiz)
/UUC —
= o5 2 - Unig)]?/?. (4.38)
Es folgt
6r2\ 2/3
(vﬂ ) 72/3 = omp — 2mUig (4.39)
1 2\ 2/3
o (6” > P23 = 1 — Un,. (4.40)
m \ Vuc

Wir erhalten zwei unabhéngige Gleichungen fiir ¢ = 1 und o = |. Die Differenz dieser beiden Gleichungen
ergibt

1 (6m2\*"? 55 o
o (U ) (ni/g i/g) =U(np —ny). (4.41)
uc
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Wir definieren _ _
C =y

n

als Maf fiir die Magnetisierung und

2mvﬁ(/;3 Unl/3
(3m2)2/3

als Mafs fiir die Wechselwirkungsstérke U, wobei
n:=mny +ny

die gesamte Elektronenkonzentration ist. Dann ist

n fn1+c —nﬁ
T e A
Es folgt
n?/? 2/3 2/3 2mol® U
m[(1+0/ *(1*0/}:Wn4

= 1+ -(1-0"* =~

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Die Losungen dieser Gleichung fiir ¢ kann man am besten anhand einer Graphik verstehen. Losungen
erhalten wir als Schnittpunkte der linken und der rechten Seite der Gleichung, aufgetragen als Funktionen

von (:

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
¢

1. v < 4/3: Es existiert nur die Losung ( =0 = 7y = 7y, also verschwindende Magnetisierung.

rechte Seite (y{)
linke Seite

Steigung 4/3 (Taylor-Entwicklung!)

2. 4/3 <y < 2%/3; Losungen ¢ = 0 (instabil) und 0 < |¢| < 1 (stabil) existieren, die stabilen Losungen
zeigen teilweise Spin-Polarisation, also ,schwachen Ferromagnetismus®.

3. 4 > 22/3: Losungen ¢ = 0 (instabil) und |¢| = 1 existieren. Man kann zeigen, dass die Mean-Field-
Energie Fyp(¢) Minima am Rand des erlaubten Intervalls, bei ¢ = £1, hat. Wir finden vollstandige
Spin-Polarisation (,starker Ferromagnetismus®, ferromagnetisches Halbmetall — nur Elektronen einer

Spin-Richtung liegen an der Fermi-Energie vor).
Beispiele fiir die drei Falle sind:

1. Platin (ist fast ein Ferromagnet)
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2. Eisen, Kobalt, Nickel
3. CI‘OQ, EU.BG

(b) Fiir T > 0 ist np(&) = 1/(€P¢ + 1) einzusetzen. Eine numerische Lésung ergibt folgenden Verlauf
von ¢ = (fy —ny)/n fiir den Fall y > 22/3;

Yy

0 Te
~1

Hier ist To die Curie-Temperatur. Fir T < T¢ finden wir zwei Losungen =+|(|. Die Spin-
Rotationssymmetrie des Hubbard-Modells impliziert, dass fir T' < T Zustdnde mit beliebigen Spin-
Richtungen, nicht nur 1 und |, gleichermafen moglich sind. Die Gleichgewichtszustinde liegen also auf
einer Kugeloberflache im Spin-Raum:

{S Z)IL

{s*)

Fir T < T¢ hat ein beliebig ausgewéhlter Gleichgewichtszustand also niedrigere Symmetrie als der
Hamiltonian H, der ausgewahlte Gleichgewichtszustand zeichnet namlich eine Spin-Richtung aus. Dies ist
ein Beispiel fiir spontane Symmetriebrechung. Spontane Symmetriebrechung ist ein sehr wichtiges Konzept
nicht nur in der FestkOrperphysik, die unten besprochene Supraleitung ist ein weiteres Beispiel, sondern
auch in der Quantenfeldtheorie. Fiir spontane Symmetriebrechung in der Hochenergie- und Elementar-
teilchenphysik wurde der Physik-Nobel-Preis 2008 vergeben.

Spontan gebrochene Symmetrien kann man in der Stérungstheorie unter Annahme eines ungestorten
Zustandes mit voller Symmetrie niemals erhalten. Die Terme der Stérungsentwicklung mit beliebig hoher
Ordnung haben némlich alle die volle Symmetrie. In solchen Fillen versagt die Stérungstheorie also,
wihrend Mean-Field-Theorie oft eine qualitativ richtige Beschreibung des Gleichgewichtszustandes ergibt.

4.3 Lineare-Antwort-Theorie

Wir betrachten ein System beschrieben durch einen ungestérten Hamiltonian Hy und eine dufiere Stérung
V. Im Gegensatz zu den vorhergehenden Abschnitten stecken die inneren Wechselwirkungen des Systems
nun in Hy. Uns interessiert, wie der Mittelwert (A) einer Observablen A von V abhéngt. Die Storung
V' lésst sich typischerweise in der Form V' = B f schreiben, wobei B ein Operator im Zustandsraum des
untersuchten Systems ist und f eine klassische Grofe, z. B. ein elektrischen Feld, das klassisch behandelt
werden kann. Das hat den praktischen Nutzen, dass f durch eine Zahl beschrieben werden kann. Ist die
Storung f klein, so ist im Allgemeinen (A) linear in f,

1

(A) = (A)(f=0)+af (4.48)
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Beispiele sind das Ohmsches Gesetz j = oE, die elektrische Polarisation im E-Feld und die Magnetisierung
im B-Feld.

Wir erhalten einen linearen Zusammenhang, indem wir (A) nach kleinen f in eine Taylor-Reihe ent-
wickeln. Fiir eine allgemeine Abhéingigkeit von (A) von f ist der fiihrende nicht-triviale Term linear. Nur
fiir spezielle Funktionen (A)(f) fallt der lineare Term weg und (A) ist von hoherer Ordnung in f. Dies
muss einen physikalischen Grund haben, z. B. eine Symmetrie, die ungerade Terme in der Entwicklung
verbietet. Ein Beispiel ist die Magnetostriktion, d.h. die Langendnderung einer Probe in einem ange-
legten Magnetfeld, fiir paramagnetische Materialien. Da das Magnetfeld ungerade unter Zeitumkehr ist,
eine Langendnderung dagegen gerade, kann die Magnetostriktion nur von geraden Potenzen des Feldes
abhéangen.

Unser Ziel in diesem Abschnitt ist, (A) in linearer Ordnung in f auszurechnen oder, dquivalent dazu,
den Koeffizienten a in Gl. (4.48) zu bestimmen. Wir erinnern uns zunéchst an einige Ergebnisse der
Quantenstatistik:

e Ein Zustand eines Ensembles wird durch einen Dichte-Operator (Dichtematrix) p beschrieben. Tre-
ten Zustdnde |¥) mit Wahrscheinlichkeiten Py auf, so ist

p=> Py|¥)(T|, wobei Y Py =1. (4.49)
v v

Die |¥) miissen normiert, konnen aber ansonsten beliebig sein. Sie sind im Allgemeinen nicht linear
unabhéngig oder gar orthogonal.

o Im thermischen Gleichgewicht des kanonischen Ensembles nimmt p eine besondere Form an:

pr~ Z e PEn|n)(n| = e PH. (4.50)

|n) sind hier Eigenzustédnde von H zu Eigenenergien E,. Die Proportionalititskonstante ist durch
die Normierungsbedingung Tr p = 1 festgelegt:

e AH
Der Nenner ist die Zustandssumme
Z:=Tre PH = Ze_BE". (4.52)
e Mittelwerte sind gegeben durch
() = Trpd = 3 (nlpAln)
1 —BH
== Z(n\e Aln)
n
]‘ — ’
= > (nln)(n'|e”PE Aln)
1 _
== Ze BB (n] Aln), (4.53)
wobei wir wieder angenommen haben, dass das System im Gleichgewicht ist.
Nun betrachten wir eine Klasse von Systemen, die durch Hamiltonians der Form
H(t)y=Ho+ V(t)0(t —to) (4.54)

beschrieben werden. Wir schalten also eine Stérung V plétzlich zur Zeit ¢t = ¢y ein. Das System mdoge sich
zur Zeit to im Gleichgewicht beziiglich Hy befinden. Wir suchen (A) fiir ¢ > ¢;. Das System hat keine
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Zeit fiir Ubergéinge in andere Zusténde, da die Stérung plotzlich eingeschaltet wird. Die Besetzungswahr-
scheinlichkeit der Eigenzustinde |n) von Hy (nicht von H!) bleibt also

1
A e PPn mit Zy = Tre P, (4.55)
0

E? sind hier die Eigenenergien von Hy. Durch die Stérung erhalten diese Zustinde aber eine zusitzliche
Zeitabhéngigkeit. Im Schrédinger-Bild gilt
1 3RO
p(6) = 5= 3 ()0, (4.50)
n

also fiir eine explizit zeitunabhéngige Observable A,

(A)() = Trp(t) A = Zi S e P (n(b)] Aln(t))- (4.57)

Da V eine kleine Stérung sein soll, ist das Wechselwirkungsbild gilinstig:
n(t)) =e "t n(t)r = e Ot ULt to) [n(to)) 1
——
Schrédinger
= e H [T (¢, tg) e'ot0 n(ty)) . (4.58)
——

Schroédinger

Wir hatten in Abschnitt 3.5 gesehen, dass zur ersten Ordnung in V' gilt

t
Ur(t,to) =21 —i/ dt' Vi(t'), (4.59)
to
wobei o o
Vi(t') = ettolt V(1) e~ tHot' (4.60)
Also folgt
t
In(t)) = e~ tHo(t=t0) |n(ty)) — ie_iHDt/ dt' vi(t') ot |n(t)). (4.61)
to

Damit wird Gl. (4.57) bis zur ersten Ordnung

IR

02 5 e fnlt] 00 A0 o)
0 n

t
— <7’L(t0)‘ e—iHoto eiHotAe—iHot/ dt/ V[(ﬁl) eiHuto |n(t0)>
to

t
+ i (n(tg)| e~ Mot / dt' Vi (t') etHot A e=tHot gitloto 1y (30)) 4 QWT}
to
1 . .
= 30 e LT AT )
¢
- (n(to)\e;iE%ﬂeiHot A et / dr’ VI(t’)%m(to))

to

() T [t Vi) 0 A e S )|

; t
= <A>0 —_ ZL / dt/ Tr ef,BHO eiH()t A 677;[{015 VI (t/)
N 0 to

ungestort

-
+ ZL / dt' Tr e PHo V(1)) etHot A g—iHot
0 Jtg
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= (A)y — z’/t dt' (Ar()Vi(t') = Vi(t)Ar (),

to

= (o~ [ @t A1), (4.62)

to

Hier bezeichnet (...)o das thermische Mittel bzgl. Hy. Wir haben die Antwort des Systems auf eine kleine
Storung durch einen Mittelwert im Gleichgewicht beziiglich des ungestorten Systems ausgedriickt. Dies
ist ein sehr niitzliches Ergebnis. Wir schreiben es noch etwas um:

3(A)(t) = (A)(0) - ()0 = | "t Oy (1.1 (4.63)
mit
Cfv(t, t/) = 9(t - t/) <[A1(t), Vl(t/)]>0' (4'64)

CT heilit retardierte Korrelationsfunktion. Gleichung (4.63) mit Gl. (4.64) ist die sehr wichtige Kubo-
Formel. Wir bemerken die Ahnlichkeit von C* mit der retardierten Green-Funktion G®. Diese ist tat-
séchlich ein Spezialfall von C*.

Jetzt betrachten wir eine Stérung von der Form

V(t) =B f(t) (4.65)

mit einem zeitunabhéngigen Operator B und einer reellen Funktion f(t), d. h. die Zeitabhéngigkeit steckt
nur im Zahlenfaktor f(¢). Dann folgt

Cllv (t,) = Clp(t —t') f(t)). (4.66)

Wenn wir nicht an transienten Effekten (,Einschwingvorgéngen®) interessiert sind, kénnen wir tg — —oo
setzen. Dann ist

5(A) (1) = / dt’ Clhy (b — 1) £ (1) (4.67)
und, da die Faltung unter Fourier-Transformation in ein gewShnliches Produkt iibergeht,
§(4)(w) = Cp(w) f(w). (4.68)

Dies ist die Kubo-Formel im Frequenz-Raum.

4.3.1 Kubo-Formel fiir die dielektrische Funktion

Als Anwendung betrachten wir die lineare Antwort eines (nicht ferroelektrischen) homogenen Materials auf
ein angelegtes elektrisches Feld. Wir betrachten eine ausgedehnte Schicht des Materials und ein elektrisches
Feld senkrecht zur Schicht, um die Situation nicht durch komplizierte Stetigkeitsbedingungen unnétig
schwierig zu machen.

E ext

Ei% / / ot = Eex ¥ Eipg
.

E ext
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Im Allgemeinen ist Eyo; < Feoxy, d.h., das elektrische Feld ist im Material abgeschwéicht. Auflerhalb des
Materials ist das Verschiebungsfeld D gegeben durch D = ggEqy. Fiir die skizzierte Geometrie ist D
stetig, daher gilt D = gqEqy iiberall. Die Dielektrizitéitskonstante des Materials ist definiert durch

D = coe Etot (4.69)
fiir kleines Eq. Es folgt
1
Etot = g Eext (470)

und, da das elektrische Feld E und das skalare Potential ¢ iiber E = —V¢ zusammenhéngen,

¢tot = é(bext- (471)

Dies gilt nur fiir den statischen und homogenen Fall. Allgemein ist

Bro (T / dr’ / dt' e H(rt, v't") pexe (v, ). (4.72)

Wir wollen e! im Rahmen der Lineare-Antwort-Theorie berechnen. Dazu miissen wir zunéchst die

Storung identifizieren. Der Storoperator lautet

V= /d3r (1) Poxt (1, ). (4.73)

Die zeitabhéngige Storung ¢eyt koppelt also an den Ladungsdichteoperator p.

Die gesuchte Messgrofe ist ebenfalls die Ladungsdichte p. Thre von der Stérung hervorgerufene Ande-
rung Jdp bezeichnen wir in diesem Zusammenhang als induzierte (oder Polarisations-) Ladungsdichte
Pina = 0p. Fiir diese gilt geméfs Gl. (4.67)

Pind (I', t) ES /dBT// dt’ C (r)p(r’)( ) d)ext (I‘l, t/) (474)
Summiert iber alle Stérungen an allen Orten r’

mit
Cﬁr)p(r/)(t - t,) = Xf(rt7 I‘/t/) =—i 9(t - t,) <[p[(1‘, t)a pf(r/7 t/)]>0' (475)

Diese Funktion yZ bezeichnet man auch als elektrische Suszeptibilitit. Das induzierte Potential ist dann

. 1 1
qﬁmd(r,t) = /dST// 7,/‘ pind(r”,t) (476)

dreg v —r

=: Vo (r—r"")

(in Coulomb-Eichung, vgl. Kapitel 2). Also ist

+oo
Prot(r,t) = Pext (r /d3 ”/d?’ // dt' Vo (r — ") xEB@"t, 't") gexs (v/, ). (4.77)
Durch Vergleich mit Gl. (4.72) kénnen wir ablesen, dass gilt
e Hrt,x't) =0(r — ') 5(t — ') + /d37°” Vo(r — " )xE@"t, x't'). (4.78)

Ist das System translationsinvariant, so kénnen wir raumlich Fourier-transformieren. In der Zeit kénnen
wir dies ohnehin tun, da Hy nicht zeitabhéngig ist. Mit

d)tot ext qv /d3 /dte iartivt ¢t t ext(r t) (479)
= / d*r / dt et ==1(pt 00) (4.80)
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folgt der einfache Zusammenhang

gbtot(qa W) = 5_1(q7w) gbext(qaw)a (481)
wobel
e (qw) =14 Ve(a) xH(q,w) (4.82)
1 1

die Fouriertransformierte von e ! und nicht das Inverse der Transformierten von ¢ ist. Diese Gréfen sind
i. A. nicht identisch. Als nichstes wollen wir x berechnen.

4.3.2 Bewegungsgleichungen fiir Lineare- Antwort-Funktionen

Wir hatten gesehen, dass die retardierten Korrelationsfunktionen Verallgemeinerungen der retardierten
Green-Funktion sind. Wie bei dieser kann man Bewegungsgleichungen finden, die man wieder im Allge-
meinen nur ndherungsweise 16sen kann. Wir betrachten hier beispielhaft die retardierte Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktion

XR(I‘t, r/tl) =—i 9(t - t/) <[p(I‘, t), p(r’, t/)]>7 (4'83)

wobei wir aus Griinden der Bequehmlichkeit den Subskript ,,/“ an p und ,,0 am Mittelwert weggelassen
haben. Aber es handelt sich immer noch um Operatoren im Wechselwirkungsbild und um einen Gleich-
gewichtsmittelwert, jeweils beziiglich des ungestorten Hamiltonians, den wir jetzt mit H bezeichnen.
AufRerdem ist

p(r,t) = Ui(r, 1) U(r,t) (4.84)

nun die Teilchenzahldichte, nicht die Ladungsdichte. Den Spin-Index haben wir unterdriickt. Mit ¥(r) =
y-1/2 >k €T ey, siehe Gl (2.183), lautet die rdumliche Fourier-Transformation von p,

= 5> (a) (4.85)

mit

a) =Y chokia: (4.86)
k
Die rdumliche Fourier-Transformation von x* ergibt damit

XHat —t') = —if(t —t') /dgrf Y el (o(d ), p(q”, 1))

q q//

=—if(t—1t) Zemﬂq ™ (p(a,t), p(a”, 1)) (4.87)

Wenn das ungestorte System translationsinvariant ist, kann dieses Ergebnis nicht von r’ abhéngen. Daher
muss fiir ein translationsinvariantes System der Erwartungswert verschwinden, wenn nicht q” = —q gilt.
Wir erhalten

. 1
xXa,t—t) = =i 0t =) ([ola, 1), p(—a, ¥)]). (4.88)
Der ungestorte, aber i. A. wechselwirkende Hamiltonian lautet
H= Z §kaCk —|— Z Vint(q ck+qck, Ck/ Ck - (4.89)

kk’

Die Wechselwirkung Vint(q) ist zunéchst beliebig, aber wir denken natiirlich an das Coulomb-Potential
Ve (q) = €2/(e0g?). (Der Faktor e? ist jetzt in Vio(q) enthalten, da p die Teilchenzahldichte ist. Der Beitrag
fiir 9 = 0 wird wie oben vom Kernpotential weggehoben.)
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Es ist niitzlich, die Bewegungsgleichung nicht direkt fiir x*(q, t —t') herzuleiten, sondern fiir eine etwas
allgemeinere Grofse. Dazu schreiben wir

X(a,t =) Zx (k,q,t — 1) (4.90)

mit
Xk, q,t =) = =i 0(t — ') ([(chewra) (), p(—a,)]). (4.91)
Fiir diese Grofe erhalten wir durch Ableiten die Bewegungsgleichung

SRyt~ 1) = 8t — 1) ([(ehenra) (), p(—a,#)]) + (¢ — ) ([[H, chencral (8 o~ £)]). (492)
Die Terme der Form [cfc,clc] ergeben durch Ausnutzung des Antikommutators {ck7c;r(,} = Sy bili-
neare Ausdriicke der Form cfc. Der Wechselwirkungsterm in H fiihrt jedoch auf einen Kommutator
[cfclec, cfe], was sich nur zu einem Ausdruck vierter Ordnung vereinfachen lisst. Wie bei den elektro-
nischen Green-Funktionen erhalten wir auf der rechten Seite Korrelationsfunktionen héherer Ordnung.
Wir benétigen Naherungen, um die Hierarchie immer komplizierterer Funktionen abzubrechen. Wir ver-
wenden eine Mean-Field-Naherung: Mit

Vipt 1= — E V(g ck+qck, Ck’ Ck (4.93)
kk’
ist
§ : T T
[Vints clcicral = 20 Via Ck+q/ck/ q Ok Ckta T Ol Ck— gy Cleta Ok

T y )
- Ck'+q’ CrrCk’+a+q' Ck! — Ol Ck/ Ckta—a)
w E T T T
= QV V Ck+q/ck+q>ck’ /Ck’ + Ck+q’ Ck+q<Ck/_q/ Ck/>
T i T t
+ <Ck7q’ck+q>ck’+q’ck' + Cqufck+q<ck/+qfck'>
_ <CL’+q'Ck’>CL’Ck’+q+q’ — CL’-{-q’ Cx’ <Cl1-('ck’+q+q/>

— <CLCk+q7q/>CL/_q/ Ckx/ — CLCk+q7q/ <CL,_q,Ck/>) +

V(q) ((nx+q) — (k) ZCL,QCk
"

irrelevant

V(Q) ((nerq) — (i) pla), (4.94)

da (c]tck/> = (nx )0k’ - Wir haben eine hier unerhebliche Konstante weggelassen. Bei genauerem Hinsehen
erkennt man, dass hier nur die Hartree-Terme beriicksichtigt wurden. Man kann im Prinzip auch die
Austausch-Terme bertiicksichtigen. Das ergibt eine andere Ndherung.

Aus der Bewegungsgleichung (4.92) erhalten wir im Frequenz-Raum, hier ohne detailierte Herleitung,

(4 16— ) ) = () — ) [ 14V 5 SN )| (099
=x"(qw)
Es folgt
R _ l R ~ = ”k+q> Rig w
X (aq,w) = Vzk:x (kaw) = zk: +§k_£k+q+m [1+V(a) x"(aq,w)] (4.96)
=: x¢ (a.w)
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=  Yaq,w) =2 xf(q,w) [1+ V() x (q,w)] (4.97)

X ist offenbar die Losung der Ordnung Null in der Elektron-Elektron-Wechselwirkung, d. h. das Ergebnis
fiir freie Elektronen. Die letzte Gleichung kann man nach x% auflésen:

R )
1-V(q) x{(q,w)

Die verwendete Naherung heifit aus historischen Griinden Random Phase Approximation (RPA). Mit
Gl. (4.82) folgt

Y (a,w) =: Xitpa (@, w). (4.98)

erpal@w) =14 V(q) xfipa(q, w)

1 — VighHq,w) + Vigxfqw)
1= V(q)x&(q,w)
1
= T V(@ @) (4.99)

Es ist iiblich, dieses Resultat in der scheinbar offensichtlichen Form

€RPA(%W) =1- V(q) X(I){(Ob W)

. 1 nr (k) — nr(§etq)
=1-"V(q) Ek: AW (4.100)

zu schreiben. Das Ergebnis ist recht kompakt, hat aber eine etwas merkwiirdige physikalische Interpre-
tation: egpa(q,w) ist das Inverse der Fourier-Transformierten des Inversen der dielektrischen Funkti-
on im Ortsraum, e(rt,r't’). Da Inversion nicht mit Fourier-Transformation vertauscht, ist es nicht die
Fourier-Transformierte von e(rt, r't') selbst. Sowohl egpa (q,w) als auch x{*(q,w) in Gl (4.100) wird in
der Literatur als Lindhard-Funktion bezeichnet. Fiir T — 0 und parabolische Dispersion & = k?/2m —
kann man die Impulssumme bzw. das Integral im Impulsraum analytisch auswerten (siehe z. B. das Buch
von Mahan). Wir kommen darauf zuriick. Wir werden auch sehen, dass die Verwendung von Feynman-
Diagrammen einen intuitiveren Zugang zur RPA erlaubt.

4.3.3 Kubo-Formel fiir die Leitfahigkeit

Wenn wir eine Spannung an einen Leiter anlegen, flieffit ein Strom. Aus Sicht der Vielteilchentheorie ist
das ein kompliziertes Problem, da wir die Elektron-Phonon-, Elektron-Storstellen- und Elektron-Elektron-
Wechselwirkung beriicksichtigen miissen. Aufserdem ist das System natiirlich nicht im Gleichgewicht.
Nicht-Gleichgewichts-Prozesse sind deutlich schwieriger zu beschreiben als Gleichgewichts-Prozesse. Wir
betrachten daher kleine angelegte Spannungen in der Hoffnung, sie als kleine Stérung behandeln zu kénnen.
Dann kénnen wir in der Beschreibung vom ungestorten System im Gleichgewicht ausgehen. Die Reaktion
eines Systems auf eine kleine Stérung ist der Gegenstand der Lineare-Antwort-Theorie. Diese hatte uns
auf die allgemeine Kubo-Formel (4.63) gefiihrt, die wir jetzt auf den elektronischen Transport anwenden
wollen.
Fiir kleine elektrische Felder ist die Stromdichte i. A. linear im Feld:

Jalr,t) = / d>r / dt"> " oap(rt,v't') Bs(r' ) (4.101)
B

mit dem Leitfahigkeitstensor o(rt,r’t’). Das ist das Ohmsche Gesetz. Allgemein gilt

E=—-V¢-— %A, (4.102)

aber wir kénnen eine Eichung wéhlen, in der ¢ = 0 gilt. Dann gilt im Frequenz-Raum

E(r,w) =iwA(r,w) = A(r,w)= % E(r,w) (4.103)
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und wir kénnen ebenso gut die Antwort auf A wie auf E ausrechnen.
Der Hamiltonian in Anwesenheit eines Vektorpotentials lautet (das statische Gitterpotential steckt
hier in A, Vi, enthdlt Wechselwirkungsterme)

_ 1 3wt (p) L :
H—szﬂj/drllfa(r) (iv+$A) W, (r) + Ving

Ladung —e

:H(A:O)+QimZ_Z/d%If;(r)(V.A+A.V)\I/g(r)
+ 2im 3 / d®r Ul (r) A2(r) U, (r)

— H(A=0)+ % / RINGEY [\yg(r)v\pg(r) - (w;(r))qfa(r)]

g

m

2
+ 26; d®r A%(r) ; Ul (r) W, (r). (4.104)
Nun sei A = Ay + Acx, wobei Ay das Vektorpotential ohne dufsere Stérung ist. Dann folgt

_ _ ¢ [ ) t _ i
H=H(A=Aq)+ o /d 7 Ay (1) za:[\p(,v\pc, (VI)W,]

2
+ % / PrAg- Ao Y ULT, + O(AL). (4.105)

In der Theorie der linearen Antwort vernachléssigen wir den Term zweiter Ordnung in A cyxs.
Wir kénnen ablesen, dass der Stoéroperator, der die Kopplung des Systems an Ay beschreibt,

- /dSTjo(I‘, t) : Aext(ra t) (4106)
mit der Stromdichte

2
. € e
Jo(r, 1) = =5 — N Wive, - (VEDE,] - — > wlw, Ag(r)

i DVEV e — (VUD)To] + - p(r) Aor) (4.107)

lautet.
Die Stromdichte, die wir messen, sieht etwas anders aus. Ohne Vektorpotential ist die Stromdichte

e
j=——— UiIve, — (V)T 4.1
J QmZ 0_[ 0'V a (v O’) 0']7 ( 08)

in Analogie zur Einteilchen-Quantenmechanik. Mit A # 0 miissen wir den kinetischen Impuls p + eA =
(1/i) V + eA anstelle des kanonischen Impulses p = (1/i) V verwenden. Dies fiihrt auf

e 1 1 f
2m = ) 1

= _% [(WIVT, — (VI,] (paramagnetische Stromdichte)
mi

2
_ E TTw,A (diamagnetische Stromdichte)
m

62 e
=jo—— ) VIO A = jo+ — pAext. 4.109
Jo ng: A ¢ = Jot —pAext ( )
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Die Bezeichnungen ,paramagnetisch und ,diamagnetisch“ geben an, dass diese Terme einen positiven
bzw. negativen Beitrag zur magnetischen Suszeptibilitét liefern.

Wir suchen die lineare Antwort in j aufgrund der Stérung Acyt. Wir behandeln die beiden Terme in GI.
(4.109) getrennt: Der zweite Term (e/m) p Acxt ist explizit von erster Ordnung in A .. Daher miissen wir
p(r,t) durch die Ladungsdichte po(r) im Gleichgewicht ohne Stérung ersetzen. Wir erhalten den Beitrag

e
- Acxi(r, 4.110
m po(r) ¢(r, 1) ( )

zur Stromdichte j.
Der erste Term jo ist komplizierter. Wir nehmen an, dass im Gleichgewicht ohne Stérung kein Strom
flieft, also jo = 0 fiir A = Ay im Gleichgewicht. (In einem Supraleiter muss das keine gute Annahme sein.)

Wir verwenden die allgemeine Kubo-Formel (4.63). Die Storung Ay koppelt an —jo und wir suchen die
Antwort in +jg. Also tritt eine jo-jo-Korrelationsfunktion auf:

Joa(r /d3 ’/ dat’ ZC (1)jos (v (E = 1) Aexe 5 (r', 1) (4.111)

mit der Strom-Strom-Korrelationsfunktion

Cﬁa(r)m(r/)(t —t") = —i0(t —t') {[Joa(r,t), jos(x's )]0, (4.112)

wobei der Mittelwert im Gleichgewicht des ungestorten Systems zu berechnen ist. Im Frequenzraum lautet
die Beziehung entsprechend

Joa(r,2) / @ /Z o (1o (1) () At (1, ). (4.113)
Mit Gl. (4.109) und Aex(r,w) = (1/iw) Eex(r,w) folgt
1 e 1
; _ 3./ R /
ja(r,W) = —/d r %ij(r)jw(r,)(w)a Eext,ﬁ(r ;OJ) + EPO(F)E Eext,ﬁ(l'y&})

i / 'S 0o (0,1,0) B, (). (4.114)
B

Wir kénnen nun die Leitfahigkeit ablesen:

1 epo(r)
oap(r, ' w) = - Cﬁa(r)joﬁ(r,)(w) + 8(r — ') dap. (4.115)

Das ist die wichtige Kubo-Formel fiir die Leitfihigkeit. Wir werden sie in Abschnitt 4.6.6 anwenden, um
die Leitfdhigkeit in Anwesenheit von Storstellen zu berechnen.

4.4 Matsubara-Green-Funktionen

Wie schon angedeutet, ldsst sich der in Abschnitt 3.6 fiir die Temperatur T = 0 vorgestellte Green-
Funktions-Formalismus unmittelbar auf beliebige Temperaturen verallgemeinern. Dabei werden einfach
Grundzustandserwartungswerte durch thermische Mittelwerte ersetzt. Zum Beispiel wird die retardierte
Green-Funktion fiir 7" = 0,

GRwt,t') =i 0(t — t') (GZ|[ay (1), al, ()] 1 | GZ), (4.116)
fiir beliebige Temperaturen 1" zu
GRvit,t') =i0(t —t') {[a,(t),al,()]2) (4.117)

verallgemeinert, wobei (. ..) nun den thermischen Gleichgewichtsmittelwert bei der Temperatur T bezeich-
net. Dieser ist wie {iblich durch (...) = Z71 Tre ## ... mit der Zustandssumme Z = Tre #H gegeben.
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Wir koénnten also den bekannten Formalismus mit dieser Verallgemeinerung auch fiir den Fall 7" > 0
verwenden. Er ist aber, wie wir sehen werden, ungiinstig fiir praktische Rechnungen. Eine Vereinfachung
ergibt sich aus folgender Erkenntnis: Wir haben gesehen, dass in thermischen Mittelwerten der Operator
e PH auftritt. Andererseits wird die Zeitentwicklungdurch Operatoren e/t beschrieben. Wir sehen, dass
die inverse Temperatur 8 formal wie eine imagindre Zeit erscheint, oder genauer wie der Imaginérteil einer
komplexwertigen Zeit. Das kann man ausnutzen, um thermische Mittelwerte in einem Wechselwirkungsbild
in der imagindren Zeit auszurechnen. Das Wechselwirkungsbild fiir reelle Zeiten hat sich als vorteilhaft
fiir Stérungsentwicklungen herausgestellt. Wir sind insbesondere an Green-Funktionen oder allgemeiner
an Korrelationsfunktionen interessiert.

Die allgemeine retardierte Korrelationsfunktion zweier Observablen A und B lautet, analog zur Green-
Funktion in Gl. (4.117),

Chp(t.t) = —if0(t - t’)([f(t)vff(t')]ﬁ, (4.118)

im Heisenberg-Bild {Bosonen

Fermionen

wobei (-) nun den thermischen Mittelwert bei der Temperatur T darstellt. Im Abschnitt zur Lineare-
Antwort-Theorie hatten wir C¥5 durch Operatoren im Wechselwirkungsbild, nicht im Heisenberg-Bild,
ausgedriickt. Das liegt daran, dass wir dort explizit in erster Ordnung in der Stérung V' gerechnet haben.
Da V explizit auftrat, wurde die iibrige Zeitentwicklung durch Hy beschrieben, also im Wechselwirkungs-
bild. Die gegenwértige Definition mit Operatoren im Heisenberg-Bild ist die allgemeinere.
Es ist
Chpt.t)=i0(t —t)(Cap(t—t') FCpalt' — 1)) (4.119)

mit
Cap(t—1t') == —(A(t)B(t"))
_ _% Tre PH At B(¢)

= —% Tre P UL(0,t) Ar(t) U (t,t') By (') Us(t',0) . (4.120)

im Wechselwirkungsbild

Jetzt miissten wir in der Stérungstheorie fiir H = Hy + V' die Operatoren e #H, U;(0,t), U;(t,t') und
Ur(t',0) nach V entwickeln. Das wiirde auf eine vierfache Stérungsreihe fiihren und wére daher ziemlich
uniibersichtlich. Die Theorie vereinfacht sich, wenn wir die Idee mit der imaginéren Zeit ausnutzen.

4.4.1 Imaginire-Zeit-Formalismus
Formal ersetzen wir t — —i7, 7 € R. Das Heisenberg-Bild in imaginérer Zeit ist definiert durch

Ap(t)=eflmAe 7 (4.121)
+

wird weggelassen

und das Wechselwirkungsbild fiir H = Hy + V' durch

Ap(1) = efloT A g~ Ho (4.122)
= A(r) =U;(0,7) Ar(7) Us(,0) (4.123)

mit, fiir zeitunabhingige Operatoren H und Hj),
Up(r,7') = eflom e~ H(r=7) g=Ho™’, (4.124)

Dies folgt alles aus den Beziehungen fiir reelle Zeiten mittels der Ersetzung ¢t — —i7. Auferdem ergibt
sich eine Bewegungsgleichung fiir Uy:

8 ’ ’
- Ui(r,7') = ™7 (Ho — H) e 7)™ = —Vi(r) Ur(7,7') (4.125)
or —_——

- v
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mit der Losung, immer analog zum Formalismus fiir reelle Zeiten,

U[(T,T/) = Z %(—1)n/j—d7'1 "'/j—dTnTT‘/}(Tl)"'V1<Tn)

n=0 T

=: T, exp (/ dm V](Tl)) , (4.126)
wobei T, der Zeitordnungsoperator in 7 ist:

A(T)B(r")  fir T > 7/,

+B(r"A(r) fir 7’ > T. (4.127)

T, A(T)B(7') := {

Der Nutzen bei der Berechnung von thermischen Mittelwerten ergibt sich nun aus der Beziehung

¢—BH _ o—BHo ,BHo,—(—0)H ,~0Ho

= e_ﬁHO UI (ﬁ7 0)
B
— e PHOT exp —/ dr Vi(m) | . (4.128)
0

Wir betrachten nun den zeitgeordneten Mittelwert (das Vorzeichen ist Konvention)
1
— (T, A(T)B(1")) = -5 T e PET. A(T)B(1"). (4.129)

Bis auf die Zeitordnung erhalten wir diesen Ausdruck aus der eigentlich interessierenden Korrelations-
funktion Cyp(t —t') aus Gl. (4.120) durch die Ersetzung ¢ — —it, t' — —i7’. Diese Beobachtung kann
hier aber nur als qualitative Motivation dienen. Wir werden noch zeigen miissen, dass uns die Berechnung
von —(T,A(7)B(7")) wirklich bei der Bestimmung der interessierenden Korrelationsfunktion hilft.

Fiir 7 > 7’ erhalten wir

(= — L Ty ePHo Ur(3,0)Ur(0,7) Ar(7) Ur(r,7") By (") Ur (7', 0)
Z —_—

= _% Tre PHoUr(B,7) A (1) Ur(r,7") Br () Ur (7', 0)

1 s T
= —Z’I‘re_ﬁHo T, exp (—/ dm VI(71)> Ar(1) Ty exp (—/ dro V1(7'2)>

’

Einfiigungen von V; bei Zeiten zwischen 7 und j3

Bi(7") T> exp (— /OT drs VI(73)>

B
exp <—A dT1 V](T1)> AI(T)B[(T/)

/

X

1
=— Tre Ao, (4.130)

Es ist zu beachten, dass sich das Integral im letzten Ausdruck iiber das gesamte Interval [0, 8] erstreckt.
Der Zeitordnungsoperator T, sorgt dafiir, dass die Einfiigungen von Vi sowie A;(7) und By(7') in von
rechts nach links aufsteigender zeitlicher Reihenfolge sortiert werden. Der Ausdruck ist also tatséchlich
identisch zum dariiber stehenden.

Wir erkennen hier nun den Vorteil des Formalismus: Die Stérung V; tritt nur noch an einer Stelle
auf. Die Stérungsentwicklung ergibt sich als Taylor-Entwicklung der zeitgeordneten Exponentialfunktion.
Diese konnen wir noch kompakter schreiben:

= Tee PO TUL(B,0) Ar(r) By(r)] (4.131)
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Fiir 7/ > 7 erhalten wir entsprechend

—(T - A(T)B(1")) = :F% Tre PHo T [U;(B,0) By (') Ar(7)]

1
= —?Tre_ﬁHD T, [Ur(B,0) Ar(7) Br(7')] (4.132)
(das Vorzeichen + verschwindet wieder, da wir A, B zweimal vertauschen). Also gilt allgemein

—(T - A(T)B(1")) = —% Tre PHo T [U;(B,0) Ar() Br (7))

_ Tre PHOTL[U(B,0) Ar(r) Bi(1')]
Tre—AHo Ur(3,0)
bzgl. Ho
(T:[U1(8,0) A; (1) Bi (7)))§
(Ur(8,0))o '

Dieses Ergebnis ist vielversprechend, da wir einen Gleichgewichts-Mittelwert beziiglich des vollen Hamil-
tonians H, vgl. Gl. (4.129), durch Gleichgewichts-Mittelwerte bezliglich des ungestirten Hamiltonians Hy
ausgedriickt haben. Letztere konnen wir i. A. berechnen.

Der betrachtete Mittelwert wird als Matsubara-Korrelationsfunktion bezeichnet, oft auch als
Matsubara-Green- Funktion:

(4.133)

Cap(r,7') == —(TA(7)B(7)). (4.134)
Wir untersuchen nun die mathematischen Eigenschaften dieser Funktion:
(a‘) CAB(T, 7—/) = CAB(T — 7'/) hangt nur von 7T — 7./ ab.

Das ist nicht iiberraschend, weil H nicht von ¢ = —i7 abhéngt. Wir geben hier trotzdem den Beweis:
4 1 ’ ’
Cap(r,7') = —- Tre P ™ peH T H BT H

1 ' ,
_ _ETrefﬁH e 7 He'rHAef'rH e’ HB

= —% Tre PH HT—) ge~H(—) p

:CAB(T—T/) (4135)
und analog fiir 7/ > 7.

(b) Der Ausdruck (4.135) zeigt, dass wir fiir grofe 7— 7' im Allgemeinen divergente Ausdriicke erhalten,
da das Spektrum von H nach oben unbeschrinkt ist. Fiir positive 7 — 7/ divergiert dann e (r=7")
und fiir negative 7 — 7/ divergiert e~ (™= Um Konvergenz zu gewahrleisten, beschranken wir
7 — 7 auf das Interval [—f, 8]. Dann fillt der Faktor e fiir grofe Eigenenergien schnell genug
ab, um die Divergenz zu verhindern.

(c) Es gilt
Cap(1) = £Cap(T + B) (4.136)

fiir —8 < 7 < 0. Das obere (untere) Vorzeichen gilt wieder fiir Bosonen (Fermionen). Der Beweis ist
nicht schwierig.

N\ ‘ ;

5 \/ o \/ B

Bosonen
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Fermionen

(d) Da die Funktion Cqp(7) nur auf dem endlichen Interval [—g, 3] definiert ist, ist ihre Fourier-
Transformierte diskret. Man definiert sie durch
IR
Cap(n) = 5/ dTe”"T/ﬂCAB(T), nelrz (4.137)
-8
1 /0 A 1 [P ,
= Cap(n) = / dret™7/8 Can(r) + 5 / dr e ™ /B Cap(T)
-B 0

2 / dr '™ IP T Cyp(T — B) + = / dr et Can(r)
2 0 N——— 2 0

+Cap(T)
1 A B .
=—(1xe ™) / dr et /8 Cap(7)
2 0
o de fiir B
= / drel /B Cap(r) mitn gerade T . osoner'l, (4.138)
0 ungerade fiir Fermionen.
Due iibliche Schreibweise lautet
B ,
Cap(iwy,) = / dr e™m" Cap(T) (4.139)
0
mit den Matsubara-Frequenzen
2
% fiir Bosonen,
Wy = (2n +1)r (4.140)

3 fiir Fermionen,
wobei n € Z ist. Man nennt auch iw, Matsubara-Frequenzen. Wir werden gleich sehen, warum wir
die imagindre Einheit 7 explizit in das Argument von C4p schreiben.

Beachte, dass das Integral foﬂ dr ... im fermionischen Fall nicht eindeutig ist, falls sich eine -
Distribution bei 7 = 0 (und dann wegen Eigenschaft (c) auch bei 7 = ) befindet. Wir vereinbaren,
eine 0-Distribution bei 7 = 0 vollstdndig zu beriicksichtigen und bei 7 = § gar nicht, d.h. wir
verschieben die Singularitdten um ein kleines € > 0. Z. B. fiir

[ee]

Cap(r)= > (=1)™6(r —mpB)  (fermionisch) (4.141)
vereinbaren wir 5
Capliwy) = [ dre™ " §(r —07) = . (4.142)
0
T | T | [,
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Wir konnen jetzt erkennen, wieso der Imaginire-Zeit-Formalismus so niitzlich ist: Die Matsubara-
Funktion Cap(iw,) und die retardierte Funktion C%5(w) sind tatsiichlich dieselbe holomorphe Funktion
eines komplexen Arguments w in der oberen Halbebene (Imw > 0), nur jeweils ausgewertet fiir spezielle
Werte von w. Fiir Fermionen sind diese speziellen Werte hier skizziert:

‘_EAB (_E'.&an)

Coslan) (e €0 Imis =0)

A e R)

Mit anderen Worten: Wir erhalten Cap(iw,) und C%5(w) aus derselben Funktion durch Auswertung
an den diskreten, imagindren Matsubara-Frequenzen bzw. auf der reellen Achse. Dass das moglich ist,
ist plausibel, da in der Definition von C4p gegeniiber C%5 im Wesentlichen ¢ durch —it ersetzt wurde.
Praktisch ist das Ganze, weil wir nun aus der Matsubara-Funktion durch analytische Fortsetzung die
retardierte Funktion erhalten kénnen:

Clp(w) = Capliw, = w+in), n—0". (4.143)
Beweis: Wir hatten
Clp(t) = —i0(t) ([AW), BO)]=) (4.144)
S Clpw) = —i / dt 1 (A1), B(O)]+)

—2/ dt et=nt (¢t f =t B Bt A =il (4.145)
0
Sei nun {|m)} eine Orthonormal-Eigenbasis von H mit Eigenenergien E,,. Dann ist

oo . 1 ) )
CRy(w) = —i /O dt ey 7 [e*BEm et (m|Alm'y e~ Fmt (m/| Blm)

mm/
¥ efﬁEm/ (m’\B\m) 6iEmt <m|A\m’> e*iEm't:|

o1 (m|Am')(m'|Blm)  _zp _BE,,
_HZZWH‘E —iEB,, gl Fe)

mm’

(m|Alm') (m/|B|m) —BE —BE
m m! 4.146
sz:wwLE fEm/wLm(e *e ) ( )

(Spektraldarstellung von C%5). Andererseits ist, fiir 7 > 0,

1
Cap(r) = ——Tre_ﬂH e Ae”™ B

=—— Z e PEm eTEm (m| Alm/) e TEm' (m!| B|m) (4.147)
N CAB(z'wn):——/ dr ™ 3 ¢=BBn ¢TEn=Bur) (1m| Al (1| Blm)
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=+1
—~ =
elwnﬁ 6ﬂ(Em*Em/) -1

1 _
=7 E e PEm T E B (m]Alm'Y(m'| B|m)
1 e, \MIAm ) (m|Blm) . _gp g,
:ZE e’ R (e PFm e PBmr). (4.148)

mm/

Offenbar erhalten wir hieraus C%5(w) durch die Ersetzung iw, — w + i1, wie behauptet.
Analog erhalten wir fiir die avancierte Funktion

Cip(w) = Capliwn, — w —in). (4.149)

Cag, CfB und CﬁB sind Spezialfille der Funktion

(m|Alm') (m/|B|m) —BE —BE,
: m 4.1
Cap(z -7 Z  +E, —E,. (e te ) (4.150)

mit z € C. Diese Funktion ist holomorph in der oberen und unteren Halbebene, hat aber Singularitéiten

fir z = E, — E,, € R. Fiir wechselwirkende Systeme findet man typischerweise einen Schnitt auf der
reellen Achse, weil zu C s g(2) viele Eigenenergien E,, beitragen, die ein kontinuierliches Spektrum bilden.

Imz

Capliewy,)

\wﬂ —w+in
Cis (@)

Schnitt

4.4.2 Einteilchen-Matsubara-Green-Funktionen
Ein wichtiger Fall ist die Einteilchen-Green-Funktion

G(ror,v'o'r") i= — (T, Uy (r, 1)U, (' 7)) (4.151)
bzw.
G, V') i= —(Tye, (T)el, (7). (4.152)
Fiir wechselwirkungsfreie Teilchen mit zeitunabhéngigem Hamiltonian erhalten wir mit H = Hy =
>, &uchey:
eu(r)=eMog, e = 8T, (4.153)
cl(r) = e o el emmHo = 807 ¢, (4.154)

Es folgt Go(vr,v'7") = 0,1 Go(v, 7 — 7') mit

—~(Trey(r)el (1)

= —0(r — ') {eu (1)l (7)) F (7" —7) (el (T")ew (7))

= —e & 9 — ) (e,el) £ 0(7 = 7) (che)]

= e & (7)) 0t — 7)1 £n(&)] £ 0(7" —7)n(&)], (4.155)

Golv, 7 —7')
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wobei n(€,) = ng(&,) fir Bosonen und n(¢,) = ng(§,) fir Fermionen ist. Hieraus erhalten wir

B B
Go(v,iwy,) = / dr e™“n" Go(v,7) = —[1+ n(fu)]/ dr e™nT =5
0 0

+1
B - o
elwnB o=B& _ q 1 1Fe s
=—[lxn() ——F = |1+
L&) ——¢ { el J iwn — &
Bgu _5
e (Ixefy 1 _ 1 (4.156)
Meffu F1 Wy — EV Wy, — 51/

sowohl fiir Bosonen als auch fiir Fermionen (beachte aber die unterschiedlichen Matsubara-Frequenzen).
Wir erhalten durch die analytische Fortsetzung iw, — w 4+ in die schon bekannte freie retardierte

Green-Funktion 1

Gi(v,w) = w—& i

(4.157)

4.4.3 Rechnungen mit Matsubara-Green-Funktionen

In praktischen Rechnungen treten oft Summen {iber Matsubara-Frequenzen auf. In diesem Abschnitt
verwenden wir Methoden aus der Funktionentheorie, v. a. den Residuensatz, um solche Frequenz-Summen
zu berechnen. Wir formulieren die Methode ganz allgemein fiir Summen der Form

Zg(iwn), (4.158)

wobei iw,, bosonische oder fermionische Matsubara-Frequenzen sein kénnen.

(a) Isolierte Singularititen

Wir beginnen mit dem Fall, dass g(z) isolierte Singularitéten fiir komplexe Argumente z1, 23, . . . aufweist.
Dies konnen allgemein Pole beliebiger Ordnung oder wesentliche Singularitéten sein. Wenn ¢ z.B. ein
Produkt von ungestorten Green-Funktionen 1/(z — &,) ist, hat g Pole erster Ordnung an den Stellen
z = &,. Wir betrachten die folgende Kontur C:

Matsubara-Frequenzen

Fiir |z| — oo umschlieft C alle Singularitdten von g und alle Matsubara-Frequenzen. Nun bemerken wir,
dass die Verteilungsfunktionen

1 {nB(z) fiir Bosonen, (4.159)

PR F1 - nr(z) fiir Fermionen.

Pole bei den Matsubara-Frequenzen (und nur dort) haben. Also hat n(z) g(z) Singularititen bei den iw,
und bei z1, 23, ... Der Residuensatz lautet nun

fé dzn(z)g(z) =2mi Y Res.[n(2) g(2)]. (4.160)

Sing. z; in C
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In Worten: Das Integral iiber C ist 27m¢ mal der Summe der Residuen aller eingeschlossenen isolierten
Singularititen. Was ist das Residuum einer Singularitdt? Hat f(z) eine isolierte Singularitét bei zg, so
konnen wir f(z) um zo entwickeln (Laurent-Reihe, Verallgemeinerung der Taylor-Reihe):

f(2)=...4a_1(z—2) " H+ag(z—2)° +ai(z —20)" +as(z —20)* + ... (4.161)
=1

Dann ist der Koeffizient a_; das Residuum. Wenn die Singularitét ein Pol erster Ordnung ist, fallen alle

hoheren Koeffizienten a_s, a_3, ... weg. In diesem Fall gilt
a—1 = lim (z — z9) f(2). (4.162)
Z—r20

Alternativ konnen wir das Residuum als Integral ausrechnen:

Res,, f(z) = ﬁj{dz f(2). (4.163)
0

um 2o (und keine anderen Singularitdten)

Was sind nun die Residuen der Pole von ng und ng? Wir finden

1
R W, = i -1 n) a3, — 1
€Siw, N(2) zi%(z w )eﬁz 1
(L’Hospital) lim
Z—iwn, %(@BZ F 1)
. 1 1
= lim = -
25 iwn Beﬁz ﬂe,@zwnz
1 1
N T 5 fiir Bosonen,
Bexp(2mni) B ) (4.164)
— = —— fiir Fermionen.
Bexp((2n + 1)mi) 8

Wir folgern

j({:dz n(z) g(z) = 2mi Z [Resiy, n(z)] gliwy,) + 2mi Z n(zj) Res., g(2)

W Sing. z; von g
i2mz (iwa) +2mi Y n(z)Res.,g(z) (4.165)
=+ — g(iw i n(z; g(2). .
B iWn ! Sing. z; von g ’ v

Fallt aber n(z) g(z) fiir |2| — oo schneller ab als 1/|z]|, so ist
lim dzn(z)g(z) =0, (4.166)
|z] =0 Jc
weil die Kontur ins Unendliche geschoben wird, wo der Integrand klein ist. Es folgt dann

Zg(iwn)::Fﬁ Z n(zj) Res.; g(z2). (4.167)

W, Sing. z; von g

Wir haben folgenden Trick verwendet: Wir haben g(z) mit einer Funktion, ndmlich n(z), multipliziert,
die Pole gerade dort hat, wo wir g benétigen, ndmlich bei den Matsubara-Frequenzen. Dann pickt der
Residuensatz gerade diese Punkte aus einem Kontur-Integral heraus, das trivial ist, ndmlich Null. Es
bleiben als nicht triviale Beitréige nur die tibrigen Residuen, die von g(z) stammen. Dies sind i. A. wenige,
d. h. die Summe auf der rechten Seite enthélt wenige Summanden.
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Als Beispiel betrachten wir die hiufig auftretende Summe

1 1 1
- _— 4.1
ﬂ;iwn—giwn—f’ (4.168)
mit reellen Energien £ # ¢'. Hier ist
1 1 1
== _— 4.1
90)=3 =5 =5 (1.169)
Diese Funktion hat Pole erster Ordnung bei z = £ und z = ¢ mit den Residuen
1 1 1 1 1
Resgg(z) = lim(z — &) = == 4.170
und analog
1 1
Reserg(z) = = 4.171
¢e9(2) o ¢ (4.171)
Also folgt aus Gl. (4.167) das Ergebnis
1 1 1 1 1 L1 1
= (= Fh ) 5 + ) %
£ Dy e i WS- b N F -
. ’
_ () = n(¢) 172

(b) Schnitte

Oft treten Funktionen g(z) auf, die neben isolierten Singularititen auch Schnitte aufweisen. Ein Beispiel
ist die volle Green-Funktion G(z) fiir ein wechselwirkendes Vielteilchensystem. G(z) ist holomorph fiir
Imz > 0 und fiir Imz < 0, hat aber i. A. einen Schnitt auf der (oder auf Teilen der) reellen Achse. Der
Residuensatz gilt nur, wenn die Kontur keine Singularitdten oder Schnitte enthélt. Daher wéihlen wir sie
wie folgt:

Jetzt fallt §,dzn(z)g(z) fir [z| — oo nicht weg, sondern es bleiben die Beitrdge von der reellen Achse
iibrig, da dort der Integrand i. A. nicht klein ist. Also erhalten wir

§ den@e) = [ dontosingloin+ [ don—in gt~ in
= /_ dwn(w) [gw +in) — g(w — in)]. (4.173)

Der zweite Schritt gilt fiir Fermionen immer, aber fiir Bosonen miissen wir aufpassen, da np(z) einen Pol
bei z = 0 hat. Die Gleichung ist auch fiir Bosonen korrekt, falls lim, _,o+[g(i1) — g(—in)] = 0 gilt. Das ist
in praktisch auftretenden Rechnungen i. A. der Fall und wir nehmen es jetzt an.
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Nach dem Residuensatz gilt weiterhin

?{:dz n(z)g( 2772 Zg iwn) + 2mi Z n(z;) Res;, g(z). (4.174)

Wn Sing. z; von g

Es folgt

S atiwn) =t [ dun(e)laew +in) - gl in)

TWn

Fp Z n(z;) Res;, g(2). (4.175)

Sing. z; von g

Wir erhalten also den schon bekannten Beitrag von den Singularitéten von g und einen neuen vom Schnitt
auf der reellen Achse.
Beispiel: Fourier-Transformation der vollen elektronischen Green-Funktion in der imaginéren Zeit,

Z e nT G(v,iwy,). (4.176)
In diesem Fall ist 1
g(z) = 3 e *TG(v, 2). (4.177)

Hier ist ein Problem verborgen: Unsere Herleitung hatte vorausgesetzt, dass n(z) g(z) = np(z) g(z) fir
|z| = oo hinreichend schnell abfillt. Hier enthélt dieses Produkt den Faktor

—ZT

e

Ist nun —8 < 7 < 0, so folgt
np(z)e” " =2 e *" -0 fiir Rez — —o0, (4.179)
np(z)e 7 = e~ Btz 5 0 fiir Rez — +00, (4.180)

also ist der Grenziibergang |z| — oo harmlos, solange dabei Rez — +oo geht. Der Spezialfall |z| — oo
auf der imagindren Achse ist dadurch noch nicht abgedeckt. Hier oszilliert ng(z) g(z) als Funktion von
z. Es bleibt zu zeigen, dass das Konturintegral dennoch konvergiert. Das fiihren wir hier nicht durch.
Andererseits ist fiir 0 < 7 < 8

—ZT ~v —ZT

np(z)e ?" 2 e *" — oo fiir Rez — —o0, (4.181)
np(z)e *" 2 e”F+12 50 fiir Rez — +00. (4.182)

Fiir diesen Fall fillt also ng(z) g(z) {iberhaupt nicht ab, sondern wichst zumindest in bestimmten Rich-
tungen in der komplexen z-Ebene exponentiell an (der zusétzliche Faktor G(v,z) ist eine algebraische
Funktion von z und &ndert nichts an diesem Ergebnis). Wir missen uns daher auf das Intervall - < 7 < 0
beschrianken. Fiir 0 < 7 <  kénnen wir dann G(v, 7) aber leicht mittels Gl. (4.136) erhalten.

Wir hatten gesehen, dass G(v, z) einen Schnitt auf der reellen Achse hat. Damit hat auch g(z) einen
Schnitt auf der reellen Achse. g(z) hat aber keine isolierten Singularitéten. Also ist nach Gl. (4.175)

ﬁ Z 7“"’"Tg (v, iwy) = 2 - ﬂ/ dwnp(w [G(V7w+i77) -Grw _i’r])]' (4.183)

Wy,

Die Ausdriicke in den eckigen Klammern sind gerade die retardierte und avancierte Green-Funktion. Also
folgt
1 > —wT R A
= — dwnp(w)e " [GT(v,w) — G*(v,w)]

21 — 0o N—_——
=GE(vw)*

129



= L/ dwnp(w)e ™™™ 2{Im GR(v,w)
2mf )

* dw

= —[ o nr(w)e ™" A(v,w) . (4.184)

Spektralfunktion

Die Spektralfunktion A ist offenbar proportional zur Differenz der Werte von G(v, z) fiir komplexe Fre-
quenzen z knapp oberhalb und knapp unterhalb der reellen Achse. A beschreibt also die Unstetigkeit von
G auf der reellen Achse.

Das Ergebnis konnen wir ausnutzen, um die mittlere Besetzungszahl eines Einteilchenzustandes |v)
auszudriicken. Es gilt

G(v,7) = —(Trey(1)ch(0)) (4.185)
= G(1,07) = +{c(0)c, (0)) = (cle,). (4.186)
T Besetzungszahl
oder —n
Wir erhalten also
' * dw
(cley) = / o nr(w) A(v,w). (4.187)

Die Besetzungszahlen der Einteilchenzusténde |v) lassen sich auch im wechselwirkenden System durch die
Fermi-Funktion und die Spektralfunktion ausdriicken. Eine analoge Aussage gilt fiir Bosonen.

4.4.4 Bewegungsgleichungen
Die Methode der Bewegungsgleichungen tibertragt sich direkt auf Matsubara-Funktionen: Mit

A(T) =e™Ae ™ (4.188)
ist
5% ATy =eTHAe ™ f ™ HA(—H)e ™
=™ [H Ale”™ = [H, Al(7). (4.189)
——
Heisenberg-Bild
Mit
Cap(r —7) = (T, A(T)B(T")) (4.190)
folgt
d , 0 / / / /
=5, CaB(1 = 1) = o [0(r — ) {A(T) B(r")) £ 0(r" — ) (B(T) A(7))]
=d(r — 1) [(A(m)B(7)) F (B(T")A(1))]
+0(r — 1) ([H, A|(1)B()) £ 0(r" — 7)(B(")[H, A](7))
=4(r — 1) (A4, Bl+) + (T [H, Al(T)B(T") . (4.191)

hoéhere Green-Funktion

Insbesondere erhalten wir fiir die bosonischen oder fermionischen Einteilchen-Green-Funktionen

Glrr,v't") = (T, ¥ (r, 1) W (r', 7)), (4.192)
Gvr, V'7') = —(Tre,(T)ch, (7)) (4.193)
die Bewegungsgleichungen
—% Grr, 't = 8(t — ) 6(r — ') + (T [H, ¥(r)](r) OT(x',7")), (4.194)
—% Gvr,v'7') = 8(r = 7') b + (T [H, ) (7) el (7). (4.195)
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Z.B. finden wir fiir wechselwirkungsfreie Elektronen mit dem Hamiltonian
H=H,= Z R €l ey (4.196)
die Gleichung
_8%' Go(vr, V' 7') = 6(1 — ) Sy — <TT Z By €y (T) Ci/(T/)>

vt

= (S(T — T/) 51,1/ + Z h’l/l/” go(l//’]', V/T/) (4197)

vt

(die Vorzeichen sind korrekt — den Kommutator [H, ¢, ] ausfithren!) In Matrixschreibweise lautet diese

(—8 —h> Go(r—7")=06(r—7)1. (4.198)
or
In diesem Sinne ist Gy die inverse Matrix zu
0
l=—— —h. 4.1
Yo 5 (4.199)

Dies ist offenbar ein Differential-Operator. Mathematisch sauberer wird der Zusammenhang nach Fourier-
Transformation nach der imagindren Zeit:

(iwn1 — h) Gy (iw,) = 1. (4.200)

4.5 Das Wick-Theorem

Wir betrachten nun ein Theorem, das fiir die Storungstheorie sehr wichtig ist, sie sogar oft erst praktikabel

macht. Der Hamiltonian laute wieder H = Hy+V, wobei Hy wechselwirkungsfreie Bosonen oder Fermionen

beschreiben soll. Oft haben wir es mit hoheren, aber ungestorten, Green-Funktionen der Form
gé”)(yln, VT AT v T) = (1) (T ey (T1) -+ (rn)ct, (71) -l (T{)>O (4.201)

’ ’
Vn LS

zu tun, worin (...)o die Mittelung beziiglich Hy bezeichnet. In der ungestorten Green-Funktion ist die
Zeitentwicklung die von H generierte (Wechselwirkungsbild):

e (1) = e ¢, emTHo, (4.202)

Ausdriicke wie gg") treten z. B. in Bewegungsgleichungen fiir Green-Funktionen auf. g(()") ist ein kompli-
zierter Ausdruck, da aber Hy keine Wechselwirkungen enthélt, kénnen wir hoffen, Q(g") in Einteilchen-
Green-Funktionen zu zerlegen. Das besorgt das folgende Wick-Theorem:

Fiir wechselwirkungsfreie, ununterscheidbare Bosonen oder Fermionen gilt

go(VlTl, V{T{) T gO(VlTlv V;ﬂfz)

G e, Ve T T = : : : (4.203)

GoWnTn,171) -+ Go(WnTn, v, 7)) +
Die rechte Seite enthélt alle moglichen Paarungen
Go(vits, V7)) = —(Tr ey, (3)ch, (7)o (4.204)

mit ¢,j = 1,...,n. Varianten des Beweises finden sich in allen in der Literaturliste angegebenen Biichern,
sind aber nicht sehr instruktiv und werden hier nicht reproduziert. Es ist wichtig zu bemerken, dass andere
Korrelationsfunktionen C, z. B. von Spin-Operatoren, meist kein analoges Theorem erfiillen. Dies macht
Rechnungen fiir Spin-Systeme sehr viel schwieriger als fiir Bosonen oder Fermionen. Ebensowenig gilt es
fiir die vollen Green-Funktionen wechselwirkender Systeme.

Anschaulich ist die Aussage des Wick-Theorems plausibel, wenn man sich erinnert, was die Green-
Funktion Qén) eigentlich bedeutet: Sie ist die bedingte Wahrscheinlichkeitsamplitude, Teilchen in Zu-
stdnden v; zu Zeiten 7; zu finden, wenn Teilchen in Zustédnden v} zu Zeiten 7] erzeugt wurden. Schematisch
kénnen wir dies so darstellen:
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Vit
vty /
T VT
/
Vilz

Das Wick-Theorem sagt nun aus, dass dies fiir wechselwirkungfreie und ununterscheidbare Teilchen gleich
einer Summe iiber alle moglichen Paarungen von ein- und auslaufenden Teilchen, unter Beachtung der
Antikommutation fiir Fermionen, ist:

Vi fi Go WiTi vty Vily

V3T g o Wih Y M{l

l13 T3 Q 0o Valz 1’3 T3 Vals
- B ——————————

Da die Teilchen nicht wechselwirken, kénnen sie hochstens vertauscht werden. Da sie ununterscheidbar
sind, kann man aus Prinzip nicht sagen, welches herauskommende Teilchen welchem hineingehenden ent-
spricht und alle Beitrdge im obigen Diagramm tragen gleichermafien bei.

Als Beispiel berechnen wir die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion fiir freie Elektronen, die wir aus
dem Abschnitt iiber Lineare-Antwort-Theorie schon kennen, mit Hilfe des Wick-Theorems. Es ist

xola ) = —% (T: ofa,7)o(~a,0))

=5 Z (Ty ¢l (") exrquo (T)el o (0)ersr —q.00 (0))o

kk’o’a‘
=-7 Z Tr cxtq,o(T) ek —q,07 (O)CL/U/(O)CTkJ(T)>O
kk’ocr’
= —— Z g(” k+q,0,7,k' —q,0',0;k,0,7,k',0,0)
kk’aa
icl 1
W:k _9 Z [go(k + q,0,T; ka g, T) gO(k/ —q, 0-/7 07 k/7 0-/? 0)
kk’co’
—Go(k+q,0,7:k,0",0)Go(K' — q,0’,0;k, 0, 7')] (4.205)
Hierin ist
Zgo(k +q,0,7;k,0,7) = (o(q))o =0 (4.206)
ko

fiir q # 0, da das Elektronengas homogen ist. Fiir q # 0 bleibt also nur der zweite Beitrag {ibrig,

1
XO(q7 T) = +§ Z gO(k+ q, UaT;kl70-/’0) go(k/ —q, 0',70;1{7 g, T)

kk'oco’
1
=y Z Ok+q,x 000 Go(k +q,0,T) dw_qKkds0Go(k, o, —T)
kk'oco’
= Z Go(k +q,0,7) Go(k, 0, 7). (4.207)
ko

Die Fourier-Transformierte lautet dann

Xo(q, iwy,) ,8 Z ZQO k+ q,0,iw, +ivy) Go(k, 0, ivy,). (4.208)

Wn
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Wir kennen schon die ungestorte Green-Funktion

1

4.2
ZVn fk ( 09)

gO(kv g, Zyn) —

und konnen schlieRlich den Residuensatz anwenden, um die Summe {iber iv,, zu berechnen, vgl. (4.172),

1
R M et

o Sk+q Wn
= Z(ﬂnF §k+qm); + ﬂnF(ﬁk).l)
Ay Ektq — tWn — &k +iwn — &kiq
Pel‘lOdlth‘lt'
beachte g(z) = L ! Pole bei 21 = €xyq — twp, und 29 = &
g 7Z+’L'wn_§k+qz_§k, LT Skt " 2Tk

Z nr (&) — nr(€krq) Z np(&k) — nr(€k+q) (4.210)

% iwn + E — Ekrq VY twn + &k — Ek+q

Nach analytischer Fortsetzung iw, — w + in erhalten wir das schon bekannte Ergebnis, z. B. Gl. (4.96),
aber auf einfacherem Weg.

4.6 Potentialstreuung

Wir betrachten ein wichtiges Problem, ndmlich wechselwirkungsfreie Elektronen in einem &ufseren, stati-
schen Potential V' (r). Dieses Problem erscheint auf den ersten Blick einfach, da die Elektronen nicht wech-
selwirken. Also haben wir es im Prinzip mit einem Einteilchenproblem zu tun. Wir denken aber hier an ein
Unordnungspotential, das kompliziert, inbesondere nicht periodisch, ist und das wir im Allgemeinen gar
nicht genau kennen. Zur makroskopischen Messgrofien, z. B. dem Leitwert oder der mittleren Leitfadhigkeit
einer grofsen Probe, tragen viele Bereiche mit unterschiedlichen und unkorrelierten Unordnungspotentia-
len bei. Die rdumliche Mittelung entspricht dann einer Mittelung iiber mogliche Unordnungspotentiale.
Ein solches Unordnungsmittel werden wir im Folgenden ausfilhren. Dabei miissen wir aufpassen: Eine
Mittelung iiber V(r) in H = Hy + V wiirde V durch ein konstantes mittleres Potential ersetzen, das in
H irrelevant ist. Wir wiirden die gesamte von der Unordnung stammende Physik ignonieren. Das ist also
keine sinnvolle Methode.
Wir starten mit dem Hamiltonian

H:H0+V:/d3 Z\Iﬁ )+ V(r)] ¥, (r). (4.211)

Hy sei l6sbar. Z. B. kann Hy Elektronen in einem periodischen Potential beschreiben. Dann kénnen wir das
ungestorte System mit Hilfe der Bloch-Theorie exakt beschreiben. Wir behandeln V' stérungstheoretisch.

Wir fithren die Abkiirzung
(rioy,m) =:1 (4.212)

B
/ dry /d3r1 d o= /dl, (4.213)
0 o1

um Schreibarbeit zu sparen. Wir fiihren Green-Funktionen

usw. ein und schreiben

G(b,a) = —(T,U(b)¥T(a))  bzgl. H, (4.214)
Go(b,a) = —(T-¥(b)¥T(a))g  bzgl Ho (4.215)

ein. Hier ist wieder a = (r,04,7,) usw. Es gilt

(_aib — Ho(b )) Go(b,a) = 5(b — a) (4.216)
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= (- HO+VO) Galtn) =50 - o (1.217)

und 5
(-2 - 1)) 60.0) = 506~ ) (1219
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt durch Gleichsetzen
0 0
<_8n - H(b)) G(b,a) = (_an, — H(b) + V(b)) Go(b, a)
o~ HO)) Galbna) + V) G0

— S H®)) Golb,a) +/d1 5(b—1) V(1) Go(1, a)

(4.218) wieder einsetzen

)
5~ H )go (b, a) /dl (— —H(b)) G(b,1) V(1) Go(1,a)
)

= —ain — H() ) Go(b,a) + <_887b — H(b)) /dl G(b,1)V(1)Go(1,a).
(4.219)
Mit der Anfangsbedingung
G(a,a) = Go(a,a) (4.220)
folgt
G(b,a) = Go(b,a) + /dl G, 1)V (1)Go(1,a), (4.221)

also eine Dyson-Gleichung. Setzen wir G von links wieder rechts ein und iterieren, so erhalten wir die
Dyson-Reihe

G(b,a) = Go(b,a) + /dl Go(b, 1) V(1) Go(1, a)

+ /dl d2 Go(b,1) V(1) Go(1,2) V(2) Go(2,a) + .. ., (4.222)

vgl. Abschnitt 3.6.1.

4.6.1 Feynman-Diagramme

R. P. Feynman hat im Zusammenhang mit der QED eine diagrammatische Darstellung von Ausdriicken
entwickelt, die in Rechnungen mit Green-Funktionen (Propagatoren) auftreten. Diese Darstellung ist
einerseits eine Veranschaulichung der Ausdriicke, die niitzlich fiir die Entwicklung von Intuition fiir die
physikalischen Prozesse ist. Andererseits ist sie auch eine rigorose Ubersetzung der komplizierten Integrale,
d. h. wir konnen aus einem Diagramm eineindeutig den entsprechenden Ausdruck konstruieren.

Die Ubersetzung wird durch Feynman-Regeln beschrieben. Im vorliegenden Fall lauten sie:

b
G(b,a) =
a (4.223)
(der Pfeil zeigt vom Punkt der Erzeugung [¥f(a)] zum Punkt der Vernichtung [¥(b)] des Teilchens),
b
gO(baa) =
a (4.224)
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fdl... V(D). = 1 (4.225)

Damit lautet die Dyson-Gleichung (4.221)

b b b b b
a a a a a (4.226)

und die Dyson-Reihe in Gleichung (4.222)

b b b b
1
2
a a a a (4.227)

Die anschauliche Bedeutung ist klar: Der einfache Pfeil beschreibt die ungestérte Propagation und das
Kreuz die Streuung am Potential V'(r).

4.6.2 Elastische Streuung

Bis hier war V ein ganz allgemeiner Einteilchenterm. Jetzt nehmen wir an, dass Hy und V und damit
auch H zeitunabhingig sind. Dann hingen Gy und G nur von 7 — 7' ab. Die Fourier-Darstellung ist also

Go(rr,r'7') = 1 Z e~ (=) Go (v, 1w, (4.228)
Wy,
/8 !
Go(r, 1’5 iw,) = / d(r — 1) e“n =) Gy (e, x' ") (4.229)
0

und analoge Gleichungen fiir G. Wir unterdriicken hier die Spin-Argumente. Die Dyson-Gleichung (4.226)
enthilt ein Faltungsintegral iiber 7:

kein 71

/dT1 Go(ryTp, r171) V(rt) G(r171,1474)- (4.230)

Dieses wird in der Fourier-Transformierten zu einem gewohnlichen Produkt:
G(ry,ra;iwn) = Go(rp, re;iw,) + /d?’rl Go(ry, 1150w, ) V(r1) G(r1, Ta; iwy). (4.231)
Diese Gleichung ist lokal in der Matsubara-Frequenz iw,,. Sie ist nicht lokal im Ort. Es ist auch niitzlich,

die Dyson-Gleichung in der Einteilchen-Eigenbasis von Hy auszudriicken. Sei also {|v)} eine Basis von
Eigenzusténden des ungestorten Einteilchen-Hamiltonians. Wir definieren

G (iwy) == /d3r d3r' (v|r) G(r, v'siw,) (¥'|V) (4.232)
N—— N——
up (v) u, (x)
= G(rriw,) =Y (rlv) Guu (iwn) (V1) (4.233)

2%
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und entsprechend
Vo i= /d3r (v|r) V(r) (x|/').

Guo (iwy,) erfillt die Gleichung

Z[(ZWW - gu) 61/1/") - Vuu”] gu"y’(iwn> = 61,,/

!t

und GY,, (iw,,) erfiillt entsprechend

> (iwn = &) duur Go,yr (i) = Guur,

!

was sofort das bekannte Ergebnis
1
0 .
/ n)— - < 51}1/’
gl/V (Zw ) an _ 51,

liefert. Die Dyson-Gleichung lautet jetzt

Guyva (iwn) = Oupva gBH,ua (iwn) + Z ngub (iwn) Voo Gviva (iwn).

(4.234)

(4.235)

(4.236)

(4.237)

(4.238)

Sie hat die einfache Struktur einer Matrix-Gleichung, G(iw,) = G°(iw,) + G°(iw,)V G (iw,). Wir kénnen

auch Feynman-Regeln fiir G, (iw,,) formulieren:

Vy
gubl/a(iwn) =

Vaq

Vy

51/ v,

Go  (iw,) = = —2=
ubuu< n) iw, — §ua

Va

Vg

V’/b’/a = ><
"LJ
a

4.6.3 Storstellenstreuung

Ein héufiger Fall betrifft eine endliche Konzentration von identischen Stérstellen in einem Leiter.

y .
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Fiir diesen Fall gilt
Nst

=> u(r—Ry), (4.242)
j=1

wobei Ng; die Anzahl der Storstellen und R; der Ort der Storstelle j ist. Also lautet die Dyson-Gleichung

Nst
G(rp,raiwn) = Go(ry — rajiwy) +Z/d 1 Go(ry — r1siwy ) u(ry — Ry) G(r1, 145 iwn). (4.243)

nicht translationsinvariant translationsinvariant

Die Iteration der Dyson-Gleichung fiihrt auf eine Entwicklung im Potential u,

o0

G(rp, raziwn) = Y G (r, Tasiwn) (4.244)

n=0
mit
Nst Nst

g(n) (rb7 Ty, an Z Z /d3T1 d Tn gO( —Tp; iwn) U(rn - Rjn) gO(rn —Ip—1; iwn)

Ji=1 Jn=1
X u(rp—1 — Ry, ) - Go(r1 —rg;iwy,). (4.245)

Glinstiger ist die Dartellung im k-Raum, wo gilt

Go(r — r'siw,) = Z e =) Go (K, iwy), (4.246)
g<">(r,,, Ty iwy) = 2 Z iky-rp—ika-ra Q(")(kb7 ;) twn)- (4.247)
K.k

Hier kennen wir schon Gy (k, iw,) = 1/(iwn — & ). Es ist nun

G (kp, K iwn) = 3 vn St D, ¢ et R milaTka) R Gy (1w, )

Jie-Jn ki..kn—1
X Uky—k,—1 gO( n—1, an) e gO(k(u lwn) (4248)

oder mit Feynman-Diagrammen:

G (ky, ka3 i) Z V" T Z e ko —kn—1) Ry, . o=ilki—ka) Ry,

Ji---Jn ki..kn1
X In X ﬁ_?.2 x ﬁjl
Vi-E VY
X . . .
ky mookp b, 20k 1k (4.249)

G (ky, K, ;iwy,) beschreibt die n-fache Streuung. Fiir die Storstellenstreuung kénnen wir jetzt die Feyn-
man-Regeln aufschreiben:

R, G {
i
1. Fiir jedes Streuereignis zeichne Koo , dies entspricht dem Ausdruck uq, und fiihrt einen Faktor
e~taiRi; in Gl. (4.249) ein.

k
2. Fiir jede Green-Funktion zeichne > , dies entspricht Go(k, iwy, ).
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3. Sorge fiir Impulserhaltung an jedem Vertex ®.

4. Summiere mittels (1/V) 3, iiber alle Impulse, auber den duberen Impulsen ko, kp.

R;,

5. Summiere mittels Zjvsztl iiber alle Stérstellen, fiir jedes X.

Diese Regeln beschreiben die eineindeutige (bijektive) Abbildung zwischen dem Ausdruck und dem Dia-
gramm, in diesem Fall fir G (),

Wortlich genommen ist das Modell sehr kompliziert, da die Streuung an allen Ng; Storstellen inter-
feriert. Verschiebt man eine Storstelle um eine Strecke der Grofenordnung der elektronischen (Fermi-)
Wellenlinge A\ = 27 /kp, so dndert sich im Prinzip das Interferenzmuster iberall. Solche Effekte kann
man an kleinen, relativ sauberen Proben bei sehr tiefen Temperaturen (unterhalb von 1K) beobachten.
An makroskopischen Proben, die nicht sehr sauber sind oder deren Temperatur nicht sehr niedrig ist,
sind solche Interferenzeffekte nicht zu beobachten. Das liegt an der Elektron-Phonon- und der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung, die wir im Modell nicht beriicksichtigt haben. Diese fiihren zu inelastischer
Streuung der Elektronen. Daher sind die elektronischen (Einteilchen-) Zustédnde nur iiber eine endliche
Lénge L, kohérent, d.h. sie konnen nur auf kleineren Léngenskalen interferieren. L, heifst Phasenko-
hérenzlinge. Makroskopische Messgréfien fiir Systeme der Ausdehnung L >> L, sind dann inkohérente
(d.h. normale) Mittelwerte iiber viele Bereiche (,Zellen) der Grofe L,:

L

F
b

Lo d

@

Da es viele Zellen gibt und die Storstellen in jeder Zelle zuféllig und unabhéngig verteilt sind, entspricht
diesem Mittelwert der Mittelwert iiber alle moglichen Verteilungen der Ng; Storstellen.
Fiir die Green-Funktion sieht diese Unordnungsmittelung so aus:

1 _
- <g(kb7 ka; Z‘Wn)>St = (;kakb g(km iwn)

V
= 6k k */d?’R */d3Rg */d3R7\] g(ka kalwn)
° a Kb V 1 V V St ) ?

_ L[ s L[ s (n) v
= O,k ﬁ/d Rl...E/d Ry, Zg (ka, Kq;iwnp,). (4.250)

n=0

Beachte, dass das Unordnungsmittel die Impulserhaltung wieder herstellt, da das System im Mittel wieder
translationsinvariant wird. Daher hingt die gemittelte Green-Funktion G nur von einer Impulsvariablen
ab. Wir miissen nun G aus Gl. (4.248) iiber alle Stérstellenpositionen R; mitteln. Die R; tauchen in
G™ nur in den Exponentialfaktoren auf. Wir benétigen demnach

v / PRy / B Ry, e k0= )R milna—kn 2} Ry, Ly il ko) Ry, (4.251)
Nun kann eine bestimmte Storstelle j am Ort R; im Integranden 0,1,2,3,...,n-mal auftreten:
(a) Nullmal: wir erhalten einfach
%/d?’Rj =1 (4.252)
(b) Einmal:
% / PR e~ ik Ry — gy (4.253)
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1

w5

X
V kaus — kein
e

JE‘:aus JE‘:ei]‘_

Die Storstelle kann keinen Impuls iibernehmen, daher ist der Impuls des Elektrons erhalten.

(¢) Zweimal:

1 i ko) R,  —i ke )R
9 d3Rj€ Hkane kemQ)R]e i(kaus1 —kein1) R, :6kau527kcin2+kaus1*kcinl,o' (4254)

(d) m-mal (m < n):

1 . . )
3 —i(kaus,m —Kein,m)-R; —i(Kaus1 —Kein1)Rj _
v | @ Rie e 7= Otae,m—Kein,mE s 1 —kein 1,00 (4:255)

Also ist in jedem Fall die Summe der Impulsiibertrdge von der Storstelle j an die Elektronen Null. Das ist
verniinftig, da die Storstellen statisch sind. Jede Storstelle j fiihrt also zu einem Faktor 0y~ g0, der eine
Impuls-Summe beseitigt. Es bleibt der Vorfaktor 1/V dieser Impuls-Summe {ibrig. Aufserdem kann j jede
der Ngt Storstellen bezeichnen; derselbe Beitrag erscheint also Ngi-mal. Damit erhélt jeder der genannten
Prozesse, unabhéngig von der Anzahl der Streuungen an derselben Storstelle, einen Faktor

N;
nst 1= % (4.256)

Schliefslich miissen wir noch iiber alle Méglichkeiten von mehrfachem Auftreten von Storstellen summieren.
7. B. fiir B

1 1 .
v /d3R1 s v/dSRNSt g(g)(kaaka; an)

X X X X X X
VoY Y PN £EA

QS U U S P A U W R SN
X X X,
A £V

S S S DN
- hd " " " (4.257)

und damit
g_(kaaiwn)

139



X X X X
b 4=0 4 /)
Eﬂ Ea Y Ea \:/ \:/ r' ‘n
I S S S S SO S R
(n=0) (=1 (n=2)
X X X X X X
v oy v AT £%4
L U U S U B G S S P SN
X X >(_n =3)
VoW AR
+ i ; ‘b + =" i Y
X X X X
YV V YV V
bl
® * ® (4.258)
Hier lauten die Feynman-Regeln:
\E/ q = Uq,
. (4.259)
X = nse (4.260)
k .
—<— = Yolk,iwn) (4.261)

und Impulserhaltung an jedem Vertex ® und an jedem X ist impliziert. Uber alle inneren Impulse wird

mittels (1/V) >, summiert.
Als Beispiel iibersetzen wir ein Diagramm vierter Ordnung in den entsprechenden mathematischen

Ausdruck:

o~k ko =k
X\ | X
El - EZ V: \\\‘\\ . "/ V El - Ea
Ea T EZ E1 Ea
Ko +ky,—ky

1« 1 , . .
=ng& 5 > v > Go(Kay iwn) e, —k, Go(K1,iwn) e, ke, Go(Ka, i) tie, 1,
k1 ko

X go(ka + k2 — kl, zwn) Uk, —ko go(ka, ’L(JJn) (4262)

Hier fiihren wir noch einen wichtigen Begriff ein: Lésst sich ein Diagramm in zwei Teile zerlegen, indem man

eine innere Gp-Linie durchtrennt, so nennt man es reduzibel, andernfalls irreduzibel. Das obige Diagramm
ist z. B. irreduzibel.
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4.6.4 Selbstenergie

Die diagrammatische Darstellung gestattet eine sehr kompakte Definition der Selbstenergie:

X X X X
(K, i) = @—vﬂ/\ﬁ pvg + ;LXA + 1/\‘/\'113 I

\ AN (4.263)

Summe {iber alle irreduziblen Diagramme

G(k,iwn) = + %, * D<) e (4.264)

Diese Reihe enthélt alle, reduziblen und irreduziblen, Diagramme. Wir kénnen wieder eine Dyson-
Gleichung herleiten:

g(k,iwn) = —<—+~é@x[ + @ _|_]

Es folgt

= Go(k,iw,) + Go(k, iwy,) B(k, iw,) G(k, iw,) (4.265)
mit der Lésung
gO(k iwn)
GOk n) = TGk ) (K, o)
! = ! . (4.266)

T Gk iwn) — S(k, iwn) i — &k — B(K, i)

3 (k,iw,) ist also eine additive Korrektur zur Energie &. Daher stammt die Bezeichnung ,Selbstenergie®.
Das praktische Problem ist jedoch, dass die Selbstenergie i. A. von iw,, abhéngt, sie fiihrt also nicht einfach
zu einer Anderung der Dispersionsrelation (mit iw,, — w + in) der Art

W= &+ D(K). (4.267)
Das Problem der Berechnung von G ist aber jedenfalls auf die Berechnung von ¥ zuriickgefiihrt.

Fiir ¥ ist kein exakter analytischer Ausdruck bekannt. Wir bendtigen daher eine Ndherung. Die ein-
fachste, naive Naherung besteht sicherlich darin, nur den ersten Term in ¥ mitzunehmen:

Ynaiv (k7 iwn) =

oot X

(4.268)

Aber dann ist
Yhaiv (K, iwy,) = ngy ug=o = nSt/d3r u(r) = const, (4.269)
wobei u(r) wie bekannt das Potential einer Storstelle ist. Dies ist nur eine konstante Verschiebung der

Elektronenenergie
€k — &k + Nspuo = €k — K+ NgtUo, (4.270)

die wir von nun an in das chemische Potential absorbieren. Diese Naherung beschreibt daher keine inter-
essante Physik.
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4.6.5 Bornsche Nidherungen

Die einfachste nicht triviale Naherung lautet

X
PRV .
EBl (k, an) = / \ = Nst Z Uk’ —k go (k/, an) Uk —k’
= ngy — Z |uger — k|2 (4.271)

Das ist die erste Bornsche Ndaherung. Sie fiihrt auf

X X X

]
]

. I VN
G(k,iw,) = = + FAN + SN

4.272
i + .. ( )

Beachte, dass diese Naherung aufgrund der Dyson-Reihe bereits unendlich viele Terme enthélt. Der phy-
sikalische Gehalt der Ndherung ist folgender:

1. Elektronen streuen hochstens zweimal an derselben Storstelle und
2. sie kehren nicht zu derselben Storstelle zurtick.

Wir betrachten nun die mathematischen Eigenschaften von Xg; (k, iw,): Wir setzen Xpg; als Funktion der
Frequenz analytisch fort und finden

1
Ypi(k,z) = 5t Z w1 p—— (4.273)
k/

Y1 ist also eine Summe (ein Integral im Limes ¥V — 00) von Termen mit Polen bei z = & € R. Daher
ist ¥p1 auf zumindest einem Teil der reellen Achse singuldr. ¥g; hat also einen Schnitt auf (einem Teil)
der reellen Achse.

Fiir die retardierte/avancierte Green-Funktion ben6tigen wir die retardierte/avancierte Selbstenergie

A, w) = Spi(k, 2 — w £ in)

- nSt 1
= Z ‘uk’ k| o fk/ :I: ”7

= st Z [k [ - F imd(w — &) | - (4.274)
Dann lautet die Green-Funktion
1
GRMA (K, w) = . (4.275)
wEin — & — Sy (k,w)
R/A

Wir werden gleich sehen, dass X1 einen endlichen Imaginérteil hat, so dass die infinitesimale Grofe +in
weggelassen werden kann.

GP/A wird betragsmiRig gro, wenn w ~ & gilt. (Das setzt voraus, dass Re YR/ hinreichend klein
ist, was aber schon fiir die Konvergenz der Dyson-Reihe (4.272) notwendig und daher keine zusétzliche
Annahme ist.) Daher kénnen wir in Y R/A niherungsweise w &~ & setzen. Falls w und & néamlich nicht
dhnlich sind, ist G*/4 insgesamt klein und daher fiir die Physik nicht entscheidend. Also gilt

R/A ns
St (k,w) =~ tZluk/ k|{

- F im0 (& — &) | - (4.276)
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Der Realteil

1
Re D1/4 (k, w) ~ 25 Z|uk/ 2P (4.277)
.

ist eine impulsabhéngige Korrektor zur Dispersion &. Falls & und das Streupotential u(r) isotrop sind,
muss dies auch fiir Re Zgl/A gelten. Allgemein bricht Re ES{A keine Symmetrien des Systems. Aufferdem ist
die Korrektur klein, solange die Stérungstheorie iiberhaupt giiltig ist. Insgesamt fiir der Realteil i. A. nicht
zu interessanten Effekten und wir ignorieren ihn bzw. absorbieren ihn in eine ,renormierte Dispersion €.

Es bleibt der Imaginérteil der Selbstenergie,

R/A . Mg }
EB{ (k7UJ) ~ I 7 kg/ |uk’7k‘26(§k — gk’) jFﬂ (4278)
mit der Streurate 1 5
m 2
—_— = L - ). 42
. Y Ek/ nse|uw —x|” 6 (€k — &xr) (4.279)

Damit ist die Green-Funktion 1
GRIA (K, w) ~ — (4.280)

W= £k 27 Tk

Wir sehen, dass G ebenfalls einen Schnitt auf der reellen Achse hat. G ist aber in der oberen und unteren
komplexen Halbebene jeweils holomorph.

Die Storstellenstreuung ersetzt also den infinitesimalen Imaginérteil +in in der Green-Funktion durch
eine endliche Grofe. Um zu sehen, was das bedeutet, betrachten wir die Fourier-Transformierte in der
Zeit:

@Igl(k t) = /Oo dw e iwt ;
’ —00 2m W_gk‘f'ﬁ

:/ dwexp[ (w §k+27_k)t] exp{i( §k+>}

/__/\—
= ¢kt ot/(27x) / / dt’ exp [—z <w & + ) t’}
2T

0

0
4
’

t +
= —je Wkt o—t/(2Tk) / v’ (S(t/) eibrt’ ot /(27ic)

_J0 fiirt<o,
)1 firt>0

= —if(t) e ¥kt 7t/ (27 (4.281)

Also f&llt der Propagator auf der Zeitskala 27 ab. Die Streuung transformiert die freien Elektronen
in Quasiteilchen mit endlicher Lebensdauer 7. Diese sind die fermionischen Moden des ungeordneten
Systems.

Fiir die Green-Funktion im Ortsraum, im statischen Limes w — 0, findet man ein dhnliches Resultat.
Um dies zu sehen, nehmen wir an, dass die Streuzeit 7 = Tgtpenw unabhingig von k und die Streura-
te 1/Tstreu klein gegeniiber dem chemischen Potenzial p ist. Auferdem betrachten wir die parabolische
Dispersion & = k?/2m — p freier Elektronen. Dann gilt

_Td(EF) ikple| y~Irl/21
kp|r|

1%

GEy(r,w — 0) (4.282)
mit der Steuldnge oder mittleren freien Weglinge | = vpTstren. Hier ist d(Er) die Zustandsdichte pro Spin-
Richtung an der Fermi-Energie. Die Propagation der Elektronen wird also durch die Streuung geddmpft.
Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron an einem entfernten Ort zu finden, ist exponentiell unterdriickt.
Wir erwéhnen noch, dass mass man die erste Bornsche Naherung in zwei Schritten verbessern kann:
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(a) Die vollstindige Bornsche Niherung

Die vollstandige Bornsche Naherung ist diagrammatisch gegeben durch

x| X X X
AR TAZR AR

Uboo(kyiwn) = | § | e et N e d <4 oNF - (4.283)
const 1. Bornsche Ndherung

Die beriicksichtigten Diagramme nennt man, aus offensichtlichen Griinden, ,Wigwam-Diagramme".

(b) Die selbstkonsistente Bornsche Ndherung

Diese ist gegeben durch
Gscp = =
= —< (4.284)

mit
£

s DY A s

1
o | = Emees

o 111

selbstkonsistente Green-Funktion Gscp

x| X X

Was fiir Diagramme sind hier enthalten?

X X A
G VN AV AN
i: + ‘ ™ + < 4% + o4 e
o
X X X
': \. ': \\.‘r {Z !X\\‘l :\‘X\
_I_ éq‘ |¥ é’ iL _I_ _ ’ -’ \. \\- _I_
. .
T T
von Dyson-Gleichung von Selbstkonsistenz (4.286)
Nicht enthalten ist z. B.
_.J‘/ "-‘\J \\
lr .fl' \\ ‘\
=rl % i

Das ist eine sogenannte Vertezkorrektur. Also ist auch die selbstkonsistente Bornsche Néherung nicht
exakt. Fiir weitere Diskussion siehe das Buch von Bruus und Flensberg.
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4.6.6 Leitfihigkeit

In diesem Abschnitt kommen wir auf die elektrische Leitfahigkeit zuriick. Wir untersuchen die endliche
Leitfahigkeit aufgrund von Streuung an Storstellen im Rahmen der Lineare-Antwort-Theorie. Wir hatten
gesehen, dass Storstellenstreuung in der ersten Bornschen Ndherung zu einer endlichen Lebensdauer der
Einteilchenzusténde fiihrt, die sich als Imaginérteil der Selbstenergie dufsert:

_ 1
GE (k,w) = =t (4.287)
A _ 1

Gp(k,w) =~ Py (4.288)

wobei wir hier eine k-unabhéingige Streurate 1/7 angenommen haben.

Wir schreiben die Stromdichte als jo = vg. Da nur Elektronen in der Néhe der Fermi-Energie nen-
nenswert zum Transport beitragen, ist in guter Ndherung |v| = vp mit der Fermi-Geschwindigkeit
vp := Oey/Ok|k=k,. Fiir ein isotropes Medium (nach Ausfithrung des Unordnungsmittels!) ist die Korrela-

tionsfunktion Cﬁa(r)jw(r’) sicherlich diagonal in «, 3 und sogar proportional zu d,g. Mit anderen Worten,
R

die tensorwertige Korrelationsfunktion C'

o (F)jos (+) ist proportional zur Einheitsmatrix:

C_]}'za(r)joﬁ(r’)(t —t') = —i0(t —t') dap ([Jox (1, 1), jou (', t')])o

. 1 . .
= =0t =) a5 3 (Lior (1,6)or (), (4.289)
¥
Mit der obigen Naherung wird dies
R / . / 'U%‘ T v% R /4!
Cjoq(r)ju;a(r/)(t —t)=—i0(t—t")dap ?<[g(r,t), o(r',t])o = 0ap 3 X (rt,r't") (4.290)

mit der retardierten Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion bzw. elektrischen Suszeptibilitdt aus Abschnitt
4.3. Diese kennen wir schon fiir das wechselwirkungsfreie Elektronengas ohne Storstellen. In diesem Fall
ist x* = x& gegeben durch

War) = —Man= - Ci

da p hier die Ladungsdichte ist
1

| 2¢? / d*k 1 1
B8 o (2m)3 dwy, + vy — Ektq wn — &k in s otin

oo [ Pk np(&) —nr(fkiq)
- / (27m)3 v+ &k — Ekpq Hin (4:290)

Das ,Schleifendiagramm® und die Schreibweise II§ sind ein Vorgriff auf Abschnitt 4.8, sie sind im Folgenden
nicht erforderlich. Wir betrachten den statischen (v — 0), homogenen (q — 0) Grenzfall. Dafiir lautet die
Suszeptibilitét
~ d3/€ 8711:' 3TLF
a2 [ 5T =2 [dear9%F (1.292)

mit der Zustandsdichte pro Spin-Richtung, d(p+¢). (Wir kommen auf S. 157 ausfiihrlicher darauf zuriick.)
Die Ableitung Ong/0¢ ist nur in der Nihe der Fermi-Energie wesentlich von Null verschieden. Ist dort
d(u+ &) = const, so folgt

X0 (q,v) = 2¢°d(Er) /dE 8;% = —2¢%d(Ep). (4.293)

Fiir € = k?/2m — p ist
3N 3ng)
2d(Er) = = 4.294
(Er) 2Er  mv% ( )
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3e2n,
= xolav) - ;:21 fiir g, — 0. (4.295)
F

1%

Die Kubo-Formel (4.115) fiir die Leitfahigkeit reproduzieren wir hier nochmals:

1 epo(r)
/ _ R /
O'ag(r7r ,V) = _717]/ Cj()cx(r)joﬁ(r/)(l/) + W 6(1‘ —r )604[‘3 (4296)
Durch Fourier-Transformation wird dies zu
1 V2 e2ng
[e% = - 504 R - ° 504
0ap(@ V) = = dap 5oX"(q, V) 8
1 2 2
_ _"_'75&,6% Ze TNel . 6 el 5(15 —0. (4297)

iv 3 my¥ ivm

Fiir freie Elektronen ohne Unordnungspotential erhalten wir ¢ = 0. Das ist ein unphysikalisches Ergebnis,
das nur anzeigt, dass die Annahme linearer Antwort hier zusammenbricht: Die Elektronen sollten im
elektrischen Feld beliebig beschleunigt werden, der Strom wéchst unbegrenzt auch fiir eine kleine Stérung.

Das Ergebnis ist dennoch niitzlich: Bei der Rechnung in Anwesenheit von Unodnungsstreuung kénnen
wir den Ausdruck ohne Unordnungsstreuung gleich abziehen, da er vom zweiten Term in der Kubo-Formel
ohnehin weggehoben wird. Also berechnen wir x#(q,v) — x&(q, v) anstelle von y%.

Die einfachste Niherung besteht nun darin, in x® die Green-Funktion (4.287) mit endlicher Streuzeit
T einzusetzen. Die retardierte und avancierte Green-Funktion implizieren die Matsubara-Green-Funktion

1
— & + (i/27) sgn(wn)

Gip(k,iw,) = - (4.298)

Die Vorzeichenfunktion sorgt dafiir, dass sich G und G* korrekt durch analytische Fortsetzung ergeben.
Wir erhalten

2¢? d3k 1 1
xlavivy) = = Z/ . : : (4.299)

2m)3 dwy, + iy, — kg + (6/27) sgn(wy, + vy) dw, — &k + (1/27) sgn(wy,)

W,

und im homogenen Grenzfall (q — 0)

_2¢? 3 1 1
X(0,ivy) = = Z/ @k . : : . (4.300)

27)3 dwy, + iy — & + (1/27) sgn(wy, + Vi) twn, — &k + (1/27) sgn(wy,)

W,

Die Frequenz-Summe lésst sich mit Hilfe der Methoden aus Abschnitt 4.4 berechnen. Der Summand hat
keine Pole, aber Schnitte fiir z =¢ € R und z = ¢ — iv,, € € R. Es folgt

) 2e d3k 1 1
XOiv) = =55 | @y /dE nr(©) { e+ ivn — &+ (i/27) sgu(vn) <€ — &t i/2r

71 1 L 1 4.301
& —i)2T + E—Eu4i/21 e—E&—i)2T | e —ivy — & — (i/27) sgn(vn) [ (4.301)

Dies enthélt den Faktor

1 1

£—€k+i/27_g_§k_i/2T—G (k,e) — G*(k,e)

=2iTm GB(k,e) = —i A(k,¢), (4.302)

also die Spektralfunktion. Wir erhalten

. B i dgk: o0 . 1
x(0,ivy,) _/wi / (2n)? [m denp(e) (1] Ak, €) (5 + vy — &k + (1/27) sgn(vy,)

146



! ) (4.303)

* € —ivy, — & — (i/27) sgn(vy)

und nach analytischer Fortsetzung

n _62 Bk oo 1 1
% ((),1/)—?/(2”)3 [md5nF(5)A(k7€) <E+V_§k+i/27+5_y—§k—i/2T>

B B n 2(e — &x)
= /(zw)z [mds r(e) Alk,e) el (4.304)

Im statischen Grenzfall (v — 0) wird dies zu

Rig )= 26 [ Pk 7 € bk i/ v
Oy = = /(277)3 /,Ood8 e AN e e (H(sfk)“‘ﬂl/%)z )

(4.305)
Mit
B 1/7
A(k,e) = ESTRTENTYIRE (4.306)
erhalten wir
7'62 3 oo
(0, v) = QT / (;lﬁl; /_ denp(e) A%(k,e) (e — &) (1+ Ak, e) iv)
= 2;@ /_ déd(p + g)/_ denp(e) ((E - f)211:(1/27)2) (e=¢)
w/T
- (1 Fe—ere (1/2T>2>
2 o) oo 2
eete 27; [ dé d(pu+ &) [ denp(e +§) (52 +1(/1;27)2> 5
/T
X (1 + (12 ? (1/27_)2) . (4.307)
Fir kpT < Ep gilt
2 [ dedurnete e =2 [ amdm)ne(E - (i-e)
- [Qm(‘;%]g/? fiir ;> ¢, sonst Null. (4.308)
(Dies gilt, da
> ki (2mp)*?
2/_ AEd(E)np(E - ) = na = 345 = 25— (4.309)

gilt, nur ist im vorliegenden Fall das chemische Potential x4 durch p — € ersetzt.) Es folgt

R(0. ) o Te? (2m)*2 Y 1/7 2&_ iv/T
X (0,v) = T 32 /_oo de (i =2) (82 + (1/27’)2> <1 * €2 + (1/27')2> . (4:310)

Der Term von der Ordnung 1° geht fiir 1/um — 0 gegen eine Konstante, die in x® — x{t wegfillt. Es bleibt
der Term der Ordnung »'. Im Limes 1/u7 — 0 erhalten wir also

1%

3

2 (om)¥2 [ 17
B0,v) — xE&(0, Z( / de (u—e)*?ei _—
SO0 =00 = TS [ e ein |
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Te? (2m)3/? 3
~ 7 3 Y (_2\/ﬁ>
1
=33 ivre?(2m)* 2 /u (4.311)

und mit \/zz ~ VEp = kp/v2m und d(Ep) = mkp/27? folgt

1
.= ———ivTe?dn? d(EF)

272
= 2ivreld(Er). (4.312)
Dies fiihrt auf
0,0) = 1235 2o ET 2d(Ep)
Oa ) = T .20« .
2
= 0ap 2¢2 LT 4(Bp). (4.313)
Hier definiert man die Diffusionskonstante
2
D= % (4.314)
und erhélt die statische, homogene Leitfahigkeit
o= e*2d(Ep) D. (4.315)
Zustandsdichte

Dies ist eine Schreibweise fiir die Drude-Leitfahigkeit. Dieser Ausdruck, den man in der elementaren
Festkorperphysik im Wesentlichen errét, folgt also auch im Rahmen der Vielteilchentheorie. Hier haben
wir folgendes getan:

e Die elektronische Green-Funktion wurde in Anwesenheit von Storstellenstreuung in der ersten Born-
schen Néaherung berechnet.

e Die Leitfdhigkeit wurde dann in der Lineare-Antwort-Theorie mittels der Kubo-Formel berechnet.

Es ist nicht zu leugnen, dass diese Herleitung der einfachen Drude-Formel ziemlich kompliziert war. Die
Vielteilchentheorie erlaubt aber, dariiber hinausgehende Resultate fiir den Einfluss von Stoérstellen auf
den elektronischen Transport zu erhalten, z. B. zu Fluktuationen des Leitwerts im Magnetfeld. In Kapitel
6 werden wir die Bewegung von Teilchen unter dem Einfluss von Unordnung aus einem scheinbar ganz
anderen Blickwinkel betrachten.

4.7 Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Wir betrachten Elektronen mit einer Zwei-Teilchen- (z. B. Coulomb-) Wechselwirkung. Der Hamiltonian
lautet

H = Ho+ V3, (4.316)
wobei Hy = T + V; alle Einteilchenterme enthélt. Wir wissen schon aus Abschnitt 2.4, dass gilt
1
Vo = 3 Z /d37”1 d>r \Ifll (1'1)‘1/?72 (ra) Va(ry,re) U,y (ra) ¥y, (r1). (4.317)
g102

Wir schreiben den Spin-Index explizit hin, nehmen aber an, dass die Wechselwirkung den Spin eines
Elektrons nicht dndert. Wir verwenden wieder die Abkiirzung 1 = (rq, 01, 71).
Wir suchen die Green-Funktion

g(zT;, a) = —(T, ¥ (b)¥'(a)). (4.318)

b= (ry,0p,7p) usw.
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Geméfs Abschnitt 4.4, insbesondere Gl. (4.133), ist
(T Ur(B,0)¥;(b)¥}(a))g
(Ur(8,0))o ’

wobei der Subskrip ,,0¢ die Mittelung bzgl. Hy anzeigt und U; der Zeitentwicklungsoperator im Wechsel-
wirkungsbild in imaginérer Zeit ist. Wir hatte schon gesehen, sieche Gl. (4.126), dass gilt

G(b,a) = — (4.319)

oo 1 B B
27 n/ dﬁ_.,/ dr To Var(m1) - - Var (). (4.320)
— 0

Dies ergibt

0 n B
> 5 /Odn <dry (TeVar (1) -+ Var (1a) U1 (0) ¥} (a) o

G(bya) = — =2 v : (4.321)
y / dry -+ dry (ToVar(my) - Var (7)o
n=0
Hier steht
Var (75) Z/dgrl dPry ¥ (rlvTj)\I’;I(r%Tj)V2(1‘h1‘2)‘1’021(1'277']‘)‘1’011(1'1,Tj) (4.322)

0102

innerhalb des zeitgeordneten Produktes T, ... Da die Zeitargumente alle gleich sind, ist die Wirkung
von T, nicht eindeutig. V3 ist aber definiert mit der Reihenfolge WTWT¥W. Damit diese unter T} bestehen
bleibt, withlen wir die Zeiten der W' infinitesimal spiter als die der . (Im Prinzip miissen wir auch auf die
Reihenfolge der WW und U W unter sich achten, da deren Vertauschung ein Minus-Zeichen ergeben wiirde.
Es zeigt sich aber, dass hier kein Problem auftritt, wenn wir die Reihenfolge nicht ,unnétig dndern®.) Wir
schreiben

A 1
dry - Var(my) - = 5 / djdjl .. UGGV e () G) - (4.323)
0
mit
= (0j,r5,75) und ji = (0j,1),7; +0" )s (4.324)
/d] —Z/d‘srj / dr;, (4.325)
VE = Va(ry,rp) (5 — 750) (4.326)

(die Wechselwirkung ist instantan, d. h. lokal in der Zeit). Damit wird

o0

—1/2)"
S : / /dldl’-~-dndn’ Vi) VT ()W (1) W, (1) T (1) - -
g(b, a) —_ n;O

1/2)
Zi/dldl’ cdndn' Vi) - V(T (1) el (1) 8, (1) W, (1) -
n=0

Vi)W )0 ()W 1 ()W 1 (6) ¥ (0)
V()W) (0) W1 (n)),

Zahler und Nenner enthalten hohere elektronische Green-Funktionen bzgl. des ungestorten Hamiltonians
HQZ

(4.327)

— (—1/2)"
Zﬂ/dldl/...dndnlvﬁ)...VTETQL),W...

. n!
g(b’ a) :/n:oo
Z (_1/2)” dl dl/ d d /V(2) V(z)
i cedndn Vi) - nn,w
n=0 ’
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(2n+1) .
Go (b,l,1’,...,n,n’,a,1+,1’+,...,n_i_,ng_)

g(()2n)(1a ]-Iv cees T n/; ]-+7 1/+7 o ’n+’nl+)

: (4.328)

vgl. die Definition von gé") in Abschnitt 4.5.
Hier kénnen wir jetzt das Wick-Theorem anwenden. Es sagt aus, dass wir die Green-Funktionen g((f”“)

und géQn) als antisymmetrisierte Summen {iber Produkte von Einteilchen-Green-Funktionen Gy schreiben
konnen:

Go(b,a)  Go(b,1) -+ Go(b,n)

= (—1/2)" 1, 1,1 1,n
27( 171/'2) /d1d1/...dndn"/1(f? v gO(. @ ol , ) . gO(_ ")
G(b,a) = Go(n',a) Go(n',1) .-~ Go(n',n)

o0 1/2 g0(171+) g0(17n/)
Z / didl’ - -dndn’ V) - v : :

nn

- Goln',1) -+ Go(w',ny)
(4.329)
Wie oben diskutiert, haben alle ¥ (aufer ¥f(a)) ein infinitesimal verschobenes Zeitargument 75, + 07.
Das ist aber nur wichtig, wenn 7; = 7, ist.
Der gefundene Ausdruck ist recht unhandlich. Z&hler und Nenner kénnen aber viel anschaulicher durch
Diagramme dargestellt werden. Ohne uns zunéchst um Zahlenfaktoren zu kiimmern, setzen wir

Go(j, k) = e—<—s (wie schon bekannt), (4.330)
j k
(2 _
Viit = . (4.331)

und summieren iiber alle inneren Variablen j = (oj,r;,7;). Dann ist der Nenner von G(b,a), also die
Zustandssumme,

Z = <U[(5, 0)>0

+ M + @ + } 2Terme
1 1’ 1 1’

firn =1
24Terme

@ @ l firn = 2

+ (720 Terme firn =3) +--- (4.332)

Beachte, dass Z nicht von den dufseren Variablen b, a abhéngt. Dem entsprechend haben die Diagramme
keine dufleren Beine. Solche Diagramme nennt man Vakuum-Diagramme.
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Entsprechend ist der Zihler von G(b, a)

b b b
(U1 (5,0)%: ()9 (@)~ % ‘ {OI’W{Q + % fesy

T

+ (120 Terme fur n=2) (4.333)

Nun ist z. B.

b 1
~1/2
%O}“"’l‘o = % Go (b, a)/dl ' Vi$) Go(1,14) Go (1, 1), (4.334)

(7

d. h. nicht zusammenhéngende Diagramme sind das Produkt der einzelnen zusammenhéngenden Teildia-
gramme. Daher kénnen wir die nicht mit den &ufleren Vertices a, b verbundenen Teile im Z&hler ausklam-
mern. Das sind gerade die Vakuum-Diagramme, die auch im Nenner auftreten. Sie kiirzen sich weg. (Fir
den Beweis siehe die Biicher von Bruus/Flensberg und Mahan.)

Weiter beachten wir, dass topologisch dquivalente Diagramme, d. h. solche, die durch Verformungen,
Spiegelungen oder Drehungen ineinander iiberfithrt werden kénnen, identische mathematische Ausdriicke
ergeben, da die Benennung der inneren Vertices j, j' beliebig ist. Es zeigt sich, dass die resultierenden
kombinatorischen Faktoren gerade die expliziten Faktoren (1/2)"/n! kiirzen. Es bleibt ein Faktor (—1)".
Wir zeichnen topologisch dquivalente Diagramme daher nur jeweils einmal und lassen den Faktor (1/2)" /n!
weg. Es ergibt sich

firn= 1 (4.335)

wobei die Reihe jetzt alle topologisch indquivalenten, zusammenhéngenden Diagramme mit zwei dufieren
Vertizes enthélt.
Wir konnen jetzt die Feynman-Regeln fiir die Elektron-Elektron-Wechselwirkung hinschreiben:

1. Go(j, k) = wobei 7, — 7, + 07,

—<—
jook7

2. _Vj(ﬁ) = ; das Vorzeichen stammt vom Faktor (—1)" in Gleichungen (4.328) und (4.329),

;
. o . . .
3. [dj 503?“'0;“5 = (kein Spin-Flip),

4. multipliziere mit (—1)%

Sy W

, wobei F' die Anzahl geschlossener Elektronen-Schleifen ist, z. B.
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Dieser Faktor folgt aus der Entwicklung der Determinanten in Gl. (4.329), er ist genau die jeweilige
Komponente des Levi-Civita-Tensors in der Definition der Determinante. Diese ergibt sich aus der
Antisymmetrie von fermionischen Vielteilchenzustinden. Die Beweisidee findet sich im Buch von
Bruus/Flensberg.

4.7.1 Selbstenergie

In Analogie zum Fall der Storstellenstreuung kénnen wir die Selbstenergie einfiihren:

[

s J
= = 'V\N-jt E} +o
j

Die Selbstenergie enthélt immer nur die irreduziblen Diagramme. Damit 14sst sich die volle Green-Funktion

(4.336)

exakt als
g(b, a) S e — <o 4 .+@+c
b a b a b a
b a (4.337)

schreiben. Diese Reihe konnen wir wieder aufsummieren und erhalten die Dyson-Gleichung

G(b,a) = e—<—s 0—&@:@ 4o
b b [

a Ji a
— Go(b.a) + / dl dj Go(b,1) S(1,5) G a). (4.338)

Ist der Hamiltonian H translationsinvariant oder zumindest gitterperiodisch, so ist es wieder niitzlich, zur
Fourier-Transformierten iiberzugehen. Wir geben die Feynman-Regeln hierfiir ohne weitere Herleitung an:

1. GOk, iw,) = ko, iw, ° wobei iw,, eine fermionische Matsubara-Frequenz ist.

In Teildiagrammen der Form "N\’\Q und R multipliziere mit e“nn|, o+ (dieser Faktor

resultiert aus der infinitesimalen Verschiebung der Zeitargumente in den ¥'; in allen anderen Dia-
grammen darf man ihn ebenfalls einfiihren, er &ndert dort aber nichts am mathematischen Resultat).

2. —Va(q) = oM obei iy, eine bosonische Matsubara-Frequenz ist.

q,iv,

3. Erhalte Impuls, Frequenz und Spin an jedem Vertex.

1
4. Summiere iiber die verbleibenden inneren Variablen mittels — .
BV Zk: Z Z

5. Multipliziere mit (—1)¥, wobei F die Anzahl geschlossener Elektronen-Schleifen ist.

Bemerkung: Die beiden Diagramme
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sind nicht topologisch verschieden; der Pfeil fiir V(2 gibt nur an, in welcher Richtung q und iv,, positiv
gezahlt werden.

Aufgrund der Erhaltung von (k,iw,) laufen dieselben (k,iw,) in die Selbstenergie 3 in G hinein wie
heraus. Die Dyson-Gleichung wird daher zu einer algebraischen Gleichung,

Go (k,iwn) = G2k, iw,) + GOk, iwn,) Lo (K, iwn) Go (K, iwy, ). (4.339)
Diese hat die Lésung

. _ gg(k, iwy,) _ 1
Go (K, iwn) = 17— GO0k i) S (i) o — En = S (ki) (4.340)

Die Losung hat dieselbe Form wie bei der Unordnungsstreuung und ist ebenfalls exakt. Das Problem
wurde auf die Berechnung von ¥, (k, iw, ) zuriickgefiihrt.

4.7.2 Die Hartree-Selbstenergie

Der einfachste Beitrag zur Selbstenergie ist der sogenannte Hartree-Term:

Ti=0

H ; —
ZU (k,an) = .\/\/\/\Q k' a’,ico?’.,

N
ko, iw,
F 1 (elne Schleife)

= (- VZZ —Va(0)] G0 (K i) ¢

k'o’ iw], von Operator-Ordnung

Z Z iwr, fk'

=1(0)5 Y ne(bw) = Va(0)

k'c’

(4.341)

<\2

N—————’
Elektronenzahl N

Die Hartree-Selbstenergie beschreibt also die Wechselwirkung mit der gemittelten Elektronenkonzentrati-
on. Denselben Term hatten wir in Abschnitt 4.2 aus der Hartree- (Mean-Field-) Naherung erhalten. Wie
dort besprochen, ist er formal divergent, wird aber vom Kernpotential kompensiert. Dies geschieht, wann

immer der Beitrag MMQ auftritt, auch als Teil eines komplizierteren Diagrams.
4.7.3 Die Fock-Selbstenergie
Der Fock- oder Austausch-Term in der Selbstenergie ist
' E_E, , ko, iw,
SF (K, iwy) = "”".‘Q”;”“y . (4.342)
ko, Loy k's, iwn

Dieser Beitrag kann analog berechnet werden:
1
.=—§Zw(k—k’)nF(gk,). (4.343)
k/

Er ist endlich und wird nicht kompensiert. Wir untersuchen die Fock-Selbstenergie hier nicht weiter, weil
wir gleich zu einer besseren Naherung iibergehen wollen.
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4.8 Das wechselwirkende Elektronengas und die RPA

Wir hatten in Abschnitt 3.2 gesehen, dass die Energie des wechselwirkenden Elektronengases im Jellium-
Modell in der 2. Ordnung der Stérungstheorie in Vo divergiert. Wir wollen jetzt zeigen, dass sich diese
Divergenz in der vollen Vielteilchentheorie weghebt. Zugleich erhalten wir eine bessere Naherungslosung
fiir die Green-Funktion. Dazu werden wir eine unendliche Teilmenge aller Selbstenergiediagramme auf-
summieren.

Wir sind natiirlich eigentlich an der Coulomb-Wechselwirkung interessiert, betrachten aber zunéchst
die Yukawa-Wechselwirkung
e2 1
€0 ¢* + o’
und lassen am Ende der Herleitung a@ — 0 gehen, was die Coulomb-Wechselwirkung wieder herstellt.
Dieses Vorgehen erleichtert die Rechnung. Die erwdhnte Korrektur 2. Ordnung divergiert in diesem Limes
wie

Va(a) = (4.344)

max 1 1
E®) ~/ dg? ———— ~qgqg~—lna — . 4.345
i 1 E T ar) g Y (4.345)

Die hier betrachtete Ndherung geht von der Selbstenergie aus. Die exakte Selbstenergie lautet

o B L LB
(4.346)

Der Hartree-Term M’V‘Q ist hier bereits weggelassen, da er vom Kernpotential kompensiert wird.
Aus demselben Grund haben wir alle komplizierteren Diagramme weggelassen, die diesen Beitrag irgend-
wo enthalten. Die zentrale Idee unserer Naherung ist folgende: Wir wollen in jeder Ordnung in V5 die
betragsméfig groften Terme finden und nur diese aufsummieren. Wir erwarten nach unseren Erfahrun-
gen mit der naiven Stérungstheorie, dass einige Terme fiir & — 0 divergieren. Dann sind die am stérksten
divergenten Terme diejenigen, die wir suchen.

Welche Diagramme gegebener Ordnung n divergieren nun am stérksten fiir a — 0?7 Wir bemerken:

e Fiir Wechselwirkungen V5(q) mit unterschiedlichen Impulsen,

1 1

Vz Volq—p) -~ cee 4.347
2(q) Va(q — p) @ +a?|q—p]2+a2 ( )
erhalten wir fiir & — 0 nur Pole 2. Ordnung:
11
- 5 fur q— 07
o ql b (4.348)
— —— firq—p,
p?* la—pl?
aufer fir p = 0, was aber hochstens auf einer Menge vom Maf Null der Fall ist.
e Fiir zwei Faktoren V2(q) mit demselben Impuls erhalten wir dagegen einen Pol 4. Ordnung:
1 1 ..
e Entsprechend ergibt sich fiir m Faktoren
1 1
Va2 (@))" ~ 55— = —— fir a — 0. (4.350)

(q2 + a2)m q2m

Die fiir kleine ¢ am starksten divergenten Terme der Ordnung n sind also diejenigen, bei denen die
maximal moégliche Zahl von V5 dasselbe Impulsargument q haben. Das ist dann der Fall, wenn alle V5
dasselbe Impulsargument g haben. (Beachte, dass Divergenzen bei groflen q in der Festkorpertheorie i. A.
uninteressant sind, da wir fiir ein gitterperiodisches System nur tiber die 1. Brillouin-Zone integrieren.)
Welche Terme sind das? Beispielhaft betrachten wir den Fall n = 3. Hier existieren 7 Diagramme:
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Impulserhaltung
erzwingt, dass
zwei V; den-

@Z@

selben Impuls
tbertragen

alle V5 haben
unterschiedliche
Impulse
alle drei V; uber‘tragen
denselbenlmpuls

-y
st

Das letztere Diagramm ist also am stirksten divergent. Die Random-Phase-Approximation (RPA) fir
die elektronische Green-Funktion bzw. Selbstenergie besteht nun darin, nur die am stirksten divergenten
Diagramme in jeder Ordnung zu beriicksichtigen:

q,iv

. k—q p\Lad k—-3q
SRPA(K, iw,) = i, — v fiv, T fw, — ?L,
q,iv
+ +

(4.351)

Wie bereits erwahnt, ist ,RPA* eine historische Bezeichnung. In unserer Herleitung ist nicht offensichtlich,
welche Phase hier ,zuféllig” ist.
Der wichtigste Teil aller RPA-Diagramme ist offenbar das Schleifen-Diagramm

Mo := O (4.352)

Geméfh der Feynman-Regeln aus Abschnitt 4.7 ist dies

Spln-Summe

1
Ho(q ivn) = ~ 5 Z ZMH% T (4.353)

ktq twn

eine Schleife (F= 1)

bzw. nach Ubergang zu einem Integral iiber den Impulsraum,

d3k 1 1
o(q, iv,) = 52 / ‘ . (4.354)

2m)3 iwy, + iy — Ektq wn — €k

Beachte, dass xo = —IIp die in Abschnitt 4.5 berechnete Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion (Suszeptibi-
litdt) ist.
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Die diagrammatische Methode erlaubt uns nun, die Reihe der RPA-Diagramme aufzusummieren. Es

o M L

renormierte Coulomb-Wechselwirkung Vrpa

Fock-Term

oder auch

Durch Vergleich der beiden Darstellungen von LRPA erhalten wir

i

7VRPA (qa Zl/n) =

i

(4.357)
Dies hat offenbar wieder die Form einer Dyson-Gleichung. Wir kénnen sie 16sen:
—Vrpa(q,iv,) = 1—
L
_ —V2(aq) _ €0 ¢* + a?
C1=Va(a)xola,ive) . €1 .
1-= .
€0 q2 ¥ 062 X()(q7 w )
e
€
=— 4 . (4.358)
2 2 € .
¢ +a Xo(a, ivn)
€0
Fiir a — 0 ergibt sich
. e? 1
Vrpa(q,ivn) = = 2 . (4.359)
¢* = — xo(a,iv,)
€0
Hierin kennen wir schon die Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion oder Suszeptibilitét
d3k — d3k —
Xo(@ivy) =2 / el —nelGera) _y / _ 2rirq) — nrlbi) (4.360)
(2m) Wy + &k — Ektq (2m)3 —ivn + &krq — &k

des wechselwirkungsfreien Elektronengases, siehe Gl. (4.210). Wir betrachten einige Grenzfille: (a) Der
statische Grenzfall ergibt sich fir iv,, — v +in — 0+ in als

W0 =2 [ G Sl nr s (1.361)

27m)3 Lkiq — &k — i

n—0t
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Im Limes grofler Lingenskalen oder, dquivalent dazu, kleiner q erhalten wir durch Taylor-Entwicklung

R N Bl G (g — &)

Xo (q,0) = 2/ @) Gpa—Ge—in |
- dsk (9TLF
=2 [ o o
— [de2au+95F

) 4.362
6 (4.362)
wobei d(FE) die Zustandsdichte pro Spin-Richtung ist. Im typischen Fall kgT < u ~ Ep wird np(§) eine
Stufenfunktion und Ongp /06 = —3(§). Dann ist

X6 (a,0) = xg'(0,0) = —2d(u) = —2d(EF).
Also lautet die retardierte RPA-Wechselwirkung fiir w — 0 und kleine q,

(4.363)
e? 1
VR}'%PA(qa 0) = 5 62 . (4364)
4> + — 2d(Er)
€0
Sie hat die Form der Yukawa-Wechselwirkung
e? 1
Viba(g,0) = — ——— 4.365
RPA(q7 ) €0 q2+k§ ( )
mit der inversen Thomas-Fermi-Abschirmlinge k. Es ergibt sich also, in RPA,
€2
ks — 2d(EF)

(4.366)
Fiir eine parabolische Dispersion ist dies ks = \/4kr/Tap. Fiir Metalle ist typischerweise ks ~ 0,1 nm~—1!,
also 1/ks ~ 10nm = 100 A = 1078 m. Im Ortsraum erhalten wir

R G
VRpa (4, 0) premat

1%

(4.367)
Dies ist die durch die Polarisation des Elektronengases abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung, in RPA.

Eine Testladung erzeugt eine Raumladungswolke von Elektronen oder Léchern, die die Testladung auf
einer Lingenskala 1/k, kompensiert.

Ladungsdichte g
A 05

—QVrpa ks

7\

Coulomb
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(b) Instruktiv ist auch der Fall hoher Frequenzen v — oo: Hier ist

&Pk np(fkrq) — nr(é)
R ,V—>oo:lim2/ FSktq L =0, 4.368
X0 (q ) Do (27T)3 —v+ §k+q _ fk —in ( )
Also erhalten wir )
e 1
Vit (q, = 4.369
rpa(Q, vV — 00) 0 O ( )

Das ist die unabgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung. Das Ergebnis kénnen wir verstehen: v — oo ent-
spricht sehr schnellen Prozessen. Auf kurzen Zeitskalen hat das Elektronengas nicht genug Zeit, eine
Ladungswolke um die Testladung auszubilden.

(c) Fiir beliebige q und v liisst sich x{¥(q,v) ebenfalls in geschlossener Form angeben, wenn kgT — 0
und parabolische Dispersion angenommen werden. Die Rechnung ist etwas langwierig, aber alle Integra-
le iiber Komponenten von k sind elementar. Wir geben hier nur das Ergebnis an: Es ist niitzlich, die

dimensionslosen Groften q y

= — = 4.370
=g 7= i (4.370)
zu definieren. Dann ist
Re x&(q,v) = —2d(Er) % + 14.7) ‘qu(cb =) (4.371)
dieser Term bleibt im Fall v—0, q—0
mit
- 7 §+q¢ —v
, V) 1= 1-— - — hl v —— 4372
f(q,7) [ (q Q>] o ( )
und -
Ty fiir 0 < 77 < |G — ¢2|,
2q
(4.373)

R _ 2
Im xq'(q,v) = —2d(EF) ;1[1_< _6)1 fiir |§ — % <7 <4+ G¢>,

0 fir o > ¢+ .

ISHIAN

Die Suszeptibilitit und damit V%, (q, v) sind offenbar komplex. Der Imaginirteil beschreibt Dissipation
— Energie wird vom Elektronengas absorbiert.

Eine Motivation fiir diesen Abschnitt war die Divergenz der elektronischen (Selbst-) Energie in der
2. Ordnung der Storungsentwicklung nach der Wechselwirkung V5. Die Divergenz riihrt von kleinen q
her. Divergenzen erscheinen auch in allen h6éheren Ordnungen n > 2; wir haben ja in der RPA die am
starksten divergenten Terme in allen Ordnungen aufsummiert. Die RPA beschreibt die Abschirmung der
Coulomb-Wechselwirkung. Im Ergebnis tritt fiir g — 0 keine Divergenz mehr auf.

Genauer hatten wir in Gl. (4.355)

. 1 d? . . .
EBPA(ka an) = *B Z/ # VRPA(Q7 ZVn) gO(k —q, Wy — ZVn)

1 d3q €2 1 1
:_B.Z/ e (4.374)
q

Wy, — Wy — Ek—q
— S Xolaivy) T S
0

Die RPA-Selbstenergie hat also dieselbe Form wie die Fock-Selbstenergie aus Abschnitt 4.7.3, nur enthélt
sie jetzt die abgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung. Die Fock-Selbstenergie ist, wie gesehen, konvergent.
Die zusitzliche Abschirmung ist harmlos, da —(e?/eo) xo(q — 0,7 — 0) eine positive Konstante ist,
niamlich k2. k2 schneidet den Pol des Integranden ab und verbessert die vorhandene Konvergenz des
Fock-Terms noch.
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4.8.1 Jenseits von RPA: Eliashberg-Theorie

Es soll hier kurz eine Moglichkeit der Beschreibung wechselwirkender Elektronen angedeutet werden, die
iiber die RPA hinaus geht. Wir schreiben nochmals die elektronische Green-Funktion und die abgeschirmte
Coulomb-Wechselwirkung auf:

1
o (K, iw,) = - - ) 4.375
g ( e ) Wp — fk - Ea(k7 an) ( )
. e? 1
V(q7 “/n) = ; 2 ) (4376)
e
0 q2 + = H(q7 iVn)
€0

mit der elektronischen Selbstenergie ¥, und der Polarisation II. In der RPA nehmen wir fiir IT nur das
einfache Schleifendiagramm Iy und in X, tritt die RPA-Wechselwirkung, aber nur die freie elektronische
Green-Funktion auf.

Die Eliashberg-Theorie ist durch dhnliche Diagramme wie die RPA definiert, wobei aber nun alle Linien
selbstkonsistent zu berechnen sind:

5o (K, iw, ) = : (4.377)

II(q, iv,) = . (4.378)

Dies ist nur numerisch moglich, z.B. durch Iteration. Die Naherung der Eliashberg-Theorie summiert
viel mehr Diagramme auf, als die RPA. Vertex-Korrekturen werden aber weiterhin nicht berticksichtigt.
Die Theorie wurde urspriinglich zur Beschreibung von Supraleitung als Verbesserung der BCS-Theorie
entwickelt, wo sie auch sehr erfolgreich ist, die Idee ist aber viel allgemeiner.

4.9 Landau-Theorie der Fermi-Fliissigkeiten

Wir kénnen anhand der RPA die zentralen Ideen der wichtigen Landau-Theorie der Fermi-Fliissigkeiten
verstehen. Sie sagt aus, dass die starke Coulomb-Wechselwirkung zwischen Elektronen in Festkérpern dazu
fihrt, dass die Elektronen durch schwach wechselwirkende Quasiteilchen ersetzt werden, die weiterhin
Fermionen mit Quantenzahlen k, o sind. Das ist {iberraschend, da die typische Skala der Coulomb-
Wechselwirkung 1 Rydberg (einige Elektronenvolt) ist, wihrend wir an der Physik auf Energieskalen
der Grofkenordnung kg1 ~ 25 meV interessiert sind.

Von fundamentaler Bedeutung fiir die Erklarung ist die Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung
durch die Polarisation des Elektronengases, die von der RPA im Wesentlichen korrekt beschrieben wird.
Das stark wechselwirkende Elektronensystem schwécht durch den Mechanismus der Abschirmung die
Wechselwirkung selbst ab. Ebenfalls notwendig ist das Pauli-Prinzip. Es geht nicht nur in die RPA ein (es
treten ja Fermi-Funktionen auf), sondern bewirkt auch, dass nur ein kleiner Teil der Elektronen in der
Néhe der Fermi-Energie iiberhaupt ,mitspielen‘.

Die Landau-Theorie erlaubt es, Methoden und Konzepte fiir wechselwirkungsfreie Elektronen auf reale
Festkorper anzuwenden, z. B. die Bandstruktur. Die Landau-Theorie gilt jedoch nicht fiir alle Festkorper.
Zum Beispiel ist CuO ein Isolator, obwohl es eine ungerade Anzahl (45) von Elektronen in der Einheitszelle
hat und die Bandtheorie daher voraussagt, dass es ein Metall ist. Aufterdem gilt die Landau-Theorie nur
auf bestimmten Zeitskalen, wie wir gleich sehen werden.

Die Spektralfunktion aus der RPA (oder aus besseren Niaherungen) sieht so aus:

A «»Quasiteilchen-Peak”

oy
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Fiir wechselwirkungsfreie Elektronen ist sie eine d-Distribution. Die Breite des Quasiteilchen-Peaks,
also die Zerfallsrate der Quasiteilchen, ist von der Grofenordnung der Streurate 1/7y, wobei 7y die schon
bekannte Streuzeit ist. Es ist allgemein

1 R
o Im ¥7(k, w). (4.379)
Wir hatten dies fiir die Storstellenstreuung explizit hergeleitet. Das Quasiteilchen-Bild ist nur sinnvoll auf
Zeitskalen t < 7y, da die Quasiteilchen andernfalls zerfallen.
Wir hatten gesehen, dass fiir grofe Frequenzen (kleine Zeiten) die Coulomb-Wechselwirkung nicht
abgeschirmt wird. Dann miissen wir die stark wechselwirkenden Elektronen explizit betrachten, nicht
schwach wechselwirkende Quasiteilchen. Die typische Frequenzskala lasst sich aus

R _ Pk nr(Serq) — 7r (&)
Xo (q,v) = 2/ e 7u+§qu i (4.380)

ablesen: Die Unterdriickung von x{ fiir groke Frequenzen setzt offenbar bei v ~ |€k+q — &x| ein. Wegen
der Fermi-Funktionen ist die typische Energieskala |{x+q — &k| ~ kgT. Von Quasiteilchen kénnen wir also
nur fir

1
> 4.381
> T ( )

ausgehen.

Ob wir in der Beschreibung eines Experiments vom Quasiteilchen-Bild ausgehen kénnen, hingt also
von der typischen Zeitskala des Experiments ab. Die Landau-Theorie gilt — falls sie iiberhaupt zutrifft —
nur auf Zeitskalen

1
— <t 4.382
T <t < Tx. ( )

4.10 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Wir kennen den Hamiltonian fiir das gekoppelte Elektron-Phonon-System bereits aus Abschnitt 3.4:

H=He+ Hyn +Heph (4.383)
—
= Hp
mit
1
Hpn = ZQqA <b11)\bq)\ + 2) , (4.384)
q\
Zweig der Phononendispersion
e—ph Z Z gq)‘ ck+q o (qu + bqu) . (4385)
ko q)\ N———’

=: Agx ~ Auslenkung
Kopplungsstarkc

Gleichung (3.121) zeigt, dass der hier definierte Feldoperator Aqy im Wesentlichen die Auslenkung der
Kerne beschreibt. Wir gehen zum Wechselwirkungsbild in der imaginéren Zeit {iber,

Aq)\’I(T) = eTHO Aq)\ e_THO = €THPI‘Aq)\ e_THPh, (4386)
und fithren die Matsubara-Green- (oder Korrelations-) Funktion fiir den Feldoperator A ein:
DA(q,7) = (T Aga,r(1) Al £(0))o
= —(Tr Aqx.1(7) A—qr.1(0))o
= —(Trbgr1(7) by 1(0))0 = (Trban,1 () b_gr.1(0))o
AT gy (1) Bl 100 — (TbT gy () g 10 (4.38)
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Die anomalen Green-Funktionen, die bb oder bfb! enthalten, verschwinden, da Hy die Phononenzahl erhilt.
Es bleibt

DY (a,7) = —(Trbar,1(7) bl 1(0))0 — (Trb s /(7)b_qn 1(0))o
= —(Trbax.1(7) bly 1(0))0 — (Trb_qa.1(0)bT oy (7))o
= —(Trbar,1(T) by 1(0))0 = (Trb_qr 1(=7) b 4 ;(0))o (4.388)
und, mit Gl. (4.136),

D@, 7) = —(Trbar1(7) bly 1(0))0 — (Trb_grr(—7 + B) b\ 1(0))o. (4.389)

Fiir die Fourier-transformierte Matsubara-Green-Funktion
B ,
DS (q,iv,) = / dr ™" DS (q,T) (4.390)
0
mit bosonischen Matsubara-Frequenzen iv,, = i 2rn /3 erhalten wir, vgl. Abschnitt 4.4,
0 g j T o i T
DY(aivn) = = [ dre™ (Tobou ()b (000 = [ dre™™ (Toboqus(=r + B)bgr (O

B ) B8 ]
_ / A7 6 (Tobgar(7) bl 1(0))0 — / dr ¢ 0= (Tob_ gy 1(r) B Ly (o

0 — e—ivnT
1 1
N iVn — Qq)\ —il/n — Q,q)\
L ! Di ion gy ist d
= ispersion ist gerade
’illn — Qq)\ 7Z'Vn — Qq)\ P ar &
2Qqx
= 4.391
() — 2, 39
Zur Untersuchung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung schreiben wir
1
Ho=He+Hpn =Y exclycio + Y Qar (bLAbq,\ + 2) . (4.392)

ko qA

Dieser ungestorte Hamiltonian beschreibt entkoppelte Elektronen und Phononen. Die Elektron-Phonon-
Wechselwirkung He pn kénnen wir perturbativ behandeln. In Analogie zum Fall der Coulomb-Wechsel-
wirkung, die hier zunéchst vernachléssigt wird, kénnen wir die elektronische Green-Funktion als

oo —1)m B
Z ( m? / dry -+ - dry, <TTHe-phJ(7—1) “+ Ho ph,1(Tm) Cka,I(T)cLo,I(O»O
m=0 ) 0
go’(ka T) = -

(4.393)

> —1)m B
Z ( ? / dTl e dTm <TTHe—ph,I(Tl) e He—phJ(Tm))O
m:O m. 0
schreiben. Wie oben wollen wir diesen Ausdruck mit Hilfe von Feynman-Diagrammen in den Griff be-
kommen. {...)¢ ist ein Gleichgewichtsmittelwert iiber sowohl fermionische als auch bosonische Felder. Fiir
beide gilt das Wick-Theorem separat. Insbesondere zerfillt der bosonische Mittelwert in Faktoren der
Form

Gaixi9a;A; <TTAQ1,>\1:J(Ti)Aq;'/\jJ(Tj)>0 = _501]'»—011' 5>\j>\1, |gqi>\i |2 Dg, (qiv Ty — Tj)' (4394)
Fiir ungerades m bleibt immer ein Term erster Ordnung gq;x, (Aq,x;,1(7i))o = 0 ibrig. Also tragen nur
gerade m bei und wir schreiben m = 2n, n = 0,1,2,... Nach Ausfilhrung der bosonischen Mittelung
erhalten wir Ausdriicke der Form

B
/0 dr; drj Z ZZ#@W\PDR(QE—U)

kio1 keoa g
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X CI(l-l-q,al7I(Tj)CL2—q,027I(Ti) Ckpoa, 1 (Ti)Ckyoy 1 (Tj) -+ =1 ... ; dr; Pr(;) ... (4.395)

Die zweite Zeit-Integration (iiber 7;) ist in Pr(7;) enthalten. P beschreibt die effektive Wechselwirkung

zwischen den Elektronen aufgrund des Austausches von Phononen. Sie ist im Gegensatz zur Coulomb-

Wechselwirkung nicht instantan: Es treten elektronische Operatoren zu zwei Zeiten auf. Wir koénnen den-

noch Feynman-Diagramme ganz analog zur Coulomb-Wechselwirkung definieren, indem wir die Coulomb-
Wechselwirkung

e~tne = -V (q), (4.396)

die wir jetzt zur Unterscheidung als Vi schreiben, durch den Phononenaustausch

S

1 .
i = =yl DY i) (4.307)

ersetzen. Der einzige wesentliche Unterschied ist, dass dieser Ausdruck im Gegensatz zu —Vg von der
Frequenz iv,, abhéngt.

Wir kénnen nun die elektronische Selbstenergie aufgrund der Elektron-Phonon-Wechselwirkung hin-
schreiben:

Yo (k, iwy,) :WO\ + ﬁg 4o (4.398)
I

q=0

Das erste Diagramm miissen wir (iiberall, auch als Teildiagramm) weglassen, weil Phononen mit q =
0 Translationen des gesamten Kristalls entsprechen, an die die Elektronen nicht koppeln. Siehe auch
Abschnitt 3.4.

4.10.1 Jellium-Phononen

Wir benétigen ein konkretes, einfaches Modell fiir die Phononen, um weiter rechnen zu kénnen. Wir dis-
kutieren daher zunéchst Phononen im Jellium-Modell. In diesem Modell werden die Kerne (oder Ionen-
riimpfe) durch eine glatte Ladungsdichte p (r,t) beschrieben, die im Gleichgewicht p, (r,t) = p% = const
ist. Wenn wir die Abschirmung durch die Elektronen zunéchst vernachléssigen, ist die Riickstellkraft fiir
Auslenkung von g aus dem Gleichgewicht die langreichweitige Coulomb-Kraft. Mit

o+(r,t) = «Q(-)i,- + 604 (r,t) (4.399)

wird 1
V-E=—dp4, (4.400)

€0

da Q?r von der elektronischen Ladungsdichte kompensiert wird. Die Kraftdichte ist f = o, E = QQFE in
fiihrender Ordnung in do4. Es folgt

o0
V-f~Etgp,. (4.401)
€0
Ladungserhaltung wird durch die Kontinuitétsgleichung
0
—o0++V-poiv=0 (4.402)
ot ~—
J+

ausgedriickt. In fithrender Ordnung lautet diese

%(5Q+ + 00V -v=0 (4.403)
82 ~ 0 0 Newton 0 f
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mit der Massendichte o,, der Ionenriimpfe. Es folgt

02 W Zese Zoge: Tonenladung
o2 00+ = — M V-t M: Tonenmasse
Zeffe Qg
>~ —  “T o, 4.405
M = O+ ( )

Die Losung dieser Gleichung lautet

So1(r,t) = by (r) e (4.406)
Zeffe QO
= 02 2 4.407
T ( )
Zegreol Z2z€e2nY.
= V= = e 4.408
\/ €0M EOM ( )

mit der Ionenkonzentration ng_ Wir finden eine konstante Frequenz, also eine optische Mode mit flacher
Dispersion. Das steht im Widerspruch zur Beobachtung akustischer Phononen mit linearer Dispersion bei
kleinen Wellenvektoren. Wir werden noch sehen, wie diese lineare Dispersion dennoch richtig vorhergesagt
wird.

Mit Methoden aus Abschnitt 3.4 erhalten wir auch die Elektron-Phonon-Kopplung

1 gure L (Zane?\ N .
y Fd YV \ eoq 2MQ B
ez 0 1

Coulomb-WW % (%2

Damit ist die effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung aufgrund des Phononenaustausches

20 02

(A TR CIS Uy ces (4.410)

1 . 1
3 194l D2 (@, ivn) = 5 Ve (a) @
Sie ist also im Jellium-Modell proportional zur Coulomb-Wechselwirkung V.

4.10.2 Coulomb- und Elektron-Phonon-Wechselwirkung zusammengefasst

Gleichung (4.410) zeigt, dass die effektive Elektron-Elektron-Wechselwirkung aufgrund des Phononen-
austausches von der gleichen Gréfenordnung wie die Coulomb-Wechselwirkung ist. Es ist also nicht
sinnvoll, die Coulomb-Wechselwirkung wegzulassen, wenn die Elektron-Phonon-Wechselwirkung mitge-
nommen wird. Wir betrachten daher im Folgenden die Kombination beider Wechselwirkungen.

Wir hatten gesehen, dass im Jellium-Modell die Elektron-Elektron-Wechselwirkung aufgrund der Pho-
nonen

Q2
B = —Vo(q) ———— 4.411
C(q) (Z-Vn)g — Q2 ( )
lautet. Wir addieren noch die Coulomb-Wechselwirkung hinzu und erhalten
WMWY — e~tne | TS (4.412)
. 1 }
V% (q,iv,) == —Ve(q) — v 19> D°(q, ivy,). (4.413)

Also ist die gesamte effektive Wechselwirkung

02 B (iv,)?

Vir(a,ivy) = Ve(q) + Ve(q) )y =2 (4.414)
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Die retardierte effektive Wechselwirkung ergibt sich durch die analytische Fortsetzung iv,, — w + in.
Daraus folgt (iv,)? — w? + 2iwn, was wir fiir infinitesimales 7 als w? + in’sgnw mit infinitesimalem 7’
schreiben konnen. Schlieflich benennen wir noch n’ in  um. Damit erhalten wir

UJ2

Var(a,w) = Vo(a) (4.415)

w2 — Q2 +insgnw’

Re Vec.'l:'

0 w

S 4; ................. V.(G) (Coulomb)

Wir finden, dass die effektive Wechselwirkung zwischen Elektronen fiir Frequenzen w < € anziehend ist.
Die Kopplung an die Phononen reicht also aus, um die starke Coulomb-Abstoffung zu iiberwinden.

4.10.3 Abschirmung der effektiven Wechselwirkung

Die effektive Wechselwirkung polarisiert das Elektronengas analog zur oben betrachteten reinen Coulomb-
Wechselwirkung. Diese Polarisation fithrt zur Abschirmung der Wechselwirkung. Bleibt die anziehende
Wechselwirkung fiir kleine w trotzdem erhalten? Wir untersuchen dies im Rahmen der RPA.

Die RPA besteht hier aus der Ndherung, die exakte Wechselwirkung durch

_%%PA(qa iVn) =

= +“NWVOAW (4.416)
: (4.417)

oder als mathematische Gleichung

eff'{fPA ((L Z‘Vn) =

/Ve(%f(qviyn) (4418)

1- ‘/eti)‘f(qv iV’n)XO(qa “/77,) .

Wir kennen bereits

0 . (iVn)Q
Ve (a0, ivy) = Ve(q) ) =2 (4.419)
Daher ist
(ivy)?
RPA/ . - Ve(a) (tvp)? — Q2
‘/;Eff (qa ZVTL) = (Zl/ )2
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(iyn)2

=V - . .
oD 7 = 0 = (i PV laxola, i)
_ Velw (iva)? — (iv2)*Ve (@) xo(a, ivs)
1 = Ve(a)xo(a,ivn) (ivn)? — Q2 — (ivn)*Ve(a)xo(a, ivy)
N2
s. Abschnitt 4.8 — = VETA(q, ivy,) (i) 7
SN2
Wwy)” — .
) TV tapolar ivn)
RPA/ . (ivn)*
=: n) — 4.42
c (qa v, ) (iVn)Q — wa(“/n) ( 0)
mit der renormierten Phononenfrequenz
wq(ivy) = L (4.421)

V1= Ve(a)xol(a, in)

Im statischen Grenzfall und fiir kleine q hatten wir xyo — —2d(Er) gefunden [2d(EF) ist die Zustands-
dichte an der Fermi-Energie]. Daher folgt in diesem Limes

1-Ve(q) §1+6—2i2d(E)ﬁii2d(E)*k—g (4.422)
c\q)Xo = 0 ¢ F—&_Oq2 p_q2. .
Damit wird 0
Wq = ¢ (4.423)

Durch die elektronische Abschirmung erhalten wir eine akustische Dispersion der Jellium-Phononen. Das
ist natiirlich ein beruhigendes Ergebnis. Es zeigt, dass die Dispersion vom Jellium-Modell qualitativ korrekt
beschrieben wird, wenn man die elektronische Abschirmung beriicksichtigt.

Allgemein, also nicht beschrankt auf den statischen Fall und kleine q, findet man fiir den Realteil der
retardierten effektiven Wechselwirkung, Re VG%PA(q, w), folgende Form fiir gegebenes q:

Re VA

bei hohen Frequenzen
wird V2P = 17,

(keine Abschirmung)

Der Pol bei €2 wird verbreitert und nach Re wq verschoben. Die Verbreiterung beruht darauf, dass xo
und daher wq allgemein komplex ist. Wir erhalten also eine attraktive Wechselwirkung fiir Frequenzen
w < Rewq ~ |q|. Fiir w > Rewq konnen die Phononen der Elektronenbewegung nicht folgen und es bleibt
nur die RPA-Coulomb-Wechselwirkung. Bei noch héheren Frequenzen kénnen auch die Elektronen nicht
mehr folgen und wir erhalten die unabgeschirmte Coulomb-Wechselwirkung V¢ zuriick.

Wir sehen, dass die anziehende Wechselwirkung nur auftritt, wenn q # 0 und w # 0 ist. Es handelt sich
also um einen dynamischen Effekt. Die Elektronen sind von einer Raumladungswolke umgeben, die auf der
Polarisation des Elektronengases und der Ionenladung g4 beruht. Wenn sich das Elektron bewegt, kann
insbesondere die Ionenladung nicht instantan folgen und bleibt daher etwas zuriick. Diese zuriickgelassene
positive Raumladung wirkt anziehend auf ein zweites Elektron:
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Es ergibt sich die wichtige Frage, ob die anziehende Wechselwirkung zu gebundenen Zustinden von
Elektronen fithren kann. Wir bemerken, dass die Wechselwirkung fiir ununterscheidbare Teilchen anzie-
hend ist, dhnlich der Gravitation. Kann daher das gesamte Elektronengas kollabieren? Das Pauli-Prinzip
sollte das i. A. verhindern, aber es existiert Materie, in der das Pauli-Prinzip der Elektronen einen Kollaps
nicht verhindern konnte: das Innere von Neutronensternen. Dieses Szenario von statischen gebundenen
Zusténden ist aber unwahrscheinlich, da im statischen Grenzfall V2P A(q,0) = 0 gilt. Kann die dyna-
mische anziehende Wechselwirkung dann vielleicht zu einem neuen Zustand fiihren, der nicht von der
Fermi-Fliissigkeits-Theorie beschrieben wird?

4.11 Supraleitung

Wir haben im vorigen Abschnitt eine anziehende effektive Wechselwirkung zwischen Elektronen in einem
Metall gefunden. Wére diese Anziehung statisch, so kénnten wir die Bildung von Elektronentrépfchen bei
tiefen Temperaturen erwarten. Sie tritt aber nur bei Frequenzen w > 0 auf, so dass stabile gebundene
Zustidnde nicht auftreten kénnen.

Wir werden zunéchst zeigen, dass und wie der metallische Fermi-Fliissigkeits-Grundzustand (Fermi-
See) zerstort wird und danach untersuchen, was an seine Stelle tritt.

4.11.1 Cooper-Instabilitat

In diesem Abschnitt werden wir mit Hilfe von Feynman-Diagrammen argumentieren. Die effektive Elek-
tron-Elektron-Wechselwirkung hat die Form

(ivp)?

_VEPA(qin,) = iy, = —VEPA(q ’
eff (q ZVn) q,tWn C (q ZVn) (iUn)2 _Wa(iVn)

(4.424)

wie wir in Abschnitt 4.10 gesehen haben. Zwei Elektronen kénnen aufgrund dieser Wechselwirkung an-

einander streuen:
K iw, T2 2> K +q,i, +iv,

o,

FAYAT A
WV

ka Z.“‘-}n —_— > k —q, iwn - 7:Vn

Sie konnen auch mehrfach streuen:

- -
- 23 -
£ 2 ;I
= =z = = >
+ > > + + = = = +
< = = = =
> S > S T = = >

Eine Instabilitét tritt bereits auf, wenn wir nur die Leiterdiagramme, nicht alle Diagramme, aufsummieren
und nur die Streuung zweier Elektronen mit entgegengesetzem Impuls und Spin und entgegengesetzter
Matsubara-Frequenz betrachten. Wir beschrankten uns daher auf Diagramme, die diese Situation beschrei-
ben. Es ist naheliegend, dass die Streuung zwischen Zustdnden mit entgegengesetzem Impuls dominiert:
Der Gesamtimpuls ist dann natiirlich Null, was den groftmdoglichen Phasenraum fiir erlaubte Endzustande
ergibt:
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Wir definieren den Streuvertex A durch

Kl —pl kLBl kLl =k LBl
= =
i - -, L - = = .
= %k—p + k—klég é;kl_p +
k1 p1 kt ol kt k1t el (4.425)

Wir kénnen diese geometrische Reihe analog zu einer Dyson-Reihe aufsummieren:

7 _ § N § A
. (4.426)

A(K,iwn; p, i) = —VEFA (k — p,iw, — ﬁ Z Z VRPA(k — q,iw, — wn)]

WWn

oder in mathematischer Form

x GR(a,ivn) G} (—a, —ivy) Ak, ivn; p, an). (4.427)

Diese Gleichung fiir den Streuvertex nennt man Bethe-Salpeter-Gleichung. Um weiter rechnen zu kénnen,
betrachten wir eine vereinfachte Form von VEPA die die wesentliche Physik enthélt. Wir haben gesehen,
dass VEPA fiir w < wq anziehend ist (wir vernachlissigen auch den Imaginirteil von wg). Die einfachste
Wechselwirkung mit dieser Eigenschaft ist

B i
VAPA(q w)%{ e (4.428)
0 sonst.

Die typische Energieskala fiir die Phononendispersion wq ist die Debye-Frequenz wp. Also vereinfachen
wir weiter zu

(4.429)

sonst.

VRPA( W) ~ {;V fiir |w| < wp,

Diese gendherte Wechselwirkung ist nun auch im statischen Grenzfall w — 0 anziehend und fiihrt daher
sehr wahrscheinlich auf falsche Voraussagen, wenn wir damit gebundene Zusténde berechnen. Das tun wir
aber nicht — wir betrachten nur Streuprozesse. Daher ist die Naherung in dieser Hinsicht nicht unphysika-
lisch. Die Wechselwirkung ist auch insofern pathologisch, als sie im Realraum eine unendliche Reichweite
hat. Das ist hier harmlos, weil wir die Streuung zwischen Impulseigenzustéinden betrachten, die ohnehin
unendlich ausgedehnte ebene Wellen (oder Bloch-Wellen) sind.

Fiir die Wechselwirkung als Funktion der komplexen Frequenz z setzten wir entsprechend

sonst.

-
VRPA(q oy o ) Y Tl <wp, (4.430)
0

Da unsere Nédherung fiir VRPA nun nicht mehr von den Impulsen abhéngt, machen wir fiir den Streuvertex

A einen analogen Ansatz: A A(iwy, i€y, ). Die Bethe-Salpeter-Gleichung (4.427) wird dann zu

A(iwn, i) =~ —VEPA(iw, — ﬁ Z Z VA (iwn — ivy,)]

iVp

X g?(q, ivn) gf(—q, — i) A(ivn, an). (4.431)
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Withrend VEPA eine Sprungfunktion der Frequenz ist, hiingt die Losung A wegen des zweiten Terms
in komplizierterer Weise von ihren Frequenzargumenten ab. A ist aber jedenfalls eine fallende Funktion
von |iw, — i€),|. Ebenso ist der Summand eine fallende Funktion von |iv,|. Um eine Abschétzung fiir A
zu erhalten, folgen wir der historischen Argumentation von Cooper (1956) und ersetzen diese fallenden
Funktionen durch Sprungfunktionen,

A fiir liw, — i), 7
Aliwn, i) ~ { e [iwn — ] <wp (4.432)
0 sonst
-VA fir |iv, ,
und  VEPA (iw, — ivy) Mivy, iQ,) ~ { i [ivn| < wp (4.433)
0 sonst.
Dann wird
1 1 0( = 0 .
A=V + 3 zu: v Z V Gi(q,ivn) G (—q, —iv,) A (4.434)
‘i”n‘ZWD
v
= A=~ - - . (4.435)
1-V3 > 32 G iva) Gl(—a,—ivn)
jivnlSop 3
Wir erkennen, dass der Nenner zu Null wird, wenn
1 1 . :
VB Z v Z Q?(q, i) gf(—q, —ivy) = (4.436)
ivn q

livn|<wp

gilt. In diesem Fall divergiert der Streuvertex A offenbar, die Streuung zweier Elektronen wird dann
unendlich stark. Dies zeigt an, dass die Stérungsentwicklung in V;%PA (oder V) zusammenbricht. Das
heiftt, der wahre Gleichgewichtszustand kann aus dem ungestorten Gleichgewichtszustand fiir V = 0,
dem wechselwirkungsfreien Fermi-Gas, nicht mehr durch Stérungsrechnung erhalten werden. Also ist
der wahre Gleichgewichtszustand nun keine Fermi-Fliissigkeit mehr, denn diese geht geméfs der Landau-
Theorie durch eine kleine Stérung aus dem wechselwirkungsfreien Fermi-Gas hervor. Diese Instabilitdt
der Landau-Fermi-Fliissigkeit nennt man die Cooper-Instabilitdt.

Der Ausdruck in Gl. (4.436) hingt von der Temperatur ab. Um zu sehen, bei welcher Temperatur die
Cooper-Instabilitdt auftritt, betrachten wir die linke Seite von Gl. (4.436):

1 1 1 o 1
VisT > 92 P S — VkpT /m de d(€ + ) e (4.437)

ivp n iVp,
livn|<wp livn|<wp

mit der Zustandsdichte pro Spin-Richtung, d(E). Unter der Annahme, dass diese in der N&he der Fermi-
Energie ndherungsweise konstant ist, ergibt sich

0o Bwp /27
1 1
i =0 —
o =7/|vn| 4
B Bwp /2w 1 N BWD
=Vd(Ep) Y Tz Vd(Ep) |C+In (45— (4.438)
n=0

fiir fwp > 1, also kT < wp, was fiir relevante Temperaturen im Allgemeinen gilt. (C' & 0,577216 ist die
Euler-Konstante.) Wir finden eine Temperaturabhéngigkeit der Form —In(kgT /wp), also nimmt dieser
Ausdruck mit wachsender Temperatur ab.

Senken wir die Temperatur von hohen Werten (aber noch kT < wp) kommend, so wichst der
Ausdruck in Gl. (4.436) an und wird schlieflich eins. Die entsprechende Temperatur nennt man kritische
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Temperatur oder Sprungtemperatur T,. Bei T — T divergiert A also. Fiir 8. = 1/kpT. erhalten wir

2€CﬁcwD 1
1 ~ 4.4
S Vd(Er) (4.439)
T 1
e - 4.440
> 2Cwp <Vd(EF)> ( )
2¢¢ 1
kT, ~ — _— ). 4.441
~—~
Zahl ~ 1

Wir diskutieren dieses Ergebnis noch etwas. Die hier auftretende Debye-Energie wp entspricht typischer-
weise einer Temperatur Tp = wp/kp von einigen hundert Kelvin, der Debye-Temperatur. Der Exponen-
tialfaktor ist aber von der Grofenordnung ~ 1/100, so dass T, typischerweise einige Kelvin betrigt.

Es ist zu beachten, dass kpT, keine holomorphe Funktion von V bei V' = 0 ist. Daher kann kg7,
d. h. die typische Energieskala der Cooper-Instabilitdt, nicht in Stérungstheorie endlicher Ordnung in V/
erhalten werden. Wir finden 7. > 0 fiir beliebig schwache anziehende Wechselwirkung V. Diese Folge-
rung muss mit Vorsicht betrachtet werden, da andere Instabilitdten (z. B. Stoner-Ferromagnetismus) der
Cooper-Instabilitit zuvorkommen kénnen.

4.11.2 Der BCS-Grundzustand

Wir hatten gesehen, dass die Streuung zwischen Elektronen in Zustdnden |k, 1) und |-k, |) fir 7' — T.-
divergiert. Hier wird der Fermi-See instabil. Dieses Ergebnis des vorigen Abschnitts sagt uns aber noch
nicht, was fiir ein Zustand an seine Stelle tritt. Fiir diesen neuen Zustand haben Bardeen, Cooper und
Schrieffer (BCS) einen Ansatz formuliert. Dieser geht davon aus, dass Elektronen in den Einteilchen-
zustdnden |k, 1), |-k, J) (Cooper-) Paare bilden, und dass der Vielteilchen-Zustand aus solchen Paaren
zusammengesetzt ist. Er wird oft BCS-Grundzustand genannt und wir werden im folgenden Abschnitt
sehen, dass er tatséchlich der Grundzustand eines (Mean-Field-) Hamiltonians ist. Dabei ist zu beachten,
dass dieser Hamiltonian und damit auch der BCS-Zustand von der Temperatur abhéingt; den Grundzu-
stand im engeren Sinne erhalten wir im Limes 7" — 0. Der Ansatz von BCS lautet

Wecs) = [ [ (e + viecfrcl ¢)|2>- (4.442)
K Vakuum

In diesem Zustand sind die Besetzungszahlen fiir die Einteilchenzusténde |k, 1) und |-k, |) offenbar ma-
ximal korreliert: Es sind entweder beide oder keiner von beiden besetzt. Der BCS-Grundzustand |¢pcs)
ist offenbar eine Superposition von Zusténden mit unterschiedlich vielen Paaren. Er hat damit eine merk-
wiirdige Eigenschaft: Er ist eine Superposition von Zustdnden mit unterschiedlicher Elektronenzahl; die
Elektronenzahl in |¢gcs) ist nicht scharf. Daher kénnen Ausdriicke mit ungleicher Anzahl von Erzeugern
und Vernichtern einen endlichen Erwartungswert haben. Insbesondere ist im Allgemeinen (cbcf_k ¢> # 0.

Die uy, vy sind noch unbekannte komplexe Koeffizienten. Diese konnen durch Minimierung der Energie

(H)pes = (Yes|H|YBes) (4.443)

unter der Nebenbedingung (¢¥pcs|¥pcs) = 1 bestimmt werden. (Bei Temperaturen T > 0 muss die freie
Energie minimiert werden.) |¢pcs) ist also ein Variationsansatz. Dies ist z.B. in Schrieffers Buch (siehe
Bibliographie) dargestellt. Wir folgen hier jedoch einem anderen Weg, der dieselben Ergebnisse liefert und
auch den BCS-Ansatz rechtfertigt.

4.11.3 BCS-Theorie

Die BCS-Theorie beruht auf einer Mean-Field-Entkopplung (sieche Abschnitt 4.2) im Hamiltonian

H= Z kaLgckg + Z ka'CchTC]Lk¢c—k'ick'T' (4.444)
ko Kk’
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Hier ist Vi die anziehende Wechselwirkung aufgrund der Elektron-Elektron- und Elektron-Phonon-
Wechselwirkung.
Wir definieren nun
Ak = Z ka/ <ka’J,ck’T>~ (4445)
"

Im thermischen Mittelwert (---) stehen zwei Vernichtungsoperatoren. Der Mittelwert kann nur dann
von Null verschieden sein, wenn wir nach Vernichtung zweier Teilchen mit einer nicht verschwindenden
Wahrscheinlichkeit in demselben Zustand landen. Das kann nur fiir Zustdnde ohne feste Teilchenzahl
zutreffen. Ay hat die Dimension einer Energie. Wir werden spéter sehen, welche physikalische Bedeutung
diese Grofe hat. Damit entkoppeln wir nun den Hamiltonian H und erhalten den Mean-Field-Hamiltonian

HBCS = Z fkcliackg — Z AkCLTCT,ki — Z Alic—kickT — Z ka/ <CLTCJLk¢> <C—k’¢ck’T> . (4.446)
ko k k kk’

irrelevante Konstante

Hpgcs ist von zweiter Ordnung in ¢, ¢, enthélt aber, anders als in Abschnitt 4.2, Terme der Form cc und
cfet. Daher kommutiert Hpcg nicht mit der Teilchenzahl, diese ist also nicht erhalten. Daher erwarten wir,
dass die Eigenzustdnde Superpositionen von Zusténden unterschiedlicher Teilchenzahl sind, konsistent mit
der eben gefundenen Bedingung fiir Ay # 0. (Der BCS-Ansatz fiir den Grundzustand hatte bereits diese
Eigenschaft.) Das ist etwas merkwiirdig, weil Superpositionen von Zustédnden unterschiedlicher Teilchen-
zahl nie beobachtet werden. Man kann die Zustdnde aber auf feste Teilchenzahl einschranken, auf Kosten
einer komplizierteren Herleitung. Wir tun dies hier nicht.

Wir wollen als néchstes Hpcs diagonalisieren. Da Zusténde unterschiedlicher Teilchenzahl mischen,
fiihren wir neue Operatoren ein, die Linearkombinationen von Elektronenerzeugern und -vernichtern sind:

( Tt ); ( e U )( ol ) (4.447)
Yk vy Uk clyy

Dies nennt man Bogoliubov- (oder Bogoliubov-Valatin-) Transformation. Man kann leicht zeigen, dass
v,~" die fermionischen Antivertauschungsrelationen erfiillen, wenn man |ux|?> + |vk|> = 1 fordert. Die
neuen y-Quasiteilchen sind also Fermionen.

Unter Ausnutzung von |ug|? + |vk|? = 1 lautet die Riicktransformation

< CCT“T ) - < Z}; _UZk ) < et ) (4.448)
—k| k k Vx|

Hpes = ) {fk (u§7l¢ — Upy—ey) (Ut — Y gy
K

FEinsetzen in Hpcg ergibt

+ &k (V-1 + u’ikWL)(U—k’YikT + U k)
— Ak (ul*{VliT = UiY-kd) (Vi ket + ult'yik¢)
= A} (v + taev-1e) (uener — UkWT_kQ} + const
= Z { (& lux]® — & Jv|® — Afvkuk — Axugog) WlﬂkT
k
+ (=& [ + & Juae|* — Afneve — Arevgug) Y1y oy
+ <—§kul*<vk — &eupvk + Afvg — Ag (ui)2) VLtTWT_k,i
+ (*&U{iuk — Gevpuge — Aful + Ay (vl";)z) ’y_kMykT} + const. (4.449)

Die Koeffizienten uy und vy sind nun so zu wihlen, dass die anomalen Terme der Form v und ~f~f
verschwinden, der Hamiltonian also diagonal wird. Man zeigt, dass dies der Fall ist, wenn gilt

1 € 1 €k “ox A%

eR
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mit By := /& + |Ak|?, denn dann ist

Hpcs = Z Ey (%tT'YkT + ’YquVki) + const. (4.451)
K

Ey Ey

Loch- Elektron-
anregungen anregungen
0 ky k 0 k
normales Metall Supraleiter

Die Betrachtung der rechts skizzierten Dispersion der Quasiteilchen zeigt, dass die fermionischen Anre-
gungen eines Supraleiters eine Energieliicke der Grofe |Ak| haben, wobei k auf der Fermi-Fliache des
nicht wechselwirkenden Systems liegt (£x = 0). Fiir parabolische Dispersion und auf der Fermi-Fliche
konstantes Ay konnen wir die Energieliicke als |Ay,.| schreiben.

Aus der Dispersionsrelation Fy der Quasiteilchen erhalten wir unmittelbar die Zustandsdichte pro
Spin-Richtung, hier in Einheiten inverser Energie,

3
dsupra(w) = %Z 6((41 - Ek) = VEZ / % (S (OJ — \/fﬁ + |Ak|2> . (4452)
k

Ist die Zustandsdichte dpormal im normalleitenden Zustand ndherungsweise konstant und ist Ayx unab-
héngig von k, so enthilt man mit etwas Rechnung

dsupra(w) 2w
dnormal(o) \/(,L)2 — |A‘2

Der Faktor 2 stammt daher, dass wir die Loch-Anregungen auch mit positiver Energie z&hlen.

0w — |A)). (4.453)

2d1101'1‘_1a'_

Energiellicke

Al w

Das Vorhandensein einer Energieliicke kann man mit Tunnelexperimenten iiberpriifen. Wann man den
Supraleiter mit einem normalen Metall in Kontakt bringt, kénnen im Bereich der Energieliicke keine
Elektronen hinein oder heraus tunneln, weil es im Supraleiter keine Zusténde gibt. Auferdem hat die
Liicke im Anregungsspektrum dramatische Auswirkungen auf thermodynamische Messgrofen wie z. B.
die spezifische Wirme. Der elektronische Beitrag zur spezifischen Warme ist fiir kT, < |A| exponentiell
unterdriickt, da alle elektronischen Anregungen eine Mindestenergie von |A| haben.

Eine Bestimmungsgleichung fiir Ay erhalten wir aus der Definition von Ay durch Einsetzen der
Bogoliubov-Transformation:

Ak ==Y Viae(eowyewr) = = Y Viae (ol + uiov-wy) (weomer = vy o)
k’ k’
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= - Z ka’{vk’uk’ (’YLWk'H —Ulza (’Yltfﬂik/ﬁ +Ui' (Vw1 Merp) — U Ve <’Lk'wik/¢> }
K’ —— ———— N—— ————
:np(Ek/) =0 =0 :1—7LF(Ek/)
= — Z ka/uk/vk/ [QTLF(Ek/) — 1]. (4.454)
k/

Die hier verwendeten Beziehungen fiir die Mittelwerte, insbesondere das Verschwinden von (yv) und
(vt41), gelten, weil Hpcg bilinear in 4 und 7 ist und daher normale, wechselwirkungsfreie Fermionen
beschreibt.

Wir nehmen jetzt 0. B.d.A. Ax > 0 als reell an. Ein beliebiger Phasenfaktor e!# kann nachtriiglich
wieder eingefiihrt werden, denn mit Ay ist auch Ay e?® eine Losung. Dann gilt wegen Ayguyvi < 0:

Aw
< 2np(Bw) —1] mit B = /€2, + A2, (4.455)

A== Vi SE
K
Dies ist die Mean-Field-Gleichung, oder BCS-Gap-Gleichung, zur Bestimmung der Energieliicke Ay.
Um die BCS-Gap-Gleichung 16sen zu kénnen, ndhern wir nun wieder die Wechselwirkung. Wir hatten
gesehen, dass Vi nur flir Energien kleiner als wp anziehend ist, daher ist sie nur fiir Elektronen in einer
Umgebung mit der Breite wp um die Fermi-Energie effektiv. Wir schreiben daher niherungsweise

i { -V fiir [&k| < wp A [éwr| < wp
kk/ p—

0 sonst. (4.456)

Man kann die Theorie auch fiir die volle RPA-Wechselwirkung VEPA (oder eine noch bessere Néherung)
durchfiihren, nur erhélt man dann keine einfachen Ergebnisse. Wir kénnen nun schreiben

A=V Z <C—k’¢ck’T>- (4.457)

k/
|§k’|§wD

Mit der speziellen BCS-Wechselwirkung wird A offenbar unabhéngig von k. Damit erhalten wir

A

A=V 1—2np(Ex)]. 4.458
> Yo [1 = 2np(Ex)] (4.458)

k/

[éx/|<wp

Eine Losung ist offenbar A = 0. Sie beschreibt ein normales Metall, keinen Supraleiter. Ist dagegen
A # 0, so kénnen wir A herauskiirzen. Wir gehen zu einem Integral {iber die Energie ¢ (der Elektronen
im Normalleiter) iiber. Das fiihrt wie iiblich zum Auftreten der Zustanddichte. Da £ die Energie im

Normalzustand ist, handelt es sich um die Zustandsdichte des Normalleiters, d = dyormal- Unter der
Annahme konstanter Zustandsdichte d(Er 4 &) fiir —wp < < wp ergibt sich

wp tanh§\/£2+A2
L= Vd(Er) / K e a

Wir haben hier die Identitit 1 — 2np(E) = tanh(B8E/2) verwendet. Diese Form der BCS-Gap-Gleichung
kann man numerisch 16sen. Der resultierende Verlauf von A als Funktion von 7T ist hier gezeigt:

Ay

(4.459)

Ay(0)-
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Fiir T — 0 (8 — o0) ist eine analytische Losung moglich: Es ergibt sich die Gleichung

CVd(Ep) [*P d¢ . wp
1= 5 o VAR = Vd(EF) Arsinh N (4.460)
= AT=0)=—L— (4.461)
4 h S
sin Vd(Er)

Im Grenzfall schwacher Kopplung, d. h. fir Vd(EFr) < 1, erhilt man

A(T = 0) 2 2wp exp <Vd(1EF)) . (4.462)

Fiir T — T erhalten wir ebenfalls eine analytische Losung: Wegen T' < T, ist A > 0 und wir kénnen
A aus der BCS-Gleichung (4.458) herauskiirzen. Gleichung (4.459) gilt also. Fur T'— T, wird aber A
klein und wir kénnen A in den Wurzeln vernachléssigen. Mit 3. = 1/kgT, fithrt dies zu

oy Bl ¢
wp an 5 wp  tanh 5
V= vaey) [ de—ge —vaer) [ de— 2
Bewp /2
— Vd(Ep) / da tal;hx. (4.463)
0

Das Integral kann im Grenzfall S.wp > 1 (kgT. < wp) analytisch ausgewertet werden:

2 Vd(Ep) (21n2—1n7r+0+1n 60;‘”) (4.464)
mit der schon bekannten Euler-Konstanten C' = 0,577216. Es folgt
2e¢ 1
kT, =2 — —— . 4.465
B T PP ( Vd(Ep)) (4.465)

Die BCS-Mean-Field-Theorie liefert also dasselbe Ergebnis fiir T, wie die Betrachtung der Divergenz des

Streuvertex A (Cooper-Instabilitéit). Es ist typisch, dass RPA-artige Ndherungen, wie die Bethe-Salpeter-

Gleichung beschréankt auf Leiterdiagramme, eine Instabilitdt an derselben Stelle voraussagen, wo eine
Mean-Field-Theorie einen Phaseniibergang findet.

Wir erkennen, dass die Energieliicke A(T' = 0) bei der Temperatur 7" = 0 und die kritische Temperatur

kgT,. in der BCS-Theorie eine dhnliche mathematische Form haben. Wir erhalten das universelle Verhéltnis

2A(0 4 2m
0 _ 4 _ &~ 333, (4.466)

C
bl ~ 2

unabhéngig von d(Er), V und wp. Dies ist fiir einfache Supraleiter im Grenzfall schwacher Kopplung
gut erfillt, z. B. fiir Zinn: 2A(0)/kpT. = 3,46. Fiir Hochtemperatur-Supraleiter wie die Kuprate und fiir
Supraleiter mit starker Kopplung wie Quecksilber ist diese universelle Relation weniger gut erfiillt.
4.11.4 Der Isotopeneffekt

Wie kénnen wir priifen, ob Supraleitung tatséchlich auf einer von den Phononen vermittelten effektiven

Wechselwirkung beruht? Die BCS-Theorie sagt die Proportionalititen

kpT., A(0) ~ wp exp <Vd(1EF)> (4.467)

voraus. Es wire hilfreich, kT, oder A(T) fiir Supraleiter zu vergleichen, die sich nur in der Debye-Frequenz
wp, aber nicht in V oder d(Er) unterscheiden. Das ist zumindest néherungsweise dadurch moglich, dass
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man Proben untersucht, die unterschiedliche Isotope (oder allgemeiner Isotopenverhéltnisse) desselben
Elements enthalten.
Die Eigenfrequenz eines harmonischen Oszillators ist

K
w=1/— (4.468)
m
mit der Kraftkonstanten K und der Masse m. Die gesamte Phononendispersion und damit insbesondere
die Debye-Frequenz skalieren daher wie

1
Wqr, WD ~ —— (4.469)

VM

mit der Atommasse M (wir betrachten der Einfachheit halber einen elementaren Supraleiter). Denselben
Zusammenhang haben wir auch fiir Jellium-Phononen gefunden:

Z2 22,0
0 % (4.470)

Demzufolge erwarten wir, falls die BCS-Theorie gilt,

kpTe, A(0) ~ wp ~ M™% mit a= % (4.471)
flir verschiedene Isotope desselben Elements. Das findet man tatséchlich fiir einfache elementare Su-
praleiter. Das ist ein weiterer starker Hinweis, neben dem universellen Wert von 2A(0)/kpT., dass die
BCS-Mean-Field-Entkopplung eine gute Niherung darstellt, und legt zusétzlich einen phononischen Me-
chanismus der Supraleitung nahe.

Der Exponent « is dagegen kleiner oder sogar negativ fiir Materialien, fiir die nicht die Bedingung
schwacher Kopplung, Vd(Er) < 1, gilt oder fiir die die Supraleitung nicht auf Phononenaustausch be-
ruht. Hat die effektive Paarwechselwirkung tiberhaupt nichts mit Phononen zu tun, erwarten wir o = 0.
Dies wird fiir optimal dotierte Kuprat-Hochtemperatursupraleiter, d.h. solche mit maximalem T, auch
beobachtet.
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Kapitel 5

Dichtefunktionaltheorie

Im ersten Kapitel hatten wir diskutiert, wieso es iiberhaupt einer Vielteilchentheorie jenseits der Quanten-
mechanik bedarf. Der Hauptgrund ist, dass wir die Losung einer N-Teilchen-Schrédinger-Gleichung mit
N ~ 10?3 noch nicht einmal angeben oder speichern kénnten, selbst wenn wir eine Methode zur Losung
hétten. Die Grundzustandswellenfunktion (und auch jede andere) enthélt einfach viel zu viel Information.
Der Ausweg beruht auf der Erkenntnis, dass wir den ganz iiberwiegenden Teil dieser Informationen auch
gar nicht bendétigen.

Bis auf triviale und einige wenige interessante Fille, lassen sich Vielteilchenprobleme nicht exakt 16sen.
Bisher haben wir zwei Arten von Néherungen kennengelernt:

1. Mean-Field-Theorien. Diese bilden das wechselwirkende System naherungsweise auf ein wechselwir-
kungsfreies Referenzsystem ab. Die im Hamiltonian dieses Referenzsystems auftretenden Parameter
miissen selbstkonsistent bestimmt werden. Dies hatten wir fiir Félle diskutiert, in denen die Anzahl
der Parameter klein ist (Hartree-Fock-, Stoner-, BCS-Theorie), aber das ist nicht prinzipiell erfor-
derlich. Wechselwirkungsfreie Systeme wie das Mean-Field-Referenzsystem sind im Prinzip einfach
zu l6sen: Fiir Fermionen miissen wir nur ein Finteilchen-Problem l6sen, die Vielteilchenzusténde
ergeben sich dann als Slater-Determinante der Einteilchenzusténde. (Fiir Bosonen bendtigen wir
stattdessen die Permanente.)

2. Storungsentwicklungen. Sinnvolle Ndherungen hatten hier oft den Charakter von Summationen von
unendlich vielen, aber nicht allen, Beitrdgen zu einer bestimmen Gréfe. Die Dyson-Reihe fiir die
elektronische Green-Funktion war schon fiir die einfachste (Hartree-) Néherung fiir die Selbstener-
gie von dieser Form. Ein fortgeschritteneres Beispiel war die Random-Phase-Approximation (RPA)
flir die Suszeptibilitdt. Storungsentwicklungen haben den Vorteil, systematisch zu sein in dem Sin-
ne, dass wir durch Aufsummieren aller Beitrdge im Prinzip das exakte Resultat erhalten wiirden.
Allerdings kann es passieren, dass diese Reihe nicht konvergiert.

In diesem kurzen Kapitel gehen wir von der Idee aus, die Vorteile dieser beiden Zuginge zu kombinieren:
Kénnen wir das wechselwirkende System in einer Weise auf ein wechselwirkungsfreies Referenzsystem
abbilden, die im Prinzip exakt ist?

Auf den ersten Blick scheint diese Idee kaum erfolgversprechend. Jedoch konnten Kohn und Sham 1965
zeigen, dass dies tatsichlich moglich ist. Die resultierende sogenannte Dichtefunktionaltheorie (DFT) be-
ruht auf zwei Theoremen von Hohenberg und Kohn (1964), die wir zunichst besprechen. Dann diskutieren
wir kurz die Grundideen der DFT.

5.1 Die Hohenberg-Kohn-Theoreme

Wir beschranken uns auf Elektronen in einem Kristall oder in einem Molekiil. Dies sind auch die typischen
Anwendungsgebiete der DFT. Es ist aber im Prinzip moglich, die DFT fiir andere Systeme zu formulieren.
Der Vielteilchen-Hamiltonian fiir Elektronen in einem Kristall oder Molekiil hat die Form

H=T+V + V. (5.1)
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Hier ist
Noq
— 5.2
-3 5 652

der Operator der kinetischen Energie,

=2 V) (5.3)

enthélt das Einteilchenpotential aufgrund der Kerne und evtl. ein duferes Potential und

4
Z 4meg |rl—r]| (54)

l] i#£j

ist die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen in der Coulomb-Eichung. Wir nehmen hier an, dass die
Kerne unbeweglich sind. Die Kernbewegung, die ja auf einer langeren Zeitskala ablduft als die Elektro-
nendynamik, kann nachtréglich im Sinne einer Born-Oppenheimer-Ndherung behandelt werden.

Eine wesentliche Einsicht besteht nun darin, dass die Anteile T und V¢ fiir alle Kristalle und Mo-
lekiile identisch sind. Ein Diamant-Kristall und ein Hamoglobin-Molekiil unterscheiden sich — neben der
Elektronenzahl N — nur durch das Potential V(r).

Es ist offensichtlich, dass es fiir jede Wahl von V(r) (und N) eine eindeutige Grundzustandswellen-
funktion ¢(ry,ra,...,ryx) gibt, sofern der Grundzustand nicht entartet ist. In letzterem Fall existiert eine
eindeutige Grundzustandsmannigfaltigkeit. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass der Grundzustand
nicht entartet ist. Dann gibt es natiirlich auch eine eindeutige Grundzustandsdichte

n(r) = /d3r2 dry---d®ry |¢(r,1r2,r3,...,rN)|2

+/d3r1d3r3-~-d37’N ”(/J(I‘l,r,l‘g,...71']\])|2+...
+/d37«1 dBry - dPry_q ‘w(rl,rg,rg,...,r)’2. (5.5)

Die N Summanden sind aufgrund der Antisymmetrie von v unter Teilchenaustausch identisch und wir
erhalten

n(r) =N /d3r2 d’rg - dry |(r,ra, T3, . ,rN)|2. (5.6)
Fiir gegebenes T und V¢ (und N) haben wir also folgende eindeutige Abbildungen:
V(r) — ¢(r1,...,rn) — n(r). (5.7)

Beachte, dass n(r) eine Funktion von 3 reellen Koordinaten ist, wéhrend + von 3N Koordinaten abhéngt.

5.1.1 Das erste Hohenberg-Kohn-Theorem

Dieses Theorem sagt aus, dass diese Abbildung bijektiv ist: Zu jeder Grundzustandsdichte n(r) existiert
eine eindeutige Grundzustandswellenfunktion ¢ (rq,...,ry). Das ist zunéchst iiberraschend, da 1 viel
mehr Information zu enthalten scheint als n. Wir zeigen dies hier unter der Annahme eines nicht entarteten
Grundzustandes. Das Theorem gilt auch ohne diese Annahme, der Beweis ist aber schwieriger.

Beweis: Es reicht hin zu zeigen, dass zu jeder Grundzustandsdichte n(r) ein eindeutiges Potential V (r)
existiert, da dieses ja die Grundzustandswellenfunktion 1 eindeutig festlegt. Dies zeigen wir durch reductio
ad absurdum: Angenommen, zur Dichte n(r) existieren zwei wesentlich verschiedene Potentiale V(r) und

V(r), d.h. V(r) — V(r) ist nicht eine konstante Funktion. Die entsprechenden Hamilton-Operatoren seien

H und H, die normierten Grundzustiinde seien |¢) und [¢)) und die Grundzustandsenergien seien E und
E. Diese Groﬁen erfiillen

HJp) = Ely), (5.8)
H[) = E|). (5.9)
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Nun ist [¢)) # |4), denn sonst wiirde gelten

(H = H) ) = (B = E)|¥), (5.10)

also in Ortsdarstellung
SO V) = V)] (e, en) = (B = B)p(rs, .. r), (5.11)
was fiir alle rq, ..., ry nur gilt, wenn V(r) — f/(r) entgegen der Voraussetzung konstant ist, ndmlich gleich

(E — E)/N (hier gehen noch Annahmen von der Art ein, dass 1 fast iiberall von Null verschieden ist).
Da |¢) der nicht entartete Grundzustand von H ist und |¢) von [¢) verschieden ist, gilt

E = ($|H) < (D|H|P) = (|(H + H - H)|[J) = E + /d3T [V(r) = V()] n(r), (5.12)
hier geht ein, dass die Dichte n(r) fiir [¢) und |¢) gleich sein soll. Analog gilt

E = (JHD) < (W|H|Y) = (W|(H + H - H)|¢) = E + /d37" [V(r) = V()] n(r). (5.13)
Die Summe der beiden Ungleichungen ist
E+E<E+E. (5.14)

Wir finden einen Widerspruch, also war die Annahme falsch.
Zusammengefasst haben wir also gezeigt, dass die eindeutigen Abbildungen

n(r) — V(r) — ¢(ry,...,rn) — n(r) (5.15)

existieren. Das hat die bemerkenswerte Konsequenz, dass alle Grundzustandseigenschaften, die ja alle
durch 1 festgelegt sind, durch die Grundzustandsdichte n(r) eindeutig bestimmt sind. Mehr noch, alle
Eigenschaften, nicht nur im Grundzustand, sind durch die Grundzustandsdichte n(r) bestimmt, da diese
V(r) und damit den Hamiltonian H eindeutig festlegt. Es ist dann naheliegend, die Dichte n(r) anstelle
der Wellenfunktion als fundamentale Grofe der Theorie zu betrachten. Das ist in der Tat die zentrale Idee
der DFT.

5.1.2 Das zweite Hohenberg-Kohn-Theorem

Bisher kennen wir noch keine Methode, die Grundzustandsdichte n(r) praktisch zu berechnen. Die Losung
dieses Problems beruht auf dem zweiten Hohenberg-Kohn-Theorem: Fiir festen Hamiltonian H, d.h. ge-
gebenes Potential V (r), und feste Elektronenzahl N minimiert die Grundzustandsdichte n(r) das Energie-
Funktional

Byln) i= (6] H4). (5.16)

Evy[n] ist tatsichlich ein Funktional von n(r), da |¢) ja von n eindeutig bestimmt wird. (Zur Dichte
n gehort i. A. ein anderes Potential V,, # V. Das ist unerheblich, solange nur eine bijektive Abbildung
zwischen n und 1) existiert.)

Der Beweis folgt direkt aus dem Rayleigh-Ritz-Prinzip: (¢|H|y) fir festes H und N als Funktional
der Wellenfunktion #(ry,...,ry) ist fiir den (nicht entarteten) Grundzustand minimal. Da es aber eine
bijektive Abbildung zwischen ¢(r1,...,ry) und n(r) gibt, ist Ey[n] dann fir die zugehérige Grundzu-
standsdichte minimal.

Wir schreiben nun

Byln] = (¢|(T+Vc)|w>+/d3rV(r)n(r) =:F[n]+/d3rV(r) n(r). (5.17)

Es ist wichtig zu bemerken, dass F[n] ein universelles Funktional von n ist, d.h. es hingt nicht vom
Potential V ab. Es ist wieder unerheblich, dass der Beweis des ersten Hohenberg-Kohn-Theorems jeder
Dichte n(r) ein spezielles Potential V,,(r) zuordnet, fiir das n(r) die Grundzustandsdichte ist. Dieses
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Potential V;, kommt in der weiteren Betrachtung nicht mehr vor, es muss insbesondere nicht mit dem
vorgegebenen Potential V' (r) iibereinstimmen.

Eine alternative Herleitung verwendet die Legendre-Transformation. Die Grundzustandsenergie ist eine
Funktion der Elektronenzahl N und ein Funktional des Einteilchenpotentials V' (r). Wir unterdriicken die
N-Abhéngigkeit und schreiben

EV(r)] = (@[H[|) = QT + Vo)) + /dsﬁ e dPry (e, TN) ZV(Pi)w(I‘h —,ry), (5.18)

wobei |¢) und ¢ (rq,...,ry) der Vielteilchen-Grundzustand bzw. die Grundzustandswellenfunktion sind.
Nun ist die Funktionalableitung

(;5[(‘;)] = /d37“1 e dPry (e, ... TN) zi:é(r —r)¢(r1,...,ry) = n(r). (5.19)

Die Legendre-Transformation von E[V] als Funktional von V' auf F[n] als Funktional von n lautet dann

Fin(r)] = E[V(r)] — /d?’r V(r) n(r). (5.20)

Das ist dasselbe Funktional, das wir oben gefunden hatten. Seine Existenz und Extremaleigenschaften
folgen dann aus den Eigenschaften der Legendre-Transformation.

5.2 Die Kohn-Sham-Gleichung

Der letzte Abschnitt hat gezeigt, dass die Grundzustandsdichte n(r) im Prinzip ausreicht, um alle Eigen-
schaften des Systems zu bestimmen, und dass sie ein gewisses Energie-Funktional Ey [n] minimiert. Als
néchstes werden wir untersuchen, wie diese Minimierung praktisch durchgefithrt werden kann.

Dazu schreiben wir den universellen Teil des Energie-Funktionals zunéchst expliziter als

e? n(r)n(r)

F[n] = To[n] + %/d?’r d3r’ + Exc[n]. (5.21)

dreg  |r—1/|
Hier ist Ty[n] die kinetische Energie fiir ein wechselwirkungsfreies System, angedeutet durch den Index ,0%
der zweite Term ist die elektrische (Hartree-) Energie einer Ladungsdichte —en(r) in Coulomb-Eichung
und FE,. ist der Rest. Diesen Term nennt man das Austausch-Korrelations-Funktional. Alle Terme sind
universelle Funktionale von n. Fiir praktische Rechnungen miissen die Funktionale Tp[n] und Eyc[n] zu-
mindest ndherungsweise bekannt sein.

Kohn und Sham haben eine Methode fiir die praktische Berechnung von n(r) entwickelt. Das erste
Hohenberg-Kohn-Theorem gilt fiir beliebige, aber feste Wechselwirkung V5. Natiirlich ist die konkrete
bijektive Abbildung n <> |¢) von V5 abhiingig; das Theorem zeigt nur die Existenz einer bijektiven Ab-
bildung. Insbesondere gilt das erste Hohenberg-Kohn-Theorem auch fiir den wechselwirkungsfreien Fall
Vo = 0. Daher konnen wir ein Potential Vog(r) finden, so dass die Grundzustandsdichte des wechselwir-
kungsfreien Elektronengases gerade n(r) ist. Fiir ein wechselwirkungsfreie System ist der Grundzustand
aber eine Slater-Determinante der N Einteilchenzustinde mit den niedrigsten Energien.

Die Einteilchen-Wellenfunktionen erfiillen die Schrédinger-Gleichung

o V2 Vaar(0)| 6400) = €4 64(0), (522)

die man in diesem Zusammenhang Kohn-Sham-Gleichung nennt.
Zur Bestimmung von Vcg(r) beachten wir, dass Veg(r) fiir das wechselwirkungsfreie System dieselbe
Grundzustandsdichte hervorrufen soll wie V(r) fiir das wechselwirkende System. Daher gilt

0= 5EVeff70[n] _ (5T0[’I”L]
on(r) on(r)

+ Vet (r) (5.23)
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und

_0Ey[n]  0To[n] 5, €2 n()  dE[n]
~ on(r)  dn(r) +/d " 4 r—r/|  dn(r) + V(). (5:24)
Auflésen nach §7p/dn und Gleichsetzen eliminiert Tp[n):
2 /
B 5, e n(r) 0 Exc[n]
Vert[n](x) = V(r) + /d " dmeg |r — 1| on(r)
2 !
. 31 € n(r)
— V() +/d o e+ Vaclnl(). (5.25)

elektrische Energie —ep(r)

Der letzte Term, das Austausch-Korrelations-Potential, ist ein Funktional der Dichte n und auferdem
eine Funktion des Ortes r. Dasselbe gilt also auch fiir das effektive Potential Vg insgesamt, was die
Schreibweise in Gl. (5.25) andeuten soll.

Die Kohn-Sham-Gleichung lautet damit

e n(r)

—ﬁ V2 +V(r)+ /d3r’ + ch[n](r)] oi(r) = €; ¢i(r). (5.26)

dmeg |r — 1’|
Wir ordnen die Einteilchenenergien ¢; so, dass €; < ¢; fiir ¢ < j gilt, also aufsteigend. Dann ist die gesuchte
Dichte

N
n(r) = _Z |6 (x) 2, (5.27)

das ist die Summe iiber die Wahrscheindlichkeitsdichten aller besetzten Einteilchenzusténde des nicht
wechselwirkenden Referenzsystems. Wir haben nun das Vielteilchenproblem auf die Losung der Kohn-
Sham-Gleichung, also auf ein Einteilchenproblem, zuriickgefiihrt. Die elektrische (Hartree-) Energie und
das Austausch-Korrelations-Potential héngen jedoch parametrisch von der Dichte n(r) ab. Diese muss
selbstkonsistent bestimmt werden. (Das erinnert an Mean-Field-Theorien, die DFT ist aber wie gesagt
kein Niherung.) In der Praxis wird ein n angenommen, die Kohn-Sham-Gleichung fiir die ¢;(r) gelost und
daraus wieder n berechnet. Dieser Prozess wird bis zur Konvergenz iteriert:

n(r) — ¢;(r) — n(r) — ¢i(r) — ...

Das Ergebnis wéren die exakte Grundzustandsdichte n(r) und die exakte Grundzustandsenergie Ey [n],
wenn wir das Austausch-Korrelations-Potential Vi.[n](r) bzw. das Austausch-Korrelations-Funktional
E.[n] exakt kennen wiirden.

Fiir Kristalle kann man die Gittersymmetrie ausnutzen, um die (Kohn-Sham-) Einteilchenorbitale
¢; und (Kohn-Sham-) Einteilchenenergien ¢; nach Wellenvektoren k zu ordnen. Die bekannten DFT-
Bandstrukturen zeigen die Kohn-Sham-Energien als Funktionen von k. Man sollte aber folgenden Punkt
beachten: Die Kohn-Sham-Orbitale ¢; und -Energien ¢; sind nur Hilfsgroffen der DFT. Sie gehen im
Grenzfall verschwindender Wechselwirkung in die exakten Einteilchenorbitale und -energien iiber. Fiir
den interessierenden, wechselwirkenden Fall gibt es aber keinen Grund, weshalb sie mit den Positionen
der Quasiteilchen-Maxima der Spektralfunktion A(k,w) iibereinstimmen sollten, die in der Fermi-Fliissig-
keitstheorie die bestmogliche Einteilchen-Beschreibung liefern.

Dariiber hinaus ist die hier besprochene Standard-DFT strikt eine Theorie fiir den Grundzustand.
Die Energieliicke eines Halbleiters ist aber z.B. eine Grofe, die Anregungen beschreibt, es ist ndmlich
die minimale Energie fiir Ein-Elektronen-Anregungen bei T' = 0. Diese Energieliicke aus der Kohn-Sham-
Bandstruktur zu extrahieren ist also in zweifacher Hinsicht problematisch: Die Kohn-Sham-Energien sind
prinzipiell nur Hilfsgréfen und man versucht, eine Anregungsenergie aus einer Grundzustandstheorie zu
ermitteln.

5.3 Lokale-Dichte-Naherung

Wie erwahnt ist die DFT eine exakte Theorie. Exakte Resultate berechnen konnte man aber nur bei
exakter Kenntnis des Austausch-Korrelations-Potentials V. oder dquivalent des Austausch-Korrelations-
Funktionals Fy.. Da wir diese Funktionale jedoch nicht kennen, sind wir auf Ndherungen angewiesen. Wir
besprechen hier die sogenannte Lokale-Dichte-Naherung (local density approximation, LDA).
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Die LDA geht von der Erkenntnis aus, dass Fy. fiir homogene Dichten n(r) = const zumindest nume-
risch gut bekannt ist. Eine (zu) einfache Naherung hatten wir in Abschnitt 3.2.1 kennengelernt: In erster
Ordnung Stérungstheorie in der Coulomb-Wechselwirkung ist die Energie der homogenen Elektronengases
pro Elektron,

e 1 1
— =~2211 — —0,91 — 5.2
v = 2211Ry 2 0,916 Ry o (5.28)
mit /s
3 n~1/3
s = | — . 5.29
" <47T) ap ( )

Der erste Term ist der Beitrag nullter Ordnung, also die reine kinetische Energie im wechselwirkungsfreien
Fall, Ty[n]. Der elektrische oder Hartree-Term wird durch das mittlere Kern-Potential kompensiert, ist also
hier nicht vorhanden. Der zweite Term ist daher, wie wir in Abschnitt 3.2.1 gesehen haben, die (exakte)
Austauschenergie des homogenen Elektronengases,

B, 1
ex[n] = ]\[["] =—0916Ry — = ~148Ryap nt/3, (5.30)

Das Austausch-Korrelations-Funktional enthélt jedoch auch noch einen Korrelationsanteil, Ey.[n] =
Ey[n]+ E¢[n] bzw. ex.[n] = ex[n]+ec[n]. Die Korrelationsenergie E.[n] des homogenen Elektronengases ist
nicht analytisch exakt bekannt. Es existieren Entwicklungen um die Grenzfille grofier und kleiner Dichte
sowie verschiedene ndherungsweise Parametrisierungen, die zwischen diesen Grenzféllen interpolieren. Sie
stellen fiir praktische Rechnungen geeignete analytische Ausdriicke fiir die Austausch-Korrelations-Energie

pro Elektron,
Eyicln
excln] = % (5.31)
zur Verfigung. Auf jeden Fall reduziert sich das Funktional ey.[n] fiir das homogene Elektronengas auf
eine Funktion eyx.(n) der homogenen Dichte n.
Die LDA besteht nun darin, einen fiir homogene Dichten i. W. exakten Ausdruck fiir ey.(n) fiir beliebige,

auch inhomogene, Dichten zu verwenden. Dazu schreibt man

Eye[n(r)] = /d3r n(r) exc(n(r)) = —1,48Ryap /d?’r n*/3(r) + /d3r n(r) ec(n(r)). (5.32)

Wichtig ist, dass der Integrand nur eine Funktion der lokalen Dichte am Ort r ist, daher der Name ,Lokale-
Dichte-Naherung®. Physikalisch nehmen wir an, dass die Austausch-Korrelations-Energie eine rein lokale
Grofe ist, anders als z. B. die elektrische (Hartree-) Energie. Die LDA ist offenbar gut, wenn n(r) fast
homogen ist, d. h., wenn sich n(r) rdumlich hinreichend langsam &ndert. Fiir n(r) = const erhélt man das
exakte Ergebnis Ney.(n).

Wir bemerken noch, dass das Austausch-Korrelations-Potential in der LDA lautet

_ 0Eyx[n] LpA d B )
= 5n(r) ~ % nexc(n) = exc(n(r)) + n(r) exc(n(r)). (5'33)

n=n(r)

Vie [n(r)]

Damit kénnen wir nun die Kohn-Sham-Gleichung fiir gegebene Dichte n(r) hinschreiben, numerisch 16sen
und iterieren.

Fortgeschrittenere Naherungen gehen iiber die LDA hinaus, indem sie z. B. Gradienten von n(r) mit-
nehmen: exc[n] & exc(n, Vn). Sie fithren jedoch im Allgemeinen nicht zu sehr viel besseren Ergebnissen.

5.4 Zeitabhangige Dichtefunktionaltheorie

Die Standard-DFT ist, wie wir gesehen haben, eine Theorie fiir den Grundzustand. Dies schrankt ihre
Anwendbarkeit stark ein. Sie gilt auch nur fiir zeitunabhingige Potentiale, was wir nicht betont haben,
denn fiir zeitabhéngige Potentiale ist das Konzept des Grundzustands nicht besonders sinnvoll. Wir er-
wahnen kurz eine Erweiterung, die zeitabhéngige Potentiale und angeregte Zustéinde beschreiben kann,
némlich die zeitabhdngige Dichtefunktionaltheorie (time-dependent DFT, TDDFT).
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Der Vielteilchen-Hamiltonian hat weiterhin die Form
H=T+V,+V;, (5.34)

aber nun darf das Einteilchenpotential

Vi=> V(r,t) (5.35)

von der Zeit abhingen. Die Operatoren T und Vo = V¢ sind weiterhin zeitunabhéngig und fiir alle
Elektronensysteme identisch.

Fiir gegebenen Anfangszustand |¢(¢g)) ist der Vielteilchenzustand zur Zeit ¢ durch die zeitabhéngige
Schrédinger-Gleichung

. d
i ) =H() [) (5.36)

bestimmt. Natiirlich ist dann auch die zeitabhéngige Einteilchendichte
3. 73 3 2
n(r,t) =N /d rod’ry---d’ry ’1/)(1',1'2,1'3, . ,rN,t)‘ (5.37)

festgelegt. An die Stelle des ersten Hohenberg-Kohn-Theorems tritt nun das Runge-Gross-Theorem (1984):
Fiir einen gegebenen Anfangszustand [¢(p)) und eine gegebene, damit kompatible zeitabhéngige Einteil-
chendichte n(r,t) existiert ein eindeutiges zeitabhingiges Potential V (r,t), also

n(r,t) < V(r,t). (5.38)

Dabei betrachten wir zwei Potentiale V(r,t) und V (r,t) als gleich, wenn sie sich nur um eine ortsunab-
héngige (aber evtl. zeitabhingige) Grofe AV (¢) unterscheiden. (Spitzfindige mathematische Vorausset-
zungen hinsichtlich Analytizitat in der Zeit haben wir hier ignoriert.) Den Beweis geben wir hier nicht
an.

Das Runge-Gross-Theorem zeigt, dass das Potential V(r,t), der Vielteilchen-Hamiltonian H (¢) und
damit die zeitabhéngige Vielteilchenwellenfunktion Funktionale des Anfangszustands und der zeitabhéngi-
gen Dichte sind. Das weitere Vorgehen ist ganz analog zum zeitunabhéngigen Fall: Man betrachtet ein
wechselwirkungsfreies Referenzsystem mit derselben Dichte n(r, ) und einem effektiven, aber jetzt zeitab-
héngigen Einteilchenpotential Vg (r, t). Das wechselwirkungsfreie System fiihrt auf eine nun zeitabhéngige
Kohn-Sham-Gleichung

.0

1
i 3 oi(r,t) = {2m V2 4 Veg(r,t)| ¢i(r,t). (5.39)

Das effektive Potential erhalten wir aus der Bedingung, dass das Referenzsystem die Dichte n(r,t) haben
soll. Dies fithrt auf

e n(r',t)
'l

Vi (r,4) = V(r, £) + / & + Vee[n(r, 1)) (5.40)

dmeg r—r
Der Hartree-Term ist instantan, da wir die Coulomb-Eichung verwenden. Uberlichtschnelle Wirkungen
miissen von Vi, verhindert werden. Damit erhalten wir im Prinzip die Zeitentwicklung der Dichte n(r,t)
fiir beliebige Anfangszustéande n(r,tp).

In diesem Schema ist das Austausch-Korrelations-Potential Vi.[n(r,t)] nun ein Funktional der gesam-
ten, zeitabhéngigen Dichte n(r,t). Es gibt keinen Grund, wieso es lokal in der Zeit sein sollte. Es muss
jedoch kausal (retardiert) sein, d.h. Vi, darf nur von Dichten zu Zeiten ¢’ < ¢ (und ¢’ > tg) abhéngen.
Vie[n(r, )] ist hier ein weitaus komplizierteres Funktional als im statischen Fall. Natiirlich sind wieder
Naherungen fiir V. notig.

Die TDDFT fiihrt also das zeitabhéngige Vielteilchenproblem auf die Losung der zeitabhingigen
Kohn-Sham-Gleichung zuriick. Die zeitabh#ingige Dichte muss dabei wieder durch geeignete Iteration
bestimmt werden. Insbesondere kénnen wir natiirlich fiir zeitunabhingige Potentiale nach angeregten
FEigenzustédnden suchen — fiir diese bleibt die Einteilchendichte stationér.
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Kapitel 6

Diffusion und die Boltzmann-Gleichung

Bisher hatten wir Systeme im Grundzustand (Kapitel 3) und im thermischen Gleichgewicht (Kapitel 4)
betrachtet. Im Gleichgewicht ist bekanntlich die Entropie maximal und der Zustand dndert sich nicht in
der Zeit. Teilchen bewegen sich mit derselben Wahrscheinlichkeit von A nach B wie von B nach A. Oft
interessieren uns Situationen, in denen diese Bedingungen nicht erfiillt sind.

Das ist zum Beispiel beim elektronischen Transport der Fall. Wir hatten aber gesehen, dass die Leit-
fahigkeit fiir ein hinreichend kleines angelegtes elektrisches Feld aus Gleichgewichtseigenschaften bestimmt
werden kann. Dies wird konkret durch die Kubo-Formel aus der Lineare-Antwort-Theorie (4.3) realisiert.
In diesem Kapitel interessieren wir uns aber fiir Fille, in denen die Lineare-Antwort-Theorie nicht an-
wendbar ist.

6.1 Brownsche Bewegung und Diffusion

Fin leichtes, aber unter dem Mikroskop sichtbares Teilchen fithrt in einer Fliissigkeit zuféllige Bewegungen
aus, wie R. Brown 1827 an Pollen auf einer Wasseroberflaiche beobachtete.

}.'

X

Erst spater wurde klar, dass diese Brownsche Bewegung auf Stofien mit selbst nicht sichtbaren Mole-
kiilen in der Fliissigkeit beruht. Ein konzeptionell dhnliches Bild der Bewegung von Elektronen in unge-
ordneten Leitern geht auf Drude zuriick, die Stofe erfolgen hier mit Storstellen oder Gitterschwingungen,
wie wir in Kap. 4 gesehen haben.

Wenn viele Brownsche Teilchen vorliegen, kénnen wir iiber kleine Volumina AV, die dennoch viele
Teilchen enthalten, mitteln und eine ortsabhéngige Konzentration n(r,t) einfithren. Wihrend die Brown-
sche Bewegung eines einzelnen Teilchens praktisch nicht voraussagbar ist, konnen wir iiber die gemittelte
Grofe n(r,t) Aussagen machen. Wir wissen aus der Erfahrung, dass Inhomogenitéten in n(r,t) zu einem
Strom fiihren, der diese auszugleichen sucht. Die Stromdichte j wird also vom Gradienten von n ab-
hingen, diesem entgegenwirken (,bergab®) und fiir verschwindenden Gradienten ebenfalls verschwinden.
Der einfachste Ansatz mit diesen Eigenschaften ist

j=-DVn, (6.1)

dieser wird auch experimentell bestétigt. Da die Teilchenzahl erhalten ist, gilt eine Kontinuitétsgleichung
on
— =-V-j. 6.2
pr J (6.2)
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Aus den letzten beiden Gleichungen folgt

— = DV?n. 6.3
5 n (6.3)
Das ist die Diffusionsgleichung mit der Diffusionskonstante D.
Die Diffusionsgleichung ist formal sehr dhnlich der Schrodinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen,
o1 o0 i

— 2 i R v 2]
VY & 8t72mvw' (6.4)

! ot 2m
Der einzige Unterschied ist, dass wir D durch eine imagindre Grofe ersetzen miissen. Daher lassen sich
Losungsmethoden fiir die Schrodinger-Gleichung auf die Diffusionsgleichung iibertragen. Z. B. kénnen wir
eine Green-Funktion P definieren:

(gt _ DV2> P(rt,rotg) =0 fir t > tg (6.5)

mit der Anfangsbedingung P(rt,rotg) = §(r — ro). P(rt,roto) ist hier die bedingte Wahrscheinlichkeit,
ein Teilchen zur Zeit ¢ > to bei r zu finden, wenn es zur Zeit to bei rg war. P(rt,roto) hingt von den
Randbedingungen (etwa dem Vorliegen von Winden) ab. Ist P(rt,rotg) bestimmt, so lautet die Losung
der Diffusionsgleichung fiir die Anfangsbedingung n(rg, o) = no(ro)

n(r,t) = /d3r0 P(rt,roto)no(ro) fiir ¢ > to. (6.6)

Der Beweis ist sehr einfach.
Beispielsweise lautet die Green-Funktion fiir Diffusion in einer Dimension ohne Wénde

(x — x0)?
7471’D(i — exp (_4D(t — t0)> . (6.7)

P((Et, (L'()to) =
Fiir festes t — tg > 0 beschreibt P eine Normalverteilung mit der Varianz 02 = 2D(t — t(). Die Breite der
Verteilung nimmt also mit der Zeit wie \/D(t — tg) zu. (Dies gilt allgemein, nicht nur in einer Dimension,
da \/D(t — to) die einzige Groke von der Dimension einer Lange ist, die man aus D und ¢ —t( konstruieren
kann.) Das ist das erwartete Verhalten fiir die Verteilungsfunktion fiir die Anfangsbedingung n(z,ty) =

0(x — xo).

6.2 Die Langevin-Gleichung

Wir wollen die Diffusion bzw. Brownsche Bewegung auf einer mikroskopischeren Ebene verstehen. Ein
Brownsches Teilchen, z. B. ein Pollenkorn in Browns Experiment, fiihrt zahlreiche Stéfse mit Molekiilen
aus. Dies fiilhrt zum Einen sicherlich zu Reibung. Wenn sich das Brownsche Teilchen hinreichend langsam
in einer Fliissigkeit bewegt, ist die Reibungskraft in guter Ndherung durch Newtonsche Reibung

Fr=—mnr (6.8)

beschrieben. m~y ist der Reibungskoeffizient.

Die Bewegungsgleichung mi* = —m~r beschreibt exponentielle Ddmpfung der Bewegung, aber noch
keine Diffusion. Dazu ist also eine zusétzliche Kraft F; notwendig. Auch driickt F g noch nicht die Idee
von zufilligen Stofsen mit Molekiilen aus. Diese iiberlegungen fithren zur Langevin-Gleichung:

mi = —m~r + Fy(t), (6.9)

wobei F(t) eine zufillige, zeitabhingige Kraft ist. Fiir eine bestimmte Realisierung von F(t) erhalten wir
eine bestimmte Bahnkurve r(t). Fiir eine Zufallsverteilung der F,(t) erhalten wir eine Zufallsverteilung
von r(t). Da die Langevin-Gleichung Zufallsgrofien enthélt, bezeichnet man sie als eine stochastische
Gleichung.
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Die Verteilung der r(t) hingt natiirlich von der Verteilung der F(t) ab. Wir fragen uns, unter welchen
Bedingungen wir Diffusion erhalten. Wir schreiben die Langevin-Gleichung als

Fs(t
V=—-yv+ ®) (6.10)
mit dem Integral
t , Fs(t/)
v(t) = v(te) e "t 4 / dt’ et 222 (6.11)
to m
Wir setzen 0.B.d. A. tg = 0 und r(¢g) = ro = 0. Durch nochmalige Integration erhalten wir
1—e t b F,(t'
r(t) = v ——— +/ dty / dts e1(tr—t2) Fs(). (6.12)
T gl 0 0 m
=v(to)
Wir nehmen zur Vereinfachung vy = 0 an und vertauschen die Integrationen {iber ¢; und ts:
t t
F(t
I‘(t) = / dtg / dtl e—’y(t1—t2)7( 2)
0 ta m
t —yt _ Lt
0 m -
L[ (t—t2)
= — dtQ FS tg 1—e7 t=tz . 6.13
o [P | (613)

Die Langevin-Gleichung enthélt eine typische Zeitskala 1/+, die offenbar die Dampfung beschreibt. Wir
betrachten hier lange Zeiten t > 1/+. Dann ist der Term e~ 7(t=*2) i;m Integranden fast immer klein und
wir schreiben

r(t) = m% /Ot dts Fy(1). (6.14)

Der Ortsvektor des Teilchens ist also die Summe vieler zufélliger Verriickungen dt/(m-y) F,(t). Diskretisiert
man die Zeit,

r(nAt) = % S, (nAr), (6.15)
=1

so erhélt man einen Random Walk.

Wir haben bisher keine Annahmen iiber die Verteilung der Zufallsgrofen F(¢) gemacht. Man kann
zeigen, dass fiir sehr viele Stofte mit Molekiilen im thermischen Gleichgewicht folgende Annahmen ge-
rechtfertigt sind:

1. Fs(t) und Fy(¢') zu verschiedenen Zeiten t # ¢’ sind unkorreliert. D.h. F; hat kein Gedéchtnis. Dies
nennt man die Markov-Eigenschaft.

2. F,(t) ist normalverteilt. Dann bezeichnet man F(t) als Gauf-Prozess.

Wir betrachten nun den eindimensionalen Fall, um Schreibarbeit zu sparen. Héhere Dimensionen lassen
sich analog behandeln.
Eigenschaft 1 lasst sich dann schreiben als

(R = 5 (0~ 1), (6.16)
Dann ist das Rauschspektrum
S(w) =2 / d(t — 1) 0=t (B, (1) Fy(t')) = S = const. (6.17)
—o0 N— —
=25(t—t')
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FEin solches konstantes Rauschspektrum bezeichnet man als weiffes Rauschen. Wir diskretisieren nun die
Zeit und schreiben

At n n
Ty =— Y F(n'At)= Z Fo. (6.18)
my n’'=1 n’ 1
Nun ist S5
(F,F) = 3 Zz ) (6.19)

Insbesondere ist die Varianz der Verteilung von Fs(t) nun 0% = S/2At.
Eigenschaft 2 fithrt dann auf die Verteilungsfunktion der Zufallskraft

1 F? At At
p(Fn) exp (_W> =\ g &P (_S Fn> . (6.20)

B 2ro

Die Verteilungsfunktion des zuriickgelegten Weges, P(z,,), ist dann, vgl. Gl. (6.18),

At &
P(x,) /dF1 -dF, (5<xn s > Fn> -p(E,)

n’=1
—/mdﬁ/dF--.dF xp |i ——ZF o p(Fy)
__0027T 1 n €Xp |1k | Tp v 2 Pli'n
A i KAt At At
/ n H/dFl exp (z 7Fl) —exp (SFl ) (6.21)

Die Fj-Integrale kann man mittels quadratischer Ergdnzung im Exponenten ausfiihren. Man erhélt

* dk SAt " * dk nSAt
P(zn) = 7 ginn _ 27 k)| = —— girn ———— k. 6.22
() /_Oo 5 e [exp ( T2 K )} /_OO 5 e exp ( I K ) ( )

Das kann man wieder ausrechnen:

P(xn) (6.23)

m ( vm? 2)
=————exp|— xs ).
N2V nAtvS nAtS
Wir sehen, dass dies eine sehr dhnliche Form zur Green-Funktion fiir die Diffusionsgleichung hat, vgl.
Gl. (6.7). Die Zeit ist offensichtlich ¢ = nAt und der Ort nach der Zeit ¢ ist x,, = z(¢). Wir haben hier
tatséichlich die Green-Funktion fiir die eindimensionale Langevin-Gleichung unter den Annahmen 1 und
2 und ¢ > 1/~ ausgerechnet:

P(xt,00) = (727”2 xQ) (6.24)
e \F < . .

Das ist genau die Green-Funktion (6.7) fiir die Diffusionsgleichung, wenn wir fiir die Diffusionskonstante
setzen
S

- 2
yr— (6.25)

Diese Beziehung ist sinnvoll: Je grofer die Rauschamplitude, desto schneller ist die Diffusion. Je grofer
die Reibung, desto langsamer ist die Diffusion. Im Grenzfall langer Zeiten, ¢ > 1/, beschreibt die
Diffusionsgleichung also dieselbe Physik wie die Langevin-Gleichung unter den gemachten Annahmen
iiber die Zufallskraft.

6.3 Die Boltzmann-Gleichung

Die Diffusionsgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung der Dichte n(r,¢) im Ortsraum. Es ist oft
niitzlich, stattdessen die Dichte im Phasenraum zu betrachten. Die Anzahl der Brownschen Teilchen mit
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ihrem Ort r im Volumenelement d®r und ihrem Impuls p im Impulselement dp sei f(r,p,t) d>r d®p. Die
Ortsraumdichte ist dann

n(r,t) = / p f(r,p,t). (6.26)

Fiir wechselwirkungsfreie klassische Teilchen ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir f aus dem Liouville-
Theorem, das eine Kontinuitatsgleichung fiir f darstellt:
Cdf_of . of . af of ' p Of . Of

mit offensichtlichen Definitionen von 9/dr und 9/9p. Also gilt

o p 0 0
-+ = —+F - — r,p,t) =0. 6.28
<8t+m o 8p>f(,p,) (6.28)
Wechselwirkungen zwischen den Teilchen fiihren zur Streuung aus Zustdnden mit Ort r und Impuls p in
Zustande mit Ort r’ (in realistischen Anwendungen meist identisch zu r, da die Teilchen nicht instantan
springen kénnen) und Impuls p’. Diese Streuprozesse induzieren also zuséitzliche zeitliche Anderungen in
f, die man formal in einem Streuterm auf der rechten Seite von Gl. (6.28) zusammengefasst:

p 0 O\ ,_
<6t+m'ar+F'ap)f_S[f]' (6.29)

Dies ist die beriihmte Boltzmann-Gleichung. Die Schreibweise driickt aus, dass der Streuterm ein noch zu
bestimmendes Funktional der Phasenraumdichte f ist.

6.3.1 Relaxationszeitansatz

Ein oft verwendeter phinomenologischer Ansatz fiir S[f] geht von der Beobachtung aus, dass das System
flir Zeiten t — oo ins thermische Gleichgewicht kommen muss, sofern keine dufiere Kraft F wirkt. Die
Gleichgewichtsverteilung sei fo(p). Ist die Einteilchenenergie E(p), so erwarten wir fiir klassische Teilchen

fo(p) ~ exp(—BE(p)) und fiir Elektronen fo(p) ~ nr(E(p)).
Der Relaxionszeitansatz besteht nun in

T

mit der Relaxationszeit 7. Dies erzwingt, dass f auf der Zeitskala 7 gegen fy konvergiert.

Man kann mit der Boltzmann-Gleichung im Relaxionszeitansatz die Leitfihigkeit berechnen. Wir
fihren dies hier nicht durch. Man erhélt wieder die Drude-Formel.

Aber wieso stimmt das Resultat mit dem aus der quantenmechanischen Vielteilchentheorie {iberein?
Die Boltzmann-Gleichung beschreibt die klassische Phasenraumverteilung f. Es ist nicht klar, wieso sie
auf Elektronen anwendbar sein sollte. Wir werden im folgenden Abschnitt skizzieren, auf welchem Weg
sich die Boltzmann-Gleichung aus der Quantenmechanik von Vielteilchensystemen ergibt.

6.3.2 Wigner-Funktion und Quanten-Boltzmann-Gleichung

Es ist nicht offensichtlich, was in der Quantenmechanik an die Stelle der Phasenraumverteilung f(r, p,t)
tritt. Diese gibt ndmlich an, mit welcher Wahrscheinlichkeit ein Teilchen den Ortsvektor r und den Impuls
p hat. Die Heisenbergsche Unschérferelation zeigt aber, dass wir dies aus prinzipiellen Griinden gar nicht
genau angeben koénnen.

Eine sinnvolle Frage im Rahmen der quantenmechanischen Vielteilchentheorie ist sicherlich, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeitsamplitude wir ein Teilchen zur Zeit ¢ bei r finden, wenn es zur Zeit ¢’ bei r’ war.
Dies wird natiirlich durch die Green-Funktion ausgedriickt. Wir betrachten hier

G<(rt,x't'") = i (U (x',t)W(r,1)) (6.31)

fiir Fermionen und unterdriicken die Spin-Indizes. Hier ist (...) = Trp... Im Gleichgewicht ist o =
Z~Ye PH aber die Definition von G< gilt ganz allgemein fiir beliebige Dichteoperatoren .
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Wir fiithren Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

r+r t+t
R = —; , T:= —; , (6.32)
Ar:=r -1, At:=t—t (6.33)
ein und schreiben, unter Anderung der Notation,
G<(Ar,At;R,T) =i <w (R — %,T — A;) 1\ <R+ %,T + A2t)> . (6.34)
Nun Fourier-transformieren wir nach den Relativkoordinaten und erhalten
G<(k,w;R,T) = / d3Ar dAt "R ATHWAL G<(Ar AL R, T). (6.35)

Diese Funktion enthélt natiirlich noch immer dieselbe Information wie die urspriingliche Green-Funktion
aus Gl. (6.31). Nun definieren wir die Wigner-Funktion:

fk,w; R, T) = —iG<(k,w; R, T). (6.36)

Wir zeigen, dass diese Funktion eng mit der Phasenraumverteilung zusammenhangt: Es gilt nadmlich

3
/% /Czl%f(k,w;RT) =—iGS(Ar=0,At=0;R,T)

= (VI(R,T)¥(R,T)), (6.37)
was offenbar die Teilchenzahldichte ist. Andererseits ist

/d3R /;i—wf(k,w;R, T) = /df”Rd?’Are—ik'Af(—i) G<(Ar,At = 0;R,T)
Y

. A A
_ /ngdSAr oiloAr <\1ﬁ (R - ;T) v <R+ ;T>>
= /d3r dPr' e~ gt (o TV (x, T))
= (Ul (k, T)¥(k,T)). (6.38)
Das ist die Teilchenzahldichte im Impulsraum. Dies legt nahe,

fw Rk, T) ::/d—wf(k,w;R, T) (6.39)

2
als Verteilungsfunktion im Phasenraum zu interpretieren. Die so definierte Funktion fy héngt mit der
gleichzeitigen kleineren Green-Funktion G< zusammen:

fw (R, K, T) = —i / d3Ar e~ AT G<(Ar,0; R, T)

- /d%m—ik‘“ <\IJT (R— A;,T> ] <R+ A;,T)>. (6.40)

Man nennt sie oft ebenfalls Wigner-Funktion. fy, ist aber i. A. nicht positiv semidefinit, so dass man fy,
nicht direkt als Phasenraumdichte deuten kann. Das ist eine Folge der Quantenmechanik.

Die Bewegungsgleichung fiir f(k,w;R,T) ist die Quantum-Boltzmann-Gleichung, die wir nun motivie-
ren wollen. Sie folgt aus der Bewegungsgleichung fiir G<, die wir analog zu Abschnitt 3.1 herleiten kénnen.
Wir betrachten zunéchst wechselwirkungsfreie Elektronen in einem statischen elektromagnetischen Feld.
Der Einteilchen-Hamiltonian lautet

Hy— —— (1 v+ eA)2 — ed(r). (6.41)

:2m
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Wir erhalten

i 9 G5 (rt, v’ V') =

. 0
5 (' t)i n \I/(r,t)>

«{
=i <\IIT(r’,t’) [21 (1 v+ eA(r)>2 — ed(r)

U(r, t)> . (6.42)

m
Also ist
i 0 sty = | (191 eAm) —esw)| G5 (etr'. 1) (6.43)
ot 0Ty 2m \ % Ol '
Analog gilt
i 2 gty = — | L (Lt eaw)) - eot)| o5t (6.44)
ot 0T 2m i 0N '
Damit kénnen wir die Ableitung von fo(k,w; R, T) nach der Schwerpunktszeit T' ausrechnen:
9 9 [ A AL e Ar At Ar At
. . L 2 riw o - . .4
ano(k7w,R,T) zaT/d ArdAte G| R+ — 5 I+ — 5 R 5 ,T 5 (6.45)
——— —— —— ——
r t r’ t’

Die Rechnung fithren wir hier nicht explizit durch. Sie findet sich z. B. in Mahans Buch. Unter der Annahme
eines raumlich und zeitlich schwach veranderlichen elektromagnetischen Feldes erhalten wir

0 k 0 0 k 0
g folicw R T) = - B Sk B L ok iR, T) (6.16)
Es folgt
0 k 0 0 _k 0
=+F-& =+2rFr2

Beitrige aufgrund der Elektron-Elektron-Wechselwirkung, die hier vernachléssigt wurde, driicken wir wie-
der durch Streuterme auf der rechten Seite der Gleichung aus:

0 k 0 0 k 0
— +F. — F— k,w;R,T) = — . A4
(57 o R+ F g+ F s ) Fk iR, T) = ~Soul] (6.48)
Sqi[f] kann man durch elektronische Green-Funktionen und Selbstenergien ausdriicken, was wir hier nicht
zeigen. Die Gleichung heiflt Quanten-Boltzmann-Gleichung, da sie sehr dhnlich zur klassischen Boltzmann-

Gleichung
3] k 0 0
— 4+ — F. R, k,T)=-8 6.49
(57 + 5 om +F 5 ) FRAT) = =11 (6.49)
ist. Den zusétzlichen Term in der Quanten-Boltzmann-Gleichung, (k/m)-F /0w, kann man interpretieren:
v-F = 0FE/0t ist die Verlustleistung aufgrund von Joulescher Wirme.
Tatséchlich erhélt man eine Boltzmann-Gleichung fiir die Wigner-Funktion fy durch Integration der
Quanten-Boltzmann-Gleichung iiber w, was

<5+k 9 g 5)fWRkT /fsQB (6.50)

ar  m OR ok
ergibt. Hier ist die rechte Seite aber i. A. noch kein Funktional allein von fy, also sind noch Ndherungen
fiir Sqp notig, um den Streuterm auf die Form —S[fw | zu bringen. Man spricht in diesem Zusammenhang
von der semiklassischen Boltzmann-Gleichung, um auszudriicken, dass sie zwar die Form einer klassischen
Gleichung hat, aber aus einer quantenmechanischen Herleitung resultiert.
Wir fassen noch einmal zusammen:

e Die Bewegungsgleichung fiir G< ist dquivalent zur Quanten-Boltzmann-Gleichung fiir die Wigner-
Verteilungsfunktion f(k,w;R,T).
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e Durch Integration iiber w und N&herungen erhélt man eine Boltzmann-Gleichung fiir
dw
fwRk,T) = o fk,w;R,T). (6.51)

Dies gestattet, die Boltzmann-Gleichung im Rahmen der Vielteilchentheorie zu begriinden.
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Anhang A

Literatur

Es existieren zahlreiche Lehrbiicher zu den Themen dieses Skripts. Da es Elemente von Quantenfeldtheorie,
Vielteilchentheorie und Statistischer Physik im Nichtgleichgewicht beinhaltet, kann man nicht erwarten,
den Inhalt in einem einzigen Buch wiederzufinden. Hier folgt eine subjektive Auswahl von Lehrbiichern,
die entweder noch im Druck oder in der Bibliothek zu finden sein sollten, mit kurzen Kommentaren.

Quantenfeldtheorie

K. Huang, Quantum Field Theory (Wiley, New York, 1998): Uberwiegend elegante,
moderne und klar strukturierte Darstellung, die anders als andere Biicher nicht ausschliefilich
Anwendungen in der Elementarteilchenphysik im Sinn hat. Der Teil, den wir hier bené&tigen,
ungeféhr die erste Héilfte, verwendet ausschliefslich den Operator-Formalismus, keine Pfadin-
tegrale. Enthélt leider viele Druckfehler in den Formeln. Die Qualitdt des Textes variiert,
insgesamt aber didaktisch gut aufbereitet.

C. Itzykson und J.-B. Zuber, Quantum Field Theory (McGraw-Hill, New York,
1980): Ein klassisches Lehrbuch der Quantenfeldtheorie aus Sicht der Elementarteilchenphy-
sik. Fithrt Pfadintegrale ebenfalls erst spat ein. Enthélt weitaus mehr als wir fiir die Vielteil-
chentheorie brauchen.

A. M. Tsvelik, Quantum Field Theory in Condensed Matter Physics, 2. Auflage
(Cambridge University Press, Cambridge, 2003): Fiihrt in die Quantenfeldtheorie aus
Sicht der Vielteilchentheorie ein, wére insofern ein ideales Lehrbuch fiir diese Vorlesung, be-
nutzt aber Pfadintegrale und behandelt viele grundlegende Themen nicht. Die diskutierten
Anwendungen sind relativ modern und fortgeschritten und spiegeln die Interessen des Autors
wider. Inakzeptables Stichwortverzeichnis. Enthélt zahlreiche von Tsvelik gezeichnete Karika-
turen, sein Markenzeichen.

Vielteilchentheorie

G. D. Mahan, Many-Particle Physics, 2. Auflage (Plenum, New York, 1990):
Ein Klassiker, vielleicht der Klassiker. Beruht auf dem Operator-Formalismus, der auch in
der Vorlesung verwendet wird. Etwas leichter lesbar als Negele und Orland. Argumentiert
eher physikalisch. Umfangreich, deckt fast alles ab, was zu einer Einfiihrung in die Viel-
teilchentheorie gehort, einschlieflich Superfluiditdt und Supraleitung. Geht fast sofort zum
Matsubara-Formalismus (typischerweise verwendet fiir Temperaturen T > 0) {iber.

J. W. Negele und H. Orland, Quantum Many-Particle Systems (Addison-Wesley,
Reading, 1988): Ein weiterer Klassiker. Baut auf dem Pfadintegral-Formalismus auf und ist
in diesem Sinne moderner als Mahan. Supraleitung wird nicht behandelt. Vielleicht das am
besten durchdachte Buch, aber nicht leicht zu lesen, auch wegen des abschreckenden Layouts
zumindest der genannten Ausgabe.

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 7: Viel-Teilchen-Theorie, 6. Auflage
(Springer, Berlin, 2005): Gutes, deutschsprachiges Lehrbuch, klar gegliedert, didaktisch
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besser aufbereitet als die vorgenannten Klassiker. Starkes Gewicht auf Formalismen. Supralei-
tung wird nicht behandelt, dafiir relativ fortgeschrittene Themen zum Magnetismus (Interes-
sengebiet des Autors).

H. Bruus und K. Flensberg, Many-Body Quantum Theory in Condensed Matter
Physics (Oxford University Press, Oxford, 2004): Empfehlenswertes, didaktisch recht
gut aufbereitetes neues Lehrbuch, das den Operator-Formalismus verwendet, keine Pfadinte-
grale. Teilweise etwas inexakt in der Interpretation. Deckt im Wesentlichen den gesamten Stoff
einer Einfilhrung in die Vielteilchentheorie ab, einschliefilich Supraleitung, ist aber kompakter
und besser strukturiert als Mahans Buch. Kapitel iiber Transport in mesoskopischen Systemen
und iiber eindimensionale Systeme gehen iiber den Standard-Stoff hinaus.

A. A. Abrikosov, L. P. Gorkov und I. E. Dzyaloshinski, Methods of Quantum Field
Theory in Statistical Physics (Dover, New York, 1963): Ein weiterer Klassiker. Trotz
des Titels ein fortgeschrittenes Lehrbuch {iber Vielteilchentheorie. Sehr dicht, vergleichbar
mit Negele und Orland, verwendet aber den Operator-Formalismus. Enthélt ein Kapitel zur
Supraleitung. Unzureichendes Stichwortverzeichnis.

X.-G. Wen, Quantum Field Theory of Many-Body Systems (Oxford University
Press, Oxford, 2004): Die erste Hilfte des Buches enthélt eine knappe Darstellung von
Standard-Stoff der Vielteilchentheorie im Pfadintegral-Bild. Die zweite Halfte behandelt hoch-
aktuelle Fragen, iiberwiegend aus der eigenen Forschung des Autors, und liegt teilweise weit
auferhalb des allgemein akzeptierten Kenntnisstandes. Enthélt einsichtsvolle Bemerkungen,
z.B. zum Vergleich von Vielteilchentheorie und Elementarteilchentheorie. Das erste Kapitel
lohnt sich zu lesen.

A. Altland und B. Simons, Condensed Matter Field Theory, 2. Auflage (Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2010): Ein sehr schoénes, didaktisch sehr gutes
Buch, das iiberwiegend den Pfadintegral-Formalismus verwendet. Geht iiber den Stoff der
Vorlesung hinaus. Starkes Gewicht auf erkldrender Prosa. Sehr empfehlenswert fiir breiter
Interessierte.

E. M. Lifshitz und L. P. Pitaevskii, Landau and Lifshitz, Course of Theoretical
Physics 9: Statistical Physics Part 2 (Butterworth-Heinemann, Oxford, 1980) bzw.
Landau und Lifshitz, Lehrbuch der Theoretischen Physik 9: Statistische Physik
Teil 2, 4. Aufl. (Akademie Verlag, Berlin, 1992): Der ,Landau-Lifshiftz“ zum Thema
Vielteilchentheorie. Baut auf der Landau-Theorie der Fermi-Fliissigkeiten auf, was zu einer
ungewohnten Reihenfolge der Kapitel fithrt. Wie {iblich fiir Landau und Lifshitz iiberwiegend
inhaltlich gut durchdacht, aber sehr dicht und didaktisch nicht sehr freundlich.

M. El-Batanouny, Quantum Condensed Matter Physics (Cambridge University
Press, Cambridge, 2020): Ganz neues Lehrbuch, das versucht, einen grofen Bogen zu schla-
gen. Beginnt mit Standard-Festkorpertheorie a la Ashcroft und Mermin, aber viel knapper,
fithrt in topologische Konzepte (Berry-Phase, topologische Klassifizierung von Festkorpern)
ein, behandelt Green-Funktionen im Operator-Formalismus und auch kurz im Pfadintegral-
Formalismus und bringt schlieflich typische Anwendungen auf Magnetismus und Supraleitung.
Dem grofsen Stoffumfang geschuldet ist die Darstellung relativ knapp.

J. R. Schrieffer, Theory of Superconductivity, iiberarbeiteter Nachdruck (Addison-
Wesley, Redwood City, 1983): Wie der Titel sagt, ein Lehrbuch {iber die (BCS-) Theorie
der Supraleitung. Enthélt jedoch eine knappe, klare Darstellung der ihr zu Grunde liegenden
Vielteilchentheorie im Operator-Formalismus, iberwiegend fiir Temperatur 7' = 0.

H. Eschrig, The FPundamentals of Density Functional Theory, 2. Aufl. (Edition am
Gutenbergplatz, Leipzig, 2003): Ein Buch speziell zur Dichtefunktionaltheorie und ihren
Zusammenhang mit anderen Zugéngen der Vielteilchentheorie. Geschrieben von einem leider
verstorbenen Dresdner Experten auf diesem Gebiet, mathematisch manchmal nicht einfach.
Interessenten am Thema Dichtefunktionaltheorie kénnen leicht mehrere weitere Fachbiicher
finden, die hier nicht aufgefiihrt sind.
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Statistische Physik im Nichtgleichgewicht

Der iiberwiegende Teil des Stoffs, den das entsprechende Kapitel des Skripts behandelt, ist in den vor-
genannten Lehrbiichern der Vielteilchentheorie enthalten. Brownsche Bewegung, Markov-Prozesse und
semiklassische Boltzmann-Theorie werden in verschiedenen Lehrbiichern der Statistischen Physik bespro-
chen.

C. Kittel, Elementary Statistical Physics (Wiley, New York, 1958): Klassisches Lehr-
buch mit einem relativ hohen Anteil von Formeln. Enthélt eine knappe aber klare Darstellung
der genannten Aspekte.

R. Kubo, M. Toda und N. Hashitsume, Statistical Physics II: Nonequilibrium
Statistical Mechanics, 2. Auflage (Springer, Berlin, 1991): Ein neueres Lehrbuch, das
die hier wichtigen Aspekte ausfiihrlicher behandelt als Kittel, aber die wesentlichen Punkte
manchmal nicht so klar herausarbeitet.

H.-P. Breuer und F. Petruccione, The Theory of Open Quantum Systems (Claren-
don Press, Oxford, 2006): Sehr gutes Buch zur Statistischen Physik von Quantensystemen
auflerhalb des Gleichgewichts. Noch modern, aber trotzdem schon ein Klassiker. Empfohlen
flir Interessierte.
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