TECHNISCHE (A‘
@ UNIVERSITAT DRESDEN
DRESDEN Pt N

Rechenmethoden Lehramt Physik (WS21/22)

SFB 1143

Vorlesung 11: Linienintegral

Hong-Hao Tu (ITP, TU Dresden)

E-Mail: hong-hao.tu@tu-dresden.de

Dezember 20, 2021


mailto:hong-hao.tu@tu-dresden.de

§ 7.1 Bahnkurven

* Bewegung eines punktformigen Teilchens durch eine Bahnkurve:

20: F(D) = (;Eg)

genommener Weg

x(t)
3D: r(t) = y(t)

z(t) ] / -------------

< Person

Anfangspunkt: t=ty T(ty) "

Endpunkt: t =tr F(tf)



§ 7.1 Bahnkurven

Beispiel: 7(t) = (cos(t),sin(t),0)T, t € [0, 7]



§ 7.1 Bahnkurven

* Geschwindigkeit und Beschleunigung:

S 5 X (t))
v(t r(t) =1.
( ) ( ) <y(t) genommener Weg
alt) =7r(t) = ( > fmneaee
( ) ( ) y(t) .'/Person
Wie groR ist die Geschwindigkeit?

B = [F(6)] = V22(t) + y2(¢)

Richtung: ¥(t) steht zu jedem Zeitpunkt tangential zur Bahn 7(t)!



§ 7.1 Bahnkurven

Beispiel: 7(t) = (t,t*)T, t € [0,1]



§ 7.1 Bahnkurven

* Geschwindigkeit in Polarkoordinaten:

0= ()= (3




§ 7.2 Linienintegral

 Wie lange ist die Kurve?

genommener Weg
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§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral: etwas auf einem Weg aufsammeln

genommener Weg genommener Weg /
= / ______________ e :>' - / -------- "_,
" Person " Person
X X

zurlickgelegte Strecke ~ ) " A/,



§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral: etwas auf einem Weg aufsammeln

genommener Weg genommener Weg /
= / ______________ e :>' - / -------- "_,
" Person " Person
X X

zuruckgelegte Strecke = lim Al :/ dl
alle A31—>D p V\-"‘eg



§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral: etwas auf einem Weg aufsammeln

genommener Weg genommenerWeg::"
> / .............. e = > / ........ -
/ Person L Person
X X
zurlickgelegte Strecke = lim Al; = / dl
alle Al;—0 " Weg —
2

Differential der Strecke



# / dl:/ \-E"(t)\dt:/
Weg Zeit, die Weg braucht Zeit, die Weg braucht

Al; = (Weg pro Zeit) mal Zeit =

§ 7.2 Linienintegral

Um solch ein Linienintegral zu berechnen, missen wir den Weg
parametrisieren.

zurickgelegte Strecke = lim Zmi :f dl
i We

alle Al;—0

g =

Differential der Strecke

Weg
Leit

- Zeit = Geschwindigkeit - Zeit = |v;| At;

dr(t)
dt

dt = lim Z || At

alle At;—0




§ 7.2 Linienintegral

Beispiel 1: y = x4, x € [0,1]




§ 7.2 Linienintegral

Beispiel 2: #(t) = (et/locos(t),et/losin(t))T, t € [—5m, 57]
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Logarithmische Spirale



https://de.wikipedia.org/wiki/Logarithmische_Spirale

§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral einer Skalaren Funktion:

) / --------------
+ Personin Auto

® Bordeaux

X

Wie viel Fahrtkosten?



§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral einer Skalaren Funktion:

Paris . |
. / _— o / ________________
~ Person in Auto 'i:’erson in Auto
. Bordeaux . Bordeaux
X X

Gesamtkosten = Z Kosten auf dem i-ten Teilstlick

2



§ 7.2 Linienintegral

Gesamtkosten = Z Kosten auf dem /i-ten Teilstuck

i

= Z (Kosten pro Kilometer) * (Lange des i-ten Teilstiicks)

1

NZA ) Al _ZA ) |7 At
|

e Bordeaux

Gesamtkosten als Linienintegral: X

3]
S ' o = ] o T = g _‘;f _‘3 B B
Gesamtkosten a]lelgltl.;ao Z K (7)) |9 At; = fBordeaux_}PariS K di /to K(7(t))|o(t)| dt



§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral eines skalaren Feldes o(7, 1)




§ 7.2 Linienintegral

Linienintegral eines skalaren Feldes & (7, t) — ¢(7(s). 1)

» Parametrisiere Weg: ¢- (s) o
(s

» Bilde Linienintegral:

/.‘{/F‘ (7, 1) :/
C S0

dr(s)

ds ()(r( 5> t) ds 50

‘«J_



§ 7.2 Linienintegral

Beispiel: Was sind die Fahrtkosten entlang eines Halbkreises mit Radius
10 km, wenn die Kosten pro Kilometer 10 Euro betragen?

> Parametrisiere Weg: e, >N

rosin(s)

() = (r COS("")) mit r=10km

» Bilde Linienintegral:

dr(s)  [(—r sin(s)
ds — \ rcos(s)

/ Nl
S0

dr’

ds

= /12 sin(s)2 + 72 cos(s)?2 = r = 10km

™

= 100 Eur0 / ds = 100 7 Euro
0

Furo

dr(s)

ds

o(r(s),t)ds — / 510 km x 10
0

m



§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral eines Vektorfeldes A(7 )




§ 7.2 Linienintegral

* Linienintegral eines Vektorfeldes A(#t) — A(7(s).t)
» Parametrisiere Weg: (- (s)

» Bilde Linienintegral:

[ A= ["as T Ae(o.0
C S0 dS

Beispiel: ,Arbeit ist Kraft mal Weg"

E= fa’.-F- EF(7)
C



§ 7.2 Linienintegral

Beispiel: y = x2, x € [0,1]




§ 7.2 Linienintegral

dr(s)
ds

. . .'41 d-_“ .g“ .
()(}'_'(s) t) ds / dr - A(T, t) = / ds T ) . A(G’_"(.‘«'). t)
C S0 ds

/‘{/F‘ o(7,1) :/
C S0

skalares Feld Vektorfeld




