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§ 7.3 Oberflichenintegral

* Linienintegral eines Vektorfeldes /T(?, t):

»lntegral des Feldes entlang einer Linie“

.H‘[]

* Oberflachenintegral eines Vektorfeldes /T(F, t):

,Integral des Feldes uber eine Flache”



§ 7.3 Oberflichenintegral

Wichtiger Baustein fiur Oberflachenintegral: Orientierung der Flache

Orientierung einer Flache: festlegen, was ,aullen” ist

Flachennormalenvektor: Einheitsvektor, 71 der nach auRen zeigt




§ 7.3 Oberflichenintegral

Wichtiger Baustein fiur Oberflachenintegral: Orientierung der Flache

Orientierung einer Flache: festlegen, was ,aullen” ist
Flachennormalenvektor: Einheitsvektor, 71 der nach auRen zeigt

Achtung: nicht eindeutig (nach oben oder nach unten?) - freie Wahl!




§ 7.3 Oberflichenintegral

e Wie kdnnen wir den Flachennormalenvektor bestimmen?

2D: Tangenteneinheitsvektor ¢,

Normaleneinheitsvektor ¢

0-() - 0-()
7 (¢)

T RO

e e =0



§ 7.3 Oberflichenintegral

Wie konnen wir den Flachennormalenvektor bestimmen?

3D: Tangenteneinheitsvektoren e, e,

Flachennormalenvektor 71

X, ) L, 0,7 (u,v)
. ’ 1 10,7, v)|
Fu,v) =| y(u,v)
z(u, v) L, 0,7(w,v)
2 7 18,7 (w )]
e; X &,

n=————
lé; X &,

VA
sin 6 cos @
7(6,) = (sin 0 sin <p>
cos 6@



§ 7.3 Oberflichenintegral

* Das Oberflachenintegral:

/ dS - A(7,t) = / dS 7i(7) - A(F, 1)

Berechnung: Uber verschachtelte ,,normale” Integrale und Stammfunktionen



Q 7.4 Integralsatze von Gauld und Stokes

e QOberflachen und ihr Rand:

» geschlossene Oberflache: hat keinen Rand

» nicht-geschlossene Oberflache: hat Rand




Q 7.4 Integralsatze von Gauld und Stokes

* Oberflachen und ihr Rand: Y

» nicht-geschlossene Oberflache: hat Rand

Oberflache # Rand dS

Umlaufrichtung fur Pfad entlang des Randes: rechte-Hand-Regel

von oben schauend gegen Uhrzeigersinn = ,mathematisch positiv“




Q 7.4 Integralsatze von Gauld und Stokes

e Satz von Gaul’: verbindet Volumenintegral und Oberflachenintegral

/ AV - A(F 1) = / dS - A(7,t) = / dS i (F) - A(7.t)
\% S

e Satz von Stokes: verbindet Oberflachenintegral und Linienintegral

fd::?- {V x _.i’(-ﬁt)} :/ dr - A(F,1) R
s s |




§ 8. Differentialgleichung

Integration
1, df (x)
f@) dx
Ableitung
(. __ bx df(l) N B DT Lo,
flzr)=c¢e€ & prat fi(r)=>5 f}(} =5 f(x)

» Differentialgleichung (DGL): Gleichung fiir gesuchte Funktion, in der auch
Ableitungen der Funktion vorkommen



§ 8. Differentialgleichung

Beispiele:

N |
f"(l‘):—f(:l‘:)' = f“):T
fa)=0 = f@)=T
\ f(x) = —38323
hl ﬂ_(ﬁ_)..}T
fle) == (18.3 )

Ohne extra-Infos (,Randbedingungen®): DGLs haben keine eindeutige Losung!



{ 8.1. Grundbegriffe von Differentialgleichungen

Gewohnliche vs. partielle DGL:

» gewohnliche DGL: Funktion hangt nur von einer Variablen ab

/() +449.9 f ()" 4 cos(x) = 7

» partielle DGL: Funktion hangt von mehreren Variablen ab

DGL enthalt verschiedene partielle Ableitungen

Op(T, t) D (‘92/_)(-}’_". t) . (‘?2/_)(-}*_".@ agp(-'r_".t)
ot Oz O -2



{ 8.1. Grundbegriffe von Differentialgleichungen

* Ordnung einer DGL: Grad der hochsten Ableitung

df(z) .,
de f(w)
DGL 1. Ordnung
df(x) _ . d*f(z)
dr f(z) da?

DGL 4. Ordnung



{ 8.1. Grundbegriffe von Differentialgleichungen

Homogene vs. inhomogene DGL:

» homogene DGL: alle Terme der DGL enthalten die Funktion
oder ihre Ableitungen

f'(x) =5 f(x)

» inhomogene DGL: es gibt Terme, die nicht die Funktion enthalten

Fa) = 5 (a) +5°

_ t N

Ableitung der Funktion Funktion weder noch



{ 8.1. Grundbegriffe von Differentialgleichungen

* Allgemeine lineare DGL:

» Lineare DGL: Funktion und Ableitung kommt nur in 1. Potenz vor

Beispiel: f'(x) =5 f(x)

Gegenbeispiel: f'(x) +449.9 f(x)” + cos(x) =7

» Allgemeine lineare DGL n-ter Ordnung:

(p, ( xT )

d" f(x)

daxm

A1 ()

d" =1 f(x)

dan—1

+ ...

+ ay(x)

df (x)
dx

+ ag(z) f(z) = b(x)

/

b(xz) =0 homogene

b(x) #0 inhomogene



{ 8.1. Grundbegriffe von Differentialgleichungen

Beispiele:

f(z) = —89 : gewohnliche inhomogene DGL 0. Ordnung
f'(x) — 38" (x) = f"(x) - gewohnliche homogene DGL 3. Ordnung

df (z,y) N df (z,vy)

i ; = —f(x.y) + 7: partielle inhomogene DGL 1. Ordnung
ax ay




Q 8.2. Eindeutigkeit der Losung einer DGL
und Rolle von Randbedingungen

/ 2 1
fla)=—f@) = f@)=-
f(e)=0 = flz)=7

§ f(x) = —38323
1 ﬂ.(:).BTB
fla) === (18.3 )

Ohne extra-Infos (,,Randbedingungen®): DGLs haben keine eindeutige Losung!



Q 8.2. Eindeutigkeit der Losung einer DGL
und Rolle von Randbedingungen

Allgemeine Losung: Alle Konstanten sind erlaubt.

Die Losung ist eindeutig, wenn wir eine sogenannte ,,Randbedingung”
festlegen, z.B. f(0) = 1.



Q 8.2. Eindeutigkeit der Losung einer DGL
und Rolle von Randbedingungen

* Eine gewohnliche DGL n-ter Ordnung braucht n Randbedingungen,
damit die Losung eindeutig festgelegt werden kann.

d”_lf(x)

dzn—1

d" f(x)

daxm

df (x)
dx

+ ap_1(x) + ...+ ai(x) + ap(z) f(z) = b(x)

ay, ()

unabhangige Losungen: f;(x), ..., f(x)

‘ fal —lel +Cnfn )

\ /

durch Randbedingungen festgelegt, z.B. f(x), ..., f (%)



Q 8.2. Eindeutigkeit der Losung einer DGL
und Rolle von Randbedingungen

Beispiel: f"(x) =—f(x)
f(0)=0undf (%) = /2 (Randbedingungen)



{ 8.3. Ldsungen der gewohnlichen DGL

* Wie |6st man eine Differentialgleichung?

» Raten: Die DGLs in der Physik sehen oft dhnlich aus.

fl(x) = o f(x) (mit a € R) ‘ flx) =coe”

"(x) = —a f(x) (mit a > 0) ‘ f(x) = ¢y sin(y/ax) + ca cos(y/ax)



§ 8.3. Losungen der gewdhnlichen DGL

* Wie |6st man eine Differentialgleichung?

» Losung durch Integration:

({m.f(‘r)

drm

= g(x)



