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§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Komplexe Zahl 𝑧 ∈ ℂ: Erweiterung der reellen Zahlen 𝑥 ∈ ℝ

Imaginäre Einheit

Realteil & Imaginärteil:



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Komplexe Konjugation:

Betrag:



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Rechenregeln:

➢ Addition/Subtraktion:

➢ Multiplikation:

➢ Division:



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Komplexe Zahlen in Polarform:

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

= 𝑟(cos𝜑 + 𝑖sin𝜑)

𝜑 = arg(𝑧) ∈ [0,2𝜋)

Betrag: 𝑟 = |𝑧|

Argument



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Komplexe Zahlen in Polarform:

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦

= 𝑟(cos𝜑 + 𝑖sin𝜑)

𝜑 = arg(𝑧) ∈ [0,2𝜋)

Betrag: 𝑟 = |𝑧|

Argument

Euler-Formel: 𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑 + 𝑖sin𝜑 𝑧 = 𝑧 𝑒𝑖𝜑



Euler-Formel: 𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑 + 𝑖sin𝜑

Beweis mit Taylorreihe…



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Rechenregeln mit Polarform:

➢ Multiplikation:

➢ Division:

➢ Potenz

𝑧1𝑧2 = 𝑧1 𝑒
𝑖𝜑1 ⋅ 𝑧2 𝑒

𝑖𝜑2 = 𝑧1 𝑧2 𝑒
𝑖(𝜑1+𝜑2)

𝑧1
𝑧2

=
𝑧1 𝑒

𝑖𝜑1

𝑧2 𝑒
𝑖𝜑2

=
𝑧1
𝑧2

𝑒𝑖(𝜑1−𝜑2)

𝑧𝑛 = |𝑧|𝑒𝑖𝜑
𝑛
= 𝑧 𝑛𝑒𝑖𝑛𝜑 𝑛 ∈ ℕ



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Rechenregeln mit Polarform:

➢ Wurzel:

➢ Logarithmus:

𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖𝜑
1/2

= ± 𝑧 1/2𝑒𝑖𝜑/2

log(𝑧) = log(|𝑧|𝑒𝑖𝜑) = log |𝑧| + 𝑖𝜑 𝜑 ∈ [0,2𝜋)



§9.1 Komplexe Zahlen: Grundlagen

• Rechenregeln mit Polarform:

➢ Komplexe Konjugation:

𝑧∗ = |𝑧|𝑒𝑖𝜑
∗
= |𝑧|𝑒−𝑖𝜑

Wichtiges Beispiel: 𝑒𝑖𝜑 = cos𝜑 + 𝑖sin𝜑

cos𝜑 =
𝑒𝑖𝜑 + 𝑒−𝑖𝜑

2
sin𝜑 =

𝑒𝑖𝜑 − 𝑒−𝑖𝜑

2𝑖

𝑒−𝑖𝜑 = cos𝜑 − 𝑖sin𝜑



cos𝜑 =
𝑒𝑖𝜑 + 𝑒−𝑖𝜑

2
sin𝜑 =

𝑒𝑖𝜑 − 𝑒−𝑖𝜑

2𝑖

Trigonometrische Relationen: schnell herleiten!

Beispiel: sin 𝛼 + 𝛽 = sin 𝛼 cos𝛽 + cos 𝛼 sin 𝛽



§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Fundamentalsatz der Algebra: 𝑃(𝑧) sei ein Polynom vom Grad 𝑛
mit Komplexen Koeffizienten. Dann hat 𝑃 𝑧 genau 𝑛 Nullstellen.

𝑃 𝑧 = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝑎0

= 𝑎𝑛 𝑧 − 𝑧1 𝑧 − 𝑧2 ⋯(𝑧 − 𝑧𝑛) 𝑛 ∈ ℕ

https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra


§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Fundamentalsatz der Algebra: 𝑃(𝑧) sei ein Polynom vom Grad 𝑛
mit Komplexen Koeffizienten. Dann hat 𝑃 𝑧 genau 𝑛 Nullstellen.

𝑃 𝑧 = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝑎0

= 𝑎𝑛 𝑧 − 𝑧1 𝑧 − 𝑧2 ⋯(𝑧 − 𝑧𝑛)

Beispiel 1: 𝑃 𝑧 = 𝑧2 − 2𝑧 + 2

𝑛 ∈ ℕ

https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra


§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Fundamentalsatz der Algebra: 𝑃(𝑧) sei ein Polynom vom Grad 𝑛
mit Komplexen Koeffizienten. Dann hat 𝑃 𝑧 genau 𝑛 Nullstellen.

𝑃 𝑧 = 𝑎𝑛𝑧
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑧

𝑛−1 +⋯+ 𝑎0

= 𝑎𝑛 𝑧 − 𝑧1 𝑧 − 𝑧2 ⋯(𝑧 − 𝑧𝑛)

Beispiel 2:

𝑛 ∈ ℕ

𝑃 𝑧 = 𝑧𝑛 − 1

https://de.wikipedia.org/wiki/Fundamentalsatz_der_Algebra


§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Anwendung: Lösung einiger Differentialgleichungen

ሷ𝑥 𝑡 = −𝜔2𝑥 𝑡

Beispiel: Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators

𝜔 ∈ ℝ



§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Vektoren mit Komplexen Zahlen:

𝐴 =
𝑧1
𝑧2

Komplexe Konjugation: 𝐴∗ =
𝑧1
∗

𝑧2
∗

Hermitesche Konjugation („der hermitesch adjungierte Vektor“):

𝐴† = 𝐴∗ 𝑇 =
𝑧1
∗

𝑧2
∗

𝑇

= 𝑧1
∗ 𝑧2

∗

Skalarprodukt: 𝐴†𝐴 ≥ 0 Normierung: 𝐴 →
1

𝐴†𝐴

𝑧1
𝑧2



Beispiel: 𝐴 =
1 + 𝑖
−2𝑖



§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Matrizen mit Komplexen Zahlen:

𝐵 =
𝑧1 𝑧2
𝑧3 𝑧4

Komplexe Konjugation: 𝐵∗ =
𝑧1
∗ 𝑧2

∗

𝑧3
∗ 𝑧4

∗

Hermitesche Konjugation: 𝐵† = 𝐵∗ 𝑇 =
𝑧1
∗ 𝑧2

∗

𝑧3
∗ 𝑧4

∗

𝑇

=
𝑧1
∗ 𝑧3

∗

𝑧2
∗ 𝑧4

∗



§9.2 Komplexe Zahlen: Anwendung

• Matrizen mit Komplexen Zahlen:

𝐵 =
𝑧1 𝑧2
𝑧3 𝑧4

Komplexe Konjugation: 𝐵∗ =
𝑧1
∗ 𝑧2

∗

𝑧3
∗ 𝑧4

∗

Hermitesche Konjugation: 𝐵† = 𝐵∗ 𝑇 =
𝑧1
∗ 𝑧2

∗

𝑧3
∗ 𝑧4

∗

𝑇

=
𝑧1
∗ 𝑧3

∗

𝑧2
∗ 𝑧4

∗

Hermitesche Matrix: 𝐵† = 𝐵

Satz: Jede hermitesche Matrix ist diagonalisierbar und hat nur reelle 
Eigenwerte.



Beispiel:

Eigenwerte & Eigenvektoren?

𝐵 =
2 −𝑖
𝑖 2


