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§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

2 × 2 Matrix 2-komponentiger Vektor = (2 × 1)-Matrix 
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§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Die Drehmatrix ist ein Spezialfall der orthogonalen Transformation:

𝑂𝑇𝑂 = 𝕀𝑛×𝑛

➢ Det 𝑂 = ±1

➢ 𝑂−1 = 𝑂𝑇

➢ Die orthogonale Transformation bildet eine orthonormalbasis auf 
eine orthonormalbasis ab.

Ԧ𝑒𝑖
′ = 𝑂 Ԧ𝑒𝑖

Ԧ𝑒𝑖 ⋅ Ԧ𝑒𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 Ԧ𝑒𝑖
′ ⋅ Ԧ𝑒𝑗

′ = 𝛿𝑖𝑗
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§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

Matrix 𝐴 bildet Vektor 𝐵 auf Vektor 𝐶 ab. 

„Man steckt einen Vektor rein, die Matrix spuckt einen anderen Vektor aus.“ 

Ist es wirklich immer ein anderer Vektor? 



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Eigenvektor einer quadratischen Matrix:

𝜆: Eigenwert

𝜆

𝑣: Eigenvektor
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§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Berechnung der Eigenwerte:

➢ Die linke Seite: charakteristisches Polynom (Grad 𝑛 in 𝜆)

➢ Jede Lösung 𝜆 der Gleichung ist ein Eigenwert der Matrix 𝑀.

➢ Bei einer (𝑛 × 𝑛)-Matrix gibt es im Allgemeinen 𝑛 Eigenwerte.



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel: 𝑀 =
1 3
3 1

Eigenwerte?



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Berechnung der Eigenvektoren:

➢ Jeder Eigenwert 𝜆 hat einen entsprechenden Eigenvektor Ԧ𝑣.

➢ Wenn wir diese Gleichung in Komponenten schreiben, erhalten wir 
ein lineares Gleichungssystem für die Komponenten des Vektors.

➢ Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Lösungen:



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel: 𝑀 =
1 3
3 1

Eigenvektoren?



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Die normierten Eigenvektoren einer reellen symmetrischen Matrix bilden 
eine Orthonormalbasis.

𝜆𝑖: Eigenwerte

Ԧ𝑣𝑖: normierte Eigenvektoren (Orthonormalbasis)

Ԧ𝑣𝑖 ⋅ Ԧ𝑣𝑗 = 𝛿𝑖𝑗

Orthogonale Transformation:



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Diagonalisierung einer reellen symmetrischen Matrix:

𝜆𝑖: Eigenwerte

Ԧ𝑣𝑖: normierte Eigenvektoren (Orthonormalbasis)

𝑈−1 = 𝑈𝑇



§2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

• Diagonalisierung einer quadratischen Matrix:

𝜆𝑖: Eigenwerte

Ԧ𝑣𝑖: normierte Eigenvektoren

➢ Achtung: Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar!

(Eine reelle symmetrische Matrix immer diagonalisierbar.)



§2.8 Basiswechsel

• Änderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Koordinatensystem 𝐾:

Koordinatensystem 𝐾′:

Ԧ𝑎



§2.8 Basiswechsel

• Änderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Ԧ𝑎

Wenn wir die Achse drehen, dreht sich der Vektor in eine andere Richtung.



§2.8 Basiswechsel

• Änderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Ԧ𝑎

➢ Der Vektor bleibt unverändert.

➢ Die Darstellung (Zahlen in Spalte) hängt vom Koordinatensystem ab.

Bei Vektoren:



§2.8 Basiswechsel

• Änderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Ԧ𝑎

➢ Die Abbildung bleibt unverändert.

➢ Die Darstellung (Zahlen in Matrix) hängt vom Koordinatensystem ab.

Bei Abbildungen:



§2.8 Basiswechsel

• Wechsel der Basisvektoren:

Ԧ𝑎

Im Koordinatensystem 𝐾:
Basisvektoren { Ԧ𝑒𝑥, Ԧ𝑒𝑦}

Im Koordinatensystem 𝐾′:
Basisvektoren { Ԧ𝑒𝑥

′ , Ԧ𝑒𝑦
′ }

Drehung um einen 
Winkel 𝜙 = 𝜋/4:



§2.8 Basiswechsel

• Wechsel der Basisvektoren:

Ԧ𝑎

Im Koordinatensystem 𝐾:
Basisvektoren { Ԧ𝑒𝑥, Ԧ𝑒𝑦}

Im Koordinatensystem 𝐾′:
Basisvektoren { Ԧ𝑒𝑥

′ , Ԧ𝑒𝑦
′ }



§2.8 Basiswechsel

• Basiswechsel im :

Orthonormalbasis 𝐵 = { Ԧ𝑒1, … , Ԧ𝑒𝑛}

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis 𝐵′ = { Ԧ𝑒1
′ , … , Ԧ𝑒𝑛

′ }: 

für alle Basisvektoren 𝑖 = 1,… , 𝑛

Ԧ𝑒1 =

1
0
0
⋮

… Ԧ𝑒𝑛 =

⋮
0
0
1



§2.8 Basiswechsel

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis 𝐵′ = { Ԧ𝑒1
′ , … , Ԧ𝑒𝑛

′ }: 

für alle Basisvektoren 𝑖 = 1,… , 𝑛

𝑒𝑖,𝑗
′ : 𝑗-te Komponente der Darstellung 

von Ԧ𝑒𝑖
′ in der alten Basis 𝐵

𝑒𝑖,𝑗 : 𝑗-te Komponente der Darstellung 

von Ԧ𝑒𝑖 in der alten Basis 𝐵

𝑒𝑖,𝑗
′ = ෍

𝑙=1

𝑛

𝑈𝑗,𝑙 𝑒𝑖,𝑙 = 𝑈𝑗,𝑖



§2.8 Basiswechsel

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis 𝐵′ = { Ԧ𝑒1
′ , … , Ԧ𝑒𝑛

′ }: 

für alle Basisvektoren 𝑖 = 1,… , 𝑛

Was ist die Matrix 𝑈?

Darstellungen der neuen Basisvektoren Ԧ𝑒𝑖
′ in der alten Basis



§2.8 Basiswechsel

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis 𝐵′ = { Ԧ𝑒1
′ , … , Ԧ𝑒𝑛

′ }: 

für alle Basisvektoren 𝑖 = 1,… , 𝑛

Was ist die Matrix 𝑈?

Beispiel:



§2.8 Basiswechsel

• Vektoren unter Basiswechsel:

In der alten Basis:

In der neuen Basis:

𝑒𝑖,𝑗
′ = 𝑈𝑗,𝑖



§2.8 Basiswechsel

• Vektoren unter Basiswechsel:

In der alten Basis:

In der neuen Basis:



§2.8 Basiswechsel

• Die Darstellung der Abbildung (Zahlen in der Matrix) hängt von 
der gewählten Basis ab.

In der alten Basis: 𝑤 = 𝑀 Ԧ𝑣

In der neuen Basis: 𝑤′ = 𝑀′ Ԧ𝑣′

Was ist 𝑀′?



§2.8 Basiswechsel

In der neuen Basis:

• Die Darstellung der Abbildung (Zahlen in der Matrix) hängt von 
der gewählten Basis ab.

In der alten Basis: 𝑤 = 𝑀 Ԧ𝑣



§2.8 Basiswechsel

Beispiel: Spiegelung an der horizontalen Achse



§2.8 Basiswechsel

Beispiel: Spiegelung an der horizontalen Achse

➢ Die Abbildung bleibt unverändert.

➢ Die Darstellung (Zahlen in Matrix) hängt vom Koordinatensystem ab.


