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Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte
e Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

2 X 2 Matrix 2-komponentiger Vektor = (2 X 1)-Matrix
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Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

e Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

Matrix A bildet Vektor B auf Vektor C ab.




Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

e Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

mb(o) B Sm(,@) dreht Vektor um Winkel ¢
sin(o)  cos(o)

» Drehmatrix DQ(




Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

e Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

C?S(?) B Sm(,ql)) dreht Vektor um Winkel ¢
sin(o)  cos(o)

» Drehmatrix DQ(

— sin(o) v\ (v cos(o)
cos(¢) 0/ \vsin(o)



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

* Die Drehmatrix ist ein Spezialfall der orthogonalen Transformation:
070 = 1,4,
» Det(0) = +1

> 071=0"

» Die orthogonale Transformation bildet eine orthonormalbasis auf
eine orthonormalbasis ab.
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Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

e Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

Matrix A bildet Vektor B auf Vektor C ab.

,Man steckt einen Vektor rein, die Matrix spuckt einen anderen Vektor aus.”



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

e Matrix: Abbildung von Vektoren auf Vektoren

Matrix A bildet Vektor B auf Vektor C ab.

,Man steckt einen Vektor rein, die Matrix spuckt einen anderen Vektor aus.”

# Ist es wirklich immer ein anderer Vektor?



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

* Eigenvektor einer quadratischen Matrix:

A: Eigenwert
Mv=Av mit Zahl A

v: Eigenvektor




Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

 Berechnung der Eigenwerte:

MT—AT=(M—=Npyp) 7=0



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

 Berechnung der Eigenwerte:

MT—AT=(M—=Npyp) 7=0

/

Det (M — Al pyp) = 0

» Die linke Seite: charakteristisches Polynom (Grad n in A)
» Jede Losung A der Gleichung ist ein Eigenwert der Matrix M.

> Beieiner (n X n)-Matrix gibt es im Allgemeinen n Eigenwerte.



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel: M = (é i) Eigenwerte?



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

 Berechnung der Eigenvektoren:

MT—AT=(M—=Npyp) 7=0

> Jeder Eigenwert A hat einen entsprechenden Eigenvektor v.

» Wenn wir diese Gleichung in Komponenten schreiben, erhalten wir
ein lineares Gleichungssystem fir die Komponenten des Vektors.

» Dieses Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen:

M=\t = Mavt)=aMit=alv=X\(a?)



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

Beispiel: M= (é i) Eigenvektoren?



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

* Die normierten Eigenvektoren einer reellen symmetrischen Matrix bilden
eine Orthonormalbasis.

A;: Eigenwerte

V;: normierte Eigenvektoren (Orthonormalbasis)

‘ ﬁlﬁ]=61]

Orthogonale Transformation: U= (vy T ... 7,



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

Diagonalisierung einer reellen symmetrischen Matrix:

M =UTTMU u-l=yT

A;: Eigenwerte

V;: normierte Eigenvektoren (Orthonormalbasis)



Q 2.7 Eigenvektoren und Eigenwerte

* Diagonalisierung einer quadratischen Matrix:

M =U"'MU

A;: Eigenwerte

U;: normierte Eigenvektoren

» Achtung: Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar!

(Eine reelle symmetrische Matrix immer diagonalisierbar.)



§ 2.8 Basiswechsel

* Anderung der Darstellung bei Basiswechsel:
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Koordinatensystem K':  dy = ( 0



§ 2.8 Basiswechsel

* Anderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Wenn wir die Achse drehen, dreht sich der Vektor in eine andere Richtung.

Drehung in andere Richting!
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§ 2.8 Basiswechsel

* Anderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Bei Vektoren:

> Der Vektor bleibt unverandert.

» Die Darstellung (Zahlen in Spalte) hangt vom Koordinatensystem ab.



§ 2.8 Basiswechsel

* Anderung der Darstellung bei Basiswechsel:

Bei Abbildungen:

» Die Abbildung bleibt unverandert.

» Die Darstellung (Zahlen in Matrix) hdngt vom Koordinatensystem ab.



§ 2.8 Basiswechsel

e Wechsel der Basisvektoren:

Im Koordinatensystem K:

Basisvektoren {¢,, €, }

Drehung um einen
Winkel ¢ = m/4:

D?r/4 — (

Sl

Im Koordinatensystem K':
Basisvektoren {€,, €,,}



§ 2.8 Basiswechsel

e Wechsel der Basisvektoren:
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Basisvektoren {¢,, €, } Basisvektoren {€,, €,,}

B | o 3 | [
¢, hat in alter Basis die Darstellung  ¢," =D, 4 ((]) = | Y
\ V2

3l

. L. . 0
€, hat in alter Basis die Darstellung ¢,/ =Dy /4 (l) =

'1‘*<-‘

]

NG

[
\

)



§ 2.8 Basiswechsel

e Basiswechsel im R":

™.

Orthonormalbasis B = {51, ---,5n}

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis B' = {é1, ..., €, }:

— / — . . .
e; = U € fur alle Basisvektoreni =1, ...,n



§ 2.8 Basiswechsel

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis B' = {é, ..., €, }:

— — . . .
e. = U €] fur alle Basisvektoreni =1, ...,n

/ \ e; j - J-te Komponente der Darstellung

e . : j-te Komponente der Darstellun 3. i
ij+J P 8 von ¢; in der alten Basis B
von é; in der alten Basis B

n
, — —
e = Z Uirei =Uj;
=1



§ 2.8 Basiswechsel

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis B' = {é, ..., €, }:

— — . . .
e. = U €] fur alle Basisvektoreni =1, ...,n

. . e oD, T

'J..,J' — i

b
~

KX

—

- .. "H-.
o

-~

=

Was ist die Matrix U? U= (c, &' ... ¢/))

Darstellungen der neuen Basisvektoren ¢; in der alten Basis



§ 2.8 Basiswechsel

Basiswechsel zu einer neuen Orthonormalbasis B’ = {ej, ..., €, }:

Was ist die Matrix U? U= (a" &' ... ¢&/))

Beispiel:

Sl<
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§ 2.8 Basiswechsel

Vektoren unter Basiswechsel:

In der alten Basis: U = E vi€;  — U, =U-
J
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In der neuen Basis: U = E viel —  ul=10-



§ 2.8 Basiswechsel

Vektoren unter Basiswechsel:

In der alten Basis: U = E vj€;  — U, =V €
J

! =7 ! — =/

In der neuen Basis: U = E v.e = U =10-



§ 2.8 Basiswechsel

* Die Darstellung der Abbildung (Zahlen in der Matrix) hangt von
der gewahlten Basis ab.

t 1
(”‘2) = M ("13) & Wi = Z _”j;\. UL
X : k

In der neuen Basis: w' = MV’

Was ist M'?



§ 2.8 Basiswechsel

Die Darstellung der Abbildung (Zahlen in der Matrix) hangt von
der gewahlten Basis ab.

In der alten Basis: w =MD




§ 2.8 Basiswechsel

Beispiel: Spiegelung an der horizontalen Achse




§ 2.8 Basiswechsel

Beispiel: Spiegelung an der horizontalen Achse
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» Die Abbildung bleibt unverandert.

» Die Darstellung (Zahlen in Matrix) hangt vom Koordinatensystem ab.



