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§ 3. Differentialrechnung

Letze Vorlesung:

* Ableitung: Definition

* Ableitungen einiger wichtiger Funktionen und
Ableitungsregeln

e Partielle Ableitungen von Skalaren Funktionen mehrerer
Variablen



{ 3.3 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer
Variablen

* Nah bei x;: Funktion wird durch Tangente genahert

) -
f(xo) -

I iTangente bei xp:

f(xo) | 1 Steigung f'(xo)

f(r) = f(xo) + f(x0) (v = x0)

) df(x) = f'(x)dx



{ 3.3 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer
Variablen

Bei Funktionen mehrerer Variablen: totales Differential
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{ 3.3 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer
Variablen

 Totales Differential:

(@ =3 ONE) gy = OFE) 4 L OTE)

dx; x4 Oxo

i

Beispiel:  f(x) = f(xq,x,) = sin(x;)e*?



{ 3.3 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer
Variablen

* Rechenregeln fir totale und partielle Ableitungen:

» Die Ableitungsregeln verallgemeinern sich direkt von den
Funktionen einer Variablen auf die Funktionen mehrerer Variablen.

» Man muss die Kettenregel fiir jede der Variablen durchfihren.

dh(f(z).g(@)) _ Oh(f.g)df(x)  Oh(f.g)dyle)
dx - Of dx dg dx

Beispiel:



{ 3.3 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer
Variablen

Beispiel: T =T(7(t),t) =T (x(t), y(t). z(t). 1)

dT(7(t),t) ,
de




{ 3.3 Ableitungen von skalaren Funktionen mehrerer
Variablen

Beispiel:

dT(7(t),1)
dt

total Ableitung nach der Zeit

OT(T(7(t), 1)) da(t)

ox dt

v
Ableitung nach = totale Zeitableitung von =

N OT(T(7(t). 1)) dy(t)

Ay dt

Ableitu;’g nach y tetale Zeitableitung von y

IT(T'(r(t), 1)) dz(t)
+ -
0z fdt
——’

Ableitu;.grg; nach z totale Zeitableitung von =
OT(T(7(t).1))
ot

~
partielle Ableitung nach der Zeit




§ 3.4 Taylorreihe

* Nah bei x: Funktion wird durch Tangente genahert

) -
f(xo) -

I iTangente bei xo:

f(Xo) | 1 Steigung '(xo)

f( ) ~ f{-"{l) + f;[-"[l) (v — -1'[})
flr) = flzo) = f(x0) (r —x0) = Af=f(x)Ax




§ 3.4 Taylorreihe

 Wie kdnnen wir die Annaherung systematisch verbessern?

f(x0)+f'(X0) (X-x0)




§ 3.4 Taylorreihe

 Wie kdnnen wir die Annaherung systematisch verbessern?

‘ Taylorreihe

f(x0)+f'(X0) (X-x0)

| 1
Xo Xo

. L, ) 1 111 :
= [lw0) + f'(w0) (& = w0) + 5 f" (o) (o = w0)? + = ") (= o)+



§ 3.4 Taylorreihe

Taylorreihe von f (x) um den Punkt x = x,:

o0

. I
Tf(x,x0) = Z - F1" (o) (= 2o)"

.
n=0

: !/ 1 g/ 2 1 /] :
= f(xo) + f(z0) (x — 2¢) + 5 F' o) (2 — x0)” + G f(xg) (2 — ..rr[;,)3 + ...

» Die Reihe Tf(x, xy) konvergiert nicht immer.

» Selbst wenn Tf (x, xy) konvergiert, muss der Grenzwert nicht
automatisch gleich f(x) sein.



§ 3.4 Taylorreihe

Taylorreihe von f (x) um den Punkt x = x,:

o0

. I
Tf(x,x0) = Z - F1" (o) (= 2o)"

.
n=0

: !/ 1 g/ 2 1 /] :
= f(xo) + f(z0) (x — 2¢) + 5 F' o) (2 — x0)” + G f(xg) (2 — ..rr[;,)3 + ...

» Die Reihe Tf(x, xy) konvergiert nicht immer.
» Selbst wenn Tf (x, xy) konvergiert, muss der Grenzwert nicht

automatisch gleich f(x) sein.

Trotzdem gilt Tf (x, x5) = f(x) in so vielen Fallen (insbesondere in der
Physik). Dies ergibt eine systematische Annaherung der Funktionen.



§ 3.4 Taylorreihe

* Taylorreihe von f(x) um den Punkt x = x;:

o0

_ 1
Tf(’ -3"0) = Z F f('n)(-“"tl) (-7' - -"0)?1
n=0
1 2 1 Jiii .
= f(xo) + f'(z0) (x — 20) + 2 f (o) (v — @0)” + G f" (o) (& = w0)* + ...

Beispiel: Taylorreihe von f(x) = e*umx, =0



§ 3.4 Taylorreihe

* Taylorreihe von f(x) um den Punkt x = x;:

o0

_ 1
Tf(’ -3"0) = Z F f('n)(-“"tl) (-7' - -"0)?1
n=0
1 2 1 Jiii .
= f(xo) + f'(z0) (x — 20) + 2 f (o) (v — @0)” + G f" (o) (& = w0)* + ...

Beispiel: Taylorreihe von f(x) = sin(x) umx, = 0



§ 3.4 Taylorreihe

Taylorreihen einiger wichtiger Funktionen um x = 0:
i i =) Lo sy - + o4
. ? p— _ p— T - -
Exponentialfunktion: ¢ ” 7 5 G
n=
Natiirlicher L ith > ”+1 22 3
atiirlicher Logarithmus: log(1+ :Z St el
o0 . . -
' ‘ . (_1):: , . !.1 .’"J
Sinus: si(x) = ,_—'_.r'”+ =r— —+ — + ...
() ;(2~+1)I § 120
= (=1) . r
Kosinus: cos(z) = o7 =15+ _)—4 +



§ 3.4 Taylorreihe

* Wasist e? (A: n X n quadratische Matrix)?

1 1
e =l +A+5 A%+ A7+

Beispiel: e®*4 fir A = ((1) (1))



§ 3.4 Taylorreihe

Taylorreihe einer skalaren Funktion einer Variablen:

) =1 ) =1 . d\"
. C o) = gln)g,. N R P
Tf(xo+ 0w, 20) = Z ] [ (xg) 0a Z 01 (d.r) 2 R
n=>0 n=>0
_ eéw%f
I=I0




§ 3.4 Taylorreihe

Taylorreihe einer skalaren Funktion mehrerer Variablen:

L., [(d\"
T f(xo + 0, zp) E n'f (rg) 0x™ = E EO' | (E) flazay
=0 ’

r=xrp

02
Nabla-Operator: V =

8?1



§ 3.4 Taylorreihe

* Taylorreihe einer skalaren Funktion mehrerer Variablen:

Tf(Zo+ 6%, 7y) = >V f

T, T

| =

f(?g) + 0T - Vf(?g) +

[

-

Beispiel: Funktion von zwei Variablen T (xq + 6x,yo + Y, X, Vo)

(07-V) (67-V) f(To) + ...



§ 3.4 Taylorreihe

Taylorreihe einer skalaren Funktion mehrerer Variablen:

Tf (& + 0%, Tp) = **V f|m

Beispiel: Funktion von zwei Variablen (Satz von Schwarz verwendet!)

. ] - - Jf(xo0. 10 - Jf (7o, yo
T'f(xog+ox.yo+ 0y, xo.yo) = flxo,yp) + 0x % + oy fT})
0x® f(xo.mo) | « o Pflzo.yo) | 0y O*f(xo.y0)
- + 0xoy — + — -
2 Ox? oz dy 2 Oy?

—




Q 3.5 Bestimmung von Extremwerten

* Extremwerte einer skalaren Funktion einer Variablen:

globales Maximum

lokale Maxima
™\ \
/_\\/\
\/ lokales Minimum von W|k|ped|?
»Extremwert
AN

globales Minimum

COSGTY) i Bereich 0.1 < x < 1.1

Minima und Maxima der Funktion f(x) =


https://de.wikipedia.org/wiki/Extremwert

Q 3.5 Bestimmung von Extremwerten

* Extremwerte einer skalaren Funktion einer Variablen:

f'(x) = df[(:l:) > () Funktion steigt bei x an
.

() = ffffilf) _ 0 Funktion ist bei x flach
axr

() = df}“f) <0 Funktion fillt bei x ab
axr

 Notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung fir das Vorliegen eines
lokalen Extrempunkts (Maximum oder Minimum):

() = df(zo0) _

dx




Q 3.5 Bestimmung von Extremwerten

* Extremwerte einer skalaren Funktion einer Variablen:

( o1 SN dgf(;vo) .
["(xo) = =52 <0 Lokales Maximum
o If (x »
(o) = (fgi[’) =0 = ¢ f"x) = % =0 Sattelpunkt
axr .
" (w0) = % >0 Lokales Minimum

Beispiel: f(x) = x? —2x + 1



Q 3.5 Bestimmung von Extremwerten

* Extremwerte einer skalaren Funktion einer Variablen:

df (o)

dx

Beispiel: f(x) = x3

L

(f"(w0) = T4 < 0

fﬂ(:ro)

(o)

2 f(p
2

d? f(xo) ~ 0

dx?

Lokales Maximum
Sattelpunkt

Lokales Minimum

von Wikipedia
,Sattelpunkt”



https://de.wikipedia.org/wiki/Sattelpunkt

Q 3.5 Bestimmung von Extremwerten

Extremwerte einer skalaren Funktion mehrerer Variablen:

f(x0) =

df (o)

dx

=0

(f"(w0) = T4 < 0

¢ fﬂ(:r(}) — % = ()
S (o) = £43 > 0

1

H (7o) hat nur negative Eigenwerte

H () hat nur positive Eigenwerte

\

Hesse-Matrix

Hy(T)i;

Lokales Maximum
Sattelpunkt

Lokales Minimum

0 af(@)

dx; Ox;

Lokales Maximum

Lokales Minimum



Q 3.5 Bestimmung von Extremwerten

Beispiel: Extremwerte von f(x,y) = x3 + y3 — 3xy?



