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§ 4. Integralrechnung

* Integral als Flache:

b
Integral f da f(x) :

Flacheninhalt unter Kurve mit

: E_ Anteil Uber x-Achse: zahlt positiv

- Anteil unter x-Achse: zahlt negativ




§ 4. Integralrechnung

Konstruktion des Integrals mit Rechtecken:

f(x)

b
/ dr f(x) A'. 2 AT T
' 1 ., (vorzeichenbehaftete)

Flacheninhalt des i-ten Rechtecks



§ 4. Integralrechnung

* Nomenklatur beim Integral:

obere Integralgrenze

[ s

f Differenzial

Integrand

untere Integralgrenze




Q 4.1 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

e Definition der Stammfunktion:

F(x) ist Stammfunktion von f(z) «—» (U;(j) = F'(z) = f(2)

» Stammfunktion ist nicht eindeutig: man kann beliebige Konstante
addieren.

» Integration und Differentiation sind mathematische Gegenstiicke.

f(x) g F(x) A=y f(x)



Q 4.1 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

* Ein paar wichtige Stammfunktionen:

Potenzen/Polynome: f(z) =2a" = F(x) = 7 T (n £ 1)
1 1
1/x: YIRS N .
' flx)=—=a2"" = F(z) = In(|z|)
A
. y 1
Exponentialfunktion: flx)=e"" = F(x) = —e™



Q 4.1 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

* Berechnung eines Integrals iber Stammfunktion:

b
j dx f(x) = F(b) — F(a) = F(x) ’

1
Beispiel 1: j dx e3* =7
~1



Q 4.1 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

* Berechnung eines Integrals iber Stammfunktion:

b
j dx f(x) = F(b) — F(a) = F(x) ’

1
Beispiel 2: J dx sin(2x) =7
0



S 4.2 Uneigentliche Integrale

Berechnung eines Integrals Gber Stammfunktion:

b
J dx f(x) = F(b) — F(a) = F(x) ’

» Achtung: Dies funktioniert so, wenn
Funktion f nicht divergiert und a, b + +oo.




S 4.2 Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale:

> Fall 1: Grenzen unendlich

Integral = Grenzwert von Grenzen nach unendlich

O b
obere Grenze: / dr f(r) = lim / dr f(x)

b—oo J,

b b
untere Grenze: / dr f(xr) = lim / dz f(x)

a——00

Jde ol (C 7]
beide Grenzen: / dr f(x) = lim / dr f(z)+ lm / dx f(x)
— a0 a— a b—o0 Je



S 4.2 Uneigentliche Integrale

* Uneigentliche Integrale:

» Fall 2: Integrand unendlich an Stelle ¢

Integral = Grenzwert von Grenzen nach ¢
b c—€ b
/ dr f(x) = lim / da f(x)+ lim / dx f(x)
a €0 Jq 0—0 c40

Wichtig: Grenzwerte mussen unabhangig von einander genommen werden.



{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

* Fur Integrale gelten die folgende Rechenregeln:

» Integrale sind linear:

b b b
/ dz (c1 f(x) 4+ cog(x)) = ¢4 / dr f(x) + e / dr g(x) (¢1,co Zahlen)

a a a

» Integrationsintervalle kdnnen zerlegt werden:

/ e f(0) = [ et | "t ()



{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

* Fur Integrale gelten die folgende Rechenregeln:

» Vertauschen der Grenzen bringt ein Minus-Zeichen:
II') (1
/ dx f(z) = —/ dx f(x)
a b

» Man kann nach Integralgrenzen ableiten:

d " : d o,
7 ) dr f(x) = 7 (F(b) — F(a)) = f(b)
d ’ : d '

I dx f(x) = T (F'(b) — F(a)) =—f(a)

a



{ 4.3 Rechenregeln fur Integrale

Fiur Integrale gelten die folgende Rechenregeln:
» Symmetrien erleichtern das Integrieren:

Fall 1: Funktion achselsymmetrisch (,gerade®):

a

flx)=+f(—x) = dr f(x) =2 /0 dr f(x)

—a

f(x)




{ 4.3 Rechenregeln fur Integrale

Fiur Integrale gelten die folgende Rechenregeln:
» Symmetrien erleichtern das Integrieren:

Fall 2: Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung (,ungerade®):

fla) ==f(=2z) = / | dx f(z)=20




{ 4.3 Rechenregeln fur Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

> Variablensubstitution:

/ b dx f(x)
\




{ 4.3 Rechenregeln fur Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

> Variablensubstitution:

/ b dx f(x)
\

1
Beispiel: j dxsin(2x + 1) =7
0



{ 4.3 Rechenregeln fur Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

> Variablensubstitution:

/b dr f(x)
\

r = g(u)

b ~1(b) ()
- / ([;_pf(:_z?) = /g du dg(U) f(.g(u))
] Y du

a)

Verschiebetrick: r=g(u)=u—xg

b b+xq
f dr f(x +x9) = / du f(u)

a a-+xo



{ 4.3 Rechenregeln fur Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

> Variablensubstitution:

/b dr f(x)
\

r = g(u)

b ~1(b) ()
- / ([;_pf(:_z?) = /g du dg(U) f(.g(u))
] Y du

a)

) . Lou
Reskalierungstrick: = = g(u) = X

b A
/ dv f(Ax) = / du— f(u)
a Aa A



{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

» Partielle Integration:

[ 4L o) = (@ @~ [ dep()
Ja axr

- /. dr

Beweis mit der Produktregel der Ableitung:

T (@) = D g(a) + 5a) 222
a1 da da




{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

» Partielle Integration:

b el ) o
/ dx d{“  g(a) = [ () gla)], / dz f(z) 29

i . Ja ([I,

1
Beispiel 1: f dx xe* =7
0



{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

» Partielle Integration:

b el ) o
/ dx d{“  g(a) = [ () gla)], / dz f(z) 29

i . Ja ([I,

1
Beispiel 2: f dx x In(x) =7
0



{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

» Man muss oft verschiedene Regeln und Tricks kombinieren.

1
Beispiel 1: j dx+1—x%2=7
0



{ 4.3 Rechenregeln fiir Integrale

e Ein paar Tricks zum Berechnen von Integralen:

» Man muss oft verschiedene Regeln und Tricks kombinieren.

xZ
9

x2—4x+4:'

1
Beispiel 2: f dx
0



