
Hong-Hao Tu (ITP, TU Dresden)

Rechenmethoden Lehramt Physik (WS21/22)

SFB 1143

Vorlesung 8: Integration

November 29, 2021

E-Mail: hong-hao.tu@tu-dresden.de

mailto:hong-hao.tu@tu-dresden.de


§4. Integralrechnung

Letze Vorlesung:

• Integral: Grundbegriff

• Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung

• Uneigentliche Integrale

• Wichtige Stammfunktionen

• Rechenregeln für Integrale



§4.4 Integrale von skalaren
Funktionen mehrerer Variablen

• Falls Integral nur bezüglich einer Variablen gilt, werden andere 
Variablen werden als Konstanten betrachtet.

➢ Unbestimmtes Integral:

Stammfunktion bezüglich 𝑥𝑖

➢ Bestimmtes Integral: Stammfunktion in Grenzen



§4.4 Integrale von skalaren
Funktionen mehrerer Variablen

Beispiel: න
0

1

𝑑𝑥 𝑒𝑥𝑦 = ?



§4.5 Mehrfachintegrale

• Flächenintegrale: die Idee

Was ist Flächeninhalt A von beliebigem „Klecks“?



§4.5 Mehrfachintegrale

• Erinnerung: „normale" Integrale

vorzeichenbehafteter 
Flächeninhalt des 𝑖-ten Rechtecks



§4.5 Mehrfachintegrale

• Flächenintegral als Grenzwert kleiner Teilflächen:

Flächeninhalt A als Summe vieler kleiner Teilflächen



§4.5 Mehrfachintegrale

• Flächenintegral als Grenzwert kleiner Teilflächen:

Flächeninhalt A als Summe vieler kleiner Teilflächen

Notation:



§4.5 Mehrfachintegrale

• Praktische Berechnung des Flächenintegrals:

Berechnung: über verschachtelte „normale“ Integrale!



§4.5 Mehrfachintegrale

• Praktische Berechnung des Flächenintegrals:



§4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskreis, definiert über 

➢ Was sind die Funktionen 𝑓1(𝑥) und 𝑓2(𝑥), die 
den Kreis oben & unten beranden?

➢ Was ist der Flächeninhalt des Einheitskreises?



§4.5 Mehrfachintegrale

• Erinnerung: Flächenintegral



§4.5 Mehrfachintegrale

• Im Allgemeinen: Flächenintegral einer Funktion



§4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Baumzahl als Flächenintegral



§4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Baumzahl als Flächenintegral



§4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskreis, definiert über 

ඵ
Einheitskreis

𝑦2 1 − 𝑥2 d𝑥d𝑦 = ?



§4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskreis, definiert über 

ඵ
Einheitskreis

𝑦2 1 − 𝑥2 d𝑥d𝑦 = ?

න
−1

1

d𝑥න
− 1−𝑥2

1−𝑥2

d𝑦 𝑦2 1 − 𝑥2 = න
−1

1

d𝑥
2

3
( 1 − 𝑥2)3 1 − 𝑥2

= න
−1

1

d𝑥
2

3
(1 − 𝑥2)2 =

2

3
න
−1

1

d𝑥 (1 − 2𝑥2 + 𝑥4)

=
2

3
2 −

4

3
+
2

5
=

32

45



§4.5 Mehrfachintegrale

• Volumenintegral als Grenzwert kleiner Teilvolumen:

Was ist das Volumen dieses Blobs?



§4.5 Mehrfachintegrale

• Volumenintegral als Grenzwert kleiner Teilvolumen:

Was ist das Volumen dieses Blobs?



§4.5 Mehrfachintegrale

• Praktische Berechnung des Volumenintegrals:

Flächenintegral 𝐴(𝑥)



§4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskugel, definiert über 

𝑉 =ම
Einheitskugel

d𝑥d𝑦d𝑧 = ?

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1

𝑥
𝑦

𝑧



§4.5 Mehrfachintegrale

• Im Allgemeinen: Volumenintegral einer Funktion



§4.5 Mehrfachintegrale

• Viele Variablen (nicht nur 𝑥, 𝑦, 𝑧): sehr ähnlich!

Berechnung: auch wieder durch verschachtelte „normale“ Integrale



§4.6 Reihenfolge und Vertauschung von Integralen

• Bei Ableitungen: Satz von Schwarz

Im Allgemeinen vertauschen die zweiten Ableitungen NICHT:

Satz von Schwarz: Ableitungen vertauschen bei „netten“ Funktionen 

Funktion 𝑓 ist 𝑘 mal 
stetig differenzierbar

Alle 𝑙-ten Ableitungen mit 
𝑙 ≤ 𝑘 vertauschbar!



§4.6 Reihenfolge und Vertauschung von Integralen

• Bei Integralen: Satz von Fubini

➢ Integrale dürfen im Allgemeinen nicht vertauscht werden!

i) feste Grenzen haben und ii) der Integrand stetig ist.

➢ Integrale können sicher vertauscht werden, wenn sie

Physikerpraxis: Meistens (aber eben nicht immer) vertauschen Integrale



§4.6 Reihenfolge und Vertauschung von Integralen

Gegenbeispiel: Integralgrenzen hängen von Variablen ab

න
0

1

d𝑥 න
0

𝑥

d𝑦 = ? න
0

𝑥

d𝑦න
0

1

d𝑥 = ?



§4.7 Integrale von vektorwertigen Funktionen

• Mehrfachintegrale von vektorwertigen Funktionen:

Führe Integration komponentenweise durch!


