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§ 4. Integralrechnung

Letze Vorlesung:

Integral: Grundbegriff

* Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung
* Uneigentliche Integrale

* Wichtige Stammfunktionen

* Rechenregeln fur Integrale



{ 4.4 Integrale von skalaren
Funktionen mehrerer Variablen

Falls Integral nur bezlglich einer Variablen gilt, werden andere
Variablen werden als Konstanten betrachtet.

» Unbestimmtes Integral:

/d:zza flxy,....xn) = Fi(zq,....x,) mit .

Stammfunktion bezlglich x;

» Bestimmtes Integral: Stammfunktion in Grenzen

b
/ dr; f(ey,...,x,) = Fi(xy1,....b, oo oxy) — Fi(xq, ..o oa, .. xy)
o2



{ 4.4 Integrale von skalaren
Funktionen mehrerer Variablen

1
Beispiel: j dx e*y =7
0



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Flachenintegrale: die Idee

Was ist Flacheninhalt A von beliebigem , Klecks“?




§ 4.5 Mehrfachintegrale

Erinnerung: ,normale" Integrale

f(x)

b
/ dx f(x) A.. 0 Az f(x;
’ 3 . Vorzeichenbehafteter

Flacheninhalt des i-ten Rechtecks



§ 4.5 Mehrfachintegrale

Flachenintegral als Grenzwert kleiner Teilflachen:

Flacheninhalt A als Summe vieler kleiner Teilflachen

A= AX Ay
P
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§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Flachenintegral als Grenzwert kleiner Teilflachen:

Flacheninhalt A als Summe vieler kleiner Teilflachen

A= Ax Ay
ST } A A=Y Aray
ra ~ i i
/ 5% N
- __( Ax ) _
N / X X
SN — A= dA = lim lim E A,
A umrandete Flache Az—0 Ay—0 P

X

Notation: / dA = lim lim ZA.;'A;}// r[.rr[y// dr
Fliche Ar—0 Ay—0 = Fliche Fliche



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Praktische Berechnung des Flachenintegrals:

| V=h() | ]

L y=h(x)

Berechnung: Gber verschachtelte ,normale” Integrale!



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Praktische Berechnung des Flachenintegrals:

y=h(x) |




§ 4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskreis, definiert Uber z? + ¢y = 1

» Was sind die Funktionen f; (x) und f,(x), die
den Kreis oben & unten beranden?

1t : f1(x)

> Was ist der Flacheninhalt des Einheitskreises? —



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Erinnerung: Flachenintegral

/ dA = lim lim ZAJ'A;/: / / drdy = / / d*r
Fliche Ar—=0 Ay—0 = Fliche Fliche

A= Ax Ay
//—-—-
A 5% N
L R
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— —
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§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Im Allgemeinen: Flachenintegral einer Funktion

/ dA = lim lim ZAIA@/ = / / drdy = / / dr
Fliche Ar=0Ay—=0 = Fliche Fliche

A= Ax A (X, y:) A= Ax Ay
y o \__ 4
//-—— z/—' #'\
// By} \\ {/ Ayl ‘\\
o Lo AX ~ - |- Ax ]
3 ] = \ )
\§ D4 NC D4
~ 1 I~ —1
A A
Ai=Ax Ay f(x;,y))

X

f /; drdy f(x,y) = / /:1 flz,y)dedy = / dx / dy f(x,y) = Alilﬂo AE,E{:}ZE:Ai f(xiy;)



§ 4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Baumzahl als Flachenintegral

A= Ax Ay
Anzahl Baume = Z Béaume in Quadrat ¢ - f NilNs 4
Quadrate i /’i'/ N Ayt ) ol
__I_ _I__ __. ™ Il
- Z Béaume pro Fliache - Flache SENNEENL |'ﬁ___
Quadrate i \\I “7 | /If/
~< | F
= Z Baum-Dichte - Flache A

Quadrate 1
/ x

Anzahl Badume im Quadrat i

Flache des Quadrats i

0
‘ /-)Ba.um(:r'- ".U) = { 1

Flache direkt unterhalb des Baums

/-)Ba.um(Qlladl‘at 3) —




§ 4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Baumzahl als Flachenintegral

A= Ax Ay
Anzahl Baume = Z Béaume in Quadrat ¢ o El: S 4
Quadrate i /ﬂi’, N | Ayt T U]
__I_ _I__ _-. ™ Il
- Z Béaume pro Fliache - Flache SENNEENL |'ﬁ___
Quadrate i \\I “7 | /If/
~< | F
= Z Baum-Dichte - Flache A

Quadrate 1

= lim Z PBaum(Quadrat i) Az Ay

Az, Ay—0
Quadrate ¢

= / dA pRaum (1, y) = / / drdy paum(,y)
A



§ 4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskreis, definiert Uber z? + ¢y = 1

1 : f(X)

U y?yJ1—x%2dxdy =7
Einheitskreis

-1F fa(x)




§ 4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskreis, definiert Uber z? + ¢y = 1

1 : f(X)

|
ey

U y?yJ1—x%2dxdy =7
Einheitskreis - |
7 i

1 V1—x2 1 2
j dxj dy y2y/1 — x2 =f dx = (V1 —x2)3y1 — x2
1 Sy 3

1 2 2 1
:] dx = (1 — x?)? =—j dx (1 —2x2% +x%)
1 3 3J)_4

_22 4+2 32
3 3 5] 45



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Volumenintegral als Grenzwert kleiner Teilvolumen:

Was ist das Volumen dieses Blobs?

Va) V=) ArAyA:

# V:f dV = lim lim lim YV,
Volumen des Blobs Ar—0Ay—0Az—0 -



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Volumenintegral als Grenzwert kleiner Teilvolumen:

Was ist das Volumen dieses Blobs?

V:/ dV = lim lim lim } "V,
Volumen des Blobs Ar—0 Ay—0 Az—0 -

/dV:/d:vfdyfdz:fffd:cdydz:/dB-r



§ 4.5 Mehrfachintegrale

* Praktische Berechnung des Volumenintegrals:

A(x) = Flacheninhalt der Scheibe bei x

vV — fd.v — [i dr A(x)
7—/

y
dx A(x) = infinitesimales Volumen der Scheibe bei x

To fi(x) hi(x,y)
V = / dx / dy / dz
] fz(z) ha(x,y)

Flachenintegral A(x)




§ 4.5 Mehrfachintegrale

Beispiel: Einheitskugel, definiert Gber x2 +y2 +2z2 =1

V=fﬂ dxdydz =7
Einheitskugel




§ 4.5 Mehrfachintegrale

Im Allgemeinen: Volumenintegral einer Funktion

f(xi,yi,zi)

AV fxy.2) = [ de [ dy [ dzfla.y.z) = dedydz: f(z.y.2) = | &r f(x.y. 2)
/ foo fan ] /1] /

= lim lim  lim Vi f(wiyi. z)

Ar—0Ay—0Az—0

Ar—0Ay—0Az—0

= lim lim lim ZAQ:AyAzf(xi,yi,zi)



§ 4.5 Mehrfachintegrale

Viele Variablen (nicht nur x, y, z): sehr ahnlich!

f(xi,yi,zi)

[dn-rf(xl,...,:z:n) = /d:z:l .../d:z:n flxy,....x,) = (&EEOA%) flxig. ...z

Berechnung: auch wieder durch verschachtelte ,,normale” Integrale



S 4.6 Reihenfolge und Vertauschung von Integralen

Bei Ableitungen: Satz von Schwarz

o Aeron A2 gl 9 (2Z)
0 Of(¥) _ 0° f(T) _ 5,0, f C)( O )
dx; Or; dx;0x; o ox;

Im Allgemeinen vertauschen die zweiten Ableitungen NICHT:

d O0f(x)
Ox; Ox;

0 Of(T)
Oxj Ox;

]

Satz von Schwarz: Ableitungen vertauschen bei ,,netten” Funktionen

Funktion f ist k mal # Alle [-ten Ableitungen mit
stetig differenzierbar [ < k vertauschbar!



S 4.6 Reihenfolge und Vertauschung von Integralen

* Beilntegralen: Satz von Fubini

b d . d b
f dx / dy f(z,y) = / dy / dx f(x,y)

» Integrale dirfen im Allgemeinen nicht vertauscht werden!

» Integrale kdnnen sicher vertauscht werden, wenn sie

i) feste Grenzen haben und ii) der Integrand stetig ist.

Physikerpraxis: Meistens (aber eben nicht immer) vertauschen Integrale



S 4.6 Reihenfolge und Vertauschung von Integralen

Gegenbeispiel: Integralgrenzen hangen von Variablen ab

1 X X 1
fdxj dy =7 fdyj dx =7
0 0 0 0



S 4.7 Integrale von vektorwertigen Funktionen
 Mehrfachintegrale von vektorwertigen Funktionen:

f7) =) & £
=1

l

m

[arin=3e [@rsm
=1

Fihre Integration komponentenweise durch!



